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TEOREMA 7: ( VISSCHERS) 
En todo triángulo , la suma de las distancias de un 


punto que pertenece a la región interior hacia los 
vértices de dicho triángulo es menor que la longitud 


del perímetro y mayor que la mitad de este. 


pam 


A om +n+f<a+b+c| v |р<т+п+ё<2р 


DEMOSTRACIÓN : 

* Por teorema de los poligonales, рага : 
A^B: 

А л С: (+) 

В л С: 


* Sumando estas inecuaciones y simplificando : 


т+п+ 2 <a+b+c 


* Por teorema : 

* Sumando y simplificando de manera similar : 

a+ btc 
2 


*De (I) y (II): 


З СООО 0 9 


UN ы 
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NOTA : 
Si: т>п> f£, entonces se debe tener en cuenta que: 
atbtc»2(m —4£) 


CONSECUENCIAS : 
Si «2p» ; perímetro del л АВС. 


B 
p<x+y+2<2p 
A C 
DEMOSTRACIÓN : 
B 
a 
€ 
A b C 


* Perímetro del л АВС: 2p=a+b+c 

* Semiperímetro del л АВС: p=(a +b+c)/2 

* Por el teorema + 
x+y<a+b 
x+z<ate 
y+tz<b+e 


2(x+y+2)<2(a+tb+c) 


(+) 


2p 
IDA LEON v EET O A S D 


* Por el postulado de mínima distancia : 
Sumando: 


a<y+z 

b<x+z (+) 

с<х+у 
a+b+e<2(x+y+2) 


2p 
= р<х+у+<2р...... а.а. (П) 


* De (I) y (QI) : |p<x+y+2<2p 


EDICIONES RUBINOS [ТАА 


PROPIEDAD : 
Si «P» es un punto interior, además a > b >с. 


B^ 


A b C 


Se cumple: 


DEMOSTRACIÓN : 


*Si:a»b»c a»f»58 


*Setraza: MN /AB (Pe MN) 
* Sabemos que : 


ABNP: у<т+п 

AAPM: x<e+f 

APNC: B<o>z<a-m 

AMNC: 0<bB= n+e<b-f 
x+y+z?n+e<m+n+e+f+a-m+b-f 


> [r+y+z<a+b]......... La.qd. 
TEOREMA 8 : 


(+) 


DEMOSTRACIÓN : 
* PRIMER MÉTODO : 


* Se prolonga Ap hasta Q 
* En AABQ : > maPQC=a+f4 
* En APRC: > 


* SEGUNDO MÉTODO : 
B 


* Por P se traza: PT//AB y PQ // BC 
* Por ángulos alternos internos : 
m4APT =a ^ maQPC = 0 
* Por ángulos de lados paralelos : 
m4TPQ-f => maABC-f 
* Por ángulos consecutivos , en P : 


TEOREMA 9 : 


ennnececd.q.q.d. 


DEMOSTRACIÓN : 


n ^ 
*PRIMER MÉTODO: TUUS RUN 
* Prolongamos BC y AT 
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hasta que se intersequen en Р. 

* Sea maTPC-0. 

*En ATPC: f—0-n.................(I) 

*En ЛАВР: 0*ao-—m................ (II). 

* (I) y (II) : В+0+а=т+п+0 


= [a+B=m+n).........1.q-q.d. 


*SEGUNDO MÉTODO : 


* Trazamos : AC 
AABC :т=а+е..................(1) 


AADC : n-bd...................(II) 
* Sumando (1) y (1) : 
т+п=а+Ь+с+а ................. (III) 


*Pero: a-a- b a fP=ec+d 
* Reemplazando en (MH) : 


> [minat] data. 


= 


*ЕплАВТ: 
т=@+}..........(1) 

*EnAABT : 

5 т=0+у «us (П) р 


* De (D y am : [«+8=@+у],..........1.а.ч.й. 
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LÍNEAS NOTABLES 


La líneas notables son aquellas que cumplen 
funciones específicas en el triángulo , dichas líneas 
son : Altura , Mediana , Mediatriz , Bisectriz 
interior , Bisectriz exterior. 

Puntos notables son : Ortocentro , Baricentro, 
Circuncentro , incentro y Excentro. 


I) CEVIANA : 


Es aquella recta que parte de un vértice y cae en 
cualquier punto del lado opuesto o de su 
prolongación. 


* BP y BQ son cevianas del triángulo ABC. 


Todo triángulo tiene infinitas cevianas e infinitas 
cevacentros. Por lo tanto la ceviana y el cevacentro 
no son líneas ni puntos notables respectivamente . 
El nombre de ceviana se debe en honor al 
matemático italiano CEVA en 1678 


“k”: cevacentro 


П ) MEDIANA : 
Es un segmento que une un vértice y el punto medio 
del lado opuesto. En la figura M es el punto medio 


de AC; BM se llama mediana. 
B 


A C. 
—: = 
ДАВС:ВМ mediana relativa a AC , (AM = MC) 


EDICIONES RUBINOS ¡NEVA 
Todo triángulo tiene tres medianas, trazadas de cada 
vértice. 1 


BARICENTRO (G) | 


Llamado también centro de gravedad o gravicentro 
o centroíde , es el punto de concurrencia de las tres 
medianas de un triángulo. 


El baricentro , siempre es un punto interior al 
triángulo , divide а cada mediana en dos segmentos 
que están en la relación de 2 a I. 


BG - 2(GM) 


Es el segmento perpendicular trazado desde un 
vértice del triángulo a la recta que contiene al lado 
opuesto. En cada una de las siguientes figuras, el 
segmento pH es una altura del triángulo ABC. 


B B 
AN 


BH: Altura 
(А ObtusanguloOS 


Dos segmentos son congruentes , si tienen la misma 
longitud. 


EJEMPLO: 


Si AB = CD, entonces AB es congruente con (p y 
se denota : 


B 
O 


Cc D 


POSTULADO : 


Si dos pares angulares son congruentes entonces los 
segmentos que unen los extremos libres de sus lados 
son congruentes, además cada uno de los pares 
angulares que forman estos segmentos con los lados 
de los pares angulares son respectivamente de igual 
medida. 


Si <ABC=<MNQ consideramos AB=MN yBC=NQ, 
entonces AC=MQ ¿¡m<BAC=maNMQ y 
maBCD=NQM. 
A 


B 


Ps c 2 $ e 
CONGRUENCIA DE ÁNGULOS 


Dos ángulos son congruentes si tienen la misma 
medida. 
EJEMPLO: 


Si m<xAOB = m<MAL, entonces el <AOB es 
congruente con el MAL y se denota : 
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¿DN 


[Í<AOB = <MNL]| La 
CONGRUENCIA DE 
TRIÁNGULOS 


Dos triángulos ABC y DEF son congruentes si sus 
lados y ángulos son respectivamente congruentes. 


B 
B 


A 
Para indicar que el “triangulo ABC es congruente al 
triangulo DEF ; se escribe : 

¿ABC =ADEF 
Esta sola expresión nos dice a la vez seis cosas, a 
saber 
AB=DE ,ó AB=DE 
BC=EF ,ó BC =EF 
AC=DF,ó AC =DF 


XA=XD ,ó mí A =mxXD 
IB=XE ,ó m<B =mxX E 
IC=9F, ó mxíC=mxXF 


En cada una de las seis líneas anteriores , la 
congruencia de la izquierda significa lo mismo que 
la igualdad de la derecha. Podemos por tanto, utilizar 
una u otra notación según nos convenga. 

En dos triángulos congruentes , a lados congruentes 
se le oponen ángulos congruentes y recíprocamente 
a ángulos congruentes se le oponen lados 
congruentes. 


CASOS O CRITERIOS DE 
CONGRUENCIA 


Para reconocer si dos triángulos son congruentes, 
no necesariamente los seis pares de elementos 
correspondientes deben de ser congruentes, si no 
simplemente tres pares de ellos, entre los que por lo 
menos deben figurar un par de lados 
correspondientes, esto implica la congruencia de los 
restantes. - 
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De acuerdo con la naturaleza de los elementos 
congruentes, resultan los siguientes casos de 
congruencia de triángulos. 


PRIMER CASO (ALA) 


Dos triángulos son congruentes si tienen un lado y 
los ángulos adyacentes respectivamente congruentes 
(postulado ALA). 


B J 
A=ó_ 
des pe HK 
C=K 
> ¿ABC =AHIK] A E PE 


Es decir son congruentes si tienen dos medidas 
angulares respectivamente iguales y el lado 
comprendido entre ellos son congruentes. 

N 


A a 
A b So Ma ma ma) 


Si maBAC =maNMQ =0; maBCA =m<aNQM =f8 
y AC= MQ >AABC =AMNQ 
DEMOSTRACIÓN : 


* Como AC = MQ y hacemos coincidir 


A+SMyCeQ para que ABC < MNQ, bastará 
probar que B y N también coincidan. Para ello 
bastará, demostrar que AB=MN ó CB=QN, 

* Suponiendo que AB+MN , tenemos dos 
posibilidades : 

1) Si AB > MN, en AB podemos ubicar un punto P, 
tal que AP=MN 


P/N 
5 MAA 


* Del postulado de pares angulares congruentes, 
maPCA=maNQM=f. No obstante, como 
maBCA= fp ,P coincide con B(P=B), además 
AAPC =AMNQ =>AABC <AMNQ. 


2 ) Si AB < MN, en la prolongación de AB se ubica 
el punto P, tal que AP=MN. 


* Del postulado de pares angulares congruentes, 
destacamos que maPCA=m<aNQM=P ; 
pero maBCA =f£ . Concluimos así que P coincide 
con B(P=B) 
además al : AAPC =AMNQ 
=>AABC =AMNQ 


SEGUNDO CASO (LAL) 


Dos triángulos son congruentes si tienen dos lados 
y el ángulo comprendido respectivamente 
congruentes (postulado LAL) 


E D= 


P .S 
Es decir si dos triángulos tienen respectivamente un 
par angular congruente, entonces dichos triángulos 


son congruentes. “. Q 
B Y 


Aá yb MA 
Si:xBAC <= ¿NMQ =>4ABC <4MNQ 
DEMOSTRACIÓN : 


* Del postulado de pares angulares congruentes 
BC=NQ, mX ABC=mMNQ y mí ACB=m4 MQN 
observamos que la correspondencia 
AoM,B+4N,C+Q cumple con nuestro propósito 
de hacer coincidir los triángulos y por lo tanto 
¿ABC =AMNQ. 

* Una correspondencia ABC < MNQ entre dos 
triángulos (con vértices A;B;CyM;N;0Q 
respectivamente) es una congruencia si y solo si 


NETAS TIREIANGUIOS (MBepaso 


AB =MN=c;BC =NQ =a y AC = MO = b. 
mx£BAC = m£NMQ = a 
mx£ABC = m£MNQ = fP 
mZ£ACB =m£MQN = 09 


TD Po 


AD 9A Cc 


TERCER CASO (LLL) 


Dos triángulos son congruentes si tienen sus tres 
lados respectivamente congruentes A LLL). 


AS 


(oz = 
GMT > |A4EFG=AMNT 
FG= NT 


Es decir son Ma si sus tres lados tienen la 
misma longitud. 


B N 
e a a N 
A b Q 
Si BC=NQ; AC=MQ y AB=MN 


>4ABC =AMNQ 
DEMOSTRACIÓN : 


* Construimos exteriormente al AABC el triángulo 
APC congruente al AMNQ , así : 
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maPAC=maNMQ=0, AP=MN =c y PC=NQ=a. 
*Luegoen los triángulos BCP y BAP como 
BC=CP=a y AB=AP=c + 
>maCBP=mx<CPB=f4 y m< ABP=m< APB=4. 


* Es decir mxABC=mx<APC=P+4 y del 
teorema de pares angulares congruentes 
ABC =<« APC. >AABC <AAPC 


*Ya que AAPC =AMNQ, entonces AABC <AMNQ 


CUARTO CASO (LLA y b>a) 


Dos triángulos son congruentes si tienen dos lados 
y el ángulo opuesto al mayor de dichos lados 
respectivamente congruentes. 


= 


b b 
*En la figura solo si b > a, se podrá afirmar que los 
triángulos son congruentes. 
NOTA : 
El hecho de que los triángulos sean congruentes 
implica que podría suceder que 
AABC=AMNQ v AABC=AQNM; es decir , 
AB=NM o AB=QN, así como también BC=NQ o 
BC=NM, respectivamente. Para evitar esta 
ambigúedad es necesario saber quiénes son los 
lados mayores o menores, 


* Porlo tanto, si BC > AB y NQ>MM, definitivamente 
AABC =AMNQ. 


OBSERVACIÓNES : 

* Al establecer la congruencia entre dos triángulos 
por alguno de los casos mencionados se cumple 
que, “a lados de medidas iguales se oponen ángulos 
de medida iguales” :0-que : “a ángulos de medidas 
iguales se oponen lados de medidas iguales”. 

* Si dos triángulos rectángulos tienen congruentes 
un cateto y la hipotenusa entonces serán 


congruentes (4fo caso) 


ES 
POLIGONOS CONGRUENTES 


Dos polígonos son congruentes si sus pares 


angulares tomados consecutivamente son 
respectivamente congruentes. 


E 
A : 
q 
B C 
Si: 


«ABC <= MNP;<4BCD <= aNPQ; .....; 4EAB <= <4RMN 
= Polígono, ABCDE) * Polígono; MNPQR) 
DEMOSTRACION : 


Si los pares angulares tomados consecutivamente 
son congruentes , ello garantiza que las longitudes 
de sus lados y sus medidas angulares sean 
respectivamente iguales. 


Si desde uno de sus vértices y su homólogo trazamos 
diagonales, se observa AC=MP puesto que 
4ABC =<MNP. Así también maBAC=maNMP=y 
y AD= MQ al ser «AED = <MRQ. 

Asíma EAD=ma<aRMQ=09. 


Es decirmaDAC=m<xQMP=2Q , pero como 
AC=MP=m y AD=MQ=n. => <DAC = <OMP 
Por lo tanto CD=PQ; m< ADC=maMQP 


y mí ACD=m< MPQ lo cual garantiza que los 
polígonos ABCDE y MNPQR son congruentes. 
De igual manera se puede generalizar para polígonos 


de n lados neZ* yn>3 


CIRCUNFERENCIAS 
CONGRUENTES 


Si un polígono es regular (lados congruentes y pares 
angulares fomados por los lados también 


EDICIONES RUBINOS [INEA 


congruentes) y el número de lados tiende al infinito 
en el límite, el polígono regular se aprecia como una 
circunferencia. Por lo tanto, para. que dos 
circunferencia sean congruentes bastará que sus 
radios tengan la misma longitud. 


€ E e 
Sean$, y $, circunferencias de radios r, y F,, 


respectivamente. Si 1,=73 > € = € 


TEOREMA : 


Si en un triángulo dos de sus medidas angulares son 
iguales , entonces los lados que se oponen a dichos 


ángulos son congruentes. B 


En triangulo ABC, si : 
m<aCAB=m< ACB=4a 
> AB=BC 
AR Ac 
DEMOSTRACIÓN : 


* Para que AB = BC» bastará demostrar que 
AB=BC 


* Para ello, partimos que BCxAB y si 
demostramos que lo supuesto es contradictorio, 
entonces quedará demostrado el teorema. 


Si BC + AB, contamos con dos posibilidades: 

1) Si AB>BC, entonces en AB se puede ubicar un 
punto P tal que AP=BC y resulta. así 
<4PAC = <«BCA. En consecuencia, 
m<aPCA=maBAC=x, pero como mauBCA=a y 
al estar P entre A y B la medida debe ser mayor que 


lisos 


TRIANGUILOS 


Rep eso 


maPCA, se observa que es contradictorio. 


2) Si AB< BC, esto es lo mismo que BC>AB, 
entonces en ¡BC se puede ubicar un punto Q, tal 


que CQ=AP. Haciendo un análisis análogo al caso 
1 , concluimos que lo supuesto también es 
contradictorio. 


* De (1) y (2) queda demostrado que AB=BC y por 
ende AB = BC. 


TEOREMA DEL TRIÁNGULO 
ISOSCELES 
Si un triángulo tiene dos lados de igual longitud, 
entonces los pares angulares formados por dichos 


lados y el lado desigual son congruentes. 
B 


A 
En el triángulo ABC, si AB=BC=a 

=> mX4BAC=m£BCA 
DEMOSTRACIÓN : 
* Para que BAC =<BCA, bastará demostrar 
que mxBAC =m£BCA. 


Para ello, prolongamos BA y BC hasta M y N 


respectivamente, tal que AM=CN=d. De ahí que 
BM=BN=a+d. 


* Porlo tanto: <CBM =<ABN 

* Por el postulado de los pares angulares 
CM=AN= £ 
mx£CMB =m£ANB = fP 
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* Luego, AMC = <CNB 
* Por el postulado de los pares angulares : 
mx MAC = m<NCA =0* 
* Finalmente 0 +a=0+0 =180", de donde 


a=0. 
> mxBAC = m<BCA 


* Otra manera de demostrar es cuando en el triángulo 
ABC (AB=BC) trazamos BM con Men ACtal que 
mxABM = m<MBC = 0. B 


=> m<ABM = maCBM 


* Por el postulado de los pares angulares : 
> m<BAM= mxBCM > a= 


De lo anterior se establece que al prolongar los lados 
congruentes, estos forman con el lado desigual 
pares angulares de igual medida , 


AABC, si AB=BC=a 
> mx4MAC=mXNCA=0 a 


M 
POSTULADO : 


Dado un ángulo AOB y un punto P en la región 
interior, se cumple que : A 


.|[m<xAOB=m<AOP+m<POB 
TEOREMA : 
Dados los triángulos ABC y MNO, si AC=MQ, 
m<ABC=m<MNQ y la distancia de Ba ZE es 


igual a la distancia de N a MQ concluimos que 
dichas triángulos son congruentes. 


an FCICLOPEDIS 2012 


A A 
Si AC=MQ=b; m< ABC=m<MNQ=a y BH=NI=d 


resulta que los triángulos ABC y MNQ son 
congruentes. 


DISTANCIA DE UN PUNTO 


La distancia de un punto a una recta , es la longitud 
del segmento perpendicular desde el punto a la recta. 


2 


A L 


*La medida de PH es la distancia de P a la recta L. 
*Al punto “H” se le denomina pie de la 
perpendicular. 

La distancia de un punto a un segmento , es también 
la longitud del segmento perpendicular desde el 
punto al segmento o a la prolongación de dicho 
segmento. Es decir perpendicular a la recta que 
contiene el segmento. 


2 


LA a B A 34% 


APLICACIONES DE LA 
CONGRUENCIA DE TRIANGULOS 


PROPIEDAD DE LA BISECTRIZ 


Cualquier punto de la bisectriz de un ángulo 
equidista de los lados de dichos ángulo ; además, 
se forma en cada lado santos de igual medida. 


150% TRIANGCULOS (Bopaso 


* Si: É es bisectriz del ángulo AOB 


* Entonces : [PQ = PR] y [OQ = OR] * 
DEMOSTRACIÓN : 
*como mí AOL=mx«LOB AP € AB 


>4PQO =4PRO > (PQ = PR» OQ = OR) 
TEOREMA 2 


Si un punto P pertenece a la región interior de un 
ángulo y equidista de los lados del ángulo , entonces 
P pertenece a la bisectriz del ángulo . 


o<$ = => 


R 
DEMOSTRACIÓN : 


*como PQ = PR=>4PQO =<A4PRO 
>a=0>0P es bisectríz 


PROPIEDAD DE LA 
MEDIATRIZ 


Cualquier punto de la mediatriz de un segmento 
equidista de los extremos de dicho segmento 
formándose un triángulo isósceles. 


L 


* Si: "g es mediatriz de AB 
* Entonces : 


4AAPB : Isósceles 


DEMOSTRACIÓN : 
*como Pe L 


>4PMA =APMB....(L.A.L.) > 
>4APB es isósceles 
TEOREMA : 


Si un punto P equidista de los extremos de un 


segmento de recta , entonces P pertenece a la 
mediatriz de dicho segmento . 


DEMOSTRACIÓN : 

*en la figura anteriorcomo PA=PB e Y 
>4PMA =APMB.....(L.L.L.) > AM = MB 
> Y es mediatriz de AB 

NOTA : 


Si dos líneas notables coinciden en un triángulo, 
entonces dicho triangulo es isósceles. 


EJEMPLO: 
los siguientes triángulos son isósceles. 


INN 
RECOMENDACIÓN : 


Cada vez que en un problema se observe una 
perpendicular a la bisectriz de un ángulo, se debe 
completar un triángulo isósceles. 


* En la figura se prolonga QH para formar el 
triángulo isósceles PQR , luego : 
PQ =PR y QH=HR 
TEOREMA DE LOS PUNTOS 
MEDIOS 


Si por el punto medio de uno de los lados de un 
triángulo, se traza una paralela a cualquiera de los 
otros dos lados, entonces dicha paralela intersecara 
al tercer lado en su punto medio. 


B 


2m 
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* Si “M” es punto medio de AB _, MNYAC 


>[BN=NC] » MN = E 


Es decir si se considera uno de los puntos medios 
de cualquier lado de un triángulo y se traza una recta 
paralela a otro lado, entonces dicha recta paralela 
biseca al tercer lado. 


A 70 
Si:(AM=MB) » (2//AC) = [BN=NC 


DEMOSTRACIÓN : 
* Se traza CL // AB 
>DAMLC : paralelogramo 
*luego : AMBN =ALCN....(A.L.A.) 
=> BN=NC 
TEOREMA DE LA BASE MEDIA 


Si se considera los puntos medios de dos lados de 
un triángulo, el segmento que tiene por extremos 
dichos puntos, se denomina base media y su 
longitud es la mitad de la longitud del tercer lado. 


A E Z C 
Si: AM= MB . BN=NC 
= MN ¿base media (segmento de lado 4) 


1 
MN= 3 (AC) 


* Además: MN //AC 
DEMOSTRACION : 


* Por el teorema de los puntos medios MN //AC 
se traza NZ// AB 
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=> AZ=ZC 
1AMNZ=paralelogramo MN=AZ=ZC 


AC 
-o- 


OBSERVACIONES : 
ale Si se tiene : B 


A C 


* Entonces se cumple que: 


MN = E a [MN AC B 


Je Sea :AM=MB 


A 
Altrazar AQ/MN => BN//NQ 


MN base media del AABQ. 


R 


*Sea: miAOM=m<BOM=au E 


* Al trazar PQ 1OM 

* Al prolongar PQ; intersecaenRa OB porlo cual 

OP=0R y PO=QR 

TEOREMA DE LA MENOR MEDIANA 
EN EL TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


En todo triángulo rectángulo la mediana relativa a la 
hipotenusa mide igual que la mitad de dicha 


Observe, que los 
isósceles. 

Es decir si se traza la mediana relativa a la hipotenusa, 
la longitud de dicha mediana es la mitad de la 
longitud de la hipotenusa. 


triángulos AMB y BMC son 


Si AM=MC => BM=1/2(AC) 
DEMOSTRACIÓN : 


Se traza MN // AB 

* Por el teorema de los puntos medios : 
BN=NC A ms<BNM=90* 

* Luego : ABMC (isósceles) —>BM=MC=AM 


NOTA : B 


A Du 
44, 
Sea: AB*+BC 
AM=MC; BM=1/2(AC) . Entonces en un triángulo 
rectángulo existe la posibilidad de encontrar : 
BM=BN=AC/2 , pero “BN no es mediana. 


PROPIEDAD DEL TRIÁNGULO 
ISÓSCELES 
Si trazamos la altura en la base de un triángulo 


isósceles , dicha altura será también mediana , 
bisectriz y mediatriz. 


,JAltura , Mediana; 
“VBisectríz, Mediatríz 


PROPIEDAD : 


Ángulo formado por la altura y la mediana relativas 
a la hipotenusa , en un triángulo rectángulo. 


B 
il 
L) O És 
A H M Cc 
A e 


TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 
NOTABLES 
Son aquellos triángulos donde a partir de la razón 
de 2 de sus lados se pueden calcular las otras 
medidas angulares y reciprocamente . Solo existe 


dos triángulos rectángulos notables que se deducen 
del triángulo equilátero y del cuadrado . 


I) TRIAGULO DE 30” y 60" : 
EJEMPLO : 


DEMOSTRACIÓN: 

* Considerando un triángulo equilátero cuyo lado 
mide “2a”, se traza la altura pp que también es 
mediana y bisectriz, entonces por Pitágoras : 


(282 [El NCICLOPEDIA 2012) 
IT) TRIANGULO DE 37” y 53 


TR 
VEAN 
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(APROXIMADO) 
h? + a? = (20)? 4 
3a a 
> 
Cc 
RA TN 
a Ds 
* Enel 1-.BHC (30* y 60%) el cateto adyacente a 60* 5a 
mide la mitad de la hipotenusa. * Del triángulo rectángulo anterior se puede deducir 
que : 


TEOREMA : 


Si un cateto mide la mitad de la hipotenusa, entonces 
el ángulo agudo adyacente a dicho cateto mide 60". 


MI) TRIÁNGULO RECTANGULO 
ISÓSCELES (DE 45” y 45") 


EJEMPLO: 


> m0 rajo 


IV) OTROS TRIÁNGULOS 
RECTÁNGULOS UTILES : 


DEMOSTRACIÓN : 


Considerando.un cuadrado cuyo lado mide “a”, se 
traza la diagonal formándose ángulos de 45” entonces, 


por Pitágoras : 


¿x2=d> PROPIEDAD : 
0 [d = a2] Solo para triángulo rectángulo de 75* y 15* 
B 


o a 
En el BAD (45*) la hipotenusa es ,/2 veces el largo 
de un cateto. 


EDICIONES ROUBINOS [ieaoss IES TREVANGULOS (cope 


RECOMENDACIÓN : 


En el triángulo ABC , si moBAC = 2m=<XBCA , se 
traza una ceviana de modo que se formen dos 
triángulos isósceles. 


Esto es posible de dos formas diferentes observe los 
dos gráficos siguientes : 


>|AB = BP = PC 


A cal sE 


>[QA=A5] » [95=50] 


REGLAS PARA HACER TRAZOS 
AUXILIARES DE TRIÁNGULOS 


ID TKRAZO DE LA CEVIANA : 


Cuando se observa un triángulo que tenga ángulos 
interiores en la relación de uno a dos, de la siguiente 
forma : 
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* SEGUNDO PASO : Aplicamos el primer criterio : pero 
ahora trazamos una ceviana externa de la siguiente 
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manera. 
ceviana 
externa X > e 
TENDREMOS DOS OPCIONES : el 
E1) Se trazará una ceviana interna tal que forme un 20 
ángulo igual al mayor en la misma base del triángulo. a Es LR 


* TERCER PASO : Completamos ángulos y se obtiene 
triángulos isósceles . 


1-2) Se trazará una ceviana externa tal que forme un 
ángulo igual al menor en la misma base del triángulo. 


ceviana 
externa 


* En ambos casos obtendremos triángulos isósceles 
como se muestra en las figuras : 


* Se cumple : 
«A lados iguales se oponen ángulos iguales» 
> 
EJERCICIO 2 : 
Determinar : «x» 


EJERCICIO 1: 
Determinar : «xp : 


RESOLUCIÓN : 


A * Se tiene en la figura un triángulo que tiene ángulos 
RESOLUCIÓN : internos la relación de 1 a 2. 
* PRIMER PASO : Se observa en el triángulo ángulos » 


internos en la relación de 1 a 2 (20* y 40?) 


EDICIONES RUBINOS 


TRIANGULOS(HEPASO) 


ION 


*PRIMER PASO : Entonces aplicamos el primer 
criterio : 
Trazamos la ceviana interna. 

trazo de una 


* SEGUNDO PASO : Ahora, completamos ángulos y 
observamos lados iguales. 


* TERCER PASO : Se observa , un ángulo de 60” 
grados de la siguiente forma : 


57 


Ls 


así obtenemos un 


triángulo equilátero 


* QUINTO PASO : Se observa un triángulo isósceles 
adicional donde se podrá aplicar 


A x=a+b 
x 


*De aquí : 
ata +xa+ta=60"420 
> 2x0 +26 =60+9Ó 
a. > 


EJERCICIO 3: 
Determinar : « x » 


RESOLUCIÓN: 


* PRIMER PASO : : Completamos ángulos internos 
en la figura y se tiene: 


Tumbién se obseroa 


y 
> 
AS 
¡527 


* SEGUNDO PASO : Se tiene un triángulo isósceles. 


* TERCER PASO : Se observa un triángulo que tiene 
ángulos internos en la relación de 1 a 2(22* y 44”). 


AS 
* CUARTO Aplicamos el primer 


PASO ¿ 
criterio, trazamos la ceviana interna . 


PLANA 
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* QUINTO PASO : ahora observamos un ángulo de —* Se obtiene : 
60*(38"+22*) acompañado de dos lados iguales 
entonces hacemos: E 


AD 


se obtiene un 
triángulo 
equilátero 


“EJERCICIO 1 : 
Calcular «x» 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa , una bisectriz interior en la figura. 


* SEXTO PASO : Luego se observa un nuevo 
triángulo isósceles. 


* PRIIER PASO ¿ 


Lo completamos para obtener un triángulo 
isósceles, 


* SÉPTIMO PASO : Ahora en este triángulo isosceles 
se puede aplicar. 


* SEGUNDO PASO : Completamos ángulos internos 
en la figura. 


x+22+x+22"=604+44" 
> 2x+44”=60+44" 
> x=30" 


1) COMPLETANDO UN TRIÁNGULO 
ISÓCELES : : * TERCER PASO : En la nueva figura se observa , un 


Cuando de observe en un triángulo una bisectriz iángulo isósceles de la siguiente forma : 


interior, se buscará completarlo a un triángulo 
isósceles de la siguiente manera : 


* 
Mo 


a” 


EDICIONES RUBIÑNOS MA 287 MES TRIANGULOS(REPASO) 
* CUARTO PASO: Se observa que se obtiene un  * SEGUNDO PASO : Completamos ángulos internos 
triángulo rectángulo notable (30* y 60%) 


* TERCER PASO : Enla figura se observa un triángulo 
isósceles . 


* QUINTO PASO : También se observa en la figura , 
un nuevo triángulo isósceles 


. 
. 
. 
.. 


y : * CUARTO PASO : Se observa que se obtiene un 
> 60+20+x+30"+x+30"=180* triángulo rectángulo notable (30* y 60?) 

> 20+2x=60" > 

EJERCICIO 2 : 

Determinar : «x» 


RESOLUCIÓN : * QUINTO PASO : Finalmente se tiene en al figura , 


* Se observa en la figura , un ángulo donde hay Un triángulo que se presenta como :; 
bisectriz interior. 


* PRIMER PASO : Según el criterio +2 , lo 
completamos para obtener un triángulo isósceles de EJERCICIO 3 : 
la siguiente manera. 3 f 


Determinar : «a » 
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RESOLUCIÓN : 


* Se observa en la figura , un ángulo donde hay 
bisectriz interior. 


* PRDIER PASO ¿ 


Completamos para obtener un triángulo isócseles . 


MN) COMPLETANDO UN TRIÁNGULO 
EQUILÁTERO : 


Cuando se observa en un triángulo un ángulo de 
30* y como este valor es la mitad de 60*, se buscará 


* F formar externamente un triángulo equilátero , de la 
SEGUNDO PASO : Ahora completamos los ángulos siguiente manera. 


internos del triángulo. 


Se observa 


* TERCER PASO : En la nueva figura, se observa un 
triángulo, isósceles de la siguiente forma . 


Tener presente en un 
triángulo equilátero 


Gr * Se obtiene : 


(Por ser lados iguales) 


Se forma un triágulo 
y quilátero externamente 


Recta 
mediatriz 


* CUARTO PASO : Luego se obtiene un triángulo 
rectángulo notable (30* y 60%). 


EJERCICIO 1 : 
Determinar : x 


RESOLUCIÓN : 


* Primero completamos los ángulos de la figura y se 
observa un ángulo de 30? 


* PRIMER PASO ¿ 


Como observamos un ángulo de 30%, construimos 
un triángulo equilátero exteriormente de la siguiente 
manera . 


* SEGUNDO PASO : Se observa en la figura una recta 
mediatriz. > 


Se cumple 


* TERCER PASO : Luego se observa un ángulo 


[v2.0 TRIANGULOS (HEPASO) 


llano en «B» (86”+86*+8”=180") lo cual nos indica 
que los vertices A, B y C son colineales. 


* CUARTO PASO : Luego se observa un triángulo 
isósceles donde AQ=AC. 


* QUINTO PASO ; Se observa ahora un nuevo 
triángulo isósceles PAC donde (PA=AC) 


* SEXTO PASO : 
. Ahora interiormente de la figura se tiene un triángulo 
donde se cumple : 
m<x ACP=58" 
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> 1=58+8" 
d >[x=66"] Q 
EJERCICIO 2 : 

Determinar : «x» 


RESOLUCIÓN : | 


* Se observa en la figura , un ángulo de 30”. 


* Entonces se cumple : «A lados iguales se oponen 
ángulos iguales» . 


* De la manera se tiene que : 
=> x+0=60" > 
EJERCICIO 3 : 
+ Determinar : « q » 


* Según el criterio III: formamos un triángulo 
equilátero exteriormente de la siguiente manera . 


RESOLUCIÓN : 


* Se tiene en la figura , 
un ángulo de 30* 


* PRIIER PASO 7 
Entonces formamos un triángulo equilátero 
exteriormente de la 

siguiente manera . 


EDICIONES RUBINOS 


* TERCER PASO : Se observa en la figura que se 
obtiene dos triángulos congruentes , caso (L.L.L). 


yO 
a 
” 
ho 
- 


Aquí se cumple : 
«A lados iguales se oponen ángulos iguales» 


> 2a+30=607 
> 5a=60" 


>la=12] 


IV) PROPIEDAD DE LA BISECTRIZ: 


Cuando se observa en una figura de la siguiente 
forma se realizará el siguiente trazo: 


YES TRIANGULOS (REPASO) 

* Se realiza el siguiente trazo obtener la siguiente 
figura : A 
5% AD 


* 
. 
* 
4 
, 
S 
, 
, 
a 
s 
1d 


”. 
ka 
2. 


* Por la Propiedad de la bisectriz : 


* Si se observa la siguiente figura : 


Formamos 
un triángulo 
isósceles 


* Se obtiene : 


Se observa dos triángulos 
isósceles de la siguiente 


manera. 


EJERCICIO 1 : 
Determinar : «x» 


RESOLUCIÓN : 
* En la figura se observa que podemos realizar el 
siguiente trazo para obtener triángulos isósceles de 
la siguiente manera . 
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Ss 
> 16%+x=30" 


> 
EJERCICIO 2 : 
Determinar : «x» 


* SEGUNDO PASO : 


Se observa que se obtiene un triángulo isósceles 
donde se cumple : 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa un triángulo isósceles : 


* TERCER PASO : Se observa también un nuevo 
triángulo isósceles donde se cumple : 


* CUARTO PASO : Luego se observa la siguiente  * SEGUNDO PASO : 
propiedad en donde se cumple : Luego se observa en la figura que se obtiene : 


» 


* QUINTO PASO : Se observa que se obtiene un — * TERCER PASO : 
triángulo notable de 30* y 60? De la misma manera se obtiene. 


TRIANGULOS(KEPASO) 


* SEGUNDO PASO : 


* Se Se observa que se obtiene un triángulo isósceles 
CUARTO PASO : Se observa un triángulo ¿onde se cumple la siguiente propiedad 
rectángulo. 


EJERCICIO 3 : 


Determinar : «xQ » 


* TERCER PASO : 
Luego se observa en la figura que se tiene la siguiente 


propiedad . 


RESOLUCIÓN : A 


* En la figura se observa : e pe 
Í po e > E 38 : 


* CUARTO PASO : 


Se observa que se obtiene un triángulo rectángulo 
notable de 30” y 60? 


* Realizamos el siguiente trazo para obtener 
triángulos isósceles de la siguiente manera. 


tiene: 


90*+0+30+30"=180" 
> 40=60" > 


Realizamos en la figura inicial en trazo sugerido : 


V) BUSCANDO CONGRUENCIA : 


Cuando se observan triángulos con lados iguales 
en forma alternada , se realizan los siguientes trazos. 


CASO TI: 


Si se observará la 
suma de dos ángulos 
internos del triángulo 


. 
. 
A 


Se observa lados iguales 
en forma alternada 


> á: 
Er Se realizará este 


trazo para obtener 
un triángulo isósceles 


* Se obtiene : 

El triángulo isósceles 
obtenido genera dos 
«iguales que a la 

vez hacen obtener dos 
triángulos congruentes 


S 


AS zer ' 4 
Se obtienen dos triángulos 
congruentes. caso (L.A.L) y se aplica 
el principio de la congruencia 


CASO H : 


Se observa B 
dos triángulos 
congruentes 
caso (L.A.L) 
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Se realiza este trazo para 
poder generar u obtener 

Se observa un triángulo isósceles 

el siguiente Pg porque se observa 

ángulo Les 


El triángulo isósceles 
genera dos lados iguales 
y dos ángulos iguales 


A C 
CASO HIT 2 
Si tenemos la siguiente figura con las siguientes 
características. 
Se realiza el siguiente 
2 trazo para obtener un 
Se hará triángulo isósceles 
* Se obtiene : 


El triángulo 
say isósceles genera 
MC £ enla figura dos 
É triángulos 


sx [5596 TEIANGULOS (HEPASO) 


CASO IV : ; * Se obtiene un triángulo isósceles : 
Si tenemos la siguiente figura con la siguiente 
característica. 


90: ES 
QUO eo dd So reciliza el alguiente 
- k .-““% trazo buecanda dos 
* Se obtiene : "e todos iguales con 
. «dos ángulos iguales para 
- oblener dos triángulos 


congruentes. 


* SEGUNDO PASO : 
Se observa dos triángulos congruentes caso (L.A.L) 


Se obtiene dos triángulos congruentes , caso: (L.A.L) 
entonces se aplica «a lados iguales se oponen 
ángulos iguales y viceversa» 

EJERCICIO 1 : 

Determinar : 9 


* Se cumple «A lados iguales se oponen ángulos 
iguales» 


RESOLUCIÓN : 
* En la figura. 
* TERCER PASO ¿ 


Finalmente se observa : 


* PRIMER PASO : 


Entonces trazamos 


una ceviana Colocamos el siguiente 
interna ángulo para obtener 


la siguiente figura 


> 40+40+20=180" 
> 100=180" > [0=18"] 


(GEOMETRIA PLANA > HE 
EJERCICIO 2: 
Determinar : « q » 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa en la figura : 


* PRIMER PASO : 


Como vemos lados iguales en forma alternada 
entonces hacemos. 


Colocamos un ángulo 
de 3a para obtener la 
siguiente figura 


Y así se obtiene 
D un triángulo 


isósceles 


* TERCER PASO : 
Luego se observa dos triángulos congruentes , caso 


(L.A.L). 


EN ESE CICLOPEDIA 2012 


* CUARTO PASO : /¿ 


>> En el triángulo total. 
4a+30a+7a+4a=180" 
> 189=180" > 

EJERCICIO 3 : 

Determinar : «x» 


RESOLUCIÓN : 
* En la figura : 


* Luego se ve los ángulos : 


e y 
2x 90"-x 
Y lo llevamos a un 
triángulo para obtener : 
* PRIMER PASO : 


trazamos una ceviana 


interna que se obtiene 
> SS la siguiente figura 
90" 


* SEGUNDO PASO ; 


Ahora observamos dos triángulos congruentes , caso 
(L.A.L) 


* Luego se cumple : 


«A lados iguales se oponen ángulos iguales y 
viceversa» 


* TERCER PASO : 
Finalmente se obtiene la siguiente figura. 


SÍ 


a És 
* Luego : 
2x+90"-— x+3x+2x=180" 
> 6x=90* > 


VI) TRAZO DE UN ÁNGULO 
SIMÉTRICO (ESPEJO) : 


CASO TI : Si observamos la siguiente figura con las 
siguientes características : 


* Se buscará : 


* Ahora hacemos : Realizamos este 
trazo para obtener 
un triángulo 

isósceles 


* Se obtiene : 


1) 


3 También 90, 


CASO 2: 


Si tenemos está figura con las siguientes 
caracteristicas : 


* Se obtiene : 


120" - 2a+a+a 
120" 


* Ahora aplicamos : 


A 


Se traza y se obtiene un triángulo equilátero 
EJERCICIO 1 : 
Determinar : «x» 


GEOMETRIA PLANA MAS 


* Realizamos el siguiente trazo para obtener 
triángulos isósceles de la siguiente manera : 


* SEGUNDO PASO : 
Luego se observa un triángulo equilátero . 


* TERCER PASO ¿ Luego vemos un nuevo triángulo 
isósceles. 


60+48* 
A 


* CUARTO PASO : Finalmente se observa en la figura 
un nuevo triángulo equilátero 


> x+36"=60" > 
EJERCICIO 2 : 


Determinar : «ax» 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa en la figura , un triángulo isósceles. 


PRIMER PASO : 


* Se observa que se puede obtener un nuevo 
triángulo isósceles de la siguiente forma : 


=> Empleamos el sexto criterio de construcción para 
obtener el triángulo anterior : > 


(EDICIONES RUBISOS ES LisRiMoS TRIANGULOS (REPASO) 
A * Luego : x=70*+80" > 
: EJERCICIO 3: 


Determinar : «x» > 
Es Se 


* SEGUNDO PASO : Ahora se observa la siguiente GO” 
propiedad donde se cumple : RESOLUCIÓN : 


* Se observa en la figura 
un triángulo isósceles : 


* PRIMER PASO : 
En la figura se tiene : 


* TERCER PASO : 


Luego se observa en la figura un triángulo que 
cumple la siguiente propiedad. 


* Empleando el sexto criterio de construcción para 
obtener el triangulo anterior. 


* SEGUNDO PASO : 


Luego se observa en la figura que se obtiene la 
siguiente propiedad donde se cumple : 


* CUARTO PASO : Luego se obtiene un triángulo 
isósceles. 


* TERCER PASO : 
También se obtiene un nuevo triángulo isósceles. 


GEOMETRIA PLANA 


* CUARTO PASO : 
También se observa en la figura : 


> 14+60"=80" > 


VII) BUSCANDO CUADRILÁTEROS 
CONCAVOS : 


Con ayuda del tema de congruencia , se buscará 
obtener en las figuras dadas, cuadriláteros cóncavos 
tanto interiormente como exteriormente, teniendo en 
cuenta obtener tres lados iguales con sus ángulos 
internos que estén en la relación de dos a uno; de la 
siguiente manera. 


CASO I 7 
Si tenemos : 


DEMOSTRACIÓN : 


B Se realiza el siguiente 
trazo para obtener 
un triángulo isósceles 


¡ASS O ICLOPEDIA 2012 


* También se obtiene : 

B Trazamos una perpendicular 
para obtener dos triángulos 
rectángulos congruentes 


* Se observa : 


Un triángulo rectángulo notable de 30* y 60" . 


* Ahora : 


DEMOSTRACIÓN : B ba 


Se busca obtener un 


IEA TRIANGULOS( (REPASO) 


Cc 
* Se observa que el triángulo ABD es isósceles. 
* Se traza BT L TO Para obtener dos triángulos 


rectángulos congruentes Ex AKD =ExBTC 


Cc 
* Como Es AKD =EBTC= BT=KD=a 


*Luego es observa: Dx BTD es notable de 30" y 60 


a 


* Ahora tenemos : 


* En figura se observa : 
" maABC=90"-a+30"-a 
> 
EJERCICIO sel 
Determinar : « r» 


RESOLUCIÓN : 
* Observamos en la figura 


E > 
, o 


* PRIMER PASO : 
Primero aplicamos en primer criterio de 
construcción trazando una ceviana extema. 


ceviana 
externa 


1 


20+0 


2a+2a 
* SEGUNDO PASO ¿ 
Ahora construimos un triángulo congruente 


interiormente para obtener. dos triángulos 
congruentes de la siguiente forma caso (A.L.A) 


* TERCER PASO : 


Luego en la nueva figura observamos un cuádrilatero 
cóncavo donde se cumple : 


<= lr 
* CUARTO PASO : 


Finalmente se observa en la figura sombreada que 
se cumple : 


> 4a+120*- a+30=180* 
> 60=60" > 


(GEOMETRIA PLANA — ES 
EJERCICIO 2 : 
Determinar : q 


RESOLUCIÓN : 
* Observamos la figura y se obtiene : 


* PRIMER PASO : 


Construimos un triángulo congruente interiormente 
de la siguiente manera. 


* SEGUNDO PASO : 


Ahora observamos un cuadrilátero concavo y con 
ello aplicamos el séptimo criterio de construcción : 


* Aquí podemos observar que se cumple : 


AAA O ICLOPEDIA 2012 


* TERCER PASO : 


Finalmente observamos en la figura sombreada se 
cumple : 


120" — a+20+34=180" 
> 4a=60" => 


MENSAJE A LA TIERRA 


Sabernos que en la Tierra han existido grandes geómetras de la 
talla de Euclides quien dedicó gran parte de suvida a la elaboración 
de una geometría consistente. ¿Podrá Euclides resolver nuestro 
problema? Nuestras cuestiones son enviadas y rápidamente 
recibimos vía satélite las respuestas: 


«No negamos la consistencia de la geometría de Euclides pero 
es necesario tener en cuenta que los resultados de ésta se basan en 
5 axiomas que durante muchos años se supusieron ciertos. Los 
avances en diversas ramas de las Matemáticas y de la Astrofísica 
han creado la necesidad de nuevas geometrías elaboradas por 
grandes mentes como la de Riemann, Lobacheusky y Bolyai. 
Proponemos que sean ustedes mismos los que analicen que 
geometría deben aplicar en su pequeño planeta. Para ello enviamos 
una serie de directrices: 


La geometrías que proponemos son: 


* Geometría euclídea: los ángulos interiores de un 
triángulo suman exactamente 180% 


* Geometría hiperbólica: los ángulos interiores de 
un triángulo suman menos de 180 


* Geometría elíptica: los ángulos interiores de un 
triángulo suman más de 1809 


Para llegar a concluir cuál de ellas se ajusta a sus e nejciaidn 
deberán demostrar utilizando las herramientas y saberes 
matemáticos que poseen una de estas tres condiciones. Hace 
falta que sea cierta para todos los triángulos. 


Será necesario que tengan claro el concepto «recta», e: 
geometía la recta es el camino más corto que une dos puntos, 
Conestos datos, confiamos en obtener una demostración fia 


EDICIONES RUBIÑNOS 


Calcular “x” 


A) 1" a 
B) 2 

C)3 

D) 4? 

E) 20? 
RESOLUCIÓN: 


* Como es un triángulo rectángulo isósceles , 
luego : 


E 
a 


15x + 30" = 45" 


> 15x = 15" 
>or*=-1" 
15x +30" 
a - RPTA :“A” 
PROBLEMA 2: 
a” 5x+40? 
A) 10 L L 
B) 20" 
C) 2 
D) 4" 
E) 5 y 
RESOLUCIÓN: 
* Como se trata de un triángulo equilátero; luego: 
í 5x + 40 = 60? 
> x =20>x=4" 
RPTA :“D” 


PROBLÉMA 3 : 
En el gráfico, el triángulo ABC se ha trasladado sobre 
Y tal que su nueva posición se muestra en A'B'C” . 
Sila medida del ángulo en AH y T'Q es 130", calcule 
la medida del ángulo entre 4GY CE 

B B' 


A CA Cc Ea 
A)20”  B)25” C) 30* D) 30" E) 6512 


Cc) 28" 


li TRIANGOTOS (Repaso) 
RESOLUCIÓN : 


* Por ángulos de lados perpendiculares : 
mxB = 180-130" = 507 
* Ahora por propiedad : 


q = >xu=25* 
RPTA :“B” 
PROBLEMA 4 : 


En el gráfico, las regiones sombreadas son 
congruentes, AD // BC y el ángulo entre 'AB y UD 
mide 96”. Calcule x . 
B Cc 

A) 207 

B) 24" 

D) 35" 

E) 32” AÑ 


RESOLUCIÓN : 


* Si: AABC = ADPC 

=>mxBAC =m<D=0 (Teoría) 

A AC =CD= m<CAD = m<0 =0 
*Pero:maE=96" . 

>2 0+0 = 180” - 96” = 84? >0 = 28" 
*APCD :2x=20>x=0=>x = 28” 
RPTA :“'C” 

PROBLEMA 5: 
Según el gráfico, AB=AP=BC , 
Calcule x . 


(GELOMETRETA PLANA ES A ENCICLOPEDIA 2012 
> B EC:=:¡CD*=:ED'=:b;75= 


> A ABE isósceles : AB = AE = a. 
pl A BCE isósceles: BC =CE = b; 
me rod maCBE =mxBEC = 80” >mxBCE = 20? 


* Luego : x = 20%+ 60%” >x = 80? 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 7: 


EEROLLCIÓN ; Según el gráfico M, N, L y Q son puntos medios 


MN 
de AC, BD, AD Y MN Sia+B8=30", Calcule G y 


A) 1 B) 1/2 C)2 D) 3/2 E) 2/3 
RESOLUCIÓN : 


Si [I1_ABO = [=APH (LL) 
>x +10 = 507> x = 40 
RPTA:“B” 
PROBLEMA 6 : 


En el gráfico, BC=CD y AD=AB+BC. 


Calcule x , 

A) 1007 

B) 110" * Por el teorema de los puntos medios : 

C) 90? SS NN 

A 130" ML/CD; EN / AB 

E) 80? * Pero : , 
a+B+mxE = 120 
> 

FR 30 
RESOLUCIÓN. : C m<E = 90" 
E A * Ahora por ángulos de lados perpendiculares : 

m <= MEN =90” 


*ISMIN: y =x/2 =5=2 
RPTA:“C” 
PROBLEMA 8 : IES 
En la región exterior relativa a AC de un triángulo 
: A b D ABC se ubica P. Si la mediatriz de pg interseca a 
* Se traza CE de manera que la BC ya AC enMyN respectivamente tal que 
m<CED=60"> A ECD equilátero : _. AM=MN, AP=NC y maACM=50%,calcule maPCN- 


EDICIONES RUBINOS [igdasó 


A) 10? D) 20% B) 15 C) 18* E) 30? 


RESOLUCIÓN : 
B : 


L : mediatriz de PC 


L 
> m<MPM = mx<MCN = 50? 
AAMP = ANMP (LLL) 
=> m< AMP = mx MP = 50% 
A ANP : 2x + 2x +:100* = 180? 
4x = 80" >x = 20? 
s RPTA:“D” 


PROBLEMA 9 : 


En un triángulo ABC, recto en B, se ubica P en la. 
prolongación de CA y N enla prolongación de pp, - 


tal que PA=AC y PB=BN+NC. , 
calce 05 
A) 2 B)3 C)4 


D)3/2 . EJ4I3 
RESOLUCIÓN : 


ESPHA = DsCBA (AL) m) PH = BC 
APMH =DBNC (LAL) m)MH =NC =n 
ES PHB : MHes mediana 


m 
>m=nNn>-—= 
n 


* Luego : 
NP _2m NP NP 
mo A ADD GE 
RPTA:“B” 


Del gráfico, calcule 4€ 


ME TRIANGUIOS (Repaso) 
PROBLEMA 10 : 
En un triángulo ABC se traza la mediana BM, tal que 


m<CBM=2(m<MBA) Y J5(AB)=2(BC)- Calcule 


m<ABM . 
A) 53" B) 72%30' C) 6330' D)60" EJ37 
RESOLUCIÓN : B 


> . 
an 7 nvV5 
A M Cc 
* Según la relación : e a 
—=*+; AB 
BC Y5 , BC> 
* Según las medidas de los ángulos : 


m<xCBM = 2.mxaMBA = 20. BC< AB 


Lo cual se contradicen , en consecuencia el 
problema está mal propuesto. 

Es más , si Q=63"30", el triángulo ABC no existe , 
porque 30.= 190%30”. 

PROBLEMA 11 : 


A) 1 


B) 2 


C) Ja D) SS E) 3 
RESOLUCIÓN : 


ISAHB : 
AB=2n;AH =nJ/3 
ES AHC - ISBAD A io > 
DD: — > — == — 
YI 


PROBLEMA 12 : 


En un triángulo isósceles ABC de base AC, en la 
región exterior relativa 2 AC se ubica D. Si 
m<aBAC=56", maCAD=30" Y maCBD=17", calcule 
maBDC + 

A) 15? B) 2230" C) 45” 
RESOLUCIÓN : B 


D) 34" 


E) 30? 


* Se traza BE de modo que mxABE = 8” 
AABE isósceles: AB = BE 
* Pero 4 ABC isósceles: AB = BC 
ad AEBC equilátero 
AECD isósceles : EC = ED 
> x4+43= 73 >x% = 30" 

RPTA :“E” 
PROBLEMA 13 : 
En un triángulo rectángulo'ABC, recto en B, se traza 
la ceviana interior AN y en el triángulo ABN se traza 
la altura BR. Si NC=4(BH) y maACN=30", calcule 
ms BAN , 
A) 20" B) 25” C) 30" 
RESOLUCIÓN : 


D)J35  EJ40 


AA Q C 
* ES NOC notable de 30” y 60” m) NO = 2a 

A AMN isósceles : Si BH=a 

mp NR = 2a (propiedad). 


ES NCICLOPEDIA 2012) 
* EZARN =D AQN (LL) 
=> mx RAN =m<NAQ = 20 
*T5ABC: 30 = 60” >0= 20” 
RPTA :“A” 
PROBLEMA l14 : 
En un triángulo ABC se traza la ceviana interior BR , 
en cuya prolongación se ubica D, tal que 
DA=AB= BC y maRCD=30". Calcule m<ABR. 
A) 30? B) 45/2 C) 53/2 D)45”  E)J60* 
RESOLUCIÓN 28 : 
B 


* Es AHD = Es AMB (LL) 

=> maBAM = m<DAH = 60-09 
AABD: 

=> mx BAD = 60” -0+0=60* 
* Pero como AB =AD , en conscuencia es equilátero. 

x= 607 
RPTA :“E” 

PROBLEMA 15 : 
En un triángulo equilátero ABC de centro O se ubica - 
My N en BC y AC respectivamente . Si MB=NC y 
ON=a , calcule MN , 
Aa B) aJ2  C)ay3 


D) 20 ErZa 
RESOLUCIÓN : B 


EDICIONES" ROBIÑOS_ HE 
4OBM = 4OCN (LAL) 

mON = OM = a 

mxBMO = mxi0ONC 


* El cuadrilátero NOMC es inscriptible. 
=> mx0MN = mxONM = 30* 


ANOM : x=ay3 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 16 : 
En un triángulo ABC se cumple: 
m< ABC + m<ACB=100. 
Calcule la medida del ángulo agudo que determinan 


la altura y la  bisectriz exterior trazadas 
desde el vértice A. 
A) 50 B) 40 C) 60 D) 48 E) 55 


RESOLUCIÓN : 


* () en (1D): 2m = 100 >m = 507 
x= 40" 
RPTA :“B” 
PROBLEMA 17 : 


En el lado BC de un triángulo'ABC se tiene el punto 
D, tal que se verifica : 


m<CDA = m<xBAC 5 mxABC 
y CD = L. Calcule la longitud del lado AC. 
AJL B) E €, => D =E E, 38 
AS 13 4 


RESOLUCIÓN : 


INES TRIANGUNOS (Repaso) 


: ES * Dato: 


¿ABD : 
ap. SRA 
2 2 
* AADC isósceles : AC = DC>x =L 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 18 : 

En un triángulo ABC (recto en B) se traza la altura 
BH. Las bisectrices de los ángulos ABH y HBC 
intersectan a la hipotenusa en los puntos M y N. 

Si AB + BC - AC =K ; calcule MN. 


K 3K 3K 
pe 


DE AS 
23 1 


RESOLUCIÓN : 


Tr A E A A 149) 
* De la figura: b-a+x=c 
XK=O+a=D oconorcerninonos casas ÍN 


*De D)y (1D:x=Rk 
RPTA :“A” 
PROBLEMA 19 : 


En un triángulo ABC se trazan las bisectrices interiores 
AE , BD y CG intersectándose en el punto l. 


Si m<AJD =78” y m<DIC = 58". 
Calcule m «BAC - m<BCA. 
A) 40 B) 38 C) 44 
RESOLUCIÓN : 


D) 25 E) 20 


* Por propiedad : 78” + 58” = 90” + O 


(GEOIETETA rasa ES ES ci NCICLOPEDIA 20012 


. >0= 46" 
* ¿ABI : 0 + 46 = 78 a = 32" 
+ AAIC: 32" +0 = 44 >0= 12" 
* Luego: 

x= 2(32” - 12%) =>x = 40" 

RPTA A” 

PROBLEMA 20 : 
En un triángulo ABC se trazan las bisectrices 
interiores BD y CE , luego se trazan los rayos DP y EP 
tal que: m a BEP=2m < PEC, m < CDP = 2m < PDB. 
Sim <BAC =0. Calcule la m <EPD. 


90 


w 180 
A) 3 B) E, C) 2w D)J45 E) 60 


RESOLUCIÓN : 


* En el cuadrilátero AEID ¡por propiedad : 
+90 2 =3(h+$) 


> 904 27 3(h+ 8) 
Es y 


=> 30%+ 5 = REG ri (1) 
* Otra propiedad : 


* En el cuarilátero no convexo EPDI ; 


x+h+p= 9043 A (1) 


* (1) en (1): 
=+30%+ L =00% L 


ANS 60 RPTA : dl ¿éd 


PROBLEMA 21 : 

En un triángulo ABC, el punto / es el incentro , el 
punto D es el punto de intersección de la 
prolongación de AT con el lado BC, IE es la 
perpendicular trazada del punto / al lado BC. La 
medida del punto / al lado BC. La medida del ángulo 
BID es igual a la ; 

A)m< BAC B)m=< ICE 
D)m< DIE E) m< IBD 
RESOLUCIÓN : 


C)m< EIC 


+ AABC: 

a+ B+0=900 74 + 0= 90% - Benncncll) 
* IKIBE : m<BIE = 90% - A oocconc ooo... 0) 
* AAIC: m<CID = 02 + O ooonceroccccrcccranocososo (MÍ) 


* De (1) ; (AD) y AM): m<BIE = m<CID 
* Luego: m< BID = m <EIC 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 22 : 
En un triángulo ABC las medianas AM y BN miden 
18u y 21u. Calcule el mayor perímetro entero del 
triángulo ABC. 
A)101u B)100u C)102u .D)103u 
RESOLUCIÓN : 


E) 104 u 


E 309 MES 


TRIANGUIOS Repaso) 


* Por teorema (desigualdad triangular) 


Caria 14-6<¿<14+6 
A A AN Mm 
AGBM : 12-7<5<12+7 
A A 71) 
¿AGB 


14-12<c<14+12 
DTC O ab oo to daa ecenacpacácada (111) 


* Sumando (1); (11) y (MI): 
16+10+2<a+b+c<40 + 38 + 26 
=>28<a+b+c<104 


*El mayor perímetro entero del triángulo ABC es 
:103p 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 23 : 
En un triángulo ABC, se trazan las cevianas AM y CN 
las prolongaciones de las cevianas trazadas desde 
M y N en los triángulos AMC y ANC se intersectan en 
Q, tal que. 
m< MCN = 2m< MAC, 
m< NAM = 2m< ACN 
m< ANQ = 3ma AMQ 
m<QMC = 3m<a QNC 
Calcule la m << MQN 
A) 90 B) 100 C) 105 
RESOLUCIÓN : B 


E) 120 


D) 110 


*AAMC : 3a+ 0+3n +m=1800 cscocccnnanonos a) 
*AANC :30+ a+3m+n=1800 mmmcoo. uns (1) 
* Sumando (1) y (ID): 4a + 40 + 4m + 4n = 360" 
>SO+0+min= DO... (11) 
*Pero: x+a +0+m+n=180 encicnmaccionnos av) 
* (111) en (IV): x + 90” = 180% >x = 90% 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 24 : 
En la figura se cumple a+2b = 100 *. 
Halle el valor de x. A 


A)140  B)110 C)120 
RESOLUCIÓN : 


D) 130 E) 135 


* Dato: a +2b = 100% occcoanocronoseoorsesses (1) 


+ ABMC: m<MCQ+b 


m<N =b= 
2 


=>m«<MCQ = b 
+ AABC : 
Í es el incentro, por propiedad: 
mxBIC = 907 += 
+ AQIC : 


* (1) en A): 
«=90% +29 _, y = 140" 
2 RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 
En un triángulo ABD se ubica un punto exterior 
Q relativo al lado BD tal que AD=D0Q ; 
m< BAQ=30", ma ABD = 18” y ma BDQ = 42". 


GEOMETRIA PLAYA [Ys 


Halle m< DBQ. 
A) 20* B)30* 
RESOLUCIÓN : 


C) 40? D)50" E)60* 
B : 


* ARQD equilátero: DR =RQ = DQ 
* ARBO isósceles : RQ = RB 
* Pero: m<BRQ = 842 
>x + 18 48 >x = 307 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 
Dado el triángulo isósceles ABC (AB = BC), sea P 
Ea la prolongación de AB de modo que 
BP = AC. Sim<BPC = 30", halle m a BAC. 
A) 10? B) 60 C) 20? D) 18* E) 22,65" 
RESOLUCIÓN : P 


* DABH =IXBCQ (LL) >BH = QC 
> m<QBC = mA = x 
*AABC: m<CBP = 2x >m<PBQ = x 
*ESBpQ x= 60% 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 27: 
En un triángulo ABC se tiene que m<«A = 30*, se 
o a CB =BD y 

: AB. Halle la mediana del ángulo DCA. 

e B) qe C) 10? D)12 E) 15" 


RESOLUCIÓN : 


A SS NCICLOPEDIA 20:12 


(+30) 


* BHC =I=DMB (LL): 

=BM = HC y m<HBEC = x + 30* 
*ISBHC: x+30+x +30 + x = 90 

>23x = 30” >x= 10" 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 28 : 
Con el triángulo ABC, maB = 20%, m<Cc=80" y 
P € BC, tal que BP = AC. Halle la m< APC. 
A) 10? B) 12? C) 18” D) 20* 
RESOLUCIÓN : y 


E) 30* 


*Al igual que un peoialenia anterior se deduce que : 
0= 10" 
>x =20" + 10 
>x=300 
RPTA eS 
PROBLEMA 29 : 
En un triángulo rectángulo ABC se trazan las cevanas 
BD y BE de modo que AB = DC, BD = = BE. Si 
m<BAC = 2m <EBC. Halle la m < ABD. - pe 
AJ45"  BJ45%  CJ87% D)37*  EJ53* 
2 AENA 
RESOLUCIÓN : E 


* ADBC = AEBA (LAL) > BC = AB 
* ESABC isósceles : AB = BC 
>2a = 450 AE 45 
2 RPTA : “B” 
PROBLEMA 30 : 
En el triángulo ABC(AB = BC), sea PE a la 
prolongación de AC. 
Tal que BP = AC, 2m< A-ma<a BPC = 60* 
Halle m <B. 
A) 60? B) 75 C)90* 
RESOLUCIÓN : 


* Se construye el triángulo equilátero AQC : 
AC = AQ = QC 
ABCP =DABO (LAL) 
=>m<XAQB = m<P = 24 


D)100”  E)120* 


* Pero QB es bisectriz , entonces : 
2a+2a=60" > a = 15 
=>x =90 
RPTA'7<C: 
PROBLEMA 31 : 
El ángulo A de un triángulo ABC mide a. Se traza la 
bisectriz interior BP y la mediatriz del segmento BP 


la cual corta a la prolongación de AC en el punto Q. 
Halle m <QBC. 


- 19) e D) 
DG 0% 143 
RESOLUCIÓN : 


B 
ale 


D (A 
P Cc q 
A 
* AABP por el teorema del ángulo externo: 
m<BPQ = a+n 
* APBO isósceles : m<BPQ =m<PBOQ = a +n 
*Luego: x+n=a+n —>x=q 
¡ RPTA : “E” 
PROBLEMA 32 ; 


El ángulo exterior de A de un triángulo ABC mide 71. 
Las mediatrices de los lados AB y AC se intersectan 


“en P y al lado BC lo intersecta en E y F 


respectivamente. Halle la m < PAR 

A) 122 B) 17 C) 26? D) 41" 
RESOLUCIÓN : 

* AAPC isósceles : m < PAF = m<PCF = x 

* ABPC isósceles : m4PBE = m<PCF = x 
* AAPB isósceles : mIPBE = m<PAE = x 


E) 19 


* AABC : AMA eras cerro pa ias (0 
+ AAEF : 2(a+ b) + 2x = 180% ooooccconncnceoo. (1) 
*Men (ID: 

2(71) + 2x = 180? 


BL =>2x = 38" 
> =>x= 19 : 


RPTA : “E” 


GEOIIOTEXA PLAVA peda 


PROBLEMA 33: 


En” un rectángulo  isósceles ABC 
(m <B=90"), en su interior se tiene:el punto 


cualquier Q ,tal ; <= 

m<BAQ=2x m<ACQ = x y ma QBC = 3x. 

Halle x. 

a) 10? B) 122 

RESOLUCIÓN : 

* AAQC: m<CQT = 45” -x 

* ABQC: m<QCT = 45” - x 

+ AQTC isósceles : QT = TC = a 

Pero: AB=BC =a+b=BT=b 

* Ahora trazamos : BR = AB = a + b 

* Prolongamos AQ hasta R =Ñm<R = 2a 

* ABQR isósceles: BR = QR = a + b 

* Pero: TQ =a=>TR=b 

* ABRT isósceles : 
m<TBR = m<TRB = 2x 


C) 15? D) 18” E) 20? 


A 


* Luego: 3x + 2x =90"-x 
y Os = 900 > x= 18" R 

: RPTA : 
PROBLEMA 34 : 
E n triángulo ABD se trazan las cevianas AE y 
BC, tal que AB = BE = AC, CE = ED ;m <BAC = 60". 


«E. 


Be Ou DIR E 


Ay 70 
- RESOLUCIÓN: 


12 ATT NCICLOPEDIA 2012 


B 
+ A ABC equilátero : : 
AB =BC=AC 
+ A ABE isósceles 
AB = BE 
+ A CBE isósceles 
CB = BE 
* Pero: 


m<CBE = 29 £0_ 
=>m<AEC = 30” 4 


* El ACED es isósceles (0+30") 
m<ECD = m<EDC = 09 + 309 
+AAED :60 - 0 = 0+ 8 + 307 
>30= 30” >26= 10 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 35: 

En un triángulo ABC isósceles la m <«ABC=100" se 
trazan las cevianas. BP. y CQ(PeAC y Q<AB) 
tal que : ma ABP =m<BCO = 30" 

Calcule la m<.CQP 
A) 207 B) 40? 
RESOLUCIÓN : 
* ABEC isósceles : BC = EC 


C) 30 D) 50? E) 36” 


+*:A PEC equilátero : PC = PE = PC 
A QEC isósceles : QE = CE 
" * AQEP isósceles: QE = 


>x + 60" = 807 


x= 20 : 

, E 
PROBLEMA 36 : 
En triángulo ABC isósceles (AB = pOj: Se trazan las 
cevianas AM y CN, Tal que : pS do 

mau BAM =m< ABC = 20" y m- BON 
Calcule la m < MNC: ¿ E 

-B)60 


Sab 


30 > y 


Ko] re 


EDICIONES RUBIÑOS [pod 


* Se traza AQ, de modo que mÉQAC = 20" 
* AAQC isósceles : AQ = AC 

* AANC isósceles : AN = AC 

* AANO equilátero: AQ = NQ = AN 

* ANMO isósceles: NQ = MQ 

* Pero: m<NQM = 40% 

* Luego: x = 10% + 70% >x = 80? 


PROBLEMA 37 : 


En la figura se cumple que AB = AD, m< BAC = 57”, > 


m<BCA = 22” y m<ACD = 11. Halle x. A? 


B pe 
Ch, 
A D 
A) 15 B) 16* C) 19 D)22%  E)27* 


RESOLUCI ÓN : 


RPTA : “D” 


+ APCA isósceles : 
m«XAPC = m<PAC = 79% 
+ AAPB isósceles : AP == AB 
* APEA equilátero : AP == PE = AE 


* CA bisectriz, por teorema: HA = AQ 
* DZEHA =U5DAQA (LL): 
=>m<ADQ = m<HEA = 30" 

*AADC: x+11* =30" >x= 19 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 38 : 
En un triángulo rectángulo ABC(m<B = 90%, 
AB<BC), DE BC de modo que DC = AB. Si AB = a. 
Halle la longitud de segmento que une los puntos 
medios de AD y BC. 


a a a a 
A) J2 B) JY3 C)a D) Y2 E) Y3 
RESOLUCIÓN : 
; B 


* Se traza AT; de modo que m< BAT = 45" 
Ds ABT isósceles : AB = BT =a 

*EnBC: BN=NC=a+n 

* Luego: TN =ND =n 

* AATD : TN =ND y AM = MD 

* MN €s base media. 

Por teorema : 


ay2 
A 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 39 : 


Dado el triángulo ABC , sobre AC se tiene un punto 
F de modo que AF = 3FC. En el triángulo ABF se 
traza la mediana AM cuya prolongación intersecta a 
BC en N. Si AM = 17 cm. Halle MN. 


A)lem  B)J2  C)3/2 D) (9/5) 
RESOLUCIÓN : 


E) (17/7) 


GEOMETRIA PRLAVA MENS 


A 3n Cc 
* Dato: AF = 3FC = 2n 
EC _ 1 
* Se traza: FE / AN >= 
NE 3 
*AFBE: NB = NE = 3a 
* MN es base media ; por teorema : FE = 2x 
* Luego : 
A ES A 17 RATO RL 
l7+x  4n 7 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 40 : 


En un triángulo ABC acutángulo , se trazan las 
bisectrices interiores de los ángulos A y C. Desde B 
se trazan las perpendiculares a dichas bisectrices BPy 


BQ respectivamente. Si PQ _ 1 Halle la razón entre 


AC 4 
el perímetro del triángulo ABC y la longitud del 
segmento PQ. a : 

A) 10 B) 2 C)3 E)6 


DJ5 


RESOLUCI ÓN : 


AAA CICLOPEDIA 2012 


* De la figura: c + a=2n =4n ; 
are tla 
>a+tb+c =10n E 

a+b+e _10n _arbre_ 


E 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 41 : 


ABC es un triángulo en el que m<C=753”, la altura 
BH mide la mitad de lo que mide AC. Halle la 
m<ABC. 


* Luego : 


A) 757 B) 607 C) 45” D)37 E) 30" 
RESOLUCIÓN : B 
pei AC b 
* DBAC MT = dr => MT == 
SUMT = E y BH / MT 
¿=> MT es base media, donde BM = MC 
* Luego el 4A4BC es isósceles : 
AB = AC y mxABC = mxC = 75? 
=>mWABC = 75* 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 42 : 

En un triángulo  isósceles ABC (AC = BC), la 
m<a C=20%.Se trazala  ceviana BD de modo 
que AB = DC , halle la m < DBC. 
A) 5 B)8" C)9e 
RESOLUCIÓN : 


D) 10 E) 17 


* Se construye el triángulo equilátero ECB : 
EC = EB = CB 
* AECA isósceles : EC = CA - 
m«BEA = 70* - 60”= 107 


* Luego: ADCB =4ABE (LAL)=>x = 10" 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 43 : 


En un triángulo rectángulo ABC se tiene que 
m<A=2m<4AMB . Si M punto medio de 
BC y AC = 22cm. Halle AB. 

A) 10 em B) 12 C) 14 D)14 E) (22/83) 


RESOLUCIÓN : 


N > 
PR 
1 1 ) 


* Se traza la mediana BN - 
23 AN = NC = BN = 11 
* Pero AABG es isósceles : AB = BG = x 
* Como G es baricentro , entonces : | 
BG =2GN = x 


* Luego : 2+h=11>%-=1151=Gom 


: RPTA : “E” 
PROBLEMA 44 : 


En un triángulo ABC (recto en A) AM es mediana , 
BN es ceviana, <BCN=< CBN y lam<ABN = 38". 
Si L es punto medio de BN. 


Calcule la m < LAM. 
AJ37 B) 27 C)J26  DJ19 
RESOLUCIÓN : 


E) 13 


li TRIANGUIOS (Repaso) 
*DxABC: 20 +38 =90 > 0=26 
* DABN : 
38% + x +26" = 902 
>x + 64% = 900 
>x*x- 26 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 45 : 
En un triángulo ABC. BM mediana, N : punto medio 


de BM, la prolongación de CN interseca a AB en 
FP. Si PM = 3u y maMBC = 90”. 


Halle la longitud de AC. 


A)18u  B)ló5u C)1I2u 
RESOLUCIÓN : 


D) 10u E) 6u 


* Se traza BR//PM : 

> DMNP =DEBNG (ALA) 
* Por el cual : 

BG=PM=3 y NP =NG=n 

* Ahora prolongamos AB y luego trazamos 
CTQ//PM , por teorema: AP = PQ 
* Observamos el APQC: 

BG/GC y BG=*C 3 
* Por teorema de los puntos medios : 
PG = GC = 2n >G es baricentro del DxMBC : 


AC= d5) > AC=18u 
2 RPTA : “A” 
PROBLEMA 46 : 

En un triángulo PAN, E es excentro relativo al lado 
AN, m <« AEP = 25” y m < PEN = 40”. Halle la medida 
del ángulo que determinan AN y PE . 
A) 45" B) 60" C) 75? D) 65 
RESOLUCIÓN : 


E) 70* 


(GEOPIETIEA MAA ME ENCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA" 48: ; 
En un triángulo acutángulo DRA , O es ortocentro y 
C circunscentro. Hallela maORC. 
m<0ODC + m <0AC=38" > E 
A) 36? B) 38? C) 48* D)J35 EJ 45 
RESOLUCIÓN : 59 


* Por propiedad : m <PAN = 2(40”) = 80? 
m<ANP = 2(259) = 502 
*4PAN : Za = 180% - 130? = 509 


=>a= 25 
* Luego : 
>x = 50% + 25% > x = 75 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 47 : 
En la figura , si : MC = BC. Halle x. * Dato: a+0=-38" * 
* Si «O» es orotocentro y «C» es circuncentro , se 
cumple: 
m=< CDA = m<ODR = 
m<DRO = m<CRA = w - 0 
* ADRC isósceles: q+ $=pw2-0+x 
SBx= a + 0= 38"..... (dato) 
L=ox= 38" 
Ed RPTA : “B” 
A ZO ñ ; 
A C á En un triángulo ABC (AB = BC) se traza la medida 
A) 25" B)J3 075 D) 4 E) 4,5 AM y se prolonga hasta el punto H de modo que 
RESOLUCIÓN : m<AHC=90*, Si maMAC=m<BCH y MH =a, 
halle AM. 
A) 2a B)3a/2 C)4a/3 D) 4a E)J6a 
RESOLUCIÓN : 


* AMBC isósceles: MC = BC 
=> BN = MN = a 


2 Al trazar: 
MG. LAC resulta que MO =MN=a (teorema). 


* Se traza BN 1 AH 


MP 48 tac MP = MQ = a (teorema). — INBNM=IXCHM:>MH=MN=a 
: + AGBM es isósceles : GN = : NM = =a. 


io > 


PROBLEMA 50 : 

En un triángulo ABC recto en B (AB < BC), se traza 
la altura BH. Los puntos 1, e [, son los inicentros de 
los triángulos ABH y HBC. La recta que pasa por los 
incentros intersecta al cateto BC en el punto D. Si 
ma<bBCA = a. Calcule m <BDI, 
Aja B) 2a C) 90”— a 
RESOLUCIÓN : 


D) 607 E) 45" 


AI,BI,: 1 es ortocentro 
* Pero: m <BI,I = 45" 
*ALNLBD: x+0=0+45 >xu=45" 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 51 : 
En un triángulo ABC, se traza la ceviana BQ, tal que 
AB =0C;¡m<A = 40”, maC = 30". Halle m 4 QBC. 
A)J565”  B)45” C) 50? D) 60* E) 30* 
RESOLUCIÓN : Y 


* En la prolongación 
de CA se construye 
el triángulo equilátero 
EFA, de modo que : 

AB = EA = EF = FA 
+ AABH es isósceles: 


*AHFB = = AQBC (LAL) 
>x= 50 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 52 : 
En un triángulo ABC la m<A = 22%, maC = 8". Se 
construye exteriormente y sobre el lado AC otro 
triángulo ADC, la m 4 CAD = 22” y m<ACD = 23". 
Si BC= 2. Halle DC. 


E) 2/3 


DJ) 3/3 


AJJ2a  BIJ3  C)2J2 
RESOLUCIÓN : 3 


/3-1 
+ 15 = 
Sabemos que :fg. 2d 
* ESDHC: E 
tg15= A V3 -1 
2-a/3 J3+1 
* Efectuando : 
_vV3-1 
a= A (1) 
* ESDHC : 
x?*=a? +(2=ay3)? >x?=a?+4-4a/3+3a* 
>2at= da +4—daJ3  enmnsmsrosrisisinsressisos (TI) 
*(D) en e 
2 e q 
=(V3— 1)? +4-—4/3 


a so Dl 


>1?=8-6>x?*=2>x*=/2 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 53 : 


En el lado AC de un triángulo ABC se construye el 
triángulo rectángulo ACD (recto en D) de manera que 


m<ECB = 2m<CAD (E e la prolongación de DC). 


Si AD+DC=CB. Halle la m < ABC. 
C)40* 


AJ30" B)J35” 
RESOLUCIÓN : 


D)a45” E)J60” 


GEOMETRIA PLANA Pa s1s WN AAA IN CICLOPEDIA 2012 


*Dato: BC=m+n 
* Pero; mZ¿ACD = mXACB = 90” - 9 
* Se traza [AH | BC, porteorema: y 


HC =DC =n >BH = AH = m 

*ESAHB isósceles ;x = 45" 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 54 : 
En un triángulo ABC, m < B=90", se traza la ceviana 
AF, de manera que la m < BAF =12", Ge AC de modo 
que m<uAFG =m<C = 54". 
Si BF=a. Halle FG. 
AJ2a B)4a/3 
RESOLUCIÓN : 


3a 
05 


D)3a E) e 
3 
o 


* Se traza FE de modo que 

m=<FEG = 78”. 

+ AAFE isósceles : 

m<AFE = mXAEF = 78” 

* Se traza AH EF 

=>m<BAF = FAH = mx<HAE = 12” 

* Por teorema de la bisectríz de un ángulo : 

BF = FH = a 

* Pero: FH =HE = a 

* Como el triángulo GFE es isósceles : 
FG =FE >x = Za .,, . < 

; RPTA: “A” 
PROBLEMA 55: 


Dado un triángulo ABC'obtuso en B por el punto B 
trazamos una. perpendicular al lado BC, 


QBLBC; Q<AC. Si AB=a y maBAC= 2m <BCA. 


Halle QC. 

Aja B)2a C)3a  Dja/2  E)al3 
RESOLUCIÓN : 

A . B 


C 


. ron : por propiedad 


* IXOBC ; se traza la mediana BM: 
m<C = m<MBC =a 

*+ AABC isósceles :: AB=BM=a. 
* Luego : QC = a+ a >0QC = ze 53 
 RPTA:; “B” 
PROBLEMA 56: 

En un triángulo ABC (recto en B), la m<C = 15”, se 
traza la altura BH y la mediana BM. Por H se traza 
HF | BM que al prolongarse intersecta en Pa BC. 
Si AC = b. Halle FP. 


b _b(2-43) ,b(/3-2) , b  _ b(2-43) 
A) 3 B) e C) 3 D) 3 E) LO Ii 
RESOLUCIÓN : 


b(2- 4/3) 
8 RPTA : 


>x- 
“g» 


PROBLEMA 57 : 
En un triángulo ABC (recto en B), la m<aC=75*se 
traza la altura BH y la mediana BM. Por H se traza 


HF 1 BM queal prolongarse intersecta en Pa BC. 
Si AC = b. Halle FP 


b . b(V3-1) _db(/3-2) _.b  b(/3-2) 
A) 3 B) 3 UA D) 2 A 
RESOLUCIÓN : 


(EDICIONES RUBIÑOS "RN 
* DZHFM notable: qp-? 3 
8 
BH = HP 
28 o 0-20. 15) 

RPTA : “E” 


* Pero: 


- 


PROBLEMA 58 : 


ABC es un triángulo en el que m<C = 75”, la altura 
BH mide la mitad de lo que mide AC. Halle la 
m<ABC. 


A) 75" B) 60 C) 45" D)37P E)30* 
RESOLUCIÓN : B 
E € 
. b 
* Ya hemos demostrado esta propiedad. 
Se cumple: 0=30">mxABC=75" 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 59 : 

En el gráfico A y B representan dos ciudades que se 
encuentran en riberas opuestas. Se requiere construir 
un puente perpendicular al río tal que la carretera de 
A hacia B que pasa por el río sea la más corta posible 
(por ejemplo APQB). Si PQ=2 y las distancias de A y 


B hacia £, y <£, sond y 3 respectivamente, calcule 


a4P As 
il 
VE TI >mP 2 
BJ25  : 
C)3 , río si 
D) 3,5 E] 
E) 4 A a 
RESOLUCIÓN : 

A 


[319 MES TRIANGULOS (Repaso) 


* Tiene que ser AP//BQ para que la distancia de 
x 
«A» hacia «B» sea la más corta posible. > A 3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 60 : 
Se tiene un triángulo acutángulo tal que M, N y L 
pertenecen a AB, BC Y AC respectivamente. Para 
que la región MNL tenga menor perímetro M, N y L 
deben ser para el triángulo ABC + 
A) pies de las alturas. 
B) punto medio de sus lados. 
C) los vértices. 
D) los extremos de las bisectrices interiores. 
E) los extremos de las bisectrices exteriores. 


RESOLUCIÓN : 


N" €s simétrico de N >MN =MN“= £. 

N” es simétrico de N => LN = LN”= m. 

Luego ; el perímetro del ALMN es N'N” entonces; 
para que la región MNL tenga menor perímetro M, N 
y L deben ser pies de las alturas para el triángulo 
acutángulo ABC. 


PROBLEMA 61 : 

En un triángulo isósceles ABC de base AC, se ubica 
P en la región interior tal que PB=AC, maPBC=30" 
y maPBA=10". Calcule m<PAB. 


A) 10% B) 15 C) 20" 
RESOLUCIÓN : - 


RPTA : “A” 


D) 22" E) 25" 


(GEOIETIEJA Pass IS Ec VCICLOPEDIA 2012 
B A ara 


al 
* Se construye el triángulo equilátero 

AQC : AQ = QC = AC> mxBAQ =10* 
* AABP = ABAQ (LAL) 

> maBAP = mx<ABQ = 20” > maPAB = 20 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 62 : 
Se ubica P en la región interior de un triángulo 
equilátero ABC, tal que AP=a, BP=b y PC=c (b>c). 
Indique qué relación siempre se cumple . 


AJab-e B)e<a<b C) a?+e*=b* 
D)a<b-e E)Jb-e<a<b+e 
RESOLUCIÓN : B 


z a: 
Se construye el triángulo equilátero AQP: AQ=QP=AP =a 
, entonces la mxQAB =maPAC =0 
* AAQB = 4APC (LAL)>QB = PC = c 
* AQBP ; por teorema se cumple : 

E 

PROBLEMA 63 ' : 
En un triángulo ABC se ubica N en AB y M en AC tal 
que MN=NB=BC . 
Si maBAC=20" y ma BCA=80", calcule m«ANM. 
AJ10* — Bj16*  C)18  DJ15  E)20* 
RESOLUCIÓN : 


* EX. CON notablede 30? y 60? 
* EoNHB e Es QMN (LL) 
> maMNQ = mxHBN = 40* 


B 
RPTA : “E” 
PROBLEMA: 64 : 

En un triángulo ABC recto en B se trazan las cevianas 
interiores AL, AN, CP Y TQ tal que 
m<BAL=maLAN=m<aNAC Y maBCQ= maQCP=maPCA 


Si ANACP=(S) calcule m<QSL . 
C) 60" 


A)J:45” B) 53? 
RESOLUCIÓN : 


D)75  EJ90* 


Is ABC :3a + 30=90 > a + 0= 30" 
AAQT = AAST > AT 1QS 
ATLC = ATSC => TC 1 LS 
* Luego : m«QSL = 60? 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 65 : 


En un triángulo ABC se traza la altura BH en cuya 
prolongación se ubica D. Sz 


simaBAC=70", ma ACB=40” y maDAC=30", 
calcule maACD:. RS 
A) 5" B)10" — 


EDICIONES RUBIVOS vane 
B 


AEDB =AEDC (LAL) 
>x= 102 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 66 : 


En la figura mostrada, «> 44 demuestra que BP>PC 
Br C 


2 


A 3D 
RESOLUCIÓN : 


* Sea: BP=a y PC=b 
=> tenemos que demostrar que a>b Ubicamos en 
AD el punto M tal que : 

AM=AB=m => el A AMP =AABP 

=> PM=BP=a y miaAMP=m<ABP=0 
* Así también en “4 p ubicamos el punto N tal que : 
DN=DC=n => el DNP =ADCP 

=> PN=PC=b y maPND=m<PCD =4 


* Luego en P»QABDC. 

*Si: a >B>0<$ 

* Enel ANPM : si 0<ó > b<a 

* Por lo tanto queda demostrado que a > b 
PROBLEMA 67 : 


Dado un triángulo ABC, en su interior se ubica el 
punto P y en los lados AB y BC se ubican los puntos 
H..->y T respectivamente tal que 


ma AHP=mxCTP=90"; luego se ubica el punto 


medio M de AC. Demuestre que si 
m< HAP =m<TCP entonces HM=MT. 


RESOLUCIÓN: B 


* Del dato: m< HAP =m<TCP =0 


* Se ubican los puntos medios N y S de AP y PC 
respectivamente. 


* HN : mediana relativa a la hipotenusa de L>.AHP. 


* TS: mediana relativa a la hipotenusa de ».PTC. 
* Por teorema se sabe : 


HN=AN=NÑP onocccrcccoccconronos E] 
TS=PS=8C. 5 o ALA 
* AANH : 


isósceles , luego por ángulo exterior maHNP=20 
* ATSC: 


isósceles , luego por ángulo exterior maPST=20 


* En el triángulo APC como M, ÑN y $ son puntos 
medios de sus lados. 


MN : base media relativa al lado PC > MN//CP 
MS: base media relativa al lado AP > MS//AP 
* Entonces MNPS es un paralelogramo 

m< MNP =m<PSM, NP=MS......... (HI) 
y MNSNP canas dis eaiaioos rd AV) 
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* De (1) y (11) : HN=MS 
* De (1D) y (IV): TS=MN 
* Además : s 

ma MNH=m< MNP+m< HNP =m< MNP +20 
m<MST=m<PSM +m< PST=m< PSM +20 
* Anteriormente se obtuvo que :; 

m< MNP =maPSM ma MNH =m<a MST 

* Luego : 

AMNH = ATSM (LAL) + HM=MT 

PROBLEMA 68 : 
Dado un triángulo ABC, se ubica el punto medio M 
de AC Demuestre que si AC>AB, entonces 
m<MAB > maMAC. 
RESOLUCIÓN : N..- 


lla 


Cc 
AY 


* Si b>c tenemos que demostrar que a>fP£. Para 


ello prolongamos (AM hasta el punto N, tal que 

MN=MA=m, sean BM=MC=a y 

maNMC=maAMB=0 (<, opuestos por el vértice). 

* Los triángulos AMB y NMC son congruentes 

> AB=NC=c y miaMAB=maMNC=a 

* Enel AANC; b>c 

* Porlo tanto «> 8, con lo cual queda demostrado 

la conjetura. ? 

PROBLEMA 69 SE 

En un cuadrilátero +.ABCD ; AD=BC y 
CD=m<AD =90". 

ji xt, da A sd 

Demuestre que <DAB = <CBA 

RESOLUCIÓN : 


* Sea: maDAB=a y maCBA=f4 

* Tenemos que domostrar que «=P 

* En DC ubicamos el punto medio P 

> DP=PC=m 

= ADP =ABCP (teorema de triángulo congruentes) 
> maPAD=maPBC=4 y AP=BP=1£ 

* Luego en AAPB :(AP=PB) y del teorema de 
lados congruentes en un triángulo 


maPBA=m<PAB = o 

>enA:a=p>+0 y enB:PB=4+0 

> a=PB=><DAB =<CBA 
PROBLEMA 70 : 


En una recta se ubican los puntos A y C. Si hacia un 
mismo lado de la recta se ubican los puntos B y D, 
tal que AD=BC y ma DAC > maBCA, demuestre 
que DC>AB . 


RESOLUCIÓN : 


o .. 


* si 4> f tenemos que demostrar que b>a. 
* Para ello construimos el triángulo AEC congruente 
al triángulo CBA , 

> AE=CB=m y EC=BA=a 
PROBLEMA 71 : 
En un triángulo rectángulo ABC recto en B, se ubica 
un punto P en la región interior,tal que AP=AB=BC. 
Sila m< PCB=15', calcule la m< PAB. 
RESOLUCIÓN : 


* Piden : ma PAB=x 
m<aBAC=m=<BCA=45" 
=>m<PCA+15"=45" 


* Enel b. ABC : 


* Se tiene que : ma PCA = 30" 
*Luego,sila mxPAC=a se tiene : 
EL AAA FASES (1) 
* Es decir , el problema consiste en calcular a. 
* Prolongamos CP y trazamos AH 1 PC, para 
aprovechar el :-. AHC (notable de 30* y 60%). 
* Si: AH=m > AC=2m 
*Enel. ABC; 
AB=BC=mY/2 > AP = mJ2 
* Luego, en el - -APH :m< APH=45" 
* Por ángulo exterior : a+30* = 45 > a =15" 
* Enel AAPC 
* Reemplazando en (1) : x=30* 
PROBLEMA 72: 


Demostrar que la medida de un ángulo exterior de 
un triángulo es mayor que la medida de cualesquiera 
de los dos ángulos interiores no adyacentes a él. 


RESOLUCIÓN : 
* Al considerar el triángulo sombreado: 


m<MAC > m< ACB y maMAC > m<ABC. 


Sea E punto medio de 4( y prolongamos BE hasta 
F, tal que EF = BE. 
: B 


* Entonces, m<AEF =m<xCEB 
(postulado de los ángulos opuestos por el vértice), 
los triángulos AEF y CEB son congruentes (teorema 
de los triángulos congruentes) 

=> m<FAE=m<xBCE=09 
* Del postulado de ángulos : 
maMAC=m<aMAF +maFAC => maMAC> marFAC, 


como 


pero como < BCE = < FAC 
> maFAC=m< ACB=0 

* Por lo tanto, m< MAC > m< ACB (el otro caso 

puede ser demostrado de manera análoga). 

PROBLEMA 73 : 


Silos segmentos AB y CD son paralelosy congruentes 
, demostrar que : BC = AD y BC y AD se bisecan. 
RESOLUCIÓN : 

Sea AB//CD y AB= CD 

1) Si los segmentos BC y AD no se intersecan. 

Cc 


* Trazamos BD y por ángulos alternos internos 
m<ABD=m<CDB=a 
*Sea BD =byAB=CD=a 
=><«ABD=<CDB  =>AD=BC 
* También : MiADB = m<CBD 
* Por el recíproco de los angulos alternos internos 
'ADes paralelo con BC (AD//BC). 
2 ) Si los segmentos BC y AD se intersecan. 


Sea ADN BC=(0) por ángulos alternos internos, 
se cumple 

e miABC=m<aDCB=0 

e miBAD=maCDA=a 

* Del teorema de triángulos congruentes : 

AABO =ADCO (A.L.A.) 

> AO=DO y BO=C0 


PROBLEMA 74: 


Si dos pares de rectas paralelas se intersecan dos a 
dos, estos determinan segmentos congruentes 
respectivamente. 


s...1.9.9.d 


Sea: EZ y LIZ, 
>AB=DC y AD=BC 
RESOLUCIÓN : 


Za Z, 


* Por ángulos alternos internos si + 
Z, IL, => ma<CAB=m<ACD=0 
ZIZ => maDAC=m<BCA=0 


* Del segundo teorema de triángulos congruentes : 


ADAC =ABCA > AB= DC y AD= BC 
OBSERVACIÓN : 


Si AB//DC y AD// BC 


= m<ADC=m<CBA y maDAB=m<BCD 
PROBLEMA 75: 


En la figura si,. AB)/CD. asumimos que CD>AB. 


É 
(0) 
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Si AB//CD, estando AB más próximo a O que CD 
Demostrar que: CD > AB 
RESOLUCIÓN : 
* Por B trazamos una recta paralela a AC que 
interseca a CD en M. 


G 
2 
4 


* Del teorema de los dos pares de rectas paralelas 
tenemos que CM=AB, 


CD=CM+MD =>CD>CM =CD>AB 
PROBLEMA 76 : 
Determinar : « q.» 


A)25”  B)15 C) 30* 
RESOLUCIÓN : 


D) 60* 


E) 20” 


* Se observa un triángulo donde se puede usar el 
primer criterio de construcción ( ver teoría) . 


PRIMER PASO 


EDICIONES RUBINOS E 
SEGUNDO PASO : 


Construimos un triángulo congruente interiormente 
en la figura , de la siguiente, manera y se obtiene : 


* TERCER PASO : 


En la figura observamos un cuadrilátero concavo 
donde se cumple : 


FE” 


* CUARTO PASO : 
Luego en la figura sombreada , se tiene : 


4a+120” —-a+3a=180" 
> 6a0=60" > a=10" 


RPTA : “B” 


TRIANGULOS (REPASO 


(1) La reunión del triángulo con su interior se 


denomina: 
A) Área del triángulo B) Area de la región triangular 
C) Región angular D) Región triangular 


Responda con (V) si es verdadero y con (F) si 
es falso. 

(7 Todo triángulo tiene tres lados . 

() El número de vértices de un triángulo es seis . 
() El triángulo está incluído en la región triangular. 
A) VVV  B)VFV  C)FVV D)FFV  E)FFF 
(03 Si los lados de un triángulo miden 35; 65* y 
80”, entonces el triángulo es: 


I) Acutángulo 1H) Escaleno 

III) Obtusángulo IV) Rectángulo 

A)Solo I B)Solo HH C)Solo HI 
D)Solo IV EjIyH 


(7) Si los lados de un triángulo miden 4; 9 y 8, 


entonces su perímetro será: 
A) 19 B)20 C) 21 D) 22 E) 23 


(03) Si dos ángulos de un triángulo miden 35" y 55%, 


luego dentro de la clasificación de los triángulos, 
según sus ángulos está catalogado como: 

A) Acutángulo B) Obtusángulo C) Rectángulo 
D) Faltan datos EJN.A 


Os A, B, y C son los vértices de un triángulo luego 
la operación AABC — AB, es igual a: 

A) BC BJAC C)JBCNAC 
D)JBCUAC E)ABU AC 


(Es) De la figura, calcule el valor de “ax”. 


A 
A)100?  B)120* 


C)110* 


D)130" E)140* 


A) 30" B) 36” C)45" D)60” 
(7) Según el gráfico, calcular “xr”, 
B 


AJS5 B)40" C)45" D)50* 
(17) De la figura, calcule el valor de “xr”. 


A 


A) 20? B) 18? C)15* 
(E) De la figura, calcule: tr +f4. 


D)22,5" 


AJ110"  B)120"  C)130" D)140" 


AS) De la figura, calcule x + y, si: a +f8= 140". 


Ó 


BJ 160" 


C)160" — DJ145” 


GEOMETRIA PLANA [vas 


E)72" 


EJ155" AJ6” ——-BJ4” — C)8* 
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(E) Del gráfico, calcular: a +8. E xl > , aL = 
V ; ; 


AJ90? B) 100? C)110* 
(E) Calcule el valor de “x”, si: E, // Ez. 


D)120* E)150? 


dx 2x La 
E)J55" 3x, 
dx 
L, 
AJ20" B) 25" C)30* D)J35" E)40” 
(3) Calcular “x”, sila mgABC =40". 
B 
E)J12" 
A 
AJ30" B) 40? C)50* D)J65 E)70" 
(Lo) Calcular x + y, si: a + b = 86”. 
E)150* 


AJ43 B) 86" . 
(Ey) Se tiene un triángulo ABC donde 


BC = 3x, AB= 18 y AC = 12, Si m<A>m<C, 
calcular el valor entero par de “a”... 0 
D)2? —EJ10* 


EDICIONES RUBIÑOS 


ás) Según el gráfico, calcular: x + y. 


A)220* B) 280" C)250* D)260* E)230" 
(E) Calcular “ax”, si: L, // Ly . 
0 
70? L, 
0 
L, 
120? 
AJ20" B) 30" y C)40* D)J50* E)J60* 


(70) Dela figura, calcule el valor de “x”, Si: y / E 


AJ100* B) 110" C)115" D)120” E)125" 


(1) Calcularla medida de uno de los ángulos de 
un triángulo, si estos forman una progresión 
aritmética. 
AJ60* 


BJ45" C)30" D)J53" E)J37 
03 ¿En qué triángulo, se cumple que las medidas 


de sus ángulos son proporcionales a1;3 y 5 
A)JTriángulo acutángulo 

B)Triángulo equilátero 

C)jTriángulo Obtusángulo 

D)Triángulo equiángulo 

E)Triángulo rectángulo 


Odsi los ángulos A y C de un triángulo ABC miden 


yA [esos TRIANGULOS (REPASO 


40" y 30” respectivamente ¿Cuál de sus tres lados es 
el mayor? 


A)JBC BJAB CJAC 
(2) Las medidas de los ángulos agudos de un 


triángulo rectángulo son entre sícomo 2 a 7. ¿Cuánto 
mide el mayor de estos ángulos? 
AJ60? B)35” C)50" 


D)J20" E) 60* 


(03) El ángulo desigual de un triángulo isosceles 
mide 80% ¿Cuánto mide cada uno de los ángulos 
iguales? 

AJ45" B)J50* E) 60” D)20" E)J40? 
(OB) ¿Cuánto mide el ángulo formado por las 


bisectrices de dos ángulos de un triángulo 
equilátero? - 
A) 100 B)90"  C)110* D)120? E) 135" 


(UH Dado el triángulo ABC, la operación, 
ABu BCUAC es equivalente a: B 


A) El perímetro del triángulo ABC 
B) La región triangular 


2 "C)A1ABC 
,,D) AB + BC A C 
: GHE segmento que une el vértice de un triángulo 


sy 


con el punto medio del lado opuesto se llama: 
A) Bisectríz B) Altura C) Mediatríz 
D) Mediana E) Ceviana 


Ode segmento que parte de un vértice de un 


triángulo y cae en forma perpendicular al lado 
opuesto se denomina: 

A) Bisectríz B) Altura 
D) Ceviana E) Mediana 


(1) El punto donde concurren las tres mediatrices 


C) Mediatríz 


de un triángulo se denomina: 
A) Baricentro B) Circuncentro C)Ortocentro 
D) Incentro E) Cevacentro 


O Incentro es el punto donde concurren las: 

A) Medianas B) Bisectrices C) Alturas D) Mediatrices 
(E) En un triángulo obtusángulo, el número de 
alturas exteriores es: 

41  B)J2 C)3 D) Todas son interiores 
(GE) El baricentro de un triángulo divide a la 


mediana en dos segmentos cuyas medidas están en 
una relación de: 


A) 1:3 B) 2:3 C)1:4 D)2:1 E) 7:1 
El punto donde se intersectan las bisectrices 
de dos ángulos exteriores de un triángulo se 
denomina: 


A) Excentro B) Incentro C) Baricentro 


(13) Determinar cuántos pares de triángulos 
congruentes hay en la figura adjunta. 


Cc 
z eS 
A 


A)2 B)J3 C)J5 D)J4 


(To) Responder con (V) verdadero y con (F) si es 


falso. 

(J Un triángulo es congruente consigo mismo. 

( ) Si dos triángulos son cada uno de ellos 
congruentes con un tercero, entonces serán 
congruentes entre sí. 

(7 Todos los triángulos rectángulos de igual 
hipotenusa son congruentes. 

A) VVF  B)VVV C)FVV D)FFV E) FFF. 


EJ6 


El segmento determinado al unir los puntos 


medios de dos lados de un triángulo se denomina: 
A) Mediana B) Mediatriz C) Semimediana 
D) Base media E) Media base 


ás Completar: 


« En todo triángulo rectángulo. la mediana relativa 


a la hipotenusa es igual Orconaiionanicnas > de dicha 
hipotenusa. 
AJLa mitad BLA! :, UA parte D)Base 


CjLa cuarta parte E) La quinta parte 


(AD) En un triángulos isósceles la altura relativa a la 


base, es a la vez:. 

DD) Mediana y Bisectriz . 

11) Mediana de la base 

un) Bisectríz , 

De estas proposiciones son verdaderas: 

A) Solo 1 B) Solo Il Cy ID) 1H y III E) Todas 


6d E: iS cuyo ortocentro es interior se 


B) Obtusángulo C) Isósceles 


) Equilá 
D) Acutángulo E) Rectángulo. 


(0) Para un triángulo obtusángulo, los puntos 


notables exteriores en él son: 
A) Baricentro y Ortocentro 
B) Incentro y Circuncentro 
C) Incentro y Baricentro 

D) Excentro y Baricentro 

E) Ortocentro y Circuncentro 


(62) En un triángulo, la suma de las medidas de 
sus ángulos interiores es: 


A) 90? B)J135*  C)180* D) 270" E)360* 
(75) Completar: 

« En todo triángulo, un lado €S ..cccocecenccioninanrnnaricnns que 
1 ica ina de los otros dos lados. 


A)Menor - diferencia 
C)Mayor - diferencia 
E)lgual - diferencia 


Enel 4ABC, mx<A=30" y la medidas de los 


otros dos están en la relación de 3 a 7 . ¿Cuánto mide 
el ángulo mayor? 
A)J105? B)102" 


B)Mayor - suma 
D)Ilgual — suma 


C)j110* D)J115” EJ120* 


(63) Enel 4ABC, elángulo exterior en C, mide 126”. 


Siel 2B mide el doble del x< A. 
<A? 
AJ42" 
60 En la Figura adjunta DE // AC ¿Cuánto mide 
el ángulo DBC ? 


¿Cuánto mide el 


B)J40" C)36* D)J84” EJ90” 


AJ90” 

B)105" 
C)100*? 
D)110* 
E)120* 


(2) En la Figura «ABC =< ACE; DOC=EC, 


¿Qué línea notable es 4p del triángulo ABC 
B, E S 


AJAltura 
B)Bisectríz exterior 
C)jMediatriz 
D)Bisectríz interior 
EjMediana 


y, MI AIC = 150” ; calcular la mx B. 
A)J120* B)J105” C)115” D) 125" E) 135” 


69) En un triángulo ABG, las bisectrices de los 
ángulos A y C forman un ángulo cuya medida es el 
triple de la medida del yB . Calcular la mx B . 
Y _—— B 5 C)18* - e E, 4 
TERCERA: 
CLASIFICACIÓN DE LOS 
TRIANGULOS-LIVEAS NOTABLES 


(2) De la figura, calcule el valor de “ax” , si: 


AB = BE = BD y AE = ED = DC. 
B 


A E Cc 
AJ12" D)18” 


C)16* 
63 De la figura, calcule el valor de si: 
AB = BD. B 


B) 15” 


15 .. 


A D C 
AJ40? B) 50 C)30* D)45” EJ55" 


(03) Del gráfico: AB = BC = QC = BD. Calcular “x”. 


D 
C)30* 


A)J25" B) 10” D)15* E)20* 


(EL En un triángulo isósceles ABC (AB = AC) se 
traza la ceviana interior BM. Calcular la mxMBC , 


E)20" - 


BES — TRIANGULOS (REPASO) ) 
si: AM = MB = BC. 
AJS0? B)36* C)15" D)J20* EJ18* 


(63) En la figura, calcular “x”, si; AB = BC y 
mx AQB = m<ABC. Cc 


PQ 


da 


A B 
AJ15? B)12 cor DJ5" EJ8* 
09) Calcular “x”, si: AB = AE = BD. 
A 
Cc 
AJS BJ10 0)J6 D)7 EJ8 


(42 En un triángulo isósceles ABC (AB=AC), en su 
mediana se ubica el punto D, tal que: AD = DC. Si la 
m<DAB=15”, calcule la maBDC. 

AJ30* B)J45” C)J50" D) 60” EJ55" 
(03) En un triángulo isósceles ABC (AB = BC) se 
trazan las cevianas interiores AD y BE las cuales 
se cortan en F. Si la mxABF =20* y BF = BD, 
calcular m<DAC. 

A5 B) 30” C) 10? D) 40" E) 20” 
(7) En un triángulo ABC, en donde la 


mx ABC = 40”, se traza la bisectriz interior CM. 
Calcular la mx<BCA, si la bisectriz del BAC es 
perpendicular a la bisectriz del <BCM. 

A) 90” B)80" C)60* D) 50* E) 70* 
(1) Se tiene un triángulo ABC en el cual 


m<A — m<C = 40”, luego se traza la ceviana AM 
tal que AB = BM. Calcular la medida del ángulo entre 


las alturas BH y BQ de los triángulos ABC y ABM. 
AJ40* B)20* C)10* D)30* EJ15 


Uds: m<B — m<A = 50* calcular el valor de “x”. 
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A)20* 
B)J15* 
C)10* 
D)30* 
EJ25" 


(E) En un triángulo ABC, mxBAC=30" y 
m<ABC = 120, en las prolongaciones de AB y 


AC se ubican los puntos P y Q, respectivamente, 
tal que: AB = BP = QC. Calcular la m<PQC . 
AJ30" B)J60" C)18* D)J36* 


(E) De la figura, calcule el valor de “a”, si la 
mxACB = pe AC = BC = BD. 


SY 


EJ45" 


AJ18” B)15” a D)J25" E)J30" 
(Ehoe la figura, calcule el valor de ““x”,si: AB = DC. 
C 


AJ20” BJ40" C)25" «D)J30" E)35" 


43) De la figura, calcule el valor de “x”, si: 
AP =AB = BC. Aa 


D)20" 
O: Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto en 


B traza la ceviana interior BP cuya prolongación 


interseca en Q a la bisectriz del ángulo exterior en C. 
Calcular la m<PQC, si: AB =AP. h 


as  BJ1O? CJ15? E)25* 


MA a CICLOPEDIA 2012) 
AJ45? B)60* C)J30" D)J36" E) 540 
Enla región interior de un triángulo ABC se úbica 
el punto P tal que la m<PAB = 30, m<ABP = 45", 
m<APC = 120" y AB = PC. Calcule la maPCB, 

A) 20" B) 18” C) 25? D) 24* EJ15? 


(E) En un triángulo isósceles ABC, de base AC, se 


traza la bisectriz interior CQ. Si AQ = 2 y CQ toma 
un valor entero, calcule dicho valor. - 
A) 1 B)2 C)3 D)J4 


(E) En un triángulo ABC se traza la ceviana interior 


E)J5 


BD y en el triángulo DBC la altura CH, tal que; 
m<BAD = m< HCD y BD = BC. Si maDBC = 40”, 


calcular la mx ABD . 


AJ40” B) 80” C) 60" D) 50* E)20* 


€n Se tiene un triángulo ABC (AB = AC), en éste 
se traza la altura BH; en la prolongación de BC se 
ubica el punto D; 

HD n AB= 1E). Si BE = BH ,calcular lam<BDE . 
pies 


A) 107 C)45" Pri E) 30" 


“LIVEAS NOTABLES 
ANWGULOS ENTRE BISECTRICES 


De la figura, calcule el valor de: a + b. 


D)140* 


E)150" 


A)1007 B)120* 


C)J130* 
(7) De la figura, calcule el valor de: x + y. 


EDICIONES RIUBINOS ATEOS TRIANGULOS (REPASO 


4)100%  B)120" - C)130%  DJ125>  EJ115*  (Q2)Dela figura, calcule el valor de “x”. 
(O3)De la figura, calcule el valor de “ac”. . 


104 
A) 40" B)50" C)60* D)70 E) 80" 


(03) De la figura: O es el ortocentro e / es el incentro 


del triángulo ABC. Calcule el valor de “ax”. 
A) 60? B)70* C)75" D)J80* EJ65” B 


62 Si I es el incentro del triángulo ABC, AI = 1 e 
ASS 
A Cc 


IC = 5, calcular AC. Da, 
A) 12 B)15 C)18" D)20" E)J10" 


09) De la figura, calcule el valor de “x”, si la 


= ' =50. 
AJ6  BJ3  C)J4J/2  DJ3J2 EJ4J3 m<CAB = 100" y a +8 


(63) De la figura, calcular ““x”, si H es el ortocentro 
del triángulo ABC y AQ = QH. B 


A) 40" B)60* C)50* D)80* E)70” 


y (1D) De la figura, calcule el valor de “xr”. 


AJ30" B)40* +2a C)25 D)J35* +a E)J50* 
> 


(09) Si G es baricentro del triángulo ABC y BG =4, 
calcular PB. , 
E 


AJ20* B)J15” C)25" D)J10? E)J30* 
(5) Según el diagrama: AB = BC = CD. 
AJ2/6  B)2/7  C)J2V/8  DJ2  EJ3 Calcular “x”. 


GEOMETRIA PLANA 


AAA CICLOPEDIA 2012 


AJ30" B)J32" C)36* D)40* E)45” 
(AS Calcular xx”,  siim<BME = m<NME y 
m<MNE = m<ENC 


Cc 
AJ20" B)18* C)30* D)22" E)16” 


ÁS) Si: AG = 10, BG = 8 y G es el baricentro del 


triángulo ABC, calcular el máximo valor entero que 
puede tomar MN. B 


C 
N 


AJ8 Bj6 ” C)7 DJ5 EJ4 
(E) Calcular la mx AOC, si O es ortocentro del 


triángulo ABC y DB // AO. 
B 


AJ135" 


-B)120" 


C)150* D)144- E)165* 


(13) De la figura, calcular “x”, si: e + fP=180* 


AJ140* B)130* D)J110* E)J100* 


(18) Si 1 es el incentro del triángulo ABC y CP = CI, 
calcular el valor de “x”, B 


C)120* 


A a 
C 
AJ40” BJ30” C)J50 D)20* 


(Es) Calcular el valor de “xr”. 


E)J35" 


B 
$b, 
3 807 
E 
e 
A 


C 
AJ105" B)90* C)100* D)110* E)95” 
ás) De la figura, calcular “a”. 
B 
AJ20? B)30* C)35" D)25" EJ407 


(E) De la figura, calcular “ac”. 


RUBIÑOS 


EDICIONES 


AJ60* B)30* C)45* D)75 E)22,5" 


(ET) Según la figura: BD // AC. Si BC = 6, calcular 
ID, donde [ es incentro del triángulo ABC. 


e , 


C)6 


TRIANGULOS 


(2) Si la diferencia de las medidas de dos ángulos 


exteriores de un triángulo es igual al.complemento 
del ángulo interior ubicado en el tercer vértice, 
calcular la medida de un ángulo interior del triángulo. 
A) 30" B) 45” C) 60* D) 90" E) 785? 


(2) Dado un triángulo ABC, tal que 


mxABC=3(mx«BCA) y además AC=2(AB). 
Calcularla mx BAC 
A) 120* B) vo? C) 76” D)60* 


03) Del gráfico, calcular el valor de “ax”. 


E) 45” 


ISA TRIANGULOS (REPASO 
A) 20? B) 25 C) 30? D) 40* E) 50” 
(2) En la región interior de un triángulo ABC se 
ubica el punto P, de modo que: 
AB=BC=PC, mxABP=mxPCA 

Calcular la medida del ángulo determinado por gp 
y AC- 

A) 90? B) 60* C) 30* D) 75" E) 45” 
(03) Sean ABC y AEC dos triángulos rectángulos, 


cuya hipotenusa común es AC y cuyos catetos de 


mayor longitud son AB y CE los cuales se 
intersecan en el punto Q. Si AB+CE=12 y AE+BC=6, 
entonces la suma de los valores enteros de la longitud 
de AC es: 

A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17 
(8) En el lado BC de un triángulo ABC se ubica 
un punto D y:se une con el vértice A. 

Si 2(mx<CDA)=mx BAC+MxABC y CD=6 
Entonces la longitud de AC es: 

A) 12 B)6 C)4 D)3 E) 8 


(2 En un triángulo ABC: AB=BC, De AB y 


DE LAC(Een AC) La prolongación de DE 


interseca a un rayo CX que forman CA un ángulo 
congruente con el ángulo BCA, en el punto F. 


Si AD=a y CF=b, halle BD. 
a+b 2b-a 2a-b 
7 B) 3 C) 3 
(03) En el lado AC de un triángulo ABC, se ubica 
el punto M, tal que AM=MC; en el exterior relativo al 
lado BCse ubica el punto E, tal que 


m<XMBE=90". Calcular el mínimo valor entero 
de ME, si AB=6, BC=8 y MB toma su máximo 
valor entero. 

A)J5 B)J6 


ns E) b-2a 


C)7 D) 8 E) 9 


(7) Calcule el valor de (x+y), 
si: AM=AN, CR=CS, MN=NP y QR=RS. 


GEOMETRIA PLANA pito 


A)60”  B)30”  C)90*  D)120* E) 150* 


(10) Se tiene un triángulo acutángulo ABC, en la 
región interior se ubican los puntos P y Q de tal 
manera que P y Q equidistan de los vértices del 
triángulo ABC y ABP, respectivamente. Si 
mx ABQ=m=<BCA, calcular mx AQB. 
A)120  B)60” C) 90 D) 75 E) 150* 


(EY) Se tiene un triángulo ABC: en la prolongación 


de CA se ubica el punto E, de modo que; 
mxBAC=2(mxBCA) y AE=AB+BC. Calcule la 
razón de las medidas de los ángulos BEA y EBA. 
A)1/2 B)1 C)1/3 D)1/4 E)1/5 
ABC es un triángulo, 
mxB=127", AB+AC=10 y mx C=37" 
Calcule BC. 
A) 1 B) 2 C)3 


(E) Exteriormente al triángulo ABC y relativo a AB 


se ubica el punto D, tal que: 
AD=AC y m< BAD=5". 
Si m<BAC=15"ym=xABC=55", calcular la 


D)4 E)5 


mxDBA. 
A) 257 B) 30? C) 35? D) 40" E) 45” 
(E) Calcule a+B8, si: 


DE = EH = EG = EF, AD = DH y GF = FC. 


A) 450? B)360” C)270" D)90” E) 180” 
(13) Del gráfico; AB=3, CD=1, BC toma su menor 
valor entero y a<60”. Calcule el valor de AD, si se 


sabe que es impar. 
B 


C)7 —D)1M 


E) 9 


(334 MN "ES CICLOPEDIA 2012 


(o) Si: AB=BC y PQ=QR, calcular el valor de 


id A 


A) 40" B)36” C)J45” D)60%” E)30* 
(57) Se tiene un triángulo ABC. Si: 


AB=5,mxBAC=4(mxBCA), 
máximo valor entero de BC. 
A)119 B)13 C)158% D)17 E)19" 


43) En un triángulo ABC,en ACy BC se ubican 


los puntos P y Q respectivamente. Si: AB = AP=PQ 
y mxB A mx QAP A mxBQA calcular mxC, 


11 2 3 
AJ5 B)8* C)J9 D)10" E)12 
(E) En un triángulo APQ, en las prolongaciones 
de AP AQ y PQ CB se ubican los puntos B, C, S 
y. L, respectivamente, de modo que PB + PQ =10 y 
mx CQS = mx LBA + mx LCA . 


mínimo valor entero de QC. 

A)J9 B) 10 C) 11 D) 12 E) 13 
(77) En un triángulo ABC se ubica en AC el punto 
D, tal que: AC=DB+BC,mx<BDC=40" y m4C=20" 
Calcular la mxA 

A)45” B)J37 C)22,5” D)30”  E)20? 


calcular el 


Calcule el 


(7) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

( ) Si en un triángulo ABC, la mediana BM mide 
igual a, AC entonces dicho triángulo tiene un ángulo 
recto. 

(_ ) La mediatriz de un lado de un triángulo puede 
cortar a otro lado del triángulo perpendicularmente. 
(. ) Dado el triángulo ABC, la bisectriz del ángulo 
interior en B corta a AC en su punto medio. 
(_ ) Al trazar la altura de un triángulo obtusángulo, 


EDICIONES RUBIÑOS 


necesariamente dicha altura se encuentra en el 
exterior de dicho triángulo. 
A) FVVF B) VFFF C) VFFV D)JVFVF E)VVFV 


(E) Si: p+o = 80", calcular el valor de ““x”. 


A) 20* B) 10" C) 15? D) 30? E) 25” 
(6?) Calcular “x”, si: AB=3; BC=CD=4 yAD= 7. 


[e] 


A) 100? B)110* C)120” D)135” E) 140" 
(2) En el gráfico, calcular p+o, si AQ// MP y 


AJ60” B)J90”  C)45* D)74* E)53" 
(03) Según el gráfico: AB = AD = DC. Indicar qué 


punto notable es D del triángulo ABC. 
- B 


A C 


A) Baricentro B) Incentro C) Ortocentro 
D)Circuncentro E) Cevacentro 


60) En un triángulo PQR se trazan las bisectrices 
interiores QE y RF se ubica el punto $ exterior y 


TRIANGULOS (REPASO 
relativo a QR tal que la 
mx QFS = 3(mxSFR), mx RES = 3(m=xQES) 
Calcule la m < QPR,si:mx<QPR+m=xFSE=180* 
A)60”  B)100* C)90” D)J80” E)110? 

En un triángulo ABC se trazan las cevianas 
BE y AD de manera que: 

AB = AE= BD, DE = DC, mx BAE = 60". Calcule 
la mx EDC. 

A)80” B)90?  C)100* D)120* E) 145” 

03) Se tiene un triángulo ABC, se ubica un punto 
interior P tal que: BC = CP y AP es bisectriz. Si: 
mxPCB = 2(mxPCA) , calcular la mx APC. 
A) 120? B)115” C)135” D)105” E) 150? 


09) Dado un triángulo ABC, por C se trazan 


perpendiculares a BC y CA, las cuales se 


intersecan con las bisectrices de los ángulos 
BAC y ABC enPyQ, respectivamente . Si 
APO BC=(E); m<APC+m<BQC=3m(mxBCA) 


y BQnNAC=1F) calcule la medida del ángulo 
formado por las bisectrices de los ángulos BEA y 
AFB . 

A)35” B)60”  C)40* D)30" E)36* 


(U) En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior AM. Luego en AC se ubica un punto N, 


tal que: MN = NC y mxABC+ mx AMN = 180? 
AJ)60% B)50”  C)30* D)35" E) 40" 


ád Según el gráfico, calcule el valor de “4”. 


8 


A C 
A)122 B)15* C)16” D)24” E)18” 
(E) Dado un triángulo isósceles ABC (AB = BC), 
en su región interior se ubica el punto P, tal que: 
mxBAP=38 , mxPAC=30" y mxABP=33" . 
Calcule la mx PCB. 
A)19  B)15 C)14” D)J16” E)J18” 


(13) En el triángulo ABC, m«ABC = 50", se ubica 


(GEOMETRIA PLaya ¡ES Ed CICLOPEDIA 2012 


un punto interior O tal que B es ortocentro del 
AAOC .Enla prolongación de AO se ubica el punto 
D tal que: DO = DC. Calcular la mxADC. 

A)25”  B)50* C)60".  D)80"  E)75” 

E) En un triángulo ABC las bisectrices interiores 
trazadas desde A y C se intersecan en A Luego se 
ubican los puntos exteriores Q y R, relativos a AC y 
BC, respectivamente, de modo que: 
mxQAC=m4«RPC=90", AP=PR y RC=7. 
Calcular el menor valor entero de QC. 

A) 4 Bj6 C)8 D) 10 E) 13 

á3) En un triángulo ABC (AB = BC), se traza la 


ceviana interior AM (M e BC), tal que AM= AC. 
El ángulo AMC toma su máximo y mínimo valor 
entero. Calcular la diferencia de dichos valores. 

A) 14 B) 18 C) 28 D)29  E)27 


Á O) En el gráfico, calcule el valor de “a” en función 
de £B. 


320” - 58 110”- 38 
e: O 4 3 
E) 340" -7B 
3 3 : 
(Ey) Según el gráfico: B4+6=110". Calcule el valor 
de: x+y 


A) 
py4B-220 


A) 120? B)110* C)135” D)125" E) 140? 
(E) En un triángulo equilátero ABC se trazan la 


altura BH y la ceviana interior AP las cuales se 
intersecan en Q. Si: BQ=BP, calcular me«BAP 
A)30”  B)J15” C)53— D)18” E)45* 


(19) Según el gráfico: AB = BC y y+4= 140”. 


Calcule el valor de “a”. 


C : 
AJ80” B)70" C)65* D)60” E)75* 

EN Se tiene un triángulo ABC, se traza la bisectriz 
interior BP tal que: m«BAC=2(mxBPA) Si: 


BC = 15 yPC = 4, calcular AB. 
B) 9 


A) 10 C) 11 


CONGRUENCIA DE TRIANGULOS 
TRIANGULOS RECTANGULOS 
NOTABLES 


(7) En un triángulo ABC se traza la bisectriz interior 


D)J8 


AN (N en BC), en AC se ubica el punto M, tal 
que: MN // AB, AB = MC y la m<ACB = 20". 
Calcule la mx BMN . 
AJ15? B)30* 


(7) En un triángulo ABC se traza la ceviana interior 


C)20" DJ10* E)J40* 


AD ,en AD seubica el punto E, tal que: AB = EC, 


CD = AE y la mxBAD = ECD. Calcule la 
mxADB - 
AJ40* B) 60* C)80* D)50* E)J30" 


63) En un triángulo ABC se traza la ceviana interior 


BN, en BN se ubica el punto P, tal que: NP = NC, 
AP = BC y AN = NB. Calcule la m<PCN , 

A)30" BJ15? C)18" D)J45” E)J20" 
En un triángulo isósceles ABC, 
mx ABC = 100”, en AB, BC Y AG se ubican los 
puntos B Q y R, respectivamente tal que: AR = QC y 
AP = RC. Calcular la m<PRQ . 

A) 1007 B)J40" C) 80" D)35" 


(03) Si; AB = EC, calcular el valor de “x”. 


E) 50" 


[Daós TRIANGULOS (REPASO 


EDICIONES ROUBINOS 


A) 60? B)J30" C) 457 D) 75 E) 53" 
En la figura, si: DB = AD y PC = 8, calcule PH. 
B 


AJ4  BJ4V/3" C)J5  DJ5/3  EJ6 
(25) En la figura los triángulos DAB y EBC son 


congruentes. Si: AE = 12 y ED= 3, calcule la 


mxAEB . Cc 
B 
A E D 
A) 30* B)J60* C) 45" D) 37 E) 532 


63) Se tiene un triángulo ABC, tal 


que: mA =mxC = 20", en AC y BCse ubican 
los puntos E y D, respectivamente. Si los triángulos 
ABE y EDC son congruentes, calcule la mx ABE. 

AJ40" B)50* C) 60* D) 30" EJ53" 


(09) Calcule “x”, si: AB = ED, AD = BC + CE y 
2a +8 =80". 


AJ80” B)100*” C) 110* D) 140" E)160” 


(1) De la figura, a el valor de ““x”, 
BD = EC. 


SN 


AJ10* pue C) 15" D) 18* EJ16* 
(1) En la figura, si AC = 8, calcule PQ. 
AJ6 B)7 C)8 D)9 E)J10 
(E) Si: BC = 6, calcule CD. 

B 
A)J6 B)7 C)8 D)9 E)J10 


(13) Si: m<BAD=m <CDA = 60” y AD=AB+CD, 
calcule el valor de “ac”. 


¿A 


AJ30” B)J40" C)50* D) 60* E)70* 


En la figura: AC = 17, BE = EC y AB = ED. 
Calcule CD. 


A Cc D 
A)12 B)J15 C)16 D)J10 E)18 
(B) Si: AC = AE y AB = CD, calcular “x”. 

E 
C 
A B D 
A)J60* B)15" C) 45 D) 22,5" E)J30* 


(10) Si: PB = BN y. PQ = 2, calcular NC. 
B 


NÑ C 


AJ2  BW6  C)2JZ  D)J4  EJ2J/3 
(Ey) Dado un triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
m<uBAC =37. En AC y en la región exterior 


relativa a BA se ubican los puntos D y E, 
respectivamente, de modo que: DC = CB, AB = AE y 


m< ADE = 90. Calcular la m<BAE., 


AJ2I?  BJ8  'Cj16 DJ0” EJ28" 
(ÁS) Si: AB = BC y BN = 12, calcular AD. 


B 


C)20 
(19) Si: BC = CD y AC = 10, calcular ED. 


AJ12 B)24 D)36 E)J30 


As ¿ E 
AJ6 BJ5 C)8 D) 4 EJ9 
E0 Si: AB = BC y BE = 3(DC), calcular el valor de 
e B 
D 
A C 
AJ5O" — BJ60% CJ45%  DJ5S EJ87 


CONGRUENCIA DE TRIANGULOS 
(GT) Del gráfico, calcular BC, si: AE= ED, CD=4 


ESP > 
» O ge 
8 
D 
A 
A) 9 B) 18 C) 15 D)10 EJ12 


(03) En la figura: AH =3- y HC-BH =4. 


Calcular el valor de «e 


A) 18,5 B)22,5* C)26,5” D)30” EJ37 
(63) Según la figura, calcular el valor de “%”, 


si: AD= BP + PC,AB =DC, 
2(mx«ACP )+mxPCD=80" y maCDP=100* 


A Pp D 
A)80”  B)90”  C)160” D)60”  EJ100* 


En la figura, calcular AQ , 
si: PQ =AC, BP = 3yPC=2. 


A B Q 
AJ10 B)12  C)13 D) 13 E) 15 


o ,” 


(03) (03) Según el gráfico, Le a el valor de , Si: 
AP=QC. 


A)35” B)20* C)25” D)15” E)30* 
60) Del gráfico, calcular el valor de “x”, si: 
BC=CDya-PB=24". ., 


TN S 
> ASAS 
A)J122 B) 24 C)30* D) 36? E) 48" 


Según el gráfico, calcule BP, si: AP = 2 y 
PC=7. 


A)J6 B)5 


Cj4 
(63) Del gráfico, calcular el valor de “ax”, si 
BC =CD y AD = EB. 


DJ3 E) 7 


TRIANGULOS (REPASO 


A)15" B)20” C)25" D)30”  E)40* 
(09) En el gráfico: AB=PC y PH=3(BP). 
Calcular ““x”. 


/ 


A)J15”  B)53/2 


C)37/2 
(1) Calcular el valor de*%x”,si: AB=DE y AE= BC 


38 


AJ18” B)30” C)J36" D)J15” EJ20* 
Á2) Del gráfico, calcular BQ, si: PB = AC, 
PQ // AC y BC=8 ; 


D)J8  E)J16* 


AJ6 BJ10 C)8 D)4/2  EJ5 
Del gráfico, calcular AD, si: BC =6 y AC =9. 
B 


D) 2/2 
(E) Del gráfico, calcular el valor de a. 


A 
AJ2 BJ3 C)J4 E)2,5 


GEOMETRIA PLANA IEA 


AJ10" Bj  C)225 D)J18  EJ186 
(1) En la figura: AB = AC y BQ =PC. 


Calcular el valor de “aw”. 


A)72 B)54% C)60”  D)120” E)90* 
ás) De la figura mostrada, calcular el valor de “a”, 
si: AP = PC= BC. B 


A)122  B)10” C)15"  DJ)9 E) 12,5? 


(10) En el triángulo ABC:mxA=20,mxC =40 


y Al=a. Si T es el incentro del triángulo ABC, 
calcular la medida de la altura CH. 


AjJa//2 Bra E cia E D)Ja/2 Eja E 


(Es) En la figura: NM //BC y AM = BC. Calcular 
AM, si: MN = 12 y MC =5. 


C)7 
ás) Del gráfico, calcular el valor de “a”, si: 


AJ6 B)6ó D)8 E) 10 


NAS OICLOPEDIA 2012 


AN =DC y DN = EC. 
A 


D B 


AJ)20” B)25” C)40”  D)35”  E)30* 
(0) En la figura mostrada: AP = a. Calcular BQ. 


ms 75" 


ARAS 


A C q 


AJa BJa/2  Cjav3  D)a(Y6-J2) E)2a 


€n Se tiene el triángulo rectángulo isósceles ABC, 
recto en B, en los lados AB, BC y AC se ubican los 
puntos D, E y M, respectivamente. Si M es punto 
medio de AC y BD = EC. calcular maMDE 
A)15” B)26,5 C)30”  D)45”  E)60* 


CONGRUENCIA DE TRIANGULOS 
(O) En la figura: CD = 2(BE). 


Calcular el valor de “xr”. 


Cc 
D. 
E 
A B 
A)22,57 B)30" C)J37> DJ15* EJ18* 


En la figura mostrada: L es mediatriz de AD y 
BC = 2(AB). Calcular el valor de “x”. 


EDICIONES RUBIÑNOS [ias 


E ER c 
90—a 
D 


AIF  B)18* C) 30" DJ45" EJ60* 
(03) En el gráfico mostrado: BM = MC. Si: 
AB = 6, calcular MP. B 
M 
A E P 
MIDE OS D) 2,5 EJ3 


(QH Del gráfico adjunto: AQ = QC = BP. 


Calcular el valor de “ax”. 


AJ59" B) 68” C) 697 DJ7P EJ89" 


(03) En un triángulo ABC la mediatriz de la bisectriz 


exterior BD intersecta en E a CD. Calcular la 
m<CBE, si: m<BAC=40". (D pertenece a la 
prolongación de AC) 


A) 20” B)30* C) 40? D)50* E)J80” 
(68) En la figura: AM = MN = NC. Calcular el valor 
de > ] B 


A) 40" C) 55" D)60* E)70* 


En un triángulo PQR en QR se consideran los 
puntos K y L(L e KR) y M es punto medio de PR, 
tal que: QK = ER y KL = PQ. Calcular m< KML . 


B)J50* 


m TRIANGUILOS (REPASO 
AJ60  B)758% C)90  D)J120%  E)135 
(03) Según el gráfico: BE - AB = 3. Calcular EH. 

B 
E 
L] 
A D 'H 
AJ0,5 — BJ1L5 C) 1 D) 2 E) 3 


En la figura adjunta el triángulo ABC es 
equilátero y AM = MC = 2. Calcular MP. 


B 
P 
765 
A M C 
AJ2 B)2/2  C)2/3- DJ4  EJ6 
(10) En la figura: AM = MD y MB = 2. Calcular CM. 
E e 
4D 
e 3 
¡62D 
A)3 BJ4 C)5 D)6 EJ8 


(2) L es mediatriz de AC; PC = 3(BP) y AB =8. 


Calcular cuántos valores enteros toma BP. 
B E 
P 


A C 
A) 1 B) 2 C)3 D)4 E) 5 


En el gráfico: AB = BC, AM = MC, BM=5 y 
a + b= 74". Calcular la distancia de By MT 


GEOMETRIA PLANA 


B)3 


A)2 C) 4 D)J2,5 E)5 
(13) En un triángulo ABC, AB = 20 y BC = 30, por el 
vértice C se traza CP perpendicular a la bisectriz 
exterior trazada de B. Si M es punto medio de AC, 
calcule PM. 

A) 15 B)20 C)25 D)J30 E)35 
(E) En la figura: RD es mediatriz de AB, 
m<BAD =50" y m<BCR = 10”. Calcular mxCRD 


PAS 


C 
AJ10”  BJ20* C)J25%  D)30” EJ35" 
(Á3) Si: AD = 10, CH =2 y AC = 6, calcular el valor 
D 
: Cc 
AJ30  B)3? CJ45  DJ53% EJG60* 


(5) En el gráfico adjunto se tiene: AD=DC=2(ED). 
Calcular el valor de “x”, 


A) 10* 


B)J12" 
(12) Según el gráfico: PC = 2(AB) y AB =AQ. 


C) 15? D) 18” E) 20? 


AS CICLOPEDIA 2012 


Calcular el valor de “ac” 
B 
P 


A 

AJ12  B)Jl68%  C)18%  D)20%  E)225* 
(13) En el gráfico: AM = MB y NC=3(AN)=12. 
Calcular MN.  B 


M 


A N 
A)3 B)J4 C)5 D)J6 E)8 
(E) Se cumple que AB = 2(CD). Calcular el valor 
de tx”. Cc 
D x 


E A B 
AJ15  B)30* C)22,5  D)J37 E) 45” 


€0) Según el gráfico: AN = BP MP = NM y 
AM = MC. Calcular el valor de: x + y. 


P 
N B 


A M > 


B)120? C) 135 


A) 90" 


D) 150? E) 180* 


APLICACIONES DE LA 
CONGRUENCIA DE TRIANGULOS MH 


(O2)De la figura mostrada, calcular el valor de “2”, 
C 
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A)J20” B)25”  C)30* D)40" E)35* 
(7) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, la 


mediatriz de AC y la bisectriz del <BAC se 
intersecanen P Si PH 1 BC (H en BC) y 


50(PH) = 11 (AC), calcule mx ACB. 
AJ14” B)J37 C)J15* D)18” E)16* 


: sn. BM_ AB PB 
63) Según el gráfico: =2-=7. Calcule ? 
A MC” CR RQ 


AN3 BJ CNZZ  DJ2 E) 
(7) En los lados BC y AC de un triángulo 


rectángulo ABC, recto en B, se ubica P y Q, 
respectivamente — de modo que: 
m < PAC = 2 (m < PAB);¡m x< APQ = m «ACB 
y BP=3 cm. Calcule PQ. 


A)J3cm B)3/2 cm C)3/3 cm D)1cm EJ6 cm 
(03) Si L es mediatriz de AC,AM=PC y QM=PQ 


calcular el valor de “ax”, 


A)60”  B)80* D)65” E)70* 
Se tiene ún triángulo rectángulo ABC, recto 


en A, se traza AH perpendicular a la bisectriz 
interior del ángulo B (El punto H ubicado en dicha 
bisectriz). Si AC = 2(BH), calcular la mxC 
A) 107 B)25* C)22,5” D)30* E)36* 


(0) Calcular el valor de ““x”, si: 4(BM)=9(MN) y 
AB=AM=MC. B 


C) 50* 


Jia TRIANGULOS (REPASO 

A)30"  B)45” C)37”  D)53 E) 75? 

En la figura: AP = PB. Calcular el valor de*“w”. 
A 


A) 26,5” B) 18,5” C)15* D)J30"  E)22,5” 
En el triángulo ABC se traza la bisectriz 


interior AF (F en BC) y la ceviana BD que son 
perpendiculares. Si el punto D pertenece a la 
mediatriz de FC y AF = FC, calcular la me FCD . 
A)J18  B)20?  C)30* D)36" E) 45" 


Si: DC = 2(DH), calcule el valor de 6. 


A D Cc 
A)J36?. B)24” C)16” D)J18”  E)48* 
(E) Se tiene un triángulo rectángulo ABC, recto 
en B, se traza la altura BH y la ceviana AP que se 


intersecan en. Q . Siims«BAP=mxBCA y la 
mediatriz de HP contiene al vértice B,calcular BQ d 


BC 

E A E IE (ES 

2 
E) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
se traza la bisectriz interior AF y la ceviana interior 
CN, tal que: maNCB=mxBAF .Si CN= 8, 
calcular la distancia de Ca AF. 
A) 1 B)5 C)3 D)6 E) 4 


(E) En un triángulo ABC se traza la altura BH y 


la ceviana CD, tal que: BC = CD. Calcular la 
mxCDH , si: maBAC=60* y meDCA=15>, 
A) 15% B)J45” C)30" D)20"  E)60* 


(E) En un triángulo ABC se traza la altura BH en 


la cual se ubica el punto P tal que: 
mxABH=18 "y mxPAB=12", Si BC = AB+AP, 
calcule la mx ACB. 

A)18%  B)15* C)32% D)16" E)36* 


(3) Se tiene los triángulos equiláteros ABC y 


PMA, tal que PQ < AC y M es punto de la región 
interior del triángulo ABC, además P pertenece a 


E) 


D) 


1 1 
a BJ C) 
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AQ.Si AC = 2(PQ) = 4L, calcule la longitud del 
segmento que une los puntos medios de AM y BQ. 
AJ2L— BJL  CW3L. D)J2J/3L  EJ3L 
ío) En el triángulo ABC la distancia de B al 
excentro E relativo a BC es el doble de la distancia 
de Bal lado AC. Si BC=CE, calcular la m« ACB. 
A)30”  B)40* C)J60"  D)36"”  EJ37” 

(Es) En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior AD de modo que AB = DC , además: 


A)J122 B)16? C)18” D)10* E)15* 

ás) En un 4ABC se traza la mediana AM y en el 
AABM se traza BP. L AM ¡(Pe AM) tal que: 
mx ABP=3(mxMAC) Calcular la m<MAC, si: 
AP = 2(PM). 

A)18” B)20"” C)15* D)36*  E)24" 

(D) Exteriormente a un triángulo rectángulo 


isósceles ABC, recto en B, y relativo a AC se ubica 
el punto P de modo que la mx<APC=135”, luego 
las mediatrices de AP y PC intersecan a AC en 
M y L, respectivamente. Calcule la m=xMBL 
AJ3P” B)J53  C)15” D) 45” E)35* 


7) En un triángulo acutángulo ABC se. ubica un 


punto interior P, tal que: AP=BC , 
mxBAC= mxPCA y mx<BAP=mxBCP 
Calculemx BAC . 


A)J15” B)60” C)37 D)30”  E)45” 


A)70”  B) 100” 


C) 110* 


D) 140”  E)130* 


(03 En un triángulo ABC,m< A=2m<C, AB=4, 
Calcular el máximo y mínimo valor entero que puede 
tomar el lado po, 

AJ8y7  BJ5y4 C)J5y2  D)J7y6  EJ5y3 


Los catetos de un triángulo rectángulo ABC 


mide AB=8; BC=15, se traza la altura BH y las 
bisectrices pp y pq de los ángulos ABH y HBC 
respectivamente . Hallar PQ 
A) 2 B) 4 C)5 


D)6 E)3 


(7) En la figura mostrada , ¿cuál de los segmentos 
es de menor medida? 


A) AC BJ) AB C)JFD  D)JFE  E)JDE 
Calcular “a”, si : AB=BQ=0QF=FC . 
3 A 
Q 
B F Cc 

A) 15” B)87/2 C) 5312 D) 4512 E) 20 
En la figura, AB =DC, calcular "gp" 

: B 

A 
: 

AÚD C 

AJ10* B) 157 C) 18” D) 20* E) 26” 


En un triángulo ABC,m<xA=2(m<C) , la 
bisectriz interior BD prolongada intersectada en 
“E” a la bisectriz exterior del <C, 

Si: DE=8u. Calcular CE . 


EDICIONES RUBIÑNOS 


TRIANGULOS (REPASO 


Aj4u B)Tu  Cj8u Dji4u EJ10u 
(03) En un triangulo acutángulo, dos de sus lados 
suman 30u. Calcular el mayor valor entero que puede 
tomar la altura relativa al tercer lado. 

A) 11u B) 12u C) 13u D) 14u E) 15u 
69 Los lados de un triángulo isósceles miden de 
3 y 13. calcular su perímetro. 

AJ23 B)31 C)26 y 31 D)J18 
(1) En un triángulo , las longitudes de dos lados 


son 7u y 8u respectivamente. Calcular el perímetro 
del triángulo , si la longitud del tercer lado es el doble 
de la longitud de uno de sus otros lados. 

AJ29 B)31 C)29 y 30 D)J15 E)23 
(5) En un triángulo ABC , sobre la prolongación 
del lado CB se ubica en el punto Q, tal que la 
medida del suplemento del ángulo AQC es el doble 
de la medida del ángulo ACB. Calcular QB, 


Si: AQ=9 y BC=7. 


E)28 


A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5 
() Calcular “x”. 
A50* 
AJ100? B110* C)120* D)J130" E)140* 
(E) Calcular EAN 
; D 
AJ110” B)110*?  C)90” C)55” E)60* 


(E) Los catetos de un triángulo rectángulo ABC 
miden : AB=16, BC=30 se traza la altura BH y las 
bisectrices BP, Bq de los ángulos ABH y HBC 
respectivamente. Calcular PQ 

AJ120 B)J18 C)24  C)36 E) No existe 
(13) En un triángulo ABC, la medida del ángulo 
formado por la bisectriz interior del ángulo A y la 


bisectriz exterior del ángulo C es siete veces la 
medida del ángulo B Calcular la medida del ángulo B. 


AJ120” B)Ji8 C)24”  C)J36" E) No existe 
do Del gráfico calcular “ac”. 


A)120* B)18* C)36" E)J60* 
(Ey) Calcular la suma de los ángulos a; b; d; e; f.. 


C)24" 


A)540?  B) 180" E) 320? 


E) El triángulo CAD es igual a tres veces el ángulo 


CAB y el ángulo BCA es mayor al ángulo CBA. El 
mayor lado del triángulo ABC es: 


Cc 


C)720”  D)360* 


D 
e A 
A)BC BJAB C) AC 
D) Puede ser AC o BC dependiendo de la forma del 
triángulo 


E) No se puede determinar los datos. 
(ÚD) En el gráfico: PA=2 y BR-RC=3 Calcule PQ . 
B 


AJ6 


D)J3 


E)7 
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0) Segun el gráfico :AB=BC, AP=PQ y BO=AB+3. 
Calcule CR. 


Pp 
A a q 
R 
A)2 B)6 C)5 D) 4 E)3 


(Y) En un A ABC equilátero se ubica el punto D 
exterior al triángulo, tal que el segmento pp intersecta 
allado AC. 

Simx ADC > 90, AD=8u y CD=15u 

Calcule el menor perímetro entero del AABC 
A)52u  B)24u C)22u  D)j46u  E)48u 
Ep) ABC es un triángulo tal que la medida del 


ángulo A es 40", si se traza la bisectriz interior del 
ángulo ABC y la bisectriz exterior del ángulo C, la 
medida del ángulo formado por las dos bisectrices 


es: A D 
B A E 
AJ160" B)J35” C)70* D)J60" E)J20* 
ES) Calculé x, AB=BC, EF = FD. 
F 
AJ20%  B)15 C0)J380%.  DJ18 EJ265" 
E) En la figura: AB=AM, CM =CR . 
| E 
Calcule ““x” : 
A Cc 


EAS CICLOPEDIA 2012 


AJ157 B)150* C)170* D)140*  EJ125" 


€») En la figura, los triángulos ABC y DEF son 
equiláteros, AM=MB. Calcular '“x” 


A 
MB 


A) 557 B) 40 C) 30* D) 60? E) 50* 


En un triángulo ABC, la suma de las medidas 
de los ángulos B y C es 1053?, Si la medida del ángulo 
A excede a la medida del ángulo B en 4*y la medida 
del ángulo C es: 


AJ34" B)35" C)75* D)30" E)J40* 
(Ja) Del gráfico, calcular: x+y+z . 
AJ120* B)160” C)150* D)90* E)J180*? 


Es) Sobre el lado “gg de un triángulo ABC, se ubica 


el punto **'D”, tal que la m<xADC es igual a la 
semisuma de los ángulos interiores de A y B. 
Calcular BD, si además : AC=12u; BC=16u 

AJ14 u BJI0 u C)8u D)4u E)6u 


E9) Enun triángulo ABC (m<B > 90%), se sabe que: 


BC=2m y AC=5cm. Hallar el valor o valores enteros 
que puede adoptar AB . 
A)4em B)5em C)6cm D)4j5cm  E)4,5y 6cm 


Eden un triángulo ABC, m<« BAC=80*;m<BCA=40% 
en AC la se ubica un punto “M”, tal que , 
m<ABM=50". Calcularla maBME , siendo “E” un 
punto de BC, tal que : BE=AB. : 

A)J50? B)80* C)40* D)20* - EJ30* 
Se tiene dosrectas oblicuas (secantes) L, y La 


las cuales se intersectan en el punto Q. Además,una 
tercera secante o transversal las intersectan en los 
punto puntos A y B, formado con ellas ángulos 
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agudos correspondientes cuyas medidas son 85” y 
75” respectivamente. Sea “X” un punto de AB “Y” 
un punto de AQ y Z un punto de BQ , tal que : 
AY = AX y BZ = BxX. Calcular la medida del 


A4XYZ . 
AJ75" 


B)80" 


C)100* D)J85" 


(E) En la figura, calcular “x”. 28P=PC . 
B 


AJ15%  B)30” C)8* D) 60” E) 75" 
63 Calcular “ax”. 
5 5 
AJ106"  B)120”  C)J8%  D)J37 E) 74? 
63) En la figura, calcular “x” 
) 
x 
AJ4 BJ8 CIJ2Z D)3J2:  EJ4v2 


62 En la figura, calcular “ac” B 


TRIANGULOS (REPASO 
A)8 B) 19 D) 12 D) 18 E)9 
(63) En un triángulo ABC, ubican los puntos medios 


M y N de ABYBC respectivamente. El segmento 
que une los puntos medios de MC y NA Mide 2u. 
Calcular AC. 


A)J2u B) u C)3u D)8u 
En el gráfico, ED=12u. Calcular AC. 


B 
N 
AÓ pesan 
C D 
A4)2/2 B)2,5/2 C)J6J/2 D)3/2 E)1,5/2 


Calcular “ac”. 


E)6u 


A) 15 B) 18* C) 20 D)30"  E)J36 
(03) Del gráfico calcular"g", si: BR=3 y RM=2 


AJ30"  B)18"30”  C)26"30”  DJ15” EJ45 
(7) En la figura , calcular el angulo" g". 
AJ20"  B)10*  C)J12 D)380". EJ185 


A) 22+/8 m B) 22+ /47 m 
C)22+/63 m D) 22+2/31 m 


(E) En la siguiente figura, se tiene : "a" = 30", 
"fp"= 60%, DC=5 m. Calcular la longitud de AB. 


D 
B 
A É Cc 
: 10 /3 
2 5 -- pl 
AZ +5 y 0% DE DS 


(E) En un triángulo ABC, la medida del A ABC es 
igual a 128” las mediatrices de AB Y BC cortan a 
“AC enlos puntos R y $, respectivamente. Luego, 
la suma de las medidas de los ángulos ABR y 
SBC €s: rl 

AJ40" B)J48" C)50* D)J52* EJ64* 

(E) Al resolver el triángulo siguiente, (donde 4 Mm: 
mediana). A 


A 
B M C 

El ángulo “a” es: 

AJ45? B)30* C)J60* D)75* E)15* 

(E) En la siguiente figura , calcular "g 

aJ9 B)10* C)15" D)22,5 E)J30? 


AJ10* B)18” C)20* D)30* 


EJi6* 


Calcular : “x”, si los triangulos ABR y PBC son 
equiláteros. 


7 


AJ30" BJ37 C)45* D)J53" D)J60* 
2 En la figura mostrada, BD=DC . 
Calcular “x”. B 
D 
A 0 
AJ10? B)12" C)15" D)J18” E)20? 


(E) El triángulo ABC ha rotado . Calcular ; “x”, si; 


m< A=37"*. 
A 


cel 


AJ45" B)30" C)31" D)J657/2 EJ28" 
(CE) Del gráfico , calcular "g" 
AJ15 B)J18'30”?  C)26"30”  D)22%30”  E)16* 


EDICIONES RUBINOS 


EEES TRIANGULOS (REPASO) ) 
(71) Si: AP=BC y AM=MB. Calcular : “x” é3) Calcular “x”. 
3 B 


C 
A) 14 B)27-30* C)18* 30* D)J37  EJ45 
(L) Del gráfico, calcular AE . 
Si: BC =36 y EC = 24. 
AB =AC 


A) 9 B) 18* C) 30* D) 36” E) 54? 
€s En la figura, calcular “xx”, 


A C AJO BJIS% 0: Cy18* D)30" EJ22*30' 

A) 60 B) 62 C) 64 D) 66 E) 60 En el gráfico, calcular *““x” , si AD=BC. 
Eb?” A B 
Ed) Calcular “ax”, Si: B 
AP=1 y 


PB=2 
PC=3 y AB= BC 
al 


AA 


AJ100* B)110* C)120* D)J135”  E)J150" 
Ed) Del gráfico, calcular *x” , si; AB=AD+DC . 


A) 10? B) 12? C) 20? D) 15 E) 18* 
E) En el gráfico, calcular ““x”, si AD=BC. 
B 


3005 
A D C 
AJI2  BJ15* crio" DJ18 EJ20* 
ao BI2 ” Cj65 DIME El36” (ES) Enlagráfica: AB =BC,BM= 1, calcular AD. 
E» Calcular “x”, en función de : "9". B 
C 
Pe AD 


4)20 BJo Cjo+15  DJ0+30 EJ60z0 VI B) sí2 CJ2. .DJ62  EJ3 


GEOMETRIA PLANA 


DBIAODE O DEA 
Doa jerelo DA 
BA >>, xlpspolo0a [3 E: 
(81) B) 


AJ10? B)J12" C)15 D)18? E)J20* 
(63) En la figura , calcular "q" 


0 CDla CPrElO 
JB Lor Te Az) CHAD CE 
|26) DIB7D/28) B/29) €] 30) € 


B| 2)E BLE 
an a 


Entonces el principito señaló con 
gravedad: 


-¡No importa, es tan pequeña mi casa! 


Y agregó, quizás, con un poco de 
melancolía: 


«Derecho, camino adelante... no se 
puede ir muy lejos 
E poe De esta manera supe una segunda 


a = cosa muy importante: su planeta de 

CLAVES DE LA origen era apenas más grande que 

PRDRAADAIOn ca : : 

28/1301 CE ola Esto no podía asombrarme mucho. Sabía muy bien que aparte de 

los grandes planetas como la Tierra, Júpiter, Marte, Venus, a los 

cuales se les ha dado nombre, existen otros centenares de ellos 

tan pequeños a veces, que es difícil distinguirlos aun con la ayuda 
del telescopio. 


Podemos hacernos una idea de la complicación que resultaría para 
una persona aproximadamente de nuestro tamaño que habita en 
un planeta mucho más pequeño que el nuestro, el estudio de la 
geometría que nos enseñan en el Instituto, 

Por ejemplo, algo tan sencillo como la construcción de una cancha 
de baloncesto podría terminar con la paciencia de cualquiera: 
Trazaremos la línea de fondo siguiendo la trayectoria del ecuador 
de nuestro pequeño planeta y las dos bandas las haremos partiendo 
de dos puntos a la distancia adecuada... para la construcción de 
dichas bandas debemos lanzar dos líneas perpendiculares al 
ecuador. 


ES , Ya nos lo estábamos imaginando... ¡las rectas se 
a SS) cortan! Ambas son perpendiculares al ecuador y 


O narsndo bien las rectas? ¿Será que no hemos 
medido los ángulos de forma adecuada? 
Necesitamos una geometría específica para. este 
pequeño mundo. 


e) 
== 


OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Aprender la definición de polígono plano. 

* Utiliza correctamente los nombres de los polígonos. 
* Reconocer las clases de polígonos. 


* Aplicar las fórmulas en la resolución de problemas. 


INTRODUCCIÓN : 
Sianalizanos la palabra polígono podríamos decir que 
proviene de dos raíces: POLT que significa varios y 
GONO que significa ángulo, sin embargo, hoy 
aprenderás que dicha palabra encierra mucho más 
contenido de lo que te imaginas 
POLI - varios 
GONO - 


Del cual se puede entender su significado: varios 
ángulos, surge la interrogativa ¿Para que puede servir 
un polígono? 

La respuesta dependerá de quien la responda como 
por ejemplo: quienes lotizan los terrenos generalmente 
utilizan la forma cuadrangular para realizar tal 
actividad, así mismo los tableros de las carpetas y de 
las mesas tiene forma rectangular; esto es debido a 
que si se realizará en forma de otras figur: as se perdería 
espacio o sería incómodo. 

En la propia naturaleza al observar los panales de las 
abejas notará que en ellas hay cavidades que tiene 
forma hexagonal. 


ángulo 


Para un estudiante el conocer las características del 
polígono le servirá para realizar el estudio de las 
propiedades de otras figuras. 


POLÍGONO 
Se denomina polígono a la reunión de tres o más 


segmentos de recta que tienen sus extremos comunes 
a dos lados. 


vértices 


Elementos: 
* Vértices: A, B,C., ..... 
* Lados: AB,BC,CD,..... 
* Ángulos: Interior: 7 
Exterior: e 
* Diagonales: CF y DF 
* Perímetro: (2p) : 22=AB+BC+CD+DE+EF+FA 
NOTA: 
Si un polígono tiene “n” lados, entonces tendrá “n” 
vértices y “n” ángulos. 
CLASIFICACIÓN DE LOS 
POLÍGONOS CONVEXOS 


I) POLÍGONO EQUIÁNGULO : 
Cuando tienen todos sus ángulos internos congruentes. 
EJEMPLOS: 


M1) POLÍGONO EQUILÁTERO : 
Cuando tienen todos sus lados congruentes. 


EJEMPLOS: 


Ez 


DN) POLÍGONO REGULAR : 

Cuando tienen todos sus ángulos internos congruentes 
y todos sus lados congruentes. 

EJEMPLOS: 
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IV) POLÍGONO CONVEXO : 


Un polígono es convexo cuando una recta secante lo 
corta como máximo en dos puntos. : 


A A 


V) POLÍGONO NO CONVEXO : 


Un polígono es no convexo cuando una recta secante 
lo corta en más de dos puntos. 


E E de 2 a 


DENOMIVACIÓN DE LOS 
POLIGONOS 


PROPIEDADES PARA TODO 
POLIGONO COXNVEXO 


>, 
Si “n” es el número de lados de un polígono convexo, 
se cumple que: 4 


(3) Suma de las medidas de sus ángulos internos: 


S».v¡ =180* (n 2) 
(62) Suma de las medidas de sus ángulos externos; 
mae =3609|- 


(43 Diagonales trazadas desde un solo vértice: 


(09 Número total de diagonales: 


nín-3 
E 


: 
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EN POLÍGONOS REGULARES Y 
EQUIÁNGULOS 


(63) Medida de un ángulo interno 


(68) Medida de un ángulo exterior: 


(€) Medida de un ángulo central (2), en un polígono 
central: 360% 
eS 
n 


EJERCICIOS 
* Completar el siguiente cuadro: 


PROBLEMA 1: 


¿Cuánto suman los ángulos internos de un polígono 
convexo de 8 lados? 


A) 1020? B) 308” C)920% D)1080* E) 960* 
RESOLUCIÓN : 
Suma de ángulos internos de un polígono: 
S¡=180"(n - 2) 
Como n=8 > S;=180"(8 — 2) > S¡=1080" 
RPTA:: “D” 


PROBLEMA 2: 
¿Cuánto suman los ángulos externos e internos de un 
icoságono? 
A) 2800? B)3600? C)4000* D)8200* E)1020* 
RESOLUCIÓN : 
* Suma de ángulos externos de un polígono: 
S¿=360" 
* Suma de ángulos internos de un polígono: 
S;=180"(n - 2) 
=> S;=180"(20 -2)> S;=3240" 
> S¿+S¡=360"+3240"=3600* 
RPTA : “B” 
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PROBLEMA 3: 


Hallar la medida del ángulo interior del polígono 
regular mostrado. 

A) 92% 

B) 120" 

C) 108* 

D) 140" 

E) 90* 

RESOLUCIÓN: 

Como el polígono mostrado es un pentágono, entonces: 
n=5. 


ELA 


>i= 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 4: 
¿Cuánto mide un ángulo interno de un polígono regular 
de 18 lados? 
A) 90? B) 72 
RESOLUCIÓN : 
* Ángulo interno de un polígono regular: 
í= 180 (n-2) 
n 


* Como: n=18 22 


C) 144? D) 108” EJ)160* 


>í=160* 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 05: 


¿Cuánto mide el ángulo externo de un icoságono 
regular? 

A)122  B)16” 
RESOLUCIÓN: 


C) 20* D) 18? E) 32? 


._360* 


e= 


* Ángulo externo de un polígono regular: 


* Icoságono: n=20 > a >é=18" 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 6: 
Si la figura es un polígono regular, hallar “a” 
A) 120* 5 
B) 145" 
C) 140? 
D) 135" 
E) 90? 
RESOLUCIÓN: 
* Como la figura es un octógono: n=8 
x: ángulo interior 
_180"(n- 2) AE 180*(8 - 2) =135* 
n 8 RPTA : “D” 


>3x 


PROBLEMA 7: 
Calcular “x” en: 
A) 92" 

B) 80? 

C) 88* 

D) 84* 

E) 100* 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura: n=5 


Hallamos la suma de ángulos interiores: 


S,=180" (n -— 2) 
* Del gráfico: 
x+20+x+104x40430"4x440"=180"(5 — 2) 
> 5x+100*"=540* > x=88" 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 8: 
¿Qué polígono tiene 44 diagonales ? 
A) Hexágono B) Endecágono 
C) Triángulo D) Icoságono 
RESOLUCIÓN : 
* Número de diagonales: 
n(n-3) _n(n-3) 
D= 3 > 44= A 
* Por aspa simple: 
O=n* - 3n-88 
n -11 n =114Y endecágono 
E 8 ud n=-8x 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 9: 

Si la relación entre el ángulo interior y central de un 
polígono regular es como 3 a 2, hallar el número de 
lados del polígono. 


A)3 B)2 C)I5 D) 4 EJ7 
RESOLUCIÓN : 
A 180(n-2) 
ITA n AA 
¿2 3602 2 $ 
qe RPTA : “C” 


PROBLEMA 10: 

En un polígono regular, el doble de números de 
diagonales es el quíntuplo de lados, luego, la medida 
de sus ángulos es: 

A) 120”  B)135” C)180"  D)105* 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: 2D=5n 


E) 95” 


=> ar ls > n-3=5>n=8 


* Se pide: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 11 : a 
Hallar el número de lados de un polígono en el cual la 
diferencia de su número de diagonales y el número de 
ángulos rectos a que equivale la suma de sus ángulos 
interiores, es 19. 


A) 12 B)8 C) 13 D) 14 E) 10 
RESOLUCIÓN : 
* Según enunciado: 
D - (número de ángulos rectos)=19 
n(n-3) $; n(n—-3) 180"(n- 2) 
—— - = - ————=19 
O LI 90 


* Simplificando, resultará: 
n? -7n=30 > n(n-7)=10x83 


* tanteando resultará: => n=10 
RPTA: “E” 


PRIMER: LA ALUA LION 
(03) Calcula la suma de los ángulos de un polígono: 
A) de 5 lados B) de 11 lados C) de 37 lados 
D) de 7 lados E) de 9 lados 

(63) Calcula la medida del ángulo interior y del ángulo 
central de un polígono regular de: 

A)12 lados B) 18 lados «C) 72 lados D) 6 lados 


(3) Calcula el ángulo interior faltante de un: 

A) Cuadrilátero con los ángulos interiores de 34”, 
43, 152". 

B) Pentágono con los ángulos interiores de 77, 89, 
100”, 210". - 

(E) Calcula el número de lados de un polígono cuyos 


ángulos interiores suman: 
A) 9007 B) 1800* C) 3600? D) 5400? 


(7) Hallar el número de diagonales de un decágono. 
A)32  B)34 C) 35 D) 37 E) 39 


(06) ¿Cuál es la medida del ángulo interior de un 


hexágono regular?  ' h 

A) 110? B) 115* C)118* D) 120? E) 123" 
(7) Calcular la suma de los ángulos internos de un 
pentágono convexo. 

A) 540" B) 545? C)530"  D)550”  E)560* 


(03) ¿Cuántass diagonales se pueden trazar desde un 
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vértice de un octógono? 2 
A) 4 B)5 C)6 D)7 E)J8 
(9) Hallar la suma de los ángulos externos de un 
icoságono 

A)360”  B) 365" C)570" D)575— E)580* 


á0 Calcular la medida del ángulo exterior de un 
dodecágono regular. 


A) 15 B) 20" C) 30" D) 45" EJ60* 
(EY) Calcular la medida del ángulo central de un 
hexágono regular. 

A) 30? B) 60* C) 75” D)80* E) N.A. 


¿Cuál es el polígono cuyo número de lados es igual 
al número de vértices? 

A) Triángulo  B) Pentágono 
D) Decágono EJN.A. 
(E) ¿Cuántos lados tiene el polígono cuya suma de 
sus ángulos internos es 720%? 

A) 3 B)4 C) 5 D)6 E) 8 
(E) Si al número de lados de un polígono le agregamos 
su número de vértices se obtiene 20. Hallar su número 
de lados. 

A) 10 B) 15 C) 20 D) 25 E) NA. 
(3) Hallar la suma de las medidas de los ángulos 
interiores de un hexágono convexo. 

A) 720" B)600” C)900? D)360*” E) 540" 
(1) Si la suma de las medidas de los ángulos interiores 
de un polígono convexo es 900”. Hallar su número de 
lados. 

A) 6 B) 8 C)5 D)7 E) 10 
(Es) ¿Cuántas diagonales tiene el polígono que posee 
8 vértices? 

A) 18 B) 20 C) 22 D) 24 E) 28 
AS ¿En qué polígono se cumple que el número de 
diagonales es el triple del número de lados? 

A) Pentágono B) Decágono  C) Nonágono 
D) Hexágono E) Endecágono 

E) Hallar la suma de los ángulos interiores de un 
hexágono más la suma de los ángulos interiores de un 
pentágono. 

A) 1250? B) 1350? C) 1270? D) 1260" E)1280* 
En ¿Cuál es el valor del ángulo “x” en el polígono 
mostrado? 
A) 60* 

B) 85" 

C) 93 

D) 120" 


C) Hexágono 


: POLIGONOS (Introducción 


(062) ¿Cuántos lados tiene el polígono convexo en el cual 
el número de diagonales es mayor en 133 que el 
número de lados? 
A) 13 B) 17 C) 11 


D) 14 E) 19 


(3) ¿Cuántas diagonales tiene un octógono? 


A) 16 B) 18 C) 24 D) 32 E) 20 
(42) Calcular cuántas diagonales tiene un polígono de 
trece lados. 


A) 65 B) 75 C) 80 D) 54 E) 48 
(63) ¿Cuántas diagonales tiene un dodecágono? 
A) 64 B) 27 C) 52 D) 54 E) 56 


(643 Calcular la suma de los ángulos interiores de un 
nonágono. 

A) 1210? B) 1144” C) 1080?” D) 1440” E) 1260" 
(E) Calcular la suma de los ángulos interiores de un 
decágono. yo 

AJ1210* B)1260? C)1620” D)1420* 
(9) Calcular "ag" enla figura. 

A) 1007 - 
B) 135 
C) 115? 
D) 120 
E) 110* 
(2 Calcular "g" en la figura. 
A) 125 . 

B) 135" 
C) 115* 
D) 120* 
E) 110? 


E)1440” 


(3) si el número de lados más el número de vértices 
de un polígono es 14, calcular el número total de 
diagonales. 


A)5 B) 14 C) 9 D) 24 E) 32 


(69) Si el número de lados más el doble del número de 
vértices de un polígono es 18, ¿Cómo se llama el 
polígono? 


A) Pentágono B) Ocitágono C)Hexágono 
D) Nonágono E) Decágono 

(10) ¿Cuántos lados tiene el poligono de 35 diagonales? 
A)8 B) 9 C) 12 D) 11 EJ10 


(¿Cómo se llama el polígono que tiene 54 
diagonales? 


A) Decágono B) Dodecágono 
D) Nonágono E) Icoságono 


(2) ¿Cómo se llama el polígono donde el número de 
lados es igual al número de diagonales? 
A) Hexágono 8) pentágono 

D) ociágono E) cuadrilátero 
(3) Calcular la suma de ángulos internos de un 
polígono donde el número de diagonales es el doble 
del número de lados. 


A)540* B)720? C) 900” D)1080” E) 1260” 


(1%) Si: “ABCD” y “ABE” son polígonos regulares, 
hallar “a”. B C 

A) 15" 
B) 20* 
C) 24 
D) 45? 
E) 30" 


C) Octágono 


C) octágono 


A D 

(43) Si: “ABCD” y “CDEFG” son polígonos regulares, 
calcular "a" 
A) 160? 

B) 162" 

C) 152? 

D) 150* A D 

E) 148” E 

(E) Calcular la suma de los ángulos interiores de un 
polígono que tiene 20 diagonales. 

A)1260? B)1050? C)720” D)900” E) 1080? 
(E2) La suma de ángulos interiores de un polígono es 
1440”. Calcular del número total de diagonales. 

A) 35 B) 25 C)42 D)52 E)54 
(3) El ángulo exterior de un polígono equilátero mide 
45”,calcular el número total de diagonales de dicho 
polígono. 

A) 18 B) 27 C) 20 D) 14 E) 35 
(9) El ángulo interior de un polígono equilátero mide 
140”. Calcular el número total de diagonales. 


B al 


A) 24 B)20  C) 32 D) 27 E) 45 


€0 ¿Cuántos lados tiene un polígono equiángulo, 
donde su ángulo interior mide 120”? ; 
D)J6 


B)5 C)7 


() La suma de las medidas de los ángulos interiores 
de un polígono es 1620”. Calcular su número de lados. 
A)9 B) 10 C) 11 D) 12 E) 14 
(62 Encontrar el número de diagonales más el número 
de vértices de un heptágono. 

A) 19 B) 15 C) 18 D) 24 E) 21 


03 Calcular el número de diagonales de un icoságono. 
A)150  B)160 C) 170 D)140 E)180 


(4% Encontrar el número de lados de un polígono, si 


la suma de las medidas de sus ángulos interiores es 
720. 


A) 4 B)6 C)5 D)7 E) 8 


(63) ¿Cuántos lados tiene un polígono donde la suma 
de ángulos interiores equivale a cuatro ángulos rectos? 
AJ3 


B)5 C)4 E) 7 


(E3) ¿Cuántos lados tiene un polígono cuya suma de 
las medidas de sus ángulos internos y externos es 


72007 


A) 36 lados 
D) 45 lados 


(2) Calcular “x”” 


B) 40 lados 
E) 50 lados 


C) 24 lados 


A) 30" 
B) 36” 
C) 45" » 
D) 60* 
E) 50" 


(3 ¿Cuál es el polígono convexo cuyo número de 
diágonales es igual al doble del número de lados? 

A) Cuadrado B) Exágono C) Heptágono 
D) Dodecágono E) Octógono 

(03 ¿En qué polígono regular, la medida del ángulo 
interior es el cuádruplo de la medida del ángulo 
exterior? 
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A) Heptágono B) Octógono 
D) Decágono E) Undecágono 
(3 El ángulo exterior de un polígono equiángulo es 
18, calcular el número total de diágonales. 

A) 35 B) 170 C) 144 D) 90 E) 180 


(1) En un polígono regular se cumple que la suma de 
las medidas de los ángulos internos es 35 veces la suma 
de las medidas de sus ángulos externos. Calcular la 
medida de su ángulo central. 

A) 20% B) 30 C) 25* D)60"  E)50* 
El número de diágonales de un polígono excede al 
número de lados en 25. Calcular su número de lados. 
A)6 B)9 C) 12 D) 10 E) 24 


(3) Al aumentar dos lados a un polígono, el número 
de diágonales es 54. ¿Cuántos lados tenía el polígono? 
A)8 B)9 C)10. D) 12 E) 15 
09) La suma de las medidas de 13 ángulos consecutivos 
de un pentadecágono es 2200, Calcular la medida del 
ángulo que determina las bisectrices interiores de los 
últimos dos ángulos. 

A) 110%  B) 40” C) 70* D) 140” E)55” 
(0) Un polígono regular tiene 2 lados más que otro 
pero su ángulo central mide 30? menos que la medida 
del otro, luego el polígono es: 

A) Pentágono B) Heptágono 
D) Octágono E) Triángulo 
(E) En un icoságono regular ABCDEF..., las 
prolongaciones de AB y ED se intersecan en “P”. 
Calcular: mBPD 

A) 100 B)110? C)116 D)120*  E)126* 
(3 Al prolongar (en los dos sentidos) los lados no 
consecutivos de un exágono equiángulo, que figura se 
forma: 


A) Un exágono regular B) Un cuadrado 
C) Dodécano regular D) Triágulo equilátero 
E) Un triángulo rectángulo 


(13) Si a un polígono regular se le aumenta dos lados, 
la medida de su ángulo externo varía en 9. ¿Cuántos 
ángulos centrales tiene el polígono original? 

A)6 B) 4 C) 10 D) 8 E)9 
(E) En la figura el polígono ABCDE.... es equiángulo 
¿cuántos lados tiene? 


A)J6 
B) 8 
C) 10 
D) 20 
E) 15 


C) Nonágono 


C) Hexágono 


is POLIGONOS (Introducción 


(5) En un polígono convexo, la diferencia entre el 
número de diágonales y el número de ángulos rectos a 
que equivale la suma de las medidas de los ángulos 
internos es igual al número de lados de dicho polígono. 
Calcular su número de lados. 

A)7 B)8 C)12  D)J16 E) 10 
(O) Se tiene un hexágono equiángulo ABCDEF, 
AB=2; BC=6, EF=1 y AF=9. Calcular CD y DE. 
AJ4y7 B)5y6 C)3y8 D)2y4 E)J1y10 
(12 Calcular.el máximo número de ángulos exteriores 
obtusos de un polígono convexo de “7” lados. 

A) n/2 B) n3 C)J3  D)Jn/3  EJn2 
(E) Las medidas de losángulos internos de un polígono 
convexo están en progresión aritmética de razón 6. Si 
el menor ángulo mide 105”, calcular su número de 
diagonales. 

AJ6 B) 12 C) 18 D)9 E) 27 
(9 La diferencia entre el número de diágonales de 
cierto polígono convexo regular y el número de ángulos 
rectos que equivale la suma de ángulos internos es 8, 
Calcular la medida del ángulo central. 

A) 30" * B) 60” C) 72 D) 40” E) 45* 


AB=2BC=/2 y CD=3. Calcular AD. 
A) 4 


B) 12 C)5 D) 6 ta 6 


A) 307 B)20?” C)40" DJ25" E) 26” 


(63) Calcular la suma de medidas de los ángulos 
interiores del siguiente polígono. 


Ep 


A) 2160” B) 1080? C) 1800? D)1440* E) 1600” 
(E) Siaun polígono se le aumenta un lado su número 
de diagonales aumenta en seis, el número de diágonales 
será: 

A)9 B) 14 C) 20 D) 27 E) 15 
(63) Se tiene un decágono regular ABCDE... Calcular , 
la medida del ángulo formado por las prolongaciones 
de AB y ED 

A) 64 B) 72? C)j80”  D)J88*  E)96 


WE rs Ae La PRIMERA PRACTI 


POLÍGONO ESTRELLADO 


Si unimos los vértices de un polígono saltando 
rítmicamente un número dado de vértices hasta volver 
al primero conseguiremos un polígono estrellado. 
Dependiendo del número de vértices podremos 
conseguir más o menos polígonos estrellados a partir 
de un polígono. En el siguiente ejemplo podemos ver 
los dos polígónos estrellados que se pueden obtener a 
partir del endecágono (11 lados.) 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Conocer definición de polígono plano. 

* Clasificar los polígonos y precisar sus elementos 

* Graficar los diferentes tipos de polígonos 

* Utilizar las fórmulas para polígonos convexos 

* Resolver problemas sobre polígonos. 

* Aprender y utilizar correctamente los teoremas de 
dicho polígono en la resolución de problemas. 
EIVYTRODUCCION : 


Basta con mirar nuestro entorno y ver la forma de un 
cuaderno, una puerta,una ventana de forma triangular, 
hexagonal u octogonal, etc. deduciras que nos 
encontramos con figuras geométricas de diferentes 
lados. 


En este capítulo estudiaremos estas figuras 
geométricas y sus propiedades, así como sus 
aplicaciones, matizados con problemas resueltos para 
finalmente mostrar problemas propuestos. 


POLÍGONO 
Es la figura geométrica, que se forma al unir tres o 


más puntos coplanares mediante segmentos de recta, 
de modo que limitan una región del plano. 
£ 


Elementos: 

* * Vértice: A, B, C, ....G 

* Lados: AB, BC, CD,......GA 
% Ángulos Interiores, ; 

* Ángulos Exteriores.: By Be, Paglorsseionisriso 

* Diagonales : AC, AD, AE»... 


A 


5 Pe Y CAPITULO 


a. - 138 


* Diagonales Medias: MN, MP, MQ»...... 
* Perímetro 29= AB+BC+CD+DE, Hecsnmoomo 
REGIÓN POLIGONAL : 


Es la unión del polígono y su interior. 


El polígono según la región que limita, se denomina 
polígono de región convexa y polígono de región no 
convexa. 

Recta 
Secante 


bñal 
OTVE. a 


OBSERVACIONES : 


* Un polígono convexo, es interceptado en solo 2 
puntos, por cualquier recta secante a dicho polígono. 


* Un polígono no convexo, es interceptado en más de 
dos puntos por cualquier recta secante a dicho 
polígono. 
NOTA : 


Todo polígono que limita una región convexa, en forma 
practica le denominamos polígono convexo. 


CLASIFICACIÓN DE POLIGONOS 


ID) POR LA REGIÓN QUE LIMITAN: 

POLÍGONO CONVEXO : Cuando todos sus ángulos 

son Cconvexos. (0”<<convexo< 360"). 

EJEMPLO: polígono ABCDEF 
e D 


A F 
POLÍGONO NO CONVEXO (cóncavo): 


Cuando tiene un ángulo interior no convexo po lo 
menos (0”<< no convexo <360*) A 
EJEMPLO: 

polígono ABCDE 


EDICIONES RUBINOS Jijizas $ 
1) POR LA MEDIDA DE SUS LADOS Y AYGULOS 
POLÍGONO EQUIÁNGULO : 


Es aquel polígono cuyos ángulos internos son de igual 
medida ; dicho polígono siempre es convexo. Además 
sus ángulos externos son de igual medida, 


* En la figura el polígono ABCDEF, es equiángulo. 
a: medida de sus ángulos interiores: 
6 : medida de sus ángulos exteriores. 
POLÍGONO EQUILÁTERO: 
Es aquel polígono cuyos lados son de igual medida. 


En la figuras los polígonos ABCDE y MNETQ son 
equiláteros. - 


POLÍGONO REGULAR: 
Es aquel polígono equiángulo y equilátero a la vez. 


En la figura el polígono ABCDEF es regular. 


O: Centro de polígono regular (punto de concurrencia 
de las mediatrices de los lados). 


POLIGONO IRREGULAR: 
Será cuando no es regular 


[ivaunoS POLIGONOS TI 
ÁNGULO CENTRAL : 


En un polígono regular, se define al ángulo cuyo vértice 
es el centro de polígono y cuyos lados contienen a los 
extremos de dicho polígono. 

* En el gráfico: <AOB: ángulo central: w 


II) SEGÚN EL NUMERO DE LADOS : 


Trióngalo A E lados 
1 4 lados 


Pe E 5 lados 
F T, 7 lados 
8 lados 


y 


— 


ados 


O lados 


Icoság 20 lados 


olígono de n lados 


PROPIEDADES DEL POLÍGONO 
1) En todo polígono de n lados 


N'vértices=N'lados=N'"de ángulos interiores=n 
11) Suma de medidas de los ángulos internos (S, ) 
“En la figura 
el polígono 


es convexo 
de “n” lados” 


* Entonces : 
También se cumple en polígonos no convexos 

III) Suma de medidas de los ángulos externos 
de un polígono convexo tomados uno por 
vértice(S,), 


GEOMETRIA PLANA IRLAES 
* Entonces : |S,=360" 


- (Solo para polígonos convexos) 
1%) NÚMERO DE DIAGONALES DE UN 
POLÍGONO 


a) Número de Diagonales Trazadas Desde un 
Vertice: 


Va " Polígono de 
"n " lados" 
Vín-—1 
=n-3 


b) Número Total de Diagonales: 
En todo polígono de n lados 


N'* total de_n(n-3) 
diagonales” 9 


c) Número de Diagonales Medias de un Polígono 


ps M, “polígono 


de “n” lados” 


Sean M , My, M gres... M,, los puntos medios de los lados 
del polígono. 
N” diagonales medias _ 
de 1 punto medio 
d) Número total de diagonales medias en todo 
polígono de «n» lados : — 


n-1 


Y) MEDIDA DE UN ÁNGULO INTERIOR EN 
POLÍGONOS EQUIÁYGULOS : 

: “polígono de 

“n” lados” 


», ... 


a: Media de un ángulo interior. 


e 1 -2, 
* Entonces a 


VI) MEDDA DE UN ÁNGULO EXTERIOR EN 
POLÍGONOS EQUIÁNGULOS : 


6: medida de un ángulo exterior. 
RESUMEN: 


Suma de < internos 180"(n-2) 
Suma de < internos 
(Polígono Convexo) 
E Número total de diagonales a 


EN 


Diagonales de un solo vértice (n-3) 


Diagonales medias iS 1) 
0 


| Diagonales de "V" (V+D(V+2) 
2] vértices consecutivos  * nv- A AL 


Polígonos Regulares o Equiángulos 


Un ángulo interno AS 


inn ro|2— 


Polígonos Regulares 


| Un ángulo central == 


Donde “n” representa en número de : 
* Lados 
* Vértices 
* Ángulos internos 
* Ángulos externos 
* Ángulos centrales 
POLIGONOS ESTRELLADOS 
* Une mediante segmentos los puntos de la figura en 
el siguiente orden 1-3 -5-2- 4- 1. ¿Qué figura se 
ha tomado? Acabas de dibujar un polígono estrellad 
de 5 puntas. ; . 


Qi" 
ho 
or 
> 


EDICIONES KUBINOS feyios 
* En seguida dibuja 6 puntos en el plano y únelos 
siguiendo la misma secuencia anterior ¿Resulta un 
polígono estrellado? Habrás comprobado que no es 
posible dibujar un polígono estrellado de 6 puntas. 


* Prueba con 7 puntas, aprovechando los puntos 


mostrados. 
2 3 
. . 
10” 
7 


* Has seguido la secuencia 1- 3- 5- 7-2-4- 6-1. 
Ahora une los mismos puntos siguiendo la 
secuencia 1 -4-7-3-6-2-5-1. 


* Habrás comprobado que es posible dibujar dos 
polígonos estrellados de 7 puntas. El primero se llama 
polígono estrellado de género 7 y de segunda especie, 
porque para construirlo, los puntos se unen de 2 en 2 
ó dejando dos espacios. El segundo se llama polígono 
estrellado de género 7 y de tercera especie, porque se 
dibuja uniendo los puntos 3 en 3, ó dejando 3 espacios. 
¿Es posible predecir cuántos polígonos estrellados de 
8 puntas (género 8) existen , sin necesidad de 
dibujarlos?. 

La mitad de 8 es 4. Los números enteros positivos 
menores que 4 son 2 y 3. De estos números sólo 3 es 
primo entre sí con 8 (PESI con 8), aparte de 1. 


Por consiguiente hay solo un polígono estrellados de 


género 8 y de tercera especie : 
3 3 
2, A 4 
2 
gar .5 [5] 5 
8 .6 6 


Género 8 (tercera especie) 


y POLIGONOS TY 
Para dibujar polígonos estrellaos de 9 puntas : 
La mitad de 9=4,5 


Números menores que 4,5 : 1; 2; 3; 4 PEST con 9 a 
parte de 1: 2 y 4 (2 números) 


Luego: hay dos polígonos de género 9, que son de 
segunda y cuarta especie. 


4 
2 62 
1 7 
9 8 
Género 9 Género 9 
(cuarta especie) (segunda especie) 


Número de Polígonos Estrellados 
Generalizando el proceso que hemos seguido el número 
de polígonos estrellados de n lados es igual a la cantidad 
de números menores que n/2 que son primos entre sí 
con n(n e N)a parte de 1. 


Suma de los Ángulos Interiores de un Polígono 
Estrellado : 
$5” 


Si “n”es el género de un polígono estrellado y “a” es 
el número de espacios entre un lado y los vértices 
(especie), entonces la suma de los ángulos de las puntas 


es: 
=180(n-2a) 

* Donde : 

n- género 

a -, especie 
EJEMPLO: - 

2 3 L 
1 


* En la figura; contamos 10 puntas, entonces su 
género 
>n=10 

*Al trazar la recta“ £” por uno de sus lados, 
observamos 3 espacios hacia un lado, entonces su 
especie es a=3. 
* Por consiguiente : 

S=180"(10 -2(3)) =720* 


UIT OL: 

Calcular la suma de los ángulos interiores de un 

polígono de 24 lados. 

A)360?” B)3960? C)1236” D)2567 E)154” 

RESOLUCIÓN : 

* Si: n=24 

* Entonces: 

S¡=180"(n-—2) > $S;=180"(24-— 2) > S¡=3960* 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 02 : 

Calcular el número de lados de un polígono regular en 


el cual al dividir la medida de un ángulo interior entre 
la de su ángulo central, se obtiene 3,5 de cociente. 


A) 4 B)8 C) 10 D) 12 E) 9 
RESOLUCIÓN : 
* Trasformando : 7 
3,5=2 
Por condición : 
180'(n-2) 180%n - 360 
ES E 
de 2 > 360 “2 3607 73 
n n 

— LIBO?n— 360") _7. 

360? 2 
*Q; ; . 

Simplificando : Aa 
2 2 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 03: 
Calcular el número de diagonales de un heptágono. 


A)5 B) 14 C) 13 D)J158  E)7 
RESOLUCIÓN: 
*Si:n=7 
* Entonces : 5 
_n(n-3) 7 7(7-3)_7x4 
D= > Er AR 
> D=14 diagonales 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 04: 

Calcular el número de lados del polígono regular en el 
cual su ángulo interior es el cuádruple de su ángulo 
exterior. 

412 B)8 
RESOLUCIÓN: 


* Condición: <i=4<E 


C) 10 DJ9  Ej24 


180"(n— 2) 4 
n 


(2%) > n-2=8 => n=10 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 05: 
Calcular el número de diagonales de un polígono cuya 
suma de sus ángulos interiores es 900". 
A) 16 B)9 C) 4 D) 14 
RESOLUCIÓN : 
* Calculando “n” 
* Entonces : 
S¡=180"(n- 2) > 900”=180'(n— 2) > 900”=180%_n — 360* 
* Por lo tanto : n=7 
* Calculando “D”: 

n(n-3)_7 (7-3) 

D= 3 = 3 


E) 24 


=14 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 06 : 
¿Cuántos lados tienen el polígono en el cual la suma 
de sus ángulos internos más la suma de sus ángulos 
externos es 3780", 
A) 10 B) 21 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato:  S+8,=3780 
> 180(n - 2)+360"= 37807 

180%n — 360*+ 360"= 3780" 
> 1807 =3780" > n=21 
> El polígono tiene 21 lados 


C) 20 D) 19 E)5 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 07: 
La suma de los ángulos interiores de un polígono 
igual a 8 veces la suma de los ángulos exteriores. 
Calcular el número de diagonales de dicho polígono. 


A) 135 B) 134 C) 200 D) 190 E) 50 
RESOLUCIÓN : 
* Dato : S,=858, 
> 180" (n — 2) =8(3607) 
* Simplificando : n- 2=16 > n=18 
Ed p=18(18-3)_,25 
z RPTA: “A” 


PROBLEMA 08 : 


En un polígono , al aumentar su número de lados en 
3, su número de diagonales aumenta en 36. Calcular 
el número de lados de dicho polígono. 


A) 13 B)14 C) 15 D) 11 E) 12 


EDICIONES RUBINOS 
RESOLUCIÓN: 


nín+3) nín-3) 
E E 


* Operando : 
n[n+3-(n-3)]=72 > n(n+3 — n+3)=72 

> 6n=72 > n=12 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 09 : 
Calcular el número de lados de un polígono, si la suma 
de las medidas de los ángulos interiores es el triple de 
la suma de las medidas de los ángulos exteriores, 


A) 11 B)12 C)6 D)8 E) 14 
RESOLUCIÓN : 
* Dato: S,=35S, 
> 180'(n—2)=3(360) > n-2=3(2) >1n=8 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 10: 


Si el número de los lados de un polígono aumenta en 
3, al numero de sus diagonales aumenta en 16, ¿Cuál 
es el polígono?. E 
A) 10 B) 4 

RESOLUCIÓN: 


.[FHLados | HDiagonales| 


2 
2 


* Entonces : 
n(n+3) n(n-3)_ n?+3n n?-3 
2 q AR 2 
n?+3n+n*+3 
2 
>El polígono es pentágono 


C)5 D)6 .. E) 12 


=15 > 6n=30 > n=5 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 11 : 

Calcular la suma de ángulos internos del polígono que 
tiene 77 diagonales. 

A) 1360?  B)2480? C)2160? D)1940* E) 3600* 
RESOLUCIÓN: 


(pu POLIGONOS IT. 


Número de 
diagonales =77 
pa =77>n(n-3)=2x7x11 


> A >n=14 


Se pide: S,=180(14- 2)=2160" 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 12 : 
¿Cuántas diagonales se puede trazar en un polígono 
regular, en el cual, el ángulo interior es 9 veces el 
ángulo exterior? 
A) 120 B) 140 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: <i=9xe 


PE n-2=18> n=20 


* Se pide el número de diagonales, lo cual será: 


n(n—-3)_20(17) _ 
E e 


C)210  D)320 E) 170 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 13: 
Un polígono de “n” lados tiene “x” diagonales: otro 
polígono de “Zn” lados tiene “5a” diagonales ¿cómo 
se llama el primer polígono?. 
A) Nonágono o Eneágono 
B) Eneágono o Nonágono 
C) Octágono o Icoságono 
D) Triángulo o Pentágono 
E) Hexágono o Heptágono 
RESOLUCIÓN: : 
* Por dato: 


> 4n -6=5n- 156 >n=9 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 

Si se disminuye en dos el número de lados de un 
polígono, el número de sus diagonales disminuye en 
19. 

¿Cómo se llama aquel polígono?. 

A) Nonágono B) Dodecágono 
D) Octágono E) Hexágono 
RESOLUCIÓN: 


C) Eneágono 


GEOMETRIA PLANA 


n(n-3)_(n-2)(n-5) 
2 2 
* Al resolver, resulta: n=12 


=19 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 15: 
Si se triplica el número de lados de un polígono, la 
suma de sus ángulos internos queda quintuplicada. 
¿Cómo se llama dicho polígono?. 


A) Octágono B) Decágono 
D) Triángulo E) Pentágono 


RESOLUCIÓN: 


C) Cuadrilátero 


* Del enunciado : 
.180(3n-2)=5[180"(n-2)] 

* Resolviendo, resulta : n=4 
* Luego se trata de un cuadrilátero 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 16: 
Los ángulos internos de un pentágono convexo, están 
en progresión aritmética. Calcular la medida de uno 
de dichos ángulos,” ' 
A) 108” B)110" C)1122 D)114” E) 116? 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando adecuadamente: 
* Pero en un pentágono: 


S¡=180(5-3) 
ll 


- 5a+10r =540" 
=> a+2r=108" 
y o a tc dado 


—RPTA: «pa 
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PROBLEMA 17: 

En la figura , calcular “4”, si S ; 

* q: medida del ángulo interior de un hexágono 
tds ÉS 
* f: medida del ángulo interior de un pentágono, 
regular. 

* Y: medida del ángulo exterior de un icoságono 
regular, 

* w: medida del ángulo interior de un dodecágono 
regular, 


A) 120” B)180” C)105” D)140”  E)14£ 


RESOL UCIÓN: 

e 180 6-2) 
6 
18052) 
5 


* Cálculo de “a”; a= =120" 


* Cálculo de “f”: B= =108" 
360" 
* Cálculo de “y ”: yy 


180(12- 2) 
12 


* Cálculo de “o ”: o= =150* 


* Luego: 

f+a+o+y+0o=180(15- 2) 

$=540" -(120”+108"+18"+150") > p=144" 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 18 : 
Determinar el número de lados de un polígono , si se 
sabe que el número máximo de segmentos que se 
forman al unir los puntos medios de los lados es 56. 
A) 7 B)J8 C) 10 D) 11 Ej 12 
RESOLUCIÓN: 


* Si unimos los puntos medios de todos los lados del 
polígono ABCDE... de “n” lados , se formará otro 
polígono MNPQ... de “n” lados ; y si seguimos uniendo 
los puntos medios se formarán las diagonales de ena 
último polígono. 


n(n-3) 

2 
> n?-n=110 
* Resolviendo : n=11 


n+ =55 > 2n+n? - 3n=110 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 19: - 
La suma de los ángulos internos de dos polígonos 
regulares difieren en 720” y sus ángulos centrales 
difieren en 7,5”. Hallar el cociente mayor que la unidad 
entre los números de lados de ambos polígonos. 


1 4 7 
A) 2 B) 3 Cc) D) 5 


5 

3 Us 
RESOLUCIÓN: 
* Por datos del problema, se tiene: 

S;, - S; ¿=720* 
> 180"(n — 2) - 180"(m - 2)=720"..m0.... (1) 
* Además : 

£4C09-4c¡=7,5" 
O O O 

m n 

*De(D : 

180%n - 360” - 180"m+360*=720* 
> 180 (n-m)=720" >n-m=4>n=Mm+4 ....... (11) 
* Reemplazando (111) en (11): 


* Resolviendo: m=12 y n=16 
* Se pide: 


: RPTA: “C” 
PROBLEMA 20: 
Hallar “x”, si: ABCDEF y APQF son polígonos 
B) 757 
C) 80? 
RESOLUCIÓN: ; 
* En el cuadrado APQF: 
AB=AF y m < BAF=120" 
AABP (isósceles) ya que: 


regulares, Cc D 
A) 60* ¿ 
BÉ E 

D) 90* ÑS 
E) 72 

AP=AF y m< PAF=90" 
* En el hexágono regular ABCDEF; 

AB=AP=AF 

Luego : m< B=m < P=x 


Buds POLIGONOS 1 
m<aB+maP+m<A=180" 

> x+x+(120*— 90") =180" => 2x=150" > x=75* 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 21: 


¿Cuál o cuales de las siguientes afirmaciones son 
verdaderas? - 


D El interior de todo ángulo plano es una región 
convexa, 


11) Una región triangular es convexa. 
111) La superficie de un cilindro es región convexa. 


IV) El interior de una circunferencia es una región 
convexa. 


A) Todas B)I, H y IV C) Il y IV 
D) 1 y HI E), HI y IV 
RESOLUCIÓN: 


“Un conjunto de puntos se llama convexo, si el 
segmento determinado por dos puntos cualesquiera 
del conjunto, esta totalmente contenido en él”. 


(11) 
Respecto a las afirmaciones dadas: 


D) No todo ángulo plano es una región convexa. 
11) Una región triangular es convexa. 
111) La superficie de un cilindro no es región convexa. 
TV) El interior de una circunferencia es una región 
convexa. 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 22: 
Indicar el valor de verdad en las siguientes 
proposiciones: 
D) La reunión de dos conjuntos convexos es un conjunto 
convexo. 
II) La intersección de dos conjuntos convexos es un 
conjunto convexo. 
HI) En todo región triangular al extraer un punto 
notable del triángulo se determina un conjunto 


convexo, 

A)FFF —B)FFV  C)FVF 
RESOLUCIÓN: 

1) FALSA: - 


D)FVV  E)JVVVY 


nB Siendo “A” y “B” conjuntos 
"A eonvexos, se aprecia que no 
necesariamente “Au B”es 
un conjunto convexo, ya que 
MN no esta contenido en la 
reunión de A y B, 


La intersección de 2 conjuntos 
convexos, necesariamente es 
. un conjunto convexo. 


8 
Pal 


Convexo 
Jill) FALSA: 
““En el siguiente contraejemplo, el lugar del, 
circuncentro queda vació, luego PQ no esta contenido 
totalmente en la región triangular ABC”. 


RPTA; *“C” 
PROBLEMA 23: 


En la figura, las regiones están marcadas con letras 
mayúsculas ¿Cual de los siguientes enunciados es 


verdadero?. 
A) AUC es convexo Ns 


B) BUC es convexo 
C) CUD es convexo 

“Analizando las alternativas, se 
deduce que: “Au B” origina 


D) Au B es convexo 
E) Au D es convexo 
un conjunto convexo. 


RESOLUCIÓN: 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 24: 
Indicarla rodión verdadera (V) o proposición falsa 
D En una región rectangular una diagonal separa a 
dicha región, en 3 subconjuntos de los cuales uno es 
poe E 
11) Las particiones de un conjunto incluidas sus 


fronteras siempre son conjuntos convexos;- 


11) La intercepción entre una región lar y una 
región poligonal regular inscrita, PIDIO e es un 


conjunto convexo. 


IV) La diferencia entre una región circular y una 
región poligonal regular inscrita, siempre es un 
conjunto convexo. 

A) VVFF  B)FFVF C) FVVF 
RESOLUCIÓN: 


1) FALSA: 


D) VVVF 


C “La diagonal AC separa a 
dicha región, en 3 
subconjuntos de puntos 


Sin Frontera Sin Frontera 


% A 
pa Á. E eno e. 
Rh 


Con Fron:; 


eno €. 


* Todo polígono regular 
inscrito en una circunferencia 


siempre es convexo. 
Luego: 
An B= conjunto convexo siempre. 
IV) FALSA : 


* Luego “A-B” no es un 
iconjunto convexo. 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 25: 


Indicar verdadero (V) o falso (F') en las proposiciones; 


I) Tres circunferencias secantes determinan como 
mínimo 2 conjuntos. 

1) El interior de un polígono Pos de 
es un conjunto, convexo. . Ñ 


111) Una recta al increpade cl iaa 


12 ados 


EDICIONES RUBINOS 


como máximo 4 regiones convexas, 


A) VFV B) VVF C) FFV D) FVF 
RESOLUCIÓN: 
1) FALSA : 


SO] 


Como mínimo 1, y como máximo 3 regiones 
II) FALSA: 


TI) VERDADERA: 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 26 : 


En el polígono estrellado mostrado , calcular la suma 
de las medidas de los ángulos en las puntas, 


A) 540* 
B) 360" 

C) 7207 

D) 1080* . 
E) 540" e 
RESOLUCIÓN : 


* De la figura :n=20 y a=9 

* Ahora aplicamos la fórmula para la suma de los 
ángulos interiores de un polígono estrellado, es decir: 

S=180"(n - 2a) > S=180"[20 —- 2(9)] > S=360* 

RPTA;: “B” 
PROBLEMA 27: : 
En un polígono regular MNPQRS .... ; m <NQ=135". 
Halle la medida del ángulo central y el número de 


diagonales. 
A) 30" y 54 
D) 20 y 135 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando 


B) 24* y 252 
E) 36 y 35 


C) 40" y 27 


e.” 


eS 


* De la e a 


medida del 
2 7 ángulo interno 


-. 180"(n- 2) 
n n 


Ángulo central 
* Resolviendo: n=12 
* Se pide: 360* 


a —=30" 
12 


9028) , 


135% 


> 135% 
El 


Además: — Np= 
RPTA: “4” 

PROBLEMA 28 : 

Enun polígono convexo de n lados , desde (n-5) lados 

consecutivos se han trazado 9n-10 diagonales medias. 

Calcular el número total de diagonales medias. 


A) 76 B) 152 C)110  D)132 E) 171 
RESOLUCIÓN: ; 
* Aplicamos: 
Ny, =mn PAD ;m=n-5 
Nb,, =9n — 10 


(n-5)Jn-5+1) 


> 9n- 10=(n-5)n- 2 


* Resolviendo : n*=19n > n=19 
* Se pide y _n(n-1)_1919- D_y 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 29 : 


En un octágono equiángulo ABCDEFGH en el cual; 
AB=CD; BC= DE y BD=42, hallar AE. 


A) 1 B)2 C)3 D) 4 
RESOLUCIÓN: 


E) 6 


GEOMETRIA PLANA 1 36s 
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$ Lor propiedad : 
Q y+45+45'=135 > y=45" 


En el octágono equiángulo 
observamos que: AABC =ACDE =ABCD 
=> AC=CE=BD=J2 
a+o+20+45"=180" 
> 45”+20 +45"=180" 
> 20=90" > 0=45" 
* En consecuencia , el ACE es rectángulo isósceles, en 


el cual : x=/2x /2=2 


En el 44QE: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 30 : 


Se tiene un hexágono regular ABCDEF cuyo lado mide 
2m; hallar la longitud del segmento que tiene por 


extremos al punto medio de EF y al punto de 
intersección de las diagonales AC y BE. 
43  BN5  CN7 DNI 


RESOLUCIÓN: 
2 D 
AF y HM seinterceptan en 


: E Ed E + Ahora observamos que: 
IP xa 
. Lo AS 


3 Bi N 
AFMN <AEMB cios L.A) 

> HM=MN=x y HE=FN=3 

* Enel 4AHAN: 


Ja? +5*=(2%)* > x=/7 


ENA4 


* Las prolongaciones de 


2 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 31 : 

Se tiene un hexágono convexo, se traza sus diagonales 
determinándose regiones convexas. Encuentre el 
húmero máximo de conjunto convexos y disjuntos que 
existen cuyos bordes forman pentágonos. 


Aa4 — B)3 CJ2. DJO El8 


RESOLUCIÓN: 
* Gráfico, según enunciado. 


* Se aprecia que existen 3 conjuntos convexos. 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 32 : 

En el interior de un pentágono regular ABCDE se 

ubica un punto PR Si DP=AB y la m<aCPD=66", 

entonces la m <PAB es : 

A) 417 B) 407 C) 38” 

RESOLUCIÓN: 

* Graficando: 


D) 55" E) 427 


* APCD: es isósceles 
* APDE : Equilátero 
* AAPE : Isósceles 


Luego: +66”"=108"=x=42” 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 33: p 
En un polígono regular ABCDEF....... de n lados , la 
medida del ángulo ACE mide 135”. Calcular el número 
de diagonales medias. 


AJ100 B)110  C)120 D)105 EJ136 
RESOLUCIÓN: D = 
* De la figura: S 
A 4 
; 
H X 
1 4 
h lo) ps 
A O de 
Ñ e 
, Fl 
A pe E 
PA A pa É 


2 POLIGONOS 1 


A ¡o 
mánP02 — qa 5890 — n= 10 


* Luego el número de diagonales medias será: 


(€D En la figura, ABCDE es un polígono regular. 
Hallar <x. 


A) 108” 
B) 105” 
C) 112 
D) 115” 
E) 106* 


CAx 


A E 
(2 En la figura, ABCDEF es un polígono regular. 
Hallar xx. B [8] 


A) 90? 
B) 917 
C) 80” 
D) 85* 


E) 72 
F E 


(03) En la figura, se tiene un octógono regular. 
Hallar <x. 

A) 36” 

B)45 . 

C) 322 z 

D) 60* 

E) 30* 

(3 Hallar el perímetro de un hexágono regular, si su 

apotema mide 3/3 . 

A) 42 B) 24 C) 48 D) 20 E) 36 

(043) ¿Cuánto mide cada uno de los ángulos de un 

polígono regular de 18 lados? 

A) 120* B) 160" C) 150" D)145”  EJ148” 

(08) Calcular la suma de ángulos interiores de un 

decágono. : 

A) 720% B)1220? C)1024” D)540" EJ1440* 

(62) Calcular el número de diágonales de un heptágono. 

A) 10 B) 20 C)14 D)17 EJ15 

(63) En que polígonos se cumple que la suma de los 

ángulos interiores, vértices y lados resulta 3280. 


A) Icoságono B) Octágono 
D) Nonágono E) Pentágono 
(09) Calcular el número de diagonales de un polígono 
convexo, sabiendo que la suma de los ángulos internos 
es igual a 2340". 

A) 54 B)72 C) 90 D) 110 E) 86 
(0) De la figura, calcular m<. FED; si ABCDE es un 
pentágono regular y AFE es un triángulo equilátero. 


C) Triángulo 


E 
A) 45" D 
B) 48" 

C) 60* A 

D) 66* la 
E) 98* Y 


(1) ¿Cuál es el polígono que tiene 119 diagonales? Dar 
el número de lados. 

A) 13 B)18 C) 15 D) 20 E) 17 
(2) Se sabe que en un polígono convexo la suma de 
sus ángulos interiores es 540”. Con este dato se pide 
averiguar el número total de sus diagonales. 

A) 6 B)5 C)7 D)4 E) 8 
(£3) La suma de los ángulos de cierto polígono regular 
excede a la suma de sus ángulos externos en 900* 
¿cuántos lados tiene el polígono? 

A) 10 B)9 C)8 D)7 E)J6 

(Ea ¿Cuántos lados tiene el polígono regular cuyo 
ángulo es (p+15) veces el ángulo exterior? , además 
se sabe que el número de diagonales es 135p. 

A) 100 B)90  C)40 D) 48 E) 120 
(13) Calcular el número de. lados de un polígono 
convexo, si se sabe que la suma de las medidas de sus 
ángulos internos es igual al séxtuplo de la suma de las 
medidas de sus ángulos externos. 

A) 13 B) 14 C) 15 D)12 E) 10 
(o) En la figura ABCDEF es un exágono regular, 
Calcular “a” G D 

A) 907 

B) 105? 

C) 120* B E 

D) 150? 

E) 144" 


M 


A N F 
(>) Se tienen dos polígonos convexos de modo que el 
número de lados de uno es el doble del otro. Si la 
diferencia entre los números de diagonales es 81, 
entonces el polígono de menor número de lados se 
llama: 
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A) Hexágono B) Heptágono 
D) Nonágono E) Decágono 
(£3) Calcular la suma de las medidas de los ángulos 
internos de un polígono convexo, si se sabe que desde 
3 vértices consecutivos de dicho polígono, se han 
trazado 14 diagonales. 

A) 900 B) 1980 C) 1800 D)1620 E) 1080 
(19) En la figura, calcular (a+b), six+y+2+w=200" 


A) 300" * 

B) 1007 

C) 400* 

D)'190* nd b 
E) 200” 


€0 En un polígono equiángulo ABCDE..., se sabe que: 
el número total de diágonales es el triple de su número 


de lados; BC=CD y AB=BD. Calcular la mx ADE. 
A) 1207 B)80”  C) 60?  D)40* E) 90? 


C) Octógno 


e En un polígono regular ABCDE... las mediatrices 


de AB y DE se cortan formando un ángulo de 1357. 
Calcular el número total de diágonales del polígono. 


A) 10 B) 20 C) 25 D) 30 E) 35 
(042) Se tiene un decágono regular ABCDEF.... Hallar 
la medida del menor ángulo que forman las 
prolongaciones de AB y ED. 
A) 72 B) 36" C) 54" D)J18” E) Y 
(63) ¿Cuál es el polígono cuyo número de diagonales 
es el doble del número de diagonales de otro polígono 
que tiene tres lados menos? 
A) Pentágono B) Nonágono 
D) Decágono E) Dodécagono 
(42 En un polígono regular ABCDEF.... de ““n” lados; 
la mx ACE=135". Calcular su número de lados. 
A4)8 B).16 C) 24 D) 32 E) 30 
(3 Cuántos lados tiene aquel polígono convexo si al 
quitarle un lado su total de diagonales disminuye en 7. 
B)J6 C)7 D) 2 E) 9 
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(3) Calcular cuantas diagonales tiene un polígono de 
18 lados. 
A) 120 B) 126 C) 135 D) 138 E) 144 


(02) Hallar la medida del ángulo interior de un polígono 


C) Icoságono 


regular de 15 lados. 

A) 144” B) 156" C) 140” D) 136” E) 162” 
(43) Calcular el ángulo central de un polígono regular 
de 12 lados. 

A) 20" B) 24" C) 28" D) 30" E) 32” 
(E ¿Cuánto suman el ángulo interior más el ángulo 
exterior de un endecágono regular? 

A) 100* B) 200 C) 150? D)160* E) 180" 
(63) El ángulo central del icosángulo regular es de: 


A) 18? B) 10? C) 20* D) 22* E) 15" 
(8) ¿Cuántas diagonales tiene el octógono convexo? 
A)8 B) 12 C) 18 D) 32 E) 20 


(2 ¿En qué polígono convexo la suma de ángulos 
internos es 1800 

A) Decágono B) Endecágono C) Dodecágono 
D) Pentadecágono E) Eneágono 

(63) Hallar el número de vértices del polígono convexo 
que tiene 44 diagonales. 

A) 10 B)9 C) 11 D) 12 E) 13 
(7) Hallar el número de lados del polígono regular 
cuyo ángulo central mide 36”. 

A) 10 B) 12 C) 11 D)9 E)J8 
(0) Calcular el número de vértices del polígono 
equiángulo cuyo ángulo interno mide 160*. 

A) 20 B) 16 C) 18 D) 15 E) 22 
(E) ¿En qué polígono convexo la suma de ángulos 
internos equivale a 14 ángulos rectos? 
A) Nonágono B) Octógono 

D) Endecágono E) Dodecágono 
(2) Hallar la medida del ángulo interior de un poligono 
regular de 170 diagonales. 

A) 144" B) 140 C)162% D)120* E) 156* 
(3) Calcular “x”, en el hexágono regular. 

A) 45” 

B) 53? x 

0137 

D) 60 

E) 30" 


C) Decágono 


(E) Calcular "g" en el pentágono regular. 
A) 120" 

B) 115" 

0) 72 j 

D) 100* Q 

E) 108” 


(9) Calcular “x”, en el hexágono regular. 
A) 70* 
B) 80” 


C) 20" 
D) 40% 
E) 50* sd 


(7 Si “ABCDE” es un poligono regular de perímetro 
30cm. Hallar “BP”. 

A)J5 

C)7 

D)8 


E) 6 A E 

(3) La figura muestra dos polígonos regulares. 
Calcular "9-a". 

A) 16* 

B) 18? 

C) 20* 

D) 12" 

E) 15” 

(9) Si “ABCD” es un cuadrado, “BEC” es un 
triángulo equilátero. Hallar “x 

A) 207 Z 

B)24 | 

C) 30" B e 

D) 32* 

E) 457 


A D 
€9) En el octógono equiángulo mostrado: 
AB=2; BC=2/2 ; daa: Es Y 


A) 4 
3 A D 
06 
D) 5 
E) 8 H E 


Do Calcular “x”, si ABCDEF y APQF son cia 
regulares. Cc D 


; 8 : 
E) 6730 O 
€2 En la figura, calcular: a+8+0+0. 


€3) ¿Cuántas diagonales faltan trazar en el polígono 


mostrado? 

4) 54 AR 
B)4 
C)6 
D) 25 
E) 51 e 

€ Si el número de lados de un polígono se duplica, 
entonces el número de diagonales aumenta en 18, 


¿cómo se llama el polígono? 
A) Pentágono B) Hexágono  C) Octógono 
D) Nonágono E) Cuadrilátero 


3) ¿En qué polígono el número de diagonales es igual 
al triple del número de lados? 


A) Hexágono 
C) Pentágono 


B) Nonágono 
D) Hexágono 


(9 ¿En qué polígono el número de diagonales es igual 
al cuádruple del número de lados? 
A) Octógono B) Heptágono 
D) Endecágono E) Decágono 
(7) ¿Cómo se llama el polígono cuyo número de lados 
es la mitad del número de diagonales? 

A) Hexágono B) Cuadrilátero C) Heptágono 
D) Pentágono E) Ociógono 
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C) Hexágono 


OBJETIVOS : 


* Conocer los conceptos fundamentales sobre 
polígonos. 


* Reconocer a los polígonos , por el número , forma 
y distribución de sus lados. 


* Conocer y demostrar los teoremas referentes a los 
polígonos . 


INTRODUCCIÓN : 


Un polígono es una figura geométrica limitada por 
segmentos consecutivos no alineados, llamados 
lados. 


Los polígonos cuyos lados no están en el mismo 
plano, se denominan polígonos alabeados. 


Existe la posibilidad de configurar polígonos en más 
de dos dimensiones. La generalización de un 
polígono en tres dimensiones se denomina poliedro, 
en cuatro dimensiones se llama polícoro, y en n 
dimensiones se denornina politopo. 

Se denomina línea poligonal al conjunto ordenado 
de segmentos tales que, el extremo de uno de ellos 
coincide con el origen del segmento que le sigue. 
Un polígono está conformado por una línea 
poligonal cerrada. 


Si analizanos la palabra polígono podríamos decir 
que proviene de dos raíces: polí que significa varios 
y gono que significa ángulo, sin embargo, hoy 
aprenderás que dicha palabra encierra mucho más 
contenido de lo que te imaginas. 


Para la construcción de algunos objetos que nos 
rodean se utilizan los polígonos regulares como 
estos dos balones de fútbol de 32 paños doce de los 
cuales tienen forma pentagonal y los veinte restantes 
formas hexagonal. 


Si observas algunos seres vivos como la estrella de 
mar, tiene forma poligonal. 


E EA: 


DVDS 


DEFIVICIÓN : 


Sean P, , P,, Py sa.P, , , P, Una sucesión de «n» 
puntos "distintos de un plano (n<3) y sean los n 


segmentos P,Po; P,P,; P¿P,;.....»; P, P, tales que : 


4 Ningún par de segmentos se intersecan , excepto 
en sus extremos . 


4 Ningún par de segmentos con un exctremo 
común son colineales . 


4 En cada extremo común concurren solo dos 
segmentos . 


Se dice entonces que la reunión de los n segmentos 
citados es un polígono . 


B exterior del polígono B 


Es decir un polígono es la figura geométrica , que 
se forma al unir tres o más puntos coplanares 
mediante segmentos de recta, de modo que limitan 
una región del plano. 

1) 


IAEA POLIGONOS Y 


ELEMENTOS : 
* Vértice : A, B, €, ....G 


* Lados: AB, BC, CD,......GÁ 
* Ángulos Interiores. : 2, % y Rarninncanoss 
* Ángulos Exteriores. : BM, By Ap peconcccciono 


* Diagonales  :AC, AD, AEsm..... 


* Diagonales Medias : MN, MP, MQ,...... 
* Perímetro 2p= AB+BC+CD+DE+.......... 


REGIÓN POLIGONAL : 

Es la unión del polígono y su interior. 

El polígono según la región que limita, se denomina 
polígono de región convexa y polígono de región 
no convexa. 


Recta 
Secante 


y 


Región 
Poligonal 
No Convexa 


NOTAS : 
A% Un polígono convexo , es interceptado en solo 2 
puntos, por cualquier recta secante a dicho polígono. 


de Un polígono no convexo, es interceptado en más 
de dos puntos por cualquier recta secante a dicho 
polígono. A 


% Todo polígono que limita una región convexa, 
en forma práctica le denominamos polígono 
convexo. - 


CLASIFICACIÓN DE 
POLIGONOS 


DPOR LA REGIÓN QUE LIMITAN: 


F-1 ) POLÍGONO CONVEXO : 
Cuando todos sus ángulos son convexos. 
(0”< < convexo < 180”). 
EJEMPLO: 
polígono ABCDEF 

C e 


1-3) POLÍGONO NO CONVEXO 
(CÓNCAVO): 

Cuando tiene un ángulo interior no convexo por lo 
menos (0%< < no convexo < 360%) ; una forma 


práctica es de trazar una recta y si la corta en más de 
dos puntos , entonces es un polígono cóncavo . 


EJEMPLO: 
polígono ABCDE 


B 


A E 
M1) POR LA MEDIDA DE SUS 
LADOS Y ANGULOS 
IL-1)POLÍGONO EQUIÁNGULO : 


Es aquel polígono cuyos ángulos internos son de 
igual.medida ; dicho polígono siempre es convexo. 
Además sus ángulos externos son de igual medida. 


* En la figura el polígono ABCDEF , es equiángulo. 
a : medida de sus ángulos interiores : 

0 : medida de sus ángulos exteriores. 
M-2)POLÍGONO EQUILÁTERO : 


Es aquel polígono cuyos lados son de igual medida, 
B 


En la figuras los polígonos ABCDE y MNLTO son 
equiláteros. 
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1-3) POLÍGONO REGULAR : 
Es aquel polígono equiángulo y equilátero a la vez. 


En la figura el polígono ABCDEF es regular. 


O : Centro de polígono regular (punto de 
concurrencia de las mediatrices de los lados). 


POLIGONO IRREGULAR 3 


Será cuando no es regular 


equiláteros equiángulos 


DI) SEGÚN EL NUMERO DE LADOS : 


2 


Octágono > 8 lado. 


PROPIEDADES DEL POLIGONO 


POSTULADO : 


En todo polígono el número de vértices es igual al 
número de lados , e igual al número de ángulos 
internos , externos o centrales. : 


N'vértices = Nlados = Nde ángulos interiores = n 


ISUMA DE MEDIDAS DE LOS 
ÁNGULOS INTERNOS (S, ): 


* Entonces : 

S; = 0, +5 5+ .... A, = 180(n-2) 
También se cumple en polígonos no convexos 
TEOREMA 1 2 


En todo polígono convexo la suma de las medidas 
angulares internas es igual a 180? multiplicado por 
el número de lados del polígono menos 2. 


E n<as=180" (n-— 2) 
para todo K<n 


n : número de lados 


DEMOSTRACIÓN : 
1FR MÉTODO : 


LES 


En el cuadrilátero se forma 2 triángulos , en el 
pentágono 3 triángulos , en le hexágono 4 triángulos 
, es decir si el polígono tiene «n » lados se formarán 
(n-2) triángulos y como cada triángulo la suma de 
las medidas de sus ángulos internos es 180” , luego: 


y nas=180" (n — 2) 


EDICIONES RUBIÑOS HS 
22 MÉTODO : 

Como en todo polígono , desde un vértice se pueden 
trazar como máximo n — 3 diagonales (n=número 
de lados del polígono). Si se forma n — 2 triángulos 
y la suma de las medidas angulares en un triángulo 
es 180%, concluimos que la suma de las medidas 
angulares en un polígono será igual a . 180” 
multiplicado por el número de triángulos que forman 
las diagonales. 


Em<s=180%x (número de triángulos) 


El número de triángulos es igual al número de 
diagonales trazados desde un vértice más I . 


HAs=(n-3)+1=n-2 
Em<s=180'(n - 2) 


Ésta fórmula para la suma de las medidas de los 
angulos internos, también se para POLÍGONOS CÓNCAVOS. 


FAS 
REE TES 


S,=180"(9 - 2) > $S;=180"(7) > S,=126" 
NOTA : 


El número de ángulos rectos a que equivale la suma 
de las medidas de las ángulos internos de un 
polígono es : 2(n — 2) 


MI) SUMA DE MEDIDAS DE LOS 
ÁNGULOS EXTERNOS DE UN 
POLÍGONO CONVEXO TOMADOS UNO 
POR VÉRTICE (S_): 
r e “En 1 

o Le, se » ALE 

un poligono 

convexo 
¿> de n” lados” 


POLIGONOS K 


* Entonces: |S, = 360” 
(Solo para polígonos convexos) 
TEOREMA 2 : 


La suma de las medidas de los ángulos externos de 
un polígono convexo de «rm» lados tomados uno por 


vértice (S,) es : S,=360" 


S.=0,+02+ Og Fonos +0, =360" 


* De la figura : 


a+ 0,=180* 
a, +0,=180" 
ay+03=180 | + 


2, +0,=180" 


* Sumando todo: 


AA+ Ag He PO, +0, +04 05 +0...+0,, = 180% 
 -  _ A, 
180%/n-2) Se 


> 180 (n - 2)+8,=180n 
> 180'n — 3604 S, =1807n 


= [S,=360"|.....L.q.q.d 
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POLÍGONO : 


a) Número de Diagonales Trazadas Desde un 
Vértice: 


“Polígono de 
“n” lados” 


TEOREMA 3 : 

En todo polígono , el número de diagonales trazadas 
desde un vértice , es igual al número de lados 
disminuido en 3 . 

DEMOSTRACIÓN : 

* De la figura anterior se puede apreciar que un 
vértice puede unirse con todos los demás vértices , 
menos los dos adyacentes ni consigo mismo , con 
lo que el número de diagonales que se pueden trazar 
desde un vértice es : n-— 3 (claro que se trata de un 
polígono de n lados ) 

b) NÚMERO TOTAL DE DIAGONALES : 

* En todo polígono de n lados 

n(n-3) 


N? total de = 
diagonales 


TEOREMA X 2 


En todo polígono , el número total de diagonales 
(*,) que se pueden trazar es igual al semiproducto 
del númera de lados con el número de lados 
disminuido en tres . . 
nín- 3) 

4, = 

» 2 
Donde n es el número de lados . 
DEMOSTRACIÓN : 


* En la demostración anterior, hemos deducido que 
desde un vértice se pueden trazar (n - 3) 
diagonales, y como el polígono tiene n vértices, 


entonces y =n (n — 3). Sin embargo, en la figura. 


apreciamos que CE es diagonal y que es posible 
trazarlo de CaEodeEaC, lo cual indicaría que al 
contar las diagonales, se cuentan dos veces. De esta 
manera, el número total de diagonales es la mitad 
de n(n- 3). 
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TX) NÚMERO DE DIAGONALES DE UN . z 


_n(n- 8) 
AA 


Donde: n es el número de lados . 
c) Número de Diagonales Medias de un Polígono 


M,, M, 


*» 


“polígono 
de “n” lados” 


M> 


M (1-2) M A 


Sean M, My» My... M, los puntos medios de los 
lados del polígono. 


Ndiagonales medias =n-1 
de un punto medio 


d) Número total de diagonales medias en todo 
polígono de n lados 


N*total a dd e = 


nín-1) 
medias 2 


TEOREMA 5 : 


En todo polígono el número total de diagonales 
medias (%*,,,) que se pueden trazar es igual al 
semiproducto del número de lados con el número 
de lados disminuido en I . 

_n(n-1) 

LS 


Donde n es el número de lados 
DEMOSTRACIÓN : 


q 


*oa 


Y 


AS 


Vr-1 


EDICIONES RUBINOS INEAe 


* Como el número de diagonales medias que se 
pueden trazar desde un vértice es : n -1 

Además el número de lados es igual al número de 
puntos medios , entonces n(n-1), pero podemos 
apreciar de la figura que la diagonal media QA se 
ha podido trazar de Q a4A o de A a Q, es decir, que 
toda la diagonal media ha sido contada dos veces, 
por lo cual el número total de diagonales medias es 
la mitad de n(n -1). 


Loy = nm 1) 
TEOREMA 6 : 


En todo polígono de n lados, el número de 
diagonales medias que se pueden trazar desde K 
puntos medios respecto a lados consecutivos 


(++ DM z., ¿) está dado por la siguiente expresión: 


(K)(K+1) 
2 


* DM=(n)(K)- 


para todo K< TI 
DEMOSTRACIÓN : 


Sean P; P.; Py; P.,....P, los puntos medios de los 
lados del polígonos de n lados. 


* Como el número de diagonales medias que se 
pueden trazar desde un vértice es : n— 1. Entonces 
Desde P, se trazan (n — 1) diagonales medias. 
Desde P, se deberían trazar (n — 1) diagonales 
medias pero la diagonal media P,P, ya ha sido 
trazada desde P,. 

Dado que desde P, se trazan (n — 2) diagonales 
medias, desde P, se deberían trazar (n—1) diagonales 
medias. No obstante, las diagonales medias 
PyP, y P¿P, ya han sido trazadas desde P,P, 
respectivamente . 

Entonces desde P, se trazan (n - 3) diagonales 
medias en forma análoga: 

Desde P, se trazan (n — 4) diagonales medias 


AUN POLIGONOS Y 


Desde P, se trazan (n— 5) diagonales medias 

Desde P, se trazan (n — K) diagonales medias 

> HDMk, ¿=n-1+n-24+n-3+n-+...+n-K 
> HDMk, =0x+(1+2+34+4+...+K) 


> |4DMZ..= (my (2) LED 


para todo K<n 
TEOREMA 7 2 
NÚMERO DE DIAGONALES PARCIALES: 
El número de diagonales trazadas desde «»» vértices 
consecutivos en un polígono de «n» lados. 
_(v+1)(v+2) 
2 
*,=Número de diagonales parciales 
n=Número de lados 
v=Número de vértices del cual se quiere trazar las 
diagonales. 
DEMOSTRACIÓN : 


%,y=un 


y 2 


Analizando: 
Número de diagonales 


1” vértice: (n-—3) 

2 vértice: (n-3) 

3 vértice: (n-3)-1 de 
4” vértice: 


(n-—3)-2 
v vértices: (n=3)-(0-2) 
* Sumando : 


Hy=[(n- 3) +(n-3) +... t(n—83)] - [14243 +.....+ (U—-2)] 
v veces (o-2)(9-1)/2 


1 0 D0—(0-2M(0= 1) > 1290004802 


2 2 
>» E => tyano-(L43092) 
(v+1)(v+2) 
> %¿=un = MET EN 
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TEOREMA 8 : 

NÚMERO DE DIAGONALES MEDIAS PARCIALES 
Número de diagonales medias trazadas desde los 
«m» primeros lados consecutivos en un polígono 
de «n» lados. 


mí(m+1) 


% pm = nn — 3 


DEMOSTRACIÓN : 


* Analizando: 
ler punto : 
2do punto : 
3er punto : 
áto punto 2 


(n-1) 

(n-1)-1 
(n-1)-2 
(11-D-3 


m* punto 2 (m-1)-(m-1) 


* Sumando: 


Hon= RD + (n—D) + (n—D)+...+(n—1))-11424344+......+(m-1)) 
(m-Drmi2 


E, E RES 
Romi) 2 1) A o tr mó +m 


2mn-m-m? m(m+1) 
TEOREMA 9 : 


Medida de un ángulo interior en polígonos 
equiángulos. 


> Hom 


En la figura se muestra un polígono equiángulo de 
«m» lados, «q» es la medida de un ángulo interior, 


cumpliéndose. 18071 -2) 
E ns 
TER 
DEMOSTRACIÓN: 


* Sumando todas las medidas iguales de los ángulos 
interiores del polígono equiángulo de «nm» lados. 


ASÍ: AFA O cccccnn +4=180'(n-— 2) 
A A AA 


N Veces 
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> a=180%n- 2) > [«=220-2) 


TEOREMA 10 : 


Medida de un ángulo exterior en polígonos 
equiángulos. 


En la figura se muestra un polígono equiángulo de 
«mb» lados. «g» es la medida de un ángulo exterior, 


cumpliéndose: 


DEMOSTRACIÓN : 


* Según el gráfico: 


a+0=180" 
a+0=180" 
a+0=180* + 


a+0=180" 


* sumando: 


arta+at. +a+0+0+0+..+0 =1807n 
po 
180'(n-2) n veces 
> 180(n —- 2) +n0=180"N > 180%7n —- 360"+n0=180* 


> n0=360” >|0= Pz 


PROPIEDADES ADICIONALES 
PROPIEDAD 1 : 


El número total de diagonales trazadas desde los 
vértices no consecutivos en un polígono cuyo 
número de lados par es : 

*,= nn 10) 


PROPIEDAD 2 : 


El número total de diagonales trazadas desde los 
vértices no consecutivos en un polígono cuyo 
número de lados impar es : 
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3S(n-1)(n-3 


"PROPIEDAD 3 : 


El número total de diagonales trazadas desde V 
vértices no consecutivos en un polígono cuyo 
número de lados impar es : 


PROPIEDAD 4 2 


El número total de diagonales medias trazadas desde 
los puntos medios no consecutivos en un polígono 
cuyo número de lados impar es : 


(3n- )J(n-1 


PROPIEDAD 5 : 


El número total de diagonales medias trazadas desde 
los m puntos medios no consecutivos en un 
polígono cuyo número de lados par es : 


n(3n-2) 


PROPIEDAD 6 : 

El número total de diagonales medias trazadas desde 
los m puntos medios no consecutivos en un 
polígono cuyo número de lados n es: 


mím+1) 
2 


EN 


mn- 


PROPIEDAD 7 : 


El número máximo de ángulos exteriores obtusos 
en un polígono convexo es 3. 


PROPIEDAD $8 : 


En todo polígono no convexo, se cumple que la 

suma de las medidas de los ángulos externos que 

se ubican fuera del polígono, es igual a la suma de 

las medidas de los ángulos externos que se ubican 

dentro del polígono no convexo aumentado en 360", 
Ú 


NN POLIGONOS I) 
PROPIEDAD 8 : 


En todo polígono convexo si el número de lados 
aumenta entonces el número total de diagonales 
aumenta 


PROPIEDAD 9 2 


El número de condiciones para que dos polígonos 
de n lados cada uno sean congruentes es 2n — 3 


PROPIEDAD 10 2 


El número de condiciones para que dos polígonos 
de n lados cada uno sean semejantes es 2n - 4 


PROPIEDAD 11 : 


En todo polígono convexo se cumple que el número 
de lados más el número de diagonales totales es 
igual al número. de diagonales medias totales . 


2 RESUMEN ¿3 


Suma de ángulos internos | 180" (n - 2) 


Suma de ángulos externos 
(Polígono Convexo) 


ñ 4 Diagonales de un solo vértice 
Diagonales medias 
_ 2 


 Diagonales de “V” (V+D(V+2) 
| vértices: ti - 
vértices: consecutivos nv —— 


POLÍGONOS REGULARES O 
EQUIÁNGULOS 


7. | Un ángulo interno mz == 
8 Un ángulo externo 


POLIGONOS REGULARES: 
EN 


Un ángulo central ES 


Donde “n” representa en número de : 
* Lados 

* Vértices 

* Ángulos internos 

* Ángulos externos 

* Ángulos centrales 
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POLÍGONOS 
ESTRELLADOS 


Si al dividir una circunferencia en partes iguales 
unimos los puntos de división de dos en dos, de 
tres en tres, etc. y al cerrarse la poligonal hemos 
recorrido la circunferencia un número entero de 
veces, obtenemos un polígono regular estrellado. 
Puede probarse que para obtener un polígono regular 
estrellado de n lados (la circunferencia estará 
dividida en n partes iguales) uniendo las divisiones 
de a en a, es necesario (y suficiente) que a y n sean 
primos. Como unir divisiones de a en a es igual que 
dividirlas de n — a en n — a (es decir de a en a en 
sentido contrario), se podrán -construir polígonos 
estrellados considerando los números menores que 
n/2, que sean primos con n. 

El número primo con 3 menor que 5/2 es 2; podemos 
construir el pentágono estrellado uniendo las 
divisiones de dos en dos. Obtenemos de esta forma 
el más popular de los polígonos estrellados y, 
posiblemente, el emblema de la escuela pitagórica. 
En él el número áureo aparece por doquier. No 
- existen polígonos estrellados de 6 lados, ya que no 
existe ningún número primo con 6 menor que 6/2. 


e 


te, AA 


ÁS 6 Art? 5 


Existen dos números primos con 7 menores que 
7/2, el 2 y el 3. Podemos, por tanto, construir dos 
heptágonos regulares estrellados uniendo las 
divisiones de 2 en 2 y otro de 3 en 3. 

3 es el único número primo con 3 menor que 8/2. 
Uniendo las divisiones de 3 en 3 obtenemos el 
octógono regular estrellado. 

2 y 4 son primos con 9 menores que 9/2, Podemos 
construir dos polígonos regulares estrellados de 


9 lados uniendo las divisiones de.2 en 2 y de 4 en 4. 


> ESTRELL 
Una estrella se origina al prolongar los lados de un 
polígono convexo. Las estrellas de cinco lados, es 
el menor de todas las estrellas existentes. 


Pla 
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ELEMENTOS : 
Lados: AC; CE; EB; BD y DA 
Vértices: A; B; C; D y E (puntas) 
a: Medida de un ángulo exterior . 
6: Medida de ángulo interior . 
TEOREMAS SOBRE ESTRELLAS 


TEOREMA 1 7 


La suma de las medidas de los ángulos interiores 
en las puntas de toda estrella es : 


S,=180" (n - 4) 
Donde : n es el número de lados del polígono 


convexo que dio origen a la estrella. 
DEMOSTRACIÓN : 


*Enell: qa,+e,+e3=180* 
*Enel II: as+e2+ e, =180" 
*Enel IT: az+e¿+e,=180" ++ 


*Enel N : a, + e, + e, =180* 


a ET POLIGONOS Y 
Sumando: Donde: n es el número de ángulos internos no 
A+ A3H Ag Hno ta, +2 (0,+ 34 OH. +0,)=180%0  CONVExos de la estrella, 
A 
j 360" DEMOSTRACIÓN : 
> S¡+2(360)=180'1n => 


TEOREMA 2 : 


La suma de las medidas de los ángulos externos en 
las puntas de toda estrella es : 


arrancan ad 
De * De la figura: 0,= 2e,+i, 
S,=720* 
DEMOSTRACIÓN : 


02= 2e3 + i 
0, =2€, +1 
* Sumando: 


O+07+03+.0:+0, = 2 (0, +89 +€3 +0. +€,)+(6 +59 + ig thu ti,) 
+ —_——__-——_— 


” 300 180 m-2) 
Y 
a, €n ; h=1 
* De la figura : ¿Ad > Y 0, =2(360)+180(n-—2) = Y 0, =720" — 360*+180%n 
7 L k=1 k=1 
a,+e,=180” ; ” » 
+ = veces 
q y to REPRESENTACIÓN DE UN 
- TS : TRELLAD 
a, +e,=180* POLÍGONO ES O 
: RE A Un polígono estrellado se representa por el símbolo 
Sumando: . 4n/a), y se llama a veces n — grama. 
Ahh + (O +eg mc. +, )=180% Donde a y n son números primos entre sí y n> 4 . 
- ASS PA a. E 72008 =1807 Mando a=1 tenemos un polígono convexo. 
pi ida ed 2%" OBSERVACIÓN : 

MA ¡E * Une mediante segmentos los puntos de la figura 
TEOREMA 3 : en el siguiente orden 1-3 -— 5-2- 4- 1. ¿Qué figura 
En toda estrella, se cumple : se ha tomado? Acabas de dibujar un polígono 

estrellado de 3 puntas. 
2 2 
1——> -3 > 1 


5 =180(n+2) É A 
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* En seguida dibuja 6 puntos en el plano y únelos 
siguiendo la misma secuencia anterior ¿Resulta un 
polígono estrellado? Habrás comprobado que no es 
posible dibujar un polígono estrellado de 6 puntas. 
* Prueba con 7 puntas, aprovechando los puntos 
mostrados. 


Y. 


Has seguido la secuencia 1-3-5-7-2-4-6-1. 
Ahora une los mismos puntos siguiendo la 
secuencia 1 - 4-7-3-6-2-5-1. 


Habrás comprobado que es posible dibujar dos 
polígonos estrellados de 7 puntas. El primero se 
llama polígono estrellado de género 7 y de segunda 
especie, porque para construirlo, los puntos se unen 
de 2 en 2 ó dejando dos espacios. El segundo se 
llama polígono estrellado de género 7 y de tercera 
especie, porque se dibuja uniendo los puntos 3 en 
3,6 dejando 3 espacios. 

¿Es posible predecir cuántos polígonos estrellados 
de 8 puntas (género 8) existen , sin necesidad de 
dibujarlos?. 

La mitad de 8 es 4. Los números enteros positivos 
menores que 4 son 2.y 3. De estos números sólo 3 
es primo entre sícon 8 (PESI con 8), aparte de 1. 
Por ca, solo un polígono estrellados 
de género é y de tercera especie : 


3 
2. 
e 
eZ 
E 
E 
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Género 8 (tercera especie) 
Para dibujar polígonos estrellaos de 9 puntas :. 
La mitad de 9 = 4,5 
Números menores que 4,5:1; 2; 3; 4 PESI con 9 a 
parte de 1:2 y 4 (2 números) 
Luego: hay dos polígonos de género 9, que son de 
segunda y cuarta especie. 


3 5 
2 6 
1 7 
9 8 
Género 9 Género 9 
(cuarta especie) (segunda especle) 


SUMA DE LOS ÁNGULOS 
INTERIORES DE UN POLÍGONO 
ESTRELLADO 


Si “n”es el género(o número de vértices) de un 
polígono estrellado y “a” es el número de espacios 
entre un lado y los vértices (especie), entonces la 
suma de los ángulos de las puntas es : 


S =180"(n-2a) 
* Donde : 


n—> género o número de vértices 
a—> especie 
EJEMPLO: 
2 3 4 > 
*En la figura; contamos 


10 puntas, entonces su 
género >n = 10 


*Al trazar la recta“ ¿”por uno de sus lados, 
observamos 3 espacios hacia un lado, entonces su 
especie es a = 3. o 
* Por consiguiente : 
S =180* (10-2(3)) = 720” 
POLÍGONO REGULAR ESTRELLADO 


Si dividimos una circunferencia en «n» partes 
congruentes, y las unimos, no consecutivamente, 
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sino de dos en dos, de tres en tres de cuatro en cuatro 
de a en a, llegaremos al punto de partida, en 
determinadas condiciones, después de dar varias 
vueltas, resultando en general un polígono regular 
cruzado, que se llama polígono regular estrellado. 


EJEMPLOS : 


En la figura que se muestra a continuación, 
observamos un polígono regular estrellado. 


Este polígono regular estrellado de la izquierda se 
ha formado al dividir la circunferencia en 12 partes 
congruentes y se han unido de 3 en 5. 


TEOREMA 4 : 


Si el polígono convexo que da origen a la estrella 
regular es regular, entonces se cumple: 


180"(n —- 4) 
AAA RÉÁ 
n 


DEMOSTRACIÓN: 


..” 
. 


. 
..” 


* 
2, 


* Del gráfico: 


Donde: n es el número de ángulos internos convexos 
es igual al número de lados del polígono regular que 
dio origen a la estrella regular . 


TEOREMA 5 : 


La medida de cada ángulo interno no convexo de 


la estrella regular es : 
_180'(n +2) 


n 


0 


Donde: n es el número de ángulos internos no 


pe POLIGONOS 1 
convexos, e igual al número de lados del polígono 
regular que dio origen a la estrella regular . 


DEMOSTRACIÓN : 
*Por un teorema anterior , tenemos : 


0=0y=0y= m0 me ARA 


TEOREMA 6 : 


La medida de cada ángulo externo en las puntas; de 
toda estrella regular es : 


MIRA A 
A A 


E 


Los polígonos estrellados hicieron su aparición en 
la antigua escuela pitagórica, donde el polígono es 
estrellado (5/2), Ó pentagrama ,El pentagrama, o 
estrella de cinco puntas, no es Satánico. Pitágoras 
lo usaba como un símbolo de salud y sus seguidores 
lo usaban para reconocerse entre ellos. En los 
tiempos Medievales, algunos caballeros Cristianos 
usaban el pentagrama como su símbolo Para los 
Wiccans modemos el pentagrama significa muchas 
cosas; Las cinco puntas corresponden a los 
elementos de Aire, Tierra, Fuego y Agua, con la de 
arriba correspondiendo a «Espíritu». El pentagrama 
en un circulo también puede representar a un 
humano con sus manos y piernas estiradas, rodeado 
por sabiduría universal o la «Diosa» — la humanidad 
en unión con su ambiente. Muchos Brujos y otros 
practicantes paganos no visten el pentáculo, pero 
tienen otros símbolos de significado especial para 
ellos. 


NÚMERO DE POLÍGONOS 
ESTRELLADOS 


El número de polígonos regulares estrellados de n 
lados es igual al número de números primos con n 
(excluida la unidad), menores que n/2. 
EJEMPLO : 


El número de endecágonos estrellados es igual al 
de números primos comprendidos entre 1 y 5,5 ; y 
como entre 1 y 5,5 soloel2;3;4 y 3. son primos 
con 11 , resulta que existe 4 endecágonos estrellados. 


Donde: n=11 ya=4 
FUNCIÓN ¿ DE EULER 


Sea $ (n), llamada la función $ de Euler, tal que 
represente el número de números menores que n/2 
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y.primos'conn . 
Se cumple: $(n)=(1; 1/2) 
Entre 1 y n/2 existen números enteros primos con 
«mb», Aestos números se dice que es de especie «a». 
Al número de lados del polígono estrellado se dice 
que es de género «n». 
EJEMPLO : 
Si el número de partes en que se divide la 
circunferencia fuese primo, por ejemplo 17, 
existirían tantos polígonos estrellados de diecinueve 
lados como enteros existen entre 1 y 17/2; porque 
todos esos enteros serán primos con 17. 
Es decir: 4(17)=(1;17/2) > $(17)=(1;8,5) 
En donde: a=(2; 3; 4; 5; 6;7;8) 
Luego existirán 7 polígonos estrellados de 17 lados, 
cuya representación es : 
117/2) , (17/33) , (17/4) , 117/53 
117/63) , 117/7) , 117/83 
PROPIEDAD : 
La suma de las medidas de los ángulos en las puntas 
del polígono estrellado (n/a) regular está dada por: 


EJEMPLO : 


Determinar la suma de las medidas de los ángulos 
en las puntas del octágono regular estrellado. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: 
n=8ra= 3 
* Por propiedad: 
S=180(8-2x3) 
> S=180(2) > S= 360" > 
POLÍGONOS 
SE GULARES 


¿Cuáles son los polígonos semirregulares? son los 
que tienen sus ángulos iguales y tienen 
circunferencia circunscrita (en particular el 
rectángulo). Es curioso resaltar que los 
semirregulares de un n? impar de lados son los 
regulares, mientras que los de un n” par incluyen a 
los que siendo inscriptibles tienen los lados alternos 
iguales (condición coherente con la idea de que los 
vértices deben ser indistinguibles). 


Construimos el dual de un polígono semirregular 


tomando los puntos medios de sus lados y uniendo 
los que resultan contiguos. El dual de un polígono 
semirregular es un polígono que tiene todos sus 
lados iguales y además tiene circunferencia inscrita. 
A partir de uno de estos duales podemos volver a 
obtener un polígono semirregular semejante al de 
partida, cambiando los lados por los puntos de 
tangencia, no por sus puntos medios. 


PROBLEMA 1 : 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

1) Si un triángulo tiene dos ejes de simetría entonces 
el triángulo es equilátero, 

II) Todos los polígonos regulares tienen centro de 
simetría. 

II) Sea las figuras F,, F, y F, tal que F, es simétrico 
de F, y F, es simétrico de F,, entonces F, (es 
congruente con F,. 

IV) Si F, es simétrico de F,, entonces F, es simétrico 
deF,. 

A) VFVV B)JVFVF C)VVVV  D)VFFF  E)JVVFF 
RESOLUCIÓN : 


1) Eje de simetría 


Eje de simetría 
ÁS 


La proposición es VERDADERA. 


11) El heptágono regular no tiene por ejemplo centro 
de simetría. 


F, sim. F, ; F¿ sim. F, >F, =Fy 
La proposición es vERDADERA. 
mv) Eje de Simetría 

A B 


A es simétrico de B > B es simétrico de A. 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 2 : 
Según el gráfico, calcule a+b+c+dy+e+f . 


A) 940” B)1000” C)980” D)840" 
RESOLUCIÓN : 


E) 1 020” 


*AABC: 40% + m + n = 180” 
">m+n= 140" .......... (I) 
* En la región poligonal : 
a+b+c+d+e+f+m+n=180(8 - 2) 


de A 
>a+b+c+d+e+f = 940? 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 3: 


En un polígono regular de n lados , si el ángulo 
interno disminuye en 15” resultará otro polígono 


3 
regular cuyo número de lados es 52. El valor de n es 


4 
AJ4 B)J16 C)12 D)J8 E)20 
RESOLUCIÓN : 
* En el polígono 1 de n lados 


AS i= BL (m-2) 


3 
* En el polígono 2 de 4 n lados 


* Dato : d¿=i,-15 


> E =2)- E80 (1-2) - 5098 
3), N4 n 
4 RPTA :“D” 


PROBLEMA 4 : 
En un hexágono equiángulo ABCDEF, demuestre 


. queCD-AF=FE-BC 
'. RESOLUCIÓN : 


* Sea m<int : la medida de un ángulo interior del 


polígono equiángulo (todos sus ángulos son de igual 
medida). 


* En un polígono equiángulo de n lados se cumple 


A lt 


n 
* Para el hexágono equiángulo maint= 902-1999 


* Prolongamos FAy CB hasta que se intersequen en p. 

* Prolongamos CD y FE hasta que se intersequen en Q. 

* maPBA+m< ABC=180", pero m< ABC=120" 
>m<PBA=60" 

* ma PAB+m <BAF=180", pero maBAF=120* 
>m«<PAB=60" 
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* De donde el APAB es equilátero. 
* Análogamente el AEDQ también es equilátero. 


*Como: . 
m«APB=m<EQD=60" y maPCQ=m<QFP=120* 


LIPCOF : paralelogramo 


=> PB+BC=FE+EQ cua... S 
PA +AFSCDADO coccccinoccccananccnnone 
* De los triángulos equiláteros : 
PBZPASAB. cooconvaidocacosotroranconiasdones (1) 
EQSDOQSDE oncoaioriooconacariocerivvcedos (IV) 


* Reemplazando (HI) y (1V) en (D) y (AD: 
PA+BC=FE+EQ 
PA+AF=CD+EQ 
* Restando las ecuaciones : 
BC- AF = FE- CD=-CD - AF=FE — BC 


(02 En un polígono de “n” lados calcule el número 
de triángulos que se pueden determinar al trazar las 
diagonales desde un mismo vértice. 


AJn Bn - 2 Cjin-3 D)nín-2) EJn-5 


(7) En un polígono la suma de sus números de 


lados, vértices y ángulos es 36. Calcule su número 
de diagonales. 
A) 27 B) 20 


(3) En un polígono equiángulo, la medida de un 
ángulo interior es el triple de la medida de un ángulo 
exterior. Calcule el número de diagonales de dicho 
polígono. 

A) 10 B) 15 C)20 EJ24 
(7) Si la suma de las medidas de los ángulos 


internos de un polígono convexo es el quíntuplo de 

la suma de los ángulos externos, ¿cuántos lados 

tiene dicho polígono? 

AJ8 B) 10 C) 11 
¿Cuántos lados tiene el polígono convexo cuyo 


número de diagonales es igual al doble del número 
de lados? 

4)2 B)J3 C)5 D)J6 E)7 
(25) En un polígono convexo ABCDEF ... , las 
prolongaciones de ABy FE se cortan en P. Si 
m<APF=60", calcular: mgB + m<C + m<D + m<E. 


C) 54 D) 56 E) 44 


D)16 


D)12 E)15 
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A) 180? . B)220* C)240" — D)360” E)J600* 


Dados dos polígonos regulares donde el 


número de lados de uno es el doble del otro y además 
las medidas de sus respectivos ángulos internos se 
diferencian en 30?, calcule la suma de los números 
de diagonales de los polígonos. 

A)J63 B) 22 C) 24 D)36 E)40 


03) Al aumentar en 3 el número de lados de un 


polígono, el número de diagonales se duplica. 
Calcular la suma de las medidas de los ángulos 
internos. 

AJ)1080” B)1260* C)1440" D)900%  E)1620* 


Al triplicar el número de lados de un polígono 


regular, la medida del ángulo central es n-— 2, siendo 
“'n” el número de lados del polígono. Calcular la 
medida del ángulo interno de dicho polígono. 

A)108" B)120* C)140* D)J150" E) 144" 


El número de lados de un polígono regular 


excede en 2 al número de lados de otro polígono 
regular, y la medida del ángulo exterior de uno de 
ellos excede en 15 a la medida del ángulo exterior 
del otro polígono. Calcular la suma de diagonales 
de ambos polígonos. 

A) 20 B) 23 C) 26 D)J25 E)29 


(E) En un polígono regular de *“n” lados, el número 


total de diagonales es igual a la medida del lado. Si 
el perímetro es 160, calcular “n”. 
A5 B)J6 C)J8 D)J9 E) 10 


(E) Si la suma de las medidas de los ángulos 


interiores, exteriores y centrales de un polígono 
regular es 1 260*, calcular el número de lados del 
polígono. 


AJ5 B)J6 C)J8 D)J9 E)J10 


((E) Calcular “a”, si ABCDE es un polígono regular 
y AP = AD. 


1 387 PES POLIGONOS 


A)J18* B)J27 C) 36" D)9" EJ37 


(E) En un polígono equiángulo, la suma de las 
medidas de cinco ángulos intemos es 720”. Calcular 
la suma de medidas de nueve ángulos externos. 
A)300*  B)324” C)330" D)270" E)264”* 
¿Cuántos polígonos cumplen que al aumentar 
el número de lados en “2k” su número de diagonales 
aumenta en “13k*'”? 

AJ1 B)2 C)J3 D)J4 E)J5 
(7) La diferencia de las medidas de los ángulos 


interiores de 2 polígonos regulares es 4 y la suma de 
las medidas de sus ángulos externos es 76”. Calcular 
el número de lados del polígono mayor. 

AJ)9 B) 10 C) 12 D)J15 E)20 


(Ey) Si el pentágono es regular. calcular “a ”, 
a 
Al 
B E 


A p 
AJ10* B) 11? C) 12* D)J13" E)14" 


(E) El menor ángulo de un polígono convexo mide 
139 y los otros forman uná progresión aritmética de 
razón 2. Calcular el número de lados del polígono. 
AJ10 BJ8 C)12 D)14 E) 16 


(E) En la figura se muestran a los hexágonos 
regulares ABCDEF y MNPQRS. Calcular el perímetro 


del segundo. si AB =2/3 y M, N,P, ..., S son 
baricentros de los triángulos ABO, BCO, CDO, ..... > 
AFO. respectivamente. 


AJ6 B)12 C)18 D)24 E)30 


En El número de triángulos que se obtienen al 


unirse un vértice de un polígono convexo con los 
otros vértices, es al número de triángulos que se 
forman al unir un punto interior con todos los 
vértices. como el número de ángulos rectos que 
contiene la suma de ángulos internos es al número 
total diagonales. Calcular el número de lados de 
dicho polígono. 

A)5 B)J6 C)7 


A 


(7) ¿Cuántos lados tiene el polígono 
número de diagonales es mayor en 133 al número 
de lados? 

A) 16 B) 25 C) 23 D)24 E)19 

(7) En el gráfico se muestran dos pentágonos 
regulares. Calcular el valor de “ax”. 


en el cual el 


AJ50"  B)768” C)60"  D)J40"” E)72 


Si a la medida del ángulo exterior de un 
polígono regular se le disminuye en 60”, el resultado 
es numéricamente igual al número de diagonales 
aumentado en 7. Calcular su número de lados. 
AJ3 B)4 C)5 D)J6 E)7 


(Y Si a +$= 130”. Calcular: x + y +2+w>+0. 


A) 920” B)630* C)860” D)770% E) 550? 


Al triplicar el número de lados de un polígono 
regular la medida de su ángulo interior aumenta en 
40”. Calcular el número de diagonales del polígono 
de menor número de lados. 

AJ9 Bj 14 C)2 D) 20 E) 6 


(75) ABCDE es un pentágono regular. 
PE =BC. Calcule “x”. 
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D 
P E 
A)36” B)J18” C)60” D)54” E)J72 
02 En un polígono regular ABCDE....: 


mxABD=7(mxBCA). Calcular el número de 
diagonales medias de dícho polígono. 
A)45  B)28  C)66 D)556 E)36 

Se tiene un hexágono regular ABCDEF, cuyo 
lado mide 8 m. Calcule la longitud del segmento que 
tiene por extremos al punto medio de EF y al punto 
de intersección de las diagonales AC y BE. 


A)4/6m B)2/6m C)4/7m 
DJ3J7m EJ3J/6m 


(E) Dados dos Polígonos, la diferencia entre las 
sumas de sus ángulos interiores es 540” y la 
diferencia entre sus números de diagonales medias 
es 24. Calcule la diferencia entre sus números de 
diagonales. 

4)12  B)15  C)18 D)20  E)21 


Se tiene un polígono regular de *“n” lados 
ABCDE ... y otro polígono regular de (n-2) lados 
ABPRQR ... interior al perímetro. Si m«CBP=9, 
calcule “n”. 

A)13  B)11 C) 10 D) 14 E) 12 


(45) En un octágono equiángulo ABCDEFGH en 
el cual: AB=CD,BC= DE y BD=8J2 cm. 
Calcule AE. . 

A) 16cm B) 8cm C) em - D) llem E) 12cnm 

(E) En un polígono de “*n” lados, desde n-9 


vértices consécútivos se puede trazar 9n+22 
diagonales. Calcule la suma de las medidas de los 
ángulos interiores de dicho polígono. 

A) 4100" B) 1080* C) 720?”  D) 4220" E) 4140” 

A un polígono de “n”” lados, se le aumenta 
“E” lados(R: impar) de tal modo que el número de 
diagonales aumenta en n+2k. Calcular “n”. 

AJ3 . Bj4 C)5 D)J6 E)7 

(1) En En un polígono equiángulo ABCDE ... en el 
cual AB // DE, calcule el número de diagonales 
medias del polígono. > 


A)16  B)11 C)9 D) 10 E)15-> 


43) Si a<90 y ABCDE ... es un polígono 
equiángulo cuyo número de lados es mínimo, 
calcular el número de diagonales trazadas pene 
cinco vértices consecutivos. > 


A) 15 


E) 36 


o) En un poligono equiángulo ABCDE ... cuyo 


número de lados es “n”, las prolongaciones de ABy 
ED se intersecan en L, de modo que el ángulo ALE 
es agudo. Calcule el máximo valor de *“n”. 
AJ9 B) 10 C) 11 D) 12 E) 13 


(Ey) En un polígono convexo de número de lados 


par, al trazar diagonales desde un solo vértice se 
obtienen 21 cuadriláteros de tal forma que sus 
regiones interiores no tienen puntos en común. 
Calcule la cantidad de diagonales de dicho polígono. 


A)908  B)900 C)904 D)906  EJ902 
43) En la figura, los polígonos: ABCDEF, APQF 


a 27 


y FLQ son regulares. Calcular 


AJ30" BJ45 C)60* D)53”  E)76* 


(E) En un polígono equiángulo, la medida de su 
ángulo interior es (p + 15) veces la medida de su 
ángulo exterior y además se cumple que el número 
de diagonales es 135p, Calcule el número de lados 
de dicho polígono para p impar. 

A) 48. B)46 C)135  D)80 E) 90 

Ed) Calcular el número de diagonales de un 
polígono regular, si la razón entre las medidas. de 


su ángulo interior y su ángulo exterior es a h 


B)35  C)9 


4,27 
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(6d En un hexágono ABCDF: BC=4u, AB=3u, 


CD=6u, DE=5u . Hallar el perímetro del exágono 
equiángulo mencionado. 


A) 24 B) 28 C) 32 D) 30 E) 31 


(7) En un polígono equiángulo ABCDEF ...las 
bisectrices de los ángulos ABC y DEF son 
perpenpos Medievales, algunos caballeros Cristianos 
usaban el pentagrama como su símbolo Para los 
Wiccans modemos el pentagrama significa muchas 
cosas; Las cinco puntas corresponden a los 
elementos de Aire, Tierra, Fuego y Agua, con la de 
arriba correspondiendo a «Espíritu». El pentagrama 
en un circulo también puede representar a un 
humano con sus manos y piernas estiradas, rodeado 
por sabiduría universal о la «Diosa» – la humanidad 
en unión con su ambiente. Muchos Brujos y otros 
practicantes paganos no visten el pentáculo, pero 
tienen otros símbolos de significado especial para 
ellos. 


NÜMERO DE POLÍGONOS 
ESTRELLADOS 


El námero de polígonos regulares estrellados de n 
lados es igual al número de números primos con л 
(excluida la unidad), menores que n/2. 
EJEMPLO : 


El número de endecágonos estrellados es igual al 
de números primos comprendidos entre 1 y 5,5 ; v 
como entre 1 y 5,5 soloel2;3;4 y 5 son primos 
con 11 , resulta que existe 4 endecágonos estrellados. 


Donde: n=11 ya=4 
FUNCIÓN ý DE EULER 


Sea $ (n), llamada la función ø de Euler, tal que 
represente el número de números menores que n/2 
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y primos con л. 
Se cumple: $(n)- (1; n/2) 
Entre 1 y n/2 existen números enteros primos con 
«п», А estos. números se dice que es de especie «a». 
Al número de lados del polígono estrellado se dice 
que es de género «n». 
EJEMPLO : 
Si el número de partes en que se divide la 
circunferencia fuese primo, por ejemplo 17, 
existirían tantos polígonos estrellados de diecinueve 
lados como enteros existen entre 1 y 17/2; porque 
todos esos enteros serán primos con 17. 
Es decir: 4(17)=(1;17/2) > ф(17)=(1;8,5) 
En donde: a=(2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 } 
Luego existirán 7 polígonos estrellados de 17 lados, 
cuya representación es : 
{17/2} , (17/3) , (17/4) , (17/5) 
117/6) , (17/7) , (17/8) 
PROPIEDAD : 
La surna de las medidas de los ángulos en las puntas 
del polígono estrellado (n/a) regular está dada por: 


EJEMPLO : 


Determinar la suma de las medidas de los ángulos 
en las puntas del octágono regular estrellado. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: 
п=8ла= 3 
* Por propiedad: 
5$=180°(8— 2х3) 
> 8=180%(2) > S= 360" Nd 
POLÍGONOS 
SE GULARES 


¿Cuáles son los polígonos semirregulares? son los 
que tienen sus ángulos iguales y tienen 
circunferencia circunscrita (en particular el 
rectángulo). Es curioso resaltar que 105 
semirregulares de un n? impar de lados son los 
regulares, mientras que los de un n? par incluyen a 
los que siendo inscriptibles tienen los lados alternos 
iguales (condición coherente con la idea de que los 
vértices deben ser indistinguibles). 


Construimos el dual de un polígono semirregular 


tomando los puntos medios de sus lados y uniendo 
los que resultan contiguos. El dual de un polígono 
semirregular es un polígono que tiene todos sus 
lados iguales y además tiene circunferencia inscrita. 
A partir de uno de estos duales podemos volver a 
obtener un polígono semirregular semejante al de 
partida, cambiando los lados por los puntos de 
tangencia, no por sus puntos medios. 


PROBLEMA 1: 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

I) Si un triángulo tiene dos ejes de simetría entonces 
el triángulo es equilátero, 

II) Todos los polígonos regulares tienen centro de 
simetría. 

Ш) Sea las figuras F,, F, y F, tal que F, es simétrico 
de F, y F, es simétrico de Ре entonces F, (es 
congruente con F,. 

IV) Si F, es simétrico de F,, entonces F, es simétrico 
de F,. 

A) ҮРҮҮ B)VFVF C)VVVV  D)VFFF  E)VVFF 
RESOLUCIÓN : 


D Eje de simetría 


Eje de simetría - 
г—— 


La proposición ез VERDADERA. 


П) El heptágono regular no tiene por ejemplo centro 
de simetría. 


F, sim. F, ; F; sim. Е, >F, = F} 
La proposición es VERDADERA. 
IV) Eje de Simetría 

A B 


A es simétrico de B — B es simétrico de A. 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 2 : 
Según el gráfico, calcule a+b+c+dy+e+f . 


A) 940° В) 1000° С) 980°  D)840 
RESOLUCIÓN : 


Е) 1 020° 


*AABC: 40° + т + п = 180° 
7 =»т + п = 140° .......... (I) 
* En la región poligonal : 
a+b+c+d+e+f+m+n=180(8 – 2) 


E 777 MT 
>a+b+c+d+e+f = 940° 


ВРТА : “А” 
PROBLEMA 3: 


En un polígono regular de n lados , si el ángulo 
interno disminuye en 15° resultará otro polígono 


3 
regular cuyo número de lados es 77. El valor de n es 


4 
AJ4 B)16 С)12 D)8 E)20 
RESOLUCIÓN : 
* En el polígono 1 de n lados 


va iens ij BL (m 2) 


3 
* En el polígono 2 de 4 n lados 


* Dato : /,7i,-15* 


> 120703 =2)- 159 (n —2) - 5098 
35,4 n 
f RPTA :“D” 


PROBLEMA 4 : 
En un hexágono equiángulo ABCDEF, demuestre 


» que-CD-AF-FE-BC 
- RESOLUCIÓN : 


* Sea m«4 int : la medida de un ángulo interior del 


polígono equiángulo (todos sus ángulos son de igual 
medida). 


* En un polígono equiángulo de n lados se cumple 


dila lt 


n 
* Para el hexágono equiángulo тілі = 1805-2). gg. 


* Prolongamos FAy CB hasta que se intersequen en p. 

* Prolongamos CD y FE hasta que se intersequen en Q . 

* maPBA+m< ABC=180", pero т < АВС=120° 
ә m«aPBA- 60° 

* ma РАВ+т <BAF=180", pero т4ВАЕ=120° 
ә т4 РАВ=60° 


GEOMETRIA PLANA ре 
* De donde el A РАВ es equilátero. 
* Análogamente el AEDQ también es equilátero. 


*Como: . 
m«APB=m<EQD=60" y maPCQ=m<QFP=120* 


LIPCOF : paralelogramo 


= PB+BC=FE+EQ ....... 5 
PA +AF=CD+DQ ........................ 
* De los triángulos equiláteros : 
РВ=НА=АВ 2 2 uae co sagen ana дА» (Ш) 
EQSDOQSDE L1. НИН айн М (IV) 


* Reemplazando (HI) y (ТУ) en (1) y (10): 
PA+BC=FE+EQ 
PA+AF=CD+EQ 
* Restando las ecuaciones : 
BC- AF = FE - CD > CD - AF=FE - BC 


D Enun polígono de “л” lados calcule el número 
de triángulos que se pueden determinar al trazar las 
diagonales desde un mismo vértice. 


A)n B)jn-2 C)n - 3 D) n(n - 2) Е)п- 5 


603 En un polígono la suma de sus nümeros de 


lados, vértices y ángulos es 36. Calcule su número 
de diagonales. 
A) 27 B) 20 


(03) En un polígono equiángulo, la medida de un 
ángulo interior es el triple de la medida de un ángulo 
exterior. Calcule el número de diagonales de dicho 
polígono. 

A) 10 B) 15 C)20 Е)24 
(T) Si la suma de las medidas de los ángulos 


internos de un polígono convexo es el quíntuplo de 

la suma de los ángulos externos, ¿cuántos lados 

tiene dicho polígono? 

А)8 B) 10 C) 11 
¿Cuántos lados tiene el polígono convexo cuyo 


número de diagonales es igual al doble del número 
de lados? 

4)2 B)J3 С)5 D)6 E)7 
(09) En un polígono convexo ABCDEF ... , las 
prolongaciones de ABy FE se cortan en P. Si 
m«APF 60" calcular: m« B + таС + m<D + m<E. 


C) 54 D) 56 E) 44 


D)16 


D)12 E)15 


INCICLOPEDIA 2012 


A) 180° . В) 220° С) 240° р) 360° Е) 600° 


Dados dos polígonos regulares donde el 


número de lados de uno es el doble del otro y además 
las medidas de sus respectivos ángulos internos se 
diferencian en 30^, calcule la suma de los números 
de diagonales de los polígonos. 

А)63 В) 22 С) 24 D)36 E)40 


03) Al aumentar en 3 el número de lados de un 


polígono, el número de diagonales se duplica. 
Calcular la suma de las medidas de los ángulos 
internos. 

А)1080° В)1260° С)1 440°  D)900 Е)1620° 


Al triplicar el número де lados de un polígono 


regular, la medida del ángulo central es n — 2, siendo 
“п” el número de lados del polígono. Calcular la 
medida del ángulo interno de dicho polígono. 

A)108* B)120* C)140* D)150° E) 144" 


El número de lados de un polígono regular 


excede en 2 al número de lados de otro polígono 
regular, y la medida del ángulo exterior de uno de 
ellos excede en 15 a la medida del ángulo exterior 
del otro polígono. Calcular la suma de diagonales 
de ambos polígonos. 

A) 20 B) 23 C) 26 D)25 E)29 


(1) En un polígono regular de “п” lados, el número 


total de diagonales es igual a la medida del lado. Si 
el perímetro es 160, calcular “п”. 
А) 5 B)6 C)8 D)J9 E) 10 


B Si la suma de las medidas de los ángulos 


interiores, exteriores y centrales de un polígono 
regular es 1 260°, calcular el número de lados del 
polígono. 


А)5 B)6 С)8 D)9 E)10 


a3 Calcular “х”, si ABCDE es un polígono regular 
y AP = AD. 


1 387 PES POLIGONOS 


A)18* B)27 C) 36* D)s* Е)37 


(E) En un polígono equiángulo, la suma de las 
medidas de cinco ángulos intemos es 720°. Calcular 
la suma de medidas de nueve ángulos externos. 

А) 300° В) 324° С) 330° р) 270° Е) 264° 
¿Cuántos polígonos cumplen que al aumentar 
el número de lados en “2Ё” su número de diagonales 
aumenta еп “13k”? 

A)1 B)2 С)8 D)4 E)5 
(T La diferencia de las medidas de los ángulos 


interiores de 2 polígonos regulares es 4 y la suma de 
las medidas de sus ángulos externos es 76°. Calcular 
el número de lados del polígono mayor. 

А) 9 В) 10 С) 12 D)15 E)20 


42 Si el pentágono es regular. calcular “a ”, 
eh 
N 
B E 


A . ^ 
AJ10* B) 11° C) 12° D)13* E)14* 


B El menor ángulo de un polígono convexo mide 
139 y los otros forman uná progresión aritmética de 
razón 2. Calcular el número de lados del polígono. 
AJ10 B)8 C)12 D)14 E) 16 


0 Еп la figura se muestran а los hexágonos 
regulares ABCDEF y MNPQRS. Calcular el perímetro 


del segundo. si AB = 2/3 y M, N,P, ..., S son 
baricentros de los triángulos ABO, BCO, CDO, ..... : 
AFO. respectivamente. 


AJ6 B)12 C)18 D)24 E)30 


eo El número de triángulos que se obtienen al 


unirse un vértice de un polígono convexo con los 
otros vértices, es al número de triángulos que se 
forman al unir un punto interior con todos los 
vértices. como el número de ángulos rectos que 
contiene la suma de ángulos internos es al número 
total diagonales. Calcular el número de lados de 
dicho polígono. 

А) 5 В) 6 С) 7 


ааа 


01) ¿Cuántos lados tiene el polígono 
número de diagonales es mayor en 133 al número 
de lados? 

A) 16 B) 25 C) 23 D)24  E)19 

603 En el gráfico se muestran dos pentágonos 
regulares. Calcular el valor de “х”. 


en el cual el 


АЈ 50° В) 75°  ÁC)60  D)40 Е) 72° 


Si а la medida del ángulo exterior de un 
polígono regular se le disminuye еп 60°, el resultado 
es numéricamente igual al número de diagonales 
aumentado en 7. Calcular su número de lados. 
A)3 B)4 С) 5 р) 6 Е) 7 


(03) Si а +8 = 130°. Calcular: x + y +2 + ш +0. 


А) 920° В) 630° С) 860° Р) 770° Е) 550° 


Al triplicar el número de lados de un polígono 
regular la medida de su ángulo interior aumenta en 
40°. Calcular el número de diagonales del polígono 
de menor número de lados. 

А)9 Bj 14 C)2 D) 20 E)6 


(092) ABCDE es un pentágono regular. 
PE = ВС. Calcule “х”. 
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D 
P E 
4)36  B)18* $C)60  D)64 Е) 72° 
02 En un polígono regular ABCDE ....: 


m«ABD-7(m«BCA). Calcular el número de 
diagonales medias de dícho polígono. 
4)45  B)28  C)66 D)55 Е) 36 

Se tiene ип hexágono regular ABCDEF, cuyo 
lado mide 8 т. Calcule la longitud del segmento que 
tiene por extremos al punto medio de EF y al punto 
de intersección de las diagonales AC y BE. 


А)4/6т В)24/6т С)44/7т 
D)3|[7m Е)ЗУ6т 


@ Dados dos Polígonos, la diferencia entre las 
sumas de sus ángulos interiores es 540° y la 
diferencia entre sus números de diagonales medias 
es 24. Calcule la diferencia entre sus números de 
diagonales. 

4)12  B)15  C)18 D)20  E)21 


Se tiene un polígono regular de “na” lados 
ABCDE ... y otro polígono regular de (1-2) lados 
ABPQR ... interior al perímetro. Si т+СВР=9, 
calcule “n”. 

A)jIS В)11 C) 10 D) 14 E) 12 


4» En un octágono equiángulo ABCDEFGH en 
el cual: AB=CD,BC= DE y BD = 842 ст. 
Calcule AE. . 

A) 16cm В) 8cm С) 9em - D) 11cm E) 12cm 

43 En un polígono de “n” lados, desde n-9 


vértices consécütivos se puede trazar 9n+22 
diagonales. Calcule la suma de las medidas de los 
ángulos interiores de dicho polígono. 

А) 4100° B) 1080" C) 720° D) 4220? E) 4140” 

А un polígono de “лп”? lados, se le aumenta 
“k” Jados(k: impar) de tal modo que el número de 
diagonales aumenta en n+2k. Calcular “n”. 

A)3 . Bj4 C)6 D)6 Е)7 

@ En En un polígono equiángulo ABCDE ... en el 
cual AB // DE, calcule el número de diagonales 
medias del polígono. > 


A)16  B)11 C)9 D)10 . E)15. 


CE) Si a <90 y ABCDE ... es un polígono 
equiángulo cuyo número de lados es mínimo, 
calcular el número de diagonales trazadas pen 
cinco vértices consecutivos. > 


A) 15 


E) 36 


a9 En un poligono equiángulo ABCDE ... cuyo 


número de lados es “т”, las prolongaciones de AB y 
ED se intersecan en L, de modo que el ángulo ALE 
es agudo. Calcule el máximo valor de “n”. 
AJ9 B) 10 €) 11 D) 12 E) 13 


02 En un polígono convexo de número de lados 


par, al trazar diagonales desde un solo vértice se 
obtienen 21 cuadriláteros de tal forma que sus 
regiones interiores no tienen puntos en común. 
Calcule la cantidad de diagonales de dicho polígono. 


A)908 В) 900 С) 904 р) 906  E)902 
43 En la figura, los polígonos: ABCDEF, APQF 


“= ns 


y FLQ son regulares. Calcular 


А) 307 В) 45 С) 60 D)53” Е) 75° 


(E) En un polígono equiángulo, la medida de su 
ángulo interior es (p + 15) veces la medida de su 
ángulo exterior y además se cumple que el número 
de diagonales es 135p, Calcule el número de lados 
de dicho polígono para p impar. 

А) 48. B)46 С)135 р) 80 E) 90 

ед Calcular el número de diagonales de un 
polígono regular, si la razón entre las medidas. de 


su ángulo interior y su ángulo exterior es t 2 


B)35 . C)9 


4,27 
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(03) En un hexágono ABCDF: BC=4u, AB=3u, 


CD=6u, DE=5u . Hallar el perímetro del exágono 
equiángulo mencionado. 


A) 24 B) 28 C) 32 D) 30 E) 31 


03 En un polígono equiángulo ABCDEF ...las 
bisectrices de los ángulos ABC y DEF son 
perpendiculares. Calcular el número de diagonales 
de dicho polígono. 
A) 58 B) 50 C) 52 D) 54 E) 51 
Calcular la suma de ángulos internos de un 
polígono, sabiendo que si se aumenta en tres el 
número de lados, el número de diagonales aumenta 
en 27. 
А)1260° B)1360? С)1560°  D)1460* E)1600* 
03 En un polígono regular la diferencia de un 
ángulo interno y un ángulo externo está 
comprendido entre 30? y 40°. Calcular el número de 
lados de dicho polígono . 
A)5 B)6 С)7 D)8 E)10 
6» ¿Cuantos lados tiene el polígono regular cuyo 
ángulo interno es (p+15) veces el ángulo exterior, y 
ademas se sabe que el número de diagonales es 
135p? 
AJ80 B)85 C)90 D)95: 
(Zo) Dadas las siguientes proporciones : 
1) Cada ángulo interior de una hexágono regular 
mide 120". 
II) En el decágono, se pueden trazar 36 diagonales. 
Ш) El polígono regular cuyos ángulos exteriores 


E)100 


miden 36° es un decágono. 

Son verdaderas : 

А) Sólo I y Ш B) Sólo II C) Sólo II y HI 
D) Sólo Ш E) Sólo ПУШ 


02 En un hexágono convexo , los ángulos internos 
están en progresión aritmética y : 
Q1 > Qo > Qg > Q4 > 05 > 05 
¿Cuánto medirá el cuarto ángulo a,, dado en 
radianes , si el mayor es igual a 125°. 
119 


615, 019, Tm 
)180^ iso ) 180 


Se tiene un polígono regular cuyo 
semiperímetro es “р” y el número que expresa su 


A)750x D) 2z 
^ 


Caso JER POLIGONOS 


número de diagonales es igual al perímetro. 
Además su ángulo interior es “р” veces su ángulo 
exterior . ¿Cuánto mide el lado del polígono regülar? 
AJ1/3 В)1/5 С)1/4 D)J1 E)1/2 
En un polígono , la suma de sus ángulos 
internos es 340^, el número de lados de dicho 
polígono es : 
A)3 B)4 С) 9 0) 5 Е) 6 
T) En el polígono mostrado: AB=BC=CD=DE=a, 
AC LCD + AD 1 DE. Calcular el perímetro del 


polígono mostrado . E 
D 
С, 
B A 
A) da . B) 2a C) 6a D) 8a E) 10a 


(1) Si la suma de los ángulos internos de dos 
polígonos convexos difieren en 720? y sus ángulos 
céntricos difieren en 7, 5*. 

Indicar si el cociente mayor que la unidad de los 
lados de los dos polígonos convexos es igual a : 
AJL53 В)1,23 C)1,23 D)1,43 Е)1,33 


43 EI nümero de diagonales de un polígono 


convexo excede en 16 a la diferencia entre el número 
de ángulos rectos a que equivale la suma de sus 
ángulos interiores y el número de vértices del 
polígono. ¿De qué polígono se trata? 

AJOctógono B)Pentágono С) Decágono D) Exágono 


(E) Los lados de un polígono regular de “n” lados, 


n>4, se prolongan para formar una estrella . El 

número de grados en cada vértice de la estrella, es : 

(n—4)180 
n 


4 ——. И] 


c)j(n-2)80  p,1g0-2 
n SE n 


¿Cuál es el número de lados de aquel polígono 


cuyo número de diagonales ѕе encuentra entre 


22 у34? 

А)8 B)10 C)60 D)11 E)12 
43 ABCDE es un polígono convexo en A, en donde 
la ma ABC- т< AED=90"; AC=CD; maADE=3mBCA ; 
m<DAC =8m4BCA ; si : АВ=АЕ. 

Calcular la medida del ángulo CAD. 


GEOMETRIA PLANA e 


A)40* B)50* C)60^ D)70* E)80* 


(T) ABCDEFGHIJ es un polígono regular y AB” 
C'D'E'FG'H otro polígono regular . Hallar la medida 
del ángulo determinado por la bisectriz del ángulo 
exterior correspondiente al vertice A, del segundo 
polígono y el lado JA del primer polígono . 

A)12,6 B)13,5 C)14, D)15,5 Е)18,5 
0 Dado un cuadrilátero convexo ABCD,sobre los 
lados se toman los puntos M,N,BQ, tales que M está 
sobre el lado ВС ,..., etc. y AM=2.MB,BN= 2NC...., 
etc. Se repite esta construcción sobre el cuadrilátero 
MNPQ formándose un tercer cuadrilátero de 
perímetro “р” si el perímetro del cuadrilátero ABCD 
es 72 m. ¿Que valor puede tomar “р”?, 
AJ25m  B)i8m С)12 т  D)9m 


ás) En la figura, ABCDE es un polígono regular. 
Hallar “х”, Bix 


EJT.A. 


E D 


AJ108” С)72° D)36* E)120* 


(E) Calcular el máximo número de ángulos 


internos agudos que puede tener un polígono 
convexo de “п” lados. 


An-1 В)? 
eo En las siguientes proposiciones, indicar cuáles 
son verdaderas (V) cuáles son falsas (F) : 

* En todo polígono, cuya región interior es convexa, 
la suma de las medidas de los ángulos externos es 
360". 

* Todo polígono | le y un conjunto convexo . 

* Todo polígono, de región convexa , es siempre un 
polígono equilátero . 

A)VVF B)VFV C)VFF  D)FVF Е) ЕЕЕ 


e» ¿Cuántos ángulos no convexos como máximo 
, puede tener un polígono de 6 lados? 

AJ1 B)2 С) з р) 4 Е) 5 
e» En polígono regular ABCD ... el ángulo. que 


determinan AB y CD mide 36°. Calcular la m « ANM, 
sila т < АВС es mínimo yM, N son puntos medios 


В)144° 


соз Шә En-3 
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de AB, CD respectivamente. — — SP RENE AME 
AJ18 B)15 C12 DJ36 . e 
e3 En un rectángulo ABCD, se considera un punto 
S sobre BD y se prolonga CS hasta P, tal que 
CS-SP , se trazan las perpendiculares desde P a los 
lados AD y BA; PH Y PT respectivamente. 
Calcular m < HTS. 
A)120* B)160" С)180° D)110 E)170* 
e» En la región interior a un hexágono equiángulo 
ABCDEF , se ubica el punto Р, sobre los lados 
AB,CD y EF se ubican los puntos M, N y R 
respectivamente de manera que : 

MP//CD; NP/ EF y RP/AB. 


Calcular: MP+NP+RP ; siendo : BC-4; CD-8 y 
DE=5. 
AJ13 B)15 C) 17 D) 19 E)21 


e» Se tiene 3 polígonos equiángulos número de 
diagonales del primer y tercer polígono están en la 
relación de 1 a 6 , la suma de las medidas de los 
ángulos internos del segundo y primer polígono se 
diferencia en 360? y las medidas de los ángulos 


externos del tercer y segundo polígono están en 


relación de 2 a 3. Calcular la medida del ángulo 
interno del primer polígono. 


А)135 В)150° С)120° D)109* E)144* 
eo Calcular x , si ABCDE es un pentágono regular. 
B 
| | 

E Op 
А)42° В)45° С)48° D)54* E)60* 
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EDICIONES RUBINOS 


OBJETIVOS: 

Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de: 

* Definir al cuadrilátero. 

* Conocer la clasificación del cuadrilátero convexo. 


* Aprender los teoremas relacionados a dicho 
cuadrilátero y aplicados correctamente en la resolución 
de los problemas. 


INTRODUCCCIÓN : 


Desde hace mucho tiempo el hombre hizo 
demarcaciones en los terrenos dándoles ciertas formas 
geométricas entre los que destaca la forma rectangular 
por la facilidad en la que consistía realizarlas, 
distribución y medida además esa forma se usa en las 
construcciones con el objetivo de aprovechar la 
estabilidad que ofrecen, por ejemplo las paredes de la 
fortaleza de Ollantaytambo construidas con piedras o 
rocas de forma de trapecio isósceles. 


* Suma de ángulos internos es igual a 360^, es decir 
a+ B+y+0=360* 

* Suma de ángulos externos es igual a 360”, es decir 
х+у+2+ш=360° 


CLASIFICACIÓN GENERAL 


NS 


No convexo 
Convexo 


CUADRILATEROS (INTRODUCCION 


CLASIFICACIÓN DE LOS 
CUADRILÁTEROS 
CONVEXOS 
I) TRAPEZOIDE : 


Aquellos que no tienen lados opuestos paralelos. 


H) TRAPECIOS : 


Tienen dos lados opuestos paralelos llamados bases y 
los otros lados, llamados lados no paralelos. 


Trapecio rectángulo 


III) PARALELOGRAMOS : 


Aquellos de lados opuestos paralelos y congruentes; 
ángulos opuestos de igual medida y dos ángulos 
consecutivos siempre suplementarios. Sus diagonales 
se bisecan. 


PROBLEMA 01: 

Si ABCD es un paralelogramo calcular “х” 
A) 20° B 
B) 10° 
C) 12° 
D) 15* 
E) 25° 


oC 
2%+20°, 


k3x +10" 
А 


RESOLUCIÓN: 
* Como AB es paralelo a CD luego: 
3x+10"=2x +20" (ángulos opuestos iguales) 


> 3«- 2:220" - 10* > x-10* RCM 


PROBLEMA 02 : í 
En el romboide ABCD. Calcular “x” 


A) 17 
B) 15° 
C) 10* 
р) 8° 
Е) 20° 
RESOLUCIÓN: 

* Como: ABI! CD (AB paralelo a CD), luego: 
felice 180* (Ángulos conjugados) 


> 2x- 180 > >> 15 


ВРТА : “В” 


RESOLUCIÓN: E 

La suma de las medidas de los ángulos interiores de 

un cuadrilátero es 360? 

> 10:=300 90 => 10:=270 >= ear 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 04 : 

Si ABCD es un SEE ол calcular “r” 

A) 24° c 

B) 36° 

C) 20° 

D) 72° 

E) 28° A "D 

RESOLUCI ÓN: 4 


Como: AB // С”, entonces: 

4х+х=180° (ángulos conjugados) 

> 5х=180° > x—36* 

PROBLEMA 05 : 

En la figura: BC // AD, calcular "a" y "8" 
A) 124° y 12° ; 
В) 36° у 20° 
С) 120° у 70° 
D) 110° y 60° 
Е) 120° у 50° 
RESOLUCIÓN: 

Se deduce que: 

70°+8=180° (ángulos consecutivos en un trapecio) 

> 8=110° 

Además: 

2a – 5*ta-5*—180* (ángulos consecutivos en un trapecio) 
> За=180° > а=60° 


"RIMERAS 


Calcular *x", en coda сады 


e» 

A) 30 
В) б° 
С) 15 
р) 8* 
E) 10° 


ЕРТА : “В” 


ЕРТА : “D” 


(93) En el paralelogramo ABCD: 


A) 15° B C 
B) 30° 

C) 12° 

D) 40* 

E) 20° = e 

63 
A) 45* 
B) 9 
С) 5° 
р) 8° 
Е) 2° 


@ 


А) 12° 
В) 6° 

С) 15° 
D) 80° 
Е) 12° 


@ 


А) 10° 
В) 20° 
С) 15° 
р) 12° 
Е) 30° 


O 


A) 16* 
B20 . 
C) 12° E 
D) 18° 

E) 14° 


a 

A) 60° 
B) 70° 
C) 50° 
D) 40° 
E) 30° 
@ 

А) 12° 
В) 10° 6 
С) 20 
D) 15° 
Е) 8° 


EDICIONES RUBINOS 1029 @ 


(99) En el trapecio ABCD (BC // AD), calcular “х” 


A) 40° B € 
B) 50° 80° 
С) 60° 
р) 80° 
Е) 150° 2 \ 
А р 


@ Si ABCD es un paralelogramo, calcular “х” 


A) 10° Bo c 
P бх+10° 
C) 12° 
р) 13° 
Е) 15° 
x+70% 
А р 


(£3) Si ABCD es un paralelogramo, calcular: “х” 
A) 10° B, gC 


D 
(42) En el romboide ABCD, calcular: “х” 


B, с 
В) 9° 
С) 10° 
р) 12° 
Е) 15° 
As =D 


(13) En el cuadrado ABCD, calcular: “х” 


B С 
А) 10° 80°-+х\ 
В) 12° 
С) 15° 
р) 20° 
E) 8 3x60", 


@ Si ABCD es un paralelogramo, calcular “х” 
B 


(13) En el trapecio ABCD (BC // AD), calcular “х”. 


B isis CUADHRILATEROS (INTRODUCCION 


GEOMETRIA PLANA piai 


(9 En el trapecio isósceles ABCD (BC//AD), 
calcular: “a”, 

A) 12° B 
B) 15* 

C) 18° 

D) 20° 

E) 30° A 

A 


(£2) Calcular “w”, en: 
A) 30° == 

B) 40° 
С) 55° 
D) 65° 
Е) 80° 


(18) Calcular “х”: 


A) 40° 
B) 20° 
C) 12° 
D) 30° 
E) 38° 


(13) Calcular "x": 
A) 30* 
B) 20° 
C) 40° 
D) 60* 
E) 50° 


€) Calcular “х”: 
А) 8° 

В) 12° 
С) 16° 
р) 10° 
E) 40^ 


ETTA isi 


. E) 42° 


(GD Calcular “х”: 


A) 26° 
B) 22° 
С) 18° 
D) 40° 
Е) 14° 


(03) Calcular “х”: 
A) 24° 
B) 38° 
С) 68° 
D) 54° 


@%) En el paralelogramo ABCD: 


A) 20° A $ 

B) 30° 

C) 36° 

D) 40* 

Е) 35° D C 


(93) En el trapecio ABCD: 
A) ЗР 
B) 15 


01)4/02)0/03)B|04)8105)€ 
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CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 


EDICIONES RUBINOS 


OBJETIVOS : 


Al finalizar este capítulo , el alumno será capaz de: 
*Definir y clasificar correctamente a los cuadriláteros. 


*Clasificar los cuadriláteros convexos y precisar sus 
elementos 


*Graficar los diferentes tipos de cuadriláteros 
convexos 


* Aplicar las propiedades de cada uno de los 
cuadriláteros convexos . 


* Aplicar los diversos teoremas en la resolución de 
problemas de cuadriláteros. 


INTRODUCCIÓN : 


Si nos encontramos dentro de un campo deportivo 
observamos que dicho campo tiene forma rectangular, 
ósea cuatro lados ; y si observamos un libro nos damos 
con la sorpresa que también tiene cuatro lados, 
entonces nos encontramos con figuras geométricas 
que poseen cuatro lados, llamados cuadriláteros. En 
este capítulo estudiaremos estas figuras у sus 
propiedades, así como sus aplicaciones, además tendrán 
problemas con resolución, y finalmente nos 
encontramos con problemas propuestos. 


Se llama cuadrilátero, al polígono de 4 lados. 
considerando la medida de sus ángulos internos 
pueden ser convexos o no convexos. 
ve no convexo 

0 cóncavo 


R (w > 180°) 


ML y NR :diagonales 


CUADEILATEROS I 


H 


J! 


! ^ CAPITULO 


2.158 


*Vértices: А, В, Сур 

* Lados: AB, BC CD y АС 
* Ángulos internos:a ; B ; у; ө 
* Ángulo externo: o 

* Diagonales: AC y BD 


d o 
ELEMENTOS : 


NOTA: 
I) La suma de las medidas de los ángulos internos 
e 360 — gupa0-y- 360 


П) En un cuadrilátero no convexo se cumple 
que : 


CLASIFICACIÓN LOS CUADRILÁTEROS 


CONVEXOS : 


DE 


Los cuadriláteros se clasifican en paralelogramos, 
trapecios y trapezoides 


I) PARALELOGRAMO : 


Es el cuadrilátero que tiene sus lados opuestos 
paralelos , en todo paralelogramo se cumple que los 
lados opuestos son congruentes, los ángulos opuestos 
son congruentes y las diagonales se bisecan. 


* Las medidas de los ángulos opuestos son 
iguales. 

* La suma de las medidas de dos ángulos 
consecutivos es 180° 

* Las longitudes de las diagonales de un 
rectángulo , son iguales. 


|» 
*Las diagonales del rombo son perpendiculares 
y bisectrices. 

* Las longitudes de las diagonales del cuadrado 
son iguales, perpendiculares y bisectrices. 

* Las diagonales se cortan en su punto medio. 


o fi 180? 


CLASIFICACIÓN DE LOS 
PARALELOGRAMOS 


A) CUADRADO : 


Tiene sus cuatro lados congruentes. Las diagonales 
son bisectrices de sus ángulos, Perpendiculares entre 
sí y congruentes. 


B = C 
a a 
A a D 


AC-BD-a42 


B) RECTÁNGULO : 


Los lados consecutivos no son congruentes. Los ángulos 
interiores miden 90° cada'uno. Las diagonales son 
congruentes. 


b с В с 
TRE i Dat 

A b D A D 

AB = CD; BC-AD AC-BD 


€) ROMBO : 


Los cuatro lados son congruentes. Las diagonales son 
desiguales, perpendiculares y bisectrices de sus 


ángulos. 


AB-BC-CD-AD 
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D) ROMBOIDE : 


Es el paralelogramo que tiene sus lados consecutivos 


diferentes. 
B b 


II) TRAPECIO ғ: 


Es el cuadrilátero que solo tiene dos lados paralelos, 
denominados bases. En todo trapecio el segmento 
perpendicular a sus bases recibe el nombre de altura 
y el segmento queune los puntos medios de los lados 
no paralelos se denomina mediana. 


CARACTERISTICAS : 


* Bases: BC y AD............. (ВСГАР) 
* Lados no paralelos: AB y CD 

* Altura: BH ......... (BH-h) 

* Mediana: MN......... (MN//BC//AD) 


CLASIFICACIÓN DE TRAPECIOS 
I) TRAPECIO ESCALENO : 


Es aquel cuyos lados no paralelos son diferentes. 


П) TRAPECIO ISÓSCELES : 


Es aquel trapecio cuyos lados no paralelos son 
congruentes, aligual que sus diagonales. 


B C AB-CD 
NS ZA AC-BD 


a +0 = 180° 


Ш) TRAPECIO RECTÁNGULO : 


Es aquel trapecio donde uno de los lados no paralelos 
es perpendicular a las bases. 


B С 

АВ +CD 

AB 1 АР 

AB «CD 

\ 240-180 
A 
PROPIEDADES DE LOS 
TRAPECIOS 


I) En todo trapecio, la mediana es paralela a sus bases 
y su mediana es igual a la semisuma de las medidas 


de sus bases. E d 


O 
II) En todo trapecio el segmento que une los puntos 
medios de sus diagonales es paralelo a sus bases y su 
medida esigual ala semidiferencia de las medidas de 
sus bases. 


B С 


Al а=—— < 
Ш) TRAPEZOIDE : 
Es aquel cuadrilátero que no tiene ningún par de lados 
opuestos paralelos. 
B 


PROBLEMA 01: 


En cada paralelogramo ABCD, AB=3x-1 y 
CD= 2x+5; calcular “з? 


А) 2 В) 4 С) 6 D) 3 Е) 5 


RESOLUCIÓN: 


Como los lados opuestos de un paralelogramo son 
congruentes , entonces: 


B С  AB=0D 
>x=6 
А 2 RPTA : “С” 
PROBLEMA 02: 
En un cuadrilátero ABCD. 


та А=х; тч B-130*; тчС=80° y maD=2x- 
Calcular el valor de **x 
A) 40° B) 30° 
RESOLUCIÓN: 
Graficando: 


Pero sabemos que la suma de las medidas de los ángulos 
internos en un E: suman 360^, entonces: 


x+130°+80°+2x=360° 

> 3х+210°=360° 

= 3x=360" — 210° 

> 3х=150° > x=50" 
RPTA : “D” 


C) 20° D) 50° Е) 60° 


PROBLEMA 03: 
Calcular “х” en: 
A) 20* 
B) 30* 
С) 40° 
D) 60° 
Е) 70° 
RESOLUCIÓN: 

Como el ángulo exterior en “D”, mide 120?,entonces 


aplicaremos la suma de medidas de ángulos exteriores 
en un polígono, ya que es igual a 360". Así: 


3x+2x+3r+120"=360" > 8х=240° > х=80° 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 04 : 


En un trapecio isósceles ABCD, BC // AD; 
m<A=80" y ma D=7x+10° . Calcular: “a”. 


A) 20* B) 40* C) 30* D) 25° E) 10° 
RESOLUCIÓN: 
Graficando el trapecio isósceles: 

B e Luego 
maA-m«D 
7x--10*—80* 

C90" 7х+10фу, = х=10° 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 05: 
Calcular el perímetro del cuadrado ABCD. 


A) 42 | В C 

B) 2/3 

С) 1243 

D) 12/2 

E) 45 A D 
RESOLUCIÓN: 
Del cuadrado se deduce que: 

B C Luego dela diagonal, 


se obtendrá : 


6 
К  kJ2=6> k=- 
6 42 

D > k= Nds m2 
Se pide el perímetro, el cual será: 

—4k-4(3/2)-12/2  RPTA : «p» 
PROBLEMA 06: 
Calcular х”, si ABCD es un romboide, 
A) 13 25 
B) 12 
C) 11 
D) 14 
Е) 9 
RESOLUCIÓN: 


Como se trata de un paralelogramo. Luego por los 
ángulos alternos internos se obtendrá que: 


Ahora como : 
AD-BC 
12+x=25 


= х=13 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 07: 
Enel trapecio ABCD, hallar “PQ”, si: AP=PC. 
A)1 


RESOLUCIÓN: 
“Р” punto medio y PQ//AD “Ө” es punto medio 
Por propiedad de los puntos medios de las diagonales: 


pQ-32.0,5 
PROBLEMA 08: 
Calcular “n”; si ABCD es un romboide. Si: AD=14 
y CD-6 
A)12 
B)9 
C)10 
D)11 
Е)8 
RESOLUCIÓN: 


RPTA : “р” 


B : C 


Q ( NJ 
D 


* Como ABCD es un paralelogramo, luego se deduce 
que ABPD es un trapecio. 
* Luego aplicamos la propiedad de la mediana en un 
1448 _ 
2 


trapecio, se obtendrá: = n= 11 


@ Si: ABCD es un romboide, calcular x. 
B YC 


A) 30* 
B) 15* 
С) 40° 
р) 20° Ё 
Е) 18° А р 
623 En el gráfico, si PQRS es un rombo, calcular RP. 
А)1 Р Q 
B)542 
C) 248 
D)242 
E)2 
(03) Las diagonales de un cuadrado forman un ángulo 
de: 
A) 0* B)60 С) 90° D) 45° Е) 180° 
@ la figura es un cuadrilongo, calcular su perímetro. 
B e? г. 


2x +40") 
(Cj 


A) 32 
B) 29 6 


С) 30 


D) 40 


E) 20 MA 
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pis CUADRILATEROS Y 


@ Si AB//CD, calcular la mediana del trapecio 
mostrado. 
a 2 B 


A) 4 

B) 5 

C) 3 

4 р i 
E) 1 4-x 

(99) De la figura; calcular x. 


esun ie Ab 


A) 50° 
B) 75* 


A D 
(3) De la figura, бува si ABCD е 
C) 20° 
D) 60° 


@ Las bases de un trapecio Be 9 y 15. Calcular 
su mediana. 

A)S B) 8 C) 10 D) 12 E) 9 
@ Si el lado de un cuadrado АВСР” mide 8, calcular 


BQ, si AP=12/2. · ; 
A) 2 
B) 4 
C) 1 
D) 3 
A B Q 


E)6 


@ En un trapecio ABCD, M es el punto medio de 
AB, y N punto medio de la base mayor AD. Si CN 

biseca a AD en R, calcular RN; si RC=6. 

A) 1 B) 3 C) 2 D) 5 


@ En la figura mostrada; calcular «x» 


E) 7 


A) 6 
B)7 
C) 5 6+a 


D) 5,5 
E) 4,5 


@ en la figura, calcular «x». 
6 


A) 2 

B) 3 

C) 4 

D) 5 

E) 6 Бх 

(3) Los ángulos consecutivos de un paralelogramo 
están еп la relación de 2 a 3. Entonces el mayor de 
ellos mide : 

А) 72° В) 80° С) 108° D) 90° Е) 76° 
(o) El perímetro de un rectángulo mide 24m у su 
base es el doble de su altura. Halla la longitud de su 
base. 

A) 4m B) 8m C) 6m D)i0m E) 15m 
(2 en un trapecio la suma de sus bases es 36m 
¿Cuántos metros miden su base media? 

A) 18 B) 20 C)30 D) 20 E) 25 
(3) En un paralelogramo ABCD (AB > DC) se traza 
la bisectriz del ángulo D, qùe corta a AB en E. Si: 
BC=4em y DC-6em. Entonces EB mide: 

А) Іст В) 3cm С) 4em Р) 2ст Е) бст 
(9) En un trapecio la mediana mide 12cm. Y la base 
menor 10cm. ¿Cuántos em. mide la base? 

A) 10 B) 12 C) 14 D) 16 E) 13 
€0) la diagonal de un cuadrado mide 8em. ¿Cuántos 
ст. mide el lado del cuadrado? 

A1 B3 0242 E)d2 


D)442 


(03) En un cuadrilátero ABCD, т<А=40°, m«C -60* 
las bisectrices de los ángulos B y D se cortan en “Р”, 
calcular el ángulo Р. 
A)170* В)135° 


C)170* D)130? Е)140° 


GLOMETRIA PLANA 
(93) Del gráfico, calcular s: pg 


А) 4 
B) 2 
C) 6 
D) 8 
E) 10 


(93 Si: BC//AD 


A) 10 
B)8 
C) 12 
D)6 
E) 7,5 


D 
@ En un trapecio ABCD, ( BC//AD ) el ángulo A 


mide 70°y el ángulo D mide 40°; si 
AD=12m y CD=7 m. Calcular la medida del 
segmento BC. 

A)5 B) 8 C) 2 D)6 E)4 


(93) De la figura AB // СЕ; calcular EC. 
SIAB+BC=9. А 


А) 9 
B) 12 
С) 8 
D)6 
E)4 


> E^ С 
(9 En un cuadrado ABCD, se construye 
interiormente el triángulo equilátero AED. Calcular 
maAEB { ' 
А) 76° В) 60° €) 50° D) 80° E)90* 
62 En un rombo ABCD, AB=5 ;m«A=53". 


¿Cuánto mide la altura BH relativa a CD? 
А) 4 B)3 C) 2 D) 1 E) 1,5 
(63) En un trapecio isósceles la diagonal mide el doble 
de su mediana. Calcular la medida del ángulo formado 
porlas diagonales. 

A)45* B)60* C)30* D) 150° E) 90° 
(09) Las diagonales de un trapecio miden 10 y 12. 
Calcular el máximo valor entero que puede tomar la 
medida de su mediana. 
4)7 —  B)8 D)10 


C)9 E) 11 
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O сыгыш» BE BC // AD 

B 4 cs 
A) 6 b 
B) 9 9 
С) 13 
D) 15 
E) 27 


3a, 3b 


A 12 D 

(a) En la figura calcular AD, si BC // AD 
4 

A) 10 B, aC 
B)9 
C) 7 6 
D) 8 
E) 6 

A^ D 
@ Si ABCD es un romboide. Calcular “х” 
A) 10 n E 
B) 9 
C) 13 
D) 6 
E) 8 A D 


@ En un rombo ABCD se traza BH 1 AD, tal que 
AH-HD. Calcular m«C . 


A)30* B) 45° C) 40* D) 60° E) 75° 

(13) En un trapecio ABCD se sabe que : 
maB=2m<D; BC=4; AB=5 

Calcular la medida de la base mayor AD. 

A)6 B) 7 C) 8 D) 9 E) 10 


(13) En un romboide ABCD se traza la bisectriz DM 
(Men BC).Si AB=6, calcular la medida del segmento 
que une los puntos medios de AM y BD 

A)2 B)3 С)4 D)6 E) 2V3 


49 En la figura el lado del cuadrado ABCD es 2, 
calcular PB. B C 


A) 43-1 
В) 4- 243 
C) 43 41 
D) 243 - 2 
E) 2-./2 


A? 2D 
(12 En un trapecio ABCD, maA=m<D=90", M es 
punto medio de BC. Calcular maADM , si AD=2k, 
AB=k-a y CD=k+a. 
A)30* B)60* E) 37 


С)45°  DJ53 


EDICIONES RUBIÑOS ES 
@ En un trapecio ABCD, BC//AD: 
mxA=7a ; maD-4a ; AB-BC-AD. 


Calcular: a 
А)18° В)12° С)15° Р)10° Е)9° 
(9) En un cuadrilátero ABCD 


m<A=80"; maC=120 
¿Cuánto mide el mayor ángulo que forman las 
bisectrices de los otros dos ángulos? 
A)100* B)110* С)120° D)150? Е)170° 


€0 En la figura ABCD es un cuadrado , calcular “х” 
ar Mo aom E 
B) 45° 

C) 15° V 

D) 37 

E) 53° 


@ En el trapecio ABCD m<A=m<B=90", la 


mediatriz de CD intecepta en E, а la prolongación ВА, 
tal que: AE=BC. Calcular la maD 


A)15* B) 20° C) 30* D) 60° ` E) 45° 


(E) En un trapecio isósceles la base mayor mide 60 
em, y los lados no paralelos 30 em. Si sus diagonales 
son perpendiculares a los lados no paralelos , la base 
menor mide: 

A) 60 B) 37 C) 20 D) 30 E) 40 


(03) En un trapecio ABCD la base menor AB es igual 
a la altura BM, el ángulo A mide 135? y el ángulo B 
mide 150^, calcular el perímetro de este trapecio , 
sabiendo que AB=20. 

А)130+ 2- B)/2+10/3  C)200+10/3 
D)100--20 42 + 204/3 E) 2042-- 40/3 
@ Si ABCD es un trapecio, calcular “х” 


AY _ CUADRILATEROS X 


(03) En la figura mostrada , calcular “х” 
9 

A) 11 

B) 15 

C) 14 

D) 12 


E) 18 
) 4 


E) 
(93) En la figura mostrada , si ABCD es un trapecio ; 
calcular MN. 


A) 7 
B) 6 
C) 5 
D) 4 
E) 3 


(62) Si АВС” es un cuadrado , calcular “x” 


A) 1 В 12 C 
B) 2 
C)3*" 
D)4 
E) 6 Y 
ЕС 
dulci 


@ Calcular la medida del lado de un cuadrado que 
tiene el mismo perímetro de un triángulo equilátero 
cuyo lado mide 12. 


A)6 B)10 C)12 D)9 
(03) “А”, “B” y “С” son cuadrados. Calcular: 


Perímetro (A)+Perímetro (B) r£ 


Perímetro (C) 


E) 8 


A) 1/2 B)1 С) 2 D) 3/2 E)4 
(E En un rombo ABCD se traza BH 1 AD, tal que 
AH=HD. Calcular la maC 

A)30* B)45* C) 40* 


D)60 Е) 75° 


GEOMETRIA PLANA AE 
(03) ABCD : Rectángulo, А0= 


(03) En un romboide ABCD las bisectrices interiores 


de A y D seintersecan en un punto de ВС. SiAD-18. 
Calcular el perímetro del romboide. 
A) 28 B) 45 C) 54 D) 56 E) 60 


@ 51 ABCD es un cuadrado y СЕ=15, calcular la 
diagonal. 


B c 
A) 1542 

B) 942 

C) 36 

D) 1242 

E) 48 H Б >. 


(3 Si ABCD es un romboide ; BC=8 y CD=5; 
calcular NB. 


N B C 
\/ G 


(63 En la figura ; BE y DE son bisectrices interior y 
exterior respectivamente. Calcular '*x'* 


B, с 


Е 
(9) Se tiene un paralelogramo ABCD , sobre Ср se 
ubica el punto medio "M" tal que m4ABM- 90^ 
Calcular AD, AB=6 y MB=4. 
AJ4  B)5 С)6 


D)6,5 E)7 


(xos] |] ^^ LA ENCICLOPEDIA 2012) 
ZOE. Calcular “х” (9) Si ABCD es un cuadrado ; calcular “х” 


A) 30° € 
B) 40° 
C) 45° 
D) 50° 
E) 55° 
A D 


(3) ABCD : Paralelogramo. Calcular “х” 


@ Si ABCD es un rectángulo : HE=EC, ВЕ=7 y 
ED=13 ,calcular AH. 


A 


Calcular RS. B R C 


(43) En la figura ABCD : Cuadrado de perímetro igual 
a 16. Calcular “х” 


4 р 
(£9) en la figura ABCD : Rombo , ВС=10 у AG=16. 


A)6 
B)7 
C)8 
D) 9 
E) 10 
A H D G 
(2 En la figura ABCD : Cuadrado CQ-QP. 
Calcular “a” 
B с 
А) 60° 
В) 30° 
С) 75° 
D) 37 
Е) 45° 
Ачи 
Р 
@ En el rectángulo ABCD si BQ=6 ,calcular el 
máximo valor entero de PQ. 
a 
в 4 


rombo, si una de sus diagonales mide igual que uno de 
sus lados. 
А)45° В)53° С)75° D)60* Е)90° 


03) Enun romboide ABCD se traza la bisectriz DM 


('*M" en BC). Si AB=6 , calcular la medida del 
segmento que une los puntos medios de AM y BD 


A)2 B)3 C)4 D)6 E) 2/3 
(03) La diagonal de un cuadrado mide 6./2 . Calcular 
el perímetro del cuadrado. 

A)18 B)20 C)24 D) 30 E) 36 


(93) En un paralelogramo ABCD, m«A=3x+20 y 
maB-2x +30. Calcular “х” 

A)138* В)26° С)18° D)36* E) 40* 
(03) Se tiene un romboide ABCD; ВС=5. “М” es 
punto medio de CD y т<АВМ =90°. Si AB=6, 
calcular т4А 


А)з7° B)4. C)5$à | D)90 E)60 
D ио) D 


OBJETIVOS : 
* Definir al cuadrilátero. 
* Definir al paralelogramo. 


* Conocer la clasificación del paralelogramo y sus 
teoremas. 


* Aplicar los diversos teoremas en la resolución de 
problemas de cuadriláteros. 


INTRODUCCIÓN : 


Desde la antigúedad el hombre hizo demarcaciones de 
terrenos, dándoles ciertas formas geométricas entre 
la que destaca la forma rectangular por la facilidad en 
la que consistía realizarla y facilidad de distribución y 
medida. Además esta forma geométrica se uso en las 
construcciones con el objetivo de aprovechar la 
estabilidad que ofrecen. Por ejemplo “la fortaleza 
antisísmica de Ollantaytambo” cuyas paredes 
están hechas de piedra cuya forma es de trapecio 
isósceles. Con este análisis histórico podemos percibir 
que el estudio de los cuadriláteros nos ayudará a 
entender porque muchos objetos que vemos en nuestro 
entorno (paredes, pizarras, cuadernos, etc.) son de 
forma cuadrangular. 


Б 


15C 


Es aquel polígono de cuatro lados. Puede ser convexo 
o no convexo, C 


En la figura, М ABCD: convexo 
* Ladosopuestos: AB y CD, BC y AD 
* Ángulos opuestos: « BAD у «BCD,«ABC у «ADC. 
* Diagonales: AC y BD - 
* Suma de medidas de ángulos interiores. 
ar B-0-y-—360* 


En la figura, AABD: no convexo o cóncavo. 
* Diagonales: AC y BD. 
CLASIFICACIÓN DE LOS 
CUADRILÁTEROS CONVEXOS. 


La cuadriláteros convexos se clasifican según el 
paralelismo de sus lados opuestos, en: 


TRAPEZOIDE : 


Es aquel cuadrilátero convexo que no presenta lados 
opuestos paralelos. Un trapezoide puede ser simétrico 
(trapezoide donde una de las diagonales es parte de la 
mediatriz de la otra diagonal) o asimétrico (trapezoide 
que no cumple la condición del trapezoide simétrico). 


E CUADRILATEROS Ш 


* En la figura, СУ ABCD: trapezoide simétrico. 
* Entonces: AC es parte de la mediatriz de BD. 
Cc 


* En la figura, У ABCD: trapezoide asimétrico. 
TRAPECIO : 


Es aquel cuadrilátero convexo que solo tiene un par 
de lados opuestos paralelos. 


A H { Vos D 
En la figura, si: BC//AD, AB / CD entonces 
A ABCD es un trapecio. 
* Bases: BC y AD 
* Laterales: AB y CD 
* Altura: BH 
* Base media: MN 


CLASIFICACION DE TRAPECIOS : 


Los trapecios se clasifican de acuerdo a la longitud de 
sus lados laterales en: 


TRAPECIO ESCALENO : 


Es aquel trapecio cuyos lados laterales tienen diferente 
longitud. B e 


En la figura, si: BC // AD y AB +CD 
> Cx ABCD: trapecio escaleno. 
B С 


р 
Еп la figura т< ABC = mq BAD = 90° 
> A ABCD: trapecio rectángulo. 
Recto en A y B. también es un trapecio escaleno. 


TRAPECIO ISÓSCELES : 


Es aquel trapecio cuyos lados laterales son de igual 
longitud. C 


4 


di 2139 А D 
Enla figura, si: BC // AD y AB = CD 


б 73 A ABCD: trapecio isósceles 
Ue* PROPIEDAD ; 


m<BAD=m<CDA y AC=BD 
PROPIEDADES EN TRAPECIOS 


1) MEDIANA EN TRAPECIO 2 


En todo trapecio, la base media es paralela a sus bases 
y su longitud es igual a la semisuma de las longitudes 


d bases. 
e sus bases Р b 


А—————а———“р 
* En la figura, MN ез la base media del trapecio 
ABCD. 
a+b 


* Se cumple: MN || BC > ах 
OBSERVACION : pi 


mo 


АК O UEM 


En la figura ABCD: Trapecio rectángulo. 
Si: M es punto medio de BC y MN і AD 
Se cumple: x-y > т=210 


П) SEGMENTO QUE UNE EL PUNTO 
MEDIOS DE DIAGONAL : 


En todo trapecio el segmento que une los puntos 
medios de sus diagonales es paralelo a sus bases y su 
longitud es igual a la semidiferencia de las longitudes 


de dichas bases. 
Br—5—c CLASIFICACION DE LOS 
A PARALELOGRAMOS 
¿GS ROMBOIDE : 
Es aquel paralelogramo quetiene los lados consecutivos 
de diferente longitud y sus ángulos interiores tienen 
A D medidas distintas de 90”. No es equilátero ni 
—— а ———————À equiángulo. 
* Enla figura BC // AD, P y © son los puntos medios B 5 eE 
de AC y BD respectivamente. 


*Se cumple: PQ//BC — x=? 


NOTA: 
En la figura, M es punto medio de AC y MH LBD 


En la figura, / 7 ABCD: romboide 
ROMBO : 


Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de igual 
longitud y sus ángulos interiores tienen medidas 
distintas de 90°. Es equilátero yno equiángulo. 


Es aquel cuadriláitrácilivexo que tiene sus dos pares 


de lados ороон руя 


En la figura, C7 ABCD: rombo 
RECTANGULO : Ы 


зан nula A 90°. Es 
equilátero. MES : 


Ак Y 
En la figura, CCJABCD: rectángulo 
CUADRADO + 


Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de longitud 
y las medidas de sus ángulos igual a 90°. Es equilátero 
y equiángulo, es decir que el cuadrado es un polígono 


* En la figura, [ JABCD: Cuadrado 
O: Centro del cuadrado. 
PROPIEDAD : 


En un cuadrilátero convexo o | no convexo, el 
cuadrilátero que tiene por vértices a los puntos medios 
de sus lados es un paralelogramo. 


N bC 


* En la figura, M, N, L y T: puntos medios de 
AB, BC, CD y AD respectivamente, 
* Se cumple: 

Z—/MNLT: Paralelogramo 


b us 


CUADRILATEROS n 


PROBLEMA 1: 


Calcular “x” en el trapecio : 
B 


A) 15 
B) 18 
C) 12 
D) 17 
E) 19 
RESOLUCIÓN: 

* Como las bases de un trapecio, son paralelas , luego 


completamos los ángulos (por alternos internos). 


*Luego de formarse 
/. \ E d triángulos isósceles 
Al A Bo a n m obtendrá: 
8. 10 x=8+10=18 
= | 
e RPTA : “В” 
PROBLEMA 2: 
A En el trapecio, calcular “х”. 
2 B 2a-3 С 
В)152 р Q 
C) 31/4 
D)6 
mat 4x-14 5 
RESOLUCIÓN: 
* Por la propiedad de la mediana , se obtendrá : 
ar 28-3 65 T4 > 31-4х > € 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 3: 
En la figura: BC // AD, calcular "a" y "g" 


RESOLUCIÓN: 
* De la figura: 70° 8 = 180° (ángulo consecutivo en 


un trapecio). > 8=110° 


* Ahora: 2a — 5° + 2+ 6*—180? (ángulo consecutivos 
enun trapecio).> 34-180? > а=60° 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 4: 
Si ABCD es un paralelogramo, calcular “AC”, 


B) 8 
C) 10 
D) 12 e 
E)9 H 
RESOLUCIÓN : 
* Las diagonales BD y AC se bisecan: 
* Entonces el ¿-. AOH es notable (30? y 60°) 

> AO=4 > AC-2(4) 
* Luego: AC = 8 

RPTA : “В” 


PROBLEMA 5: 
En el trapecio ABCD , hallar “PQ”, si: AP = PC 


A) 4 
B)5 
C) 10 
D) 3 
EJ2 A 


RESOLUCIÓN: 

* Como “P” es punto medio y PQ// AD — "Q" es 

punto medio. 

* Por propiedad de los puntos medios de las diagonales; 
13-7 


PQ=A==3 

2 RPTA; “D” 
PROBLEMA 6: 
En un trapecio de ABCD: 

m<AÁ maB _ maC. maD 
iar. ве 2 

hallar: m« D 
A) 20° B) 30° К 40° D) 45° Е) 60° 
RESOLUCIÓ. ai 


* Por datos los ааа "A, “В”, *C" y “D” son 
proporcionales а. 3; jb; ;6y2. 


* Entonces :. B 


| UOTE Ба; maC—6a y maD=20 
* Como la suma de los ángulos internos es igual a 360° 
>34 4 bar 6a+ 2a= 360 

070 316a = 360" а= 22,5 


¿Luego el ABCD:esisóaceles: > EC 


* Luego: maD=2a=45” E usw ER: He 

> ЮРТА: : ш» 
PROBLEMA 7; 

Calcular la mediana del trapecio ABCD, si:BC = 4u. 
AC 


RESOLUCIÓN: 
* Se traza CH 1 AD 
> ABCH es un rectángulo: 


AB=CH=a 
AC AH = BC = 4u 


4и 


D 


9% 
du H du z 
* Además : Ъ ABC = ACHD ......... (A-L- A) 
> HD = BC = 4u 
4+8 


> ENABCD : MN 2—,-26u— 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 8: 
Si ABCD es un romboide, tal que: AD=14u y CD=8u. 


Hallar la longitud del segmento que une los puntos 
medios de AB y ED. 


A) 8u 
B) 10 
C) 12 
D) 14 
E) 9 A 
RESOLUCIÓN: 


A 


* Como BC / AD z 
> m<CED = т4Е1 


14u. 


EDICIONES RUBINOS рем 
* z ABCD: BC=AD=14> BE=14-8 = 6u 


*5ABED: мм=5+4 =10и 


- RPTA : “В” 
PROBLEMA 9: 
La suma de las distancias desde los vértices de un 
romboide a una recta exterior es 24u. Calcular la 
distancia del punto de intersección de las diagonales a 
la misma recta exterior al romboide. 
А)би B)8 C) 10 
RESOLUCIÓN: 


* Sea ABCD el romboide y T, la recta exterior. 


D) 5 E) 4 


* Por dato del problema: a + b + c + d = 24и 
+ œ ABCD : АМ = MC; BM = MD 


VESACHRS mE o s 
* OABDGF: ess Ыым а ED 
* De (I) + (II) : pi 
g,- 2* b*e*d 5 ro Ltb+erd_ M _ gu 
2 2 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 10 : 
Si: CD = 10u, hallar la longitud del segmento que une 
los puntos medios de AC y BD. 


в c 
A) 4u 
B) 3 
С) 3,5 
E)6 J 
RESOLUCIÓN: 
* Se prolonga BÇ y se traza DH | BC. 


a Cc: 8 


m CUADRILATEROS H 
> maCDH =90° - 37-69" 
+ D снр (Ade 37 у 53°): сн-10(4)-в 


*DABHD: Ар = ВН = 8 +a 
-8+а-а_ 


*CXABCD: x 2 


4u 

] ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 11: 

51: АС = 24u , calcular la longitud del segmento que 


une los puntos medios de AN y MC. 


HB 

A) 6u 
B) 5 
C) 4 
D) 3 M, N 

A 27 uc Ch c 
RESOLUCIÓN: 
* Como: AC=24u => MN- E -12u... (base media) 
*AAMNC: por RI 


s RPTA : “A” 
ROBLEMA 12 : 


En un paralelogramo ABCD, se traza BM bisectriz 
del ángulo ABC (*M" en AD) siendo: 

AM = MD; BC = 10u y BM = 6u. 
Calcular la distancia de “С” allado AD. 
C) 4,2 


А)би В)5 
RESOLUCIÓN : 


D) 5,4 Е) 4,8 


a 
H 


ч 


* —ABCD : 
Ар = ВС =10и > АМ = Мр =би 


* Como: BC/AD m<xAMB=maMBC=a 

* AABM (Isósceles): АВ = АМ = би 

* Se traza: АЕ | ВМ > BF-MF- И -5 =з 

*DABF :(Exde53 y 37) =a=53 

*Setraza: MN 1 ВС > MN-CH-x 

*b. MBN (D de 53^ y 37) x=2(4)=4,8u 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 13; 
Hallar "x", si: maBCM -78 y 2AD=3BC. 


E OA 


* Como: 2AD = ЗВС > AD = За y BC = 2a 


*Setraza: DH | BC 
* C2JABHD: BH = AD = 3a CH =a 
* Se traza: DE L MC 
* ADBE : Como CM es base media 

= HE=a y ma E=m4 BCM =78° 
* ACDE (Isósceles): => m 4C =m 4E = 78° 

> х=180° – 2(78°) > х= 24° i 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 14: > 
Los lados AB, BC y CD de un trapecio ABCD son 
iguales. Si AD es paralelo a BC y tiene el doble de la 
longitud de BC ; la diagonal AC: ki 


A) es perpendicular a la diagonal BD- 

В) Es la bisectriz del ángulo A. ` 

C) Tiene por longitud eb promedio de las 
longitudes de AB y AD 
D) Tiene como We © el promedio de las 
longitudes de AB вр. 


E) Divide еп partes iguales a la diagonal. 
RESOLUCIÓN : Е 


* Graficando : 


Ср yas 
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* Беа: ma BAC =0 
* De la figura: AABC : isósceles 
* Luego: таВСА =0 


* AACD: (Por alternos internos) 
m<CAD=maBCA=09 

*En ABCD : AC : Bisectriz del ángulo А. 

RPTA : “В” 

PROBLEMA 15: 

Dado un terreno cuadrangular , cuyas diagonales 

miden 80m y 100m respectivamente ; se pregunta el 

propietario del mismo por la magnitud del perímetro 

y este contesta que no recuerda bien si la longitud es 

370 6 380. lo más probable , es : 

А) 380m. B)370m. C)220m. D) 160m. 

RESOLUCIÓN: 

* Graficando la forma cuadrangular del terreno. 

a 


“е^ 


b 


E)420m. 


с 


* Sea el perímetro: Р= а +6 + с + а 
+ Рог даіо: ОМ = 80, NP = 100 


* De la figura ; por desigualdad triangular : 
AMNO:OM<a+d 
AMPO: OM <c + b 
AONP: МР <а + b 
ANMP: МР <а + b 


* Sumando 2(0M + NP)<2(a+b+ec+d) 


Perímetro 
* Luego: 
OM + NP < p....... М тутлы. нее АИ Y! 
* También 


AMNQ: d < МӨ + М 
AOQP: b < OQ + QP 
ANQO: a « OQ * NQ 
AMQC: c < MQ + QP 


* Sumando : OM BUE 
a+b+c+d<2(MQ+NQ+0Q+0QP) 


Perímetro < 2 (OM + NP)........... 
OM + NP<p<zí( 


EDICIONES RUBIÑOS [ШЕ] 2 
* Reemplazando : 180 < p< 360 > p= 220 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 16: 
Enun trapecio ABCD, de bases AB y CD, se trazan 
las bisectrices de los ángulos A y D que se cortan en R 


y las bisectrices de los ángulos B y C que se cortan en 
S. Hallar RS, si AB = 4, CD=12, AD=7 y ВС = 9. 


A B 


AJO B)4 
RESOLUCIÓN: 
* Dada la figura : 


D)1 


7 
С) 
e 


=з { 
18 7.8 

* Prolongamos BS y AR hasta que corten a DC en 
“T” y “Q” respectivamente. 
* De la figura : 

ATCB: isósceles BC-TC-9 -BS-ST 

* AADQ: Isósceles AD=DQ=7 AR=RQ>TQ=4 
* Unimos AT y BQ y observamos el siguiente trapecio: 


* Como RS es el segmento que une los puntos medios 
de las diagonales : 

NOTA: 2 2 

* Del primer gráfico : 

R y S miden 90° porque son bisectrices de ángulos 


MN, CUADRILATEROS П 


conjugados internos. 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 17: 
En la figura, los lados AB y CD son paralelos. 
Si: AB = 5 y BC = 12. 
Hallar la longitud del segmento CD 
c 

A) 17 
B) 12 
C) 20 [37] 
D) 10 BA d 
E) 18 
RESOLUCIÓN: 

С 


Í BÉC=D=0..... (correspondientes) 
A QE ABE=D.......... (Lados paralelos) 


* “Diego? CÊE=0 yel ABEC es isósceles 
>CE=BC=12 


SM * * Además en el paralelogramo ABED: 


ED=AB=5 


* Finalmente: CD = СЕ + ED = 12 +8 = 17 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 18 : 


En el trapecio ABCD mostrando , los ángulos € y Â 


miden 144? y 72? respectivamente. Si la diferencia de 
las bases es 24. Hallar CD. . 
B c 

A) 30 144° 
В) 18 
С) 24 
D) 12 
E) 6 


Aca 2 


RESOLUCIÓN: 
B a 


A 


юк bh 
* Se traza: 


CE || AB => ABCE es paralelogramo 
=> AB=CE л BC=AE=a 


GEOMETRIA PLANA 
* Además; a4BAD -aBCE  4ВСЕ =72° 
+ Luego: 
` ACDE (isósceles) > CD-ED => x=b- a=24 
i RPTA : “С” 
PROBLEMA 19: 
Si ABCD es un trapecio isósceles y CDE un triángulo 
isósceles , hallar x. E 


A) 45° 
B)50 
C) 60° 
р) 55 
E) 47 
RESOLUCIÓN: 


* En todo trapecio А 
isósceles: La suma 


de dos ángulos 
opuestos es 180”. 
= тС=75° D — C 
* Luego: ACDE : 
30°+ 30°+ 75°+ х = 180° > х=45° 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 20: 

ABCH y GDEF son 2 cuadrados iguales , BC= 4 cm. 
y GC = 7cm. 


Hallar el perímetro de AE 
E) 32 


RESOLUCIÓN: 


* Dela figura: GC 2.7 M 


A) 24cm. 
B)28 
C) 36 
D) 30 


* Además: — 4 
сн+нс=7 9 
>4+HG=7 
2HG-3 


RPTA : “В” 
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PROBLEMA 21: 


En un trapecio escaleno ABCD , las bases AD y ВС se 
diferencia en 40 ст, M es punto medio de la base 
menor BC y N de la base mayor AD. Además la suma 
de las medidas de los ángulos: BAD y CDA es 90°. 


La medida del segmento MN es centímetros es : 


A) 10 B) 20 C) 30 D) 40 E) 50 
RESOLUCIÓN: 
* Piden :x Ж 
AN 
*Datos: 2a-2b=40>a-b=20 


а+0=90° => maAPD =90° 
* Se observa : 
* PN mediana del МАРР > PN = a/2 
* pN mediana del À BPC РМ = b/2 


* Luego : «==?» x=20 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 22: 
En un rectángulo ABCD, en la prolongación de др 
se ubica el punto M, tal que AD=DN=3, 
ВМ CD-(N): las prolongaciones de AN y ВС ве 
intersecan en F . Si: NF - 242 . Calcular AB. 
A)2 B)3 р) 4 Е)7 
RESOLUCIÓN: 
* Piden = AB = x 
AD = DN >ADN : 
notable 45? 


С)5 


* МСЕ: 
notable 


45-5 МС=СЕ=2 ESA 87 2d 
* HABCD: Buca um BON EE TDS we. 
dicm SS RPTA: "C" 


EDICIONES RUEINOS ух @ 


PROBLEMA 23: 

En un rectángulo ABCD ,en AD se ubican los 
puntos M y N(MeAN) tal que AB=4 y 
m<ABM = т4№Ср =45°. 

Calcular la longitud del segmento que tiene por 
extremos los puntos medios de BN y СМ. 
A) 1 B)2 С) 3 D) 4 
RESOLUCIÓN: 


E) 5 


* Piden : 


EF 
* De la figura ABAM y E NDC : notable 45° 
-АВ = АМ = ND = Ср = 4 
_(8+ a)-a 


*ABMNC : Por propiedad EF =4 


RPTA : 
PROBLEMA 24: 
Se tiene un cuadrilátero convexo ABCD ; se prolonga 
los lados AB y DC cortándose en P de la misma 
manera se prolonga los lados CB y DA cortándose en 
M. Si «B+<D=196" entonces el ángulo que forman 
las bisectrices de los ángulos, M y P al 
intersectarse es: 
A)102° В)100° 
RESOLUCIÓN: 
* Piden : x 


C)96* D)98* E)86* 


* Se observa (APQMD): 
х=т+а+ В .(I) 
También (AMBPD): 


D 


mtn 


* Luego (2(1) - (I): 2x - nzm = х= 


* Deldato: т+п=196° > xz IP eger 
RPTA : “D” 


E) 15° 


LI D ” 
- respectivamente. Si un lado no paralelo determina un 


PROBLEMA 25: 

En la figura, hallar el ángulo a. ГА 
А) 20° 

В) 10° P 

C) 12° 45°-о. 


D) 30° 
N 


RESOLUCIÓN : 

* Piden: a 

* Se traza: LH | NP 

> maLPH = 45°= maPLH 


* Luego : PH = HL 45°-а 
* Sea: HL =4 ..........(I) 
> LP=a/2=LM=MN 


* De (I) y (П): NHL notable de 30^y 60° 
NUT ERUNT RPTA : “E” 

PROBLEMA 26: 

Enun trapecio rectángulo las bases miden 4 y 10 cm. 


ángulo de 60? con la base mayor ¿Cuándo es el 
perímetro del trapecio?. 


A)5+/23 ст. B)4/3cm. C)26+6/3cm. 
D)13+2/3em. Е)8+54/3ст. 
RESOLUCIÓN: 

* Piden : 


S apretbid ecce) 


4—4 
B c 


*Setraza: CH 1 AD 
=> AH =4 a СН = АВ=а 
* Luego : HD=6 
+A CHD:notable de 30? y 60° 
CH=a=6/3 ACD=b=12 
* Reemplazando en (1): 


2. Ancp- 63-12-14 


> ipcp- 264-643 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 27: 
En la figura hallar la longitud del segmento que une 
los puntos de las diagonales. 


po P B c 
A) 12m. 
B)4 
C)2 
D) 6 : 
Е) 10 A D 
RESOLUCIÓN: 
—À€ 


* Dela figura , piden : x 


* Propiedad: х= ©” 
* Se observa: CH = АВ=12 ^ AH =b 
* También: HD=12 ...............( OCHD isósceles) 


>a-b= =1234=%= =6 
RPTA : 


«n» 


PROBLEMA 28: 
Calcular 20, si ABCD es un trapecio isósceles. 


A) 36° 
B) 45° 
С) 15° 
р) 20° 
E) 22°30' 


RESOLUCIÓN : 


E. meBAD=m<ADC=60 (trapecio isósceles) 


"Марага 80+00°=180° ......... (S, internos) 
> 20=22*30' 


PEER m ЕРТА : “E” 
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PROBLEMA 29: 


En un trapecio isósceles la suma de las bases es 24u y 
la altura би. La suma de las longitudes de las 
diagonales es: 

A) 13u B) 14 
RESOLUCIÓN: 


C) 26 D) 28 E) 18 


* Piden: 2d 
* Datos: a+b=24ACH=5 
* Calculando : “d” 
* Se prolonga : 

AD hasta P ; DP=BC=b > BD=CP=d 
* AACP : AH= HP = 12..........(propiedad) 
* АНС (teorema de Pitágoras) : 

d*=12%+5* > d=13 

* Entonces : 24=2(13)=26 


RPTA : *C" 


PROBLEMA 30: 


En un trapecio ABCD, la base menor AB es igual a la 
altura AH, el ángulo en A mide 135” y en B mide 
150°. Calcular el perímetro del trapecio , sabiendo que 
la mitad de la tercera parte de la base menor vale 20m. 
A)600m В)120 C)120/3 D)120(5+/2+/3) Е)200(5+/3) 
RESOLUCIÓN : 


277, 


* Piden: 
k=a+b+e+td eren (ll) 

*Delenunciado: 1/4 
E $) 20 > d=120 
2 ( 3 

* Se traza : BH L HC 

> maMBC=60", HM-AB-120 ^ BM=AH=120 

* IXBMC: notable de 30? y 60° ; 


=> MC=120/3 ^ BC=c=240.. 


EDICIONES RUBINOS SJ 


+ БАН: notable de 45? y 45° 


DH =120 ^ AD=a=120/2 
* Luego: 
b=DH + HM + МС=120+120+120-/3 


>b=240+120/3 
* Reemplazando en (I) : . 


k-120424 240-- 12043 +240+120=120(5+/3+/2) 
RPTA : 


«р ” 


(93) Calcular “х” 


A) 18° 
B) 20° 
C) 15° 
D) 30° 
E) 17° 


(63) Calcular "x". в c 


A) 40° 
B) 30° 
C) 60° 
D) 50° 
E) 70° A D 


@ Si ABCD es un romboide , calcular “ж”. 


@ Calcular "x", si ABCD es un trapecio isósceles. 
С 

А) 30° 57 5x20 

B) 15* 

C) 20° 

D) 16* 

E) 24* А! 


@ Si “ABCD” es un paralelogramo , calcular "9 — а" 


(69) Hallar el perímetro del romboide “ABCD” . 
Si: AD=8; CH-3J3. 


А) 9 y 15 
- D)12 y 20 


> O Calcular el perímetro de un rectángulo cuya 


A) 32 60) 
B) 28 

C) 36 

D) 49 

E) 40 A y 


(92 Hallar “PC”, si “ABCD” es un romboide , 
AD=13; CD=6. 


A)6 

B) 6,5 

C)7 

D) 7,5 

E) 8 A D 


(03 Si “ABCD” es un rectángulo, calcular “x” 


B, C 


A) 118° 
B) 114* 
C) 124* 
D) 128* 
E) 132^ 


C 
(93) Hallar dos lados de un rectángulo cuyo perímetro 
es 48 y la relación entre sus lados es de 3 a 5. 
B) 6 y 10 C) 18 y 30 
E) 16 y 32 


diagonal mide 20 cm y la relación de sus lados es de 3 
a4. 
A) 48 B) 52 C) 64 D) 62 E) 56 


(3) Hallar *BP", si "ABCD" es un rectángulo , 
D) 15 


BC-9; PD-3. 
By c 
E) 6/2 UM 'D 


(A) Hallar la diagonal de un cuadrado, si su perímetro 
es 48y. 
А) 12/2  B)6J2 C)12 р) 24 Е) 18 


(3) Si “ABCD” es un cuadrado y “APD” es un 
triángulo equilátero , calcular “х”. 


i VAT 


A) 12 
B) 10 


C) 1042 


B) 75* 
C) 70* 
D) 50* 
E) 90* 
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9 a 
@ Calcular la mediana de un trapecio cuyas bases 
miden 24 em y 48 cm. 

A) 36m В) 32 C) 48 D)42  E)84 
(13) Las basés de un trapecio miden 10 y 28. Calcular 
la longitud del segmento que une los puntos medios 
de las diagonales. > 

A)7 B) 6 C) 10 D) 12 E)9 
(19) La mediana de un trapecio mide 184. Si las bases 
están en relación de 1 a 3 , calcular la base mayor. 
A)27u  B)9 C) 24 D) 18 E) 25 


42 El segmento que une los puntos medios de las 
diagonales de un trapecio mide 6y. Si las bases están 
en relación de 2 a 5, calcular la base mayor. 

A) 12 B) 18 C) 24 D) 30 E) 20 
(3) Los ángulos interiores de un trapecio isósceles 
miden "8 y 38". Calcular "9". 

A) 30° B) 36° С) 45° р) 37 Е) 60° 
@ Calcular la mediana del trapecio rectángulo 
mostrado. 


А) 7 
B) 8 
C) в 
D) 6,5 
E) 85 


@0 Calcular la mediana del trapecio rectángulo 
mostrado. 


A) 5 
B)6 
C)7 
D) 5,5 
E) 6,5 


ED Si: BC//AD; MP-4; MN-11. Hallar: “PQ”. 


A)2 BS 

B) 3 A 

C)1 

D) 4 " 

E)5 

[E D 

€3 BC//AD; AH-13. Calcular la mediana del 


trapecio isósceles “ABCD”. 
БЛ; zs Š 


Q3) Si la mediana del trapecio isósceles “ABCD” 
mostrado mide 775. Calcular: “HD”. 


A) 16 B 
B) 34 
C) 17 
D) 32 
E) 30 
: D 


© AB-CD; BC// AD; AH=5. Calcular la longitud 
del segmento que une los puntos medios de las 
diagonales. B 


E)6 A г. D 
ES) BC// AD; AB=CD; HD=9. Calcular la longitud 
del segmento que une los puntos medios de las 
diagonales. B c 


A) 4,5 
B)9 
C). 6 
D)5 
E) 5,5 


TAREASDOYITOIETARIA 


(03) BC//AD; BP-PF ; CQ-EQ 
АВ=8; CD-10; AD=14 y BC=5. Hallar “PQ”, 


A) 1 Bo ze 
ji. V 38 
C) 0,5 

D) 2 A 

E) 3 


(3) Calcular el perímetro de un rombo cuyas 
diagonales miden 6 y 8. ] 
A) 20 B)25 ` C)30 


D) 15 E) 14 


(3 Si “ABCD” es un rectángulo, calcular "x^, 


A) 26° Bg 
B) 50° 

C) 30° 

D)28 as 
E) 30° Am 


EDICIONES RUBIVOS Тул 


(03) BC//AD ; АМ=ВМ ; CN=ND. Hallar “х”. 
4 
B С 


A) 6 

В) 5 ; 

C) 4 M, N 
D)S 


E)7 


A D 


3x 
(3) BC//AD; BC=6; AD=18. Hallar "AH". 


A)5 В, С 
В) 6 
С) 7 
р) 4 


E) 8 as, - 


PACA AM 


TRAPECIOS 


(93) En un trapecio rectángulo la altura mide 2/3 y la 
base menor 4. Si la base mayor determina con uno de 
los lados un ángulo que mide 30°, calcular la mediana. 
А)4 B)5 C)6 D)7 E) 8 
@ En un trapecio , los lados no paralelos tienen 
medidas que suman 16. Las bisectrices interiores de 
los ángulos adyacentes а la base menor se intersecan 
en un punto que pertenece a la base mayor, Calcular la 
base mayor. Р, 
А)8 В) 10 С) 12 D) 14 E) 16 
(3 La mediana de un trapecio mide 10 y la distancia 
entre los puntos medios de sus diagonales es 4. 
Calcular la base menor. 

А) 8 B) 7 C)6 D)5 E)4 
(03) En un trapecio ABCD, AB // DC, BC-5 y CD-6. 
Sila т4А=6° y m<C=127" , calcular AB. 

A)24/5  B)11/2/2 C)12 D)13  E)15 
(03) En un romboide ABCD se traza la bisectriz DM 
(“M” en BC). Si AB=6 , calcular la medida del 
segmento que une los puntos medios de AM y BD. 


А)2 B)3 Cj  : D)6 p)243 
(09) Se tiene un trapecio ABCD de base mayor Ap. 
Las bases miden 6 y 8, luego en la prolongación de 
DC se ubica un punto “M”. Si maNMD- m«ADC, 
calcular “M” (N es punto medio de AB) 


A) 6 B)8 C)7 D) 9 E) 3 


29 CUADRILATEROS H 


(02) En la figura calcular “a” 


A) 637 
В) 87 
С) 30° 
D) 45° 
Е) 60° 


(93) Se tiene un trapecio rectángulo ABCD; BC: 


base menor y su altura CD, mq BAD=45". 

Si BC-6 y CD=4. Calcular la mediana del trapecio. 
А) 6 B) 7 C) 8 D) 9 E) 10 
(03) Se tiene un trapecio cuyas diagonales se intersecan 
perpendicularmente en “О”, siendo MN la mediana. 
Calcular el perímetro del triángulo MON siendo el 
perímetro del trapecio 36. 

A) 20 B) 16 C) 18 D) 22 E) 24 
@ El perímetro de un trapecio isósceles mide 40, las 
medidas de sus bases están en relación de 4 a 5, y cada 
lado no paralelo mide la semidiferencia de las bases. 
Calcular la medida de la mediana. 


А)12 В)14 C)16 E)18 E) 20 


"О Si el segmento que une los puntos medios de AC 


y BD mide 3, calcular AB + CD. 


4) 10 < 
В) 12 
С) 14 
D) 16 
Е) 18 
а C 
A D 


(12) Se tiene un trapecio rectángulo ABCD (BC : base 
menor y AB: altura) , se traza ÇH perpendicular a 
BD. Si maBCH = 2(m«CDB) y AD=5(CH), calcular 
m«aCDB . 

A)15* B)45* C)30* 
@ En la figura calcular “a?” 


D)60* Е) 87 


А) 45° - 
B) 75* 
С) 53° 
D) 60° 
E) 37” 
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((3 Enlafigura ABCD es un trapecio BQ=6,QC=2, 
AD=12, “N” punto medio de HM y АМ=МР. 
Calcular NQ. 
B A 
A) 5 
B) 4 
C) 6 
D) 5,5 
E) 6,5 


A M D 


(13 Calcular la medida del segmento que une los 
puntos medios de las diagonales del trapecio. 


A)6 
B) 7 
C)8 
D) 5 
E) 4 


6l2 


@ Si M, N y Q son puntos medios , AA”=5, QQ'—4, 
MM'=7, calcular MN. B 


M 

А) 7,5 ^ 
B) 65 
C) 6 
D) 7 
E) 5 

A v. Ty 
(С) En un trapecio ABCD de mediana MN ,si P y Q 


pertenecen . a AD, mP- ne y PQ-5, 
calcular BC. ; 
A) 2,5 B)5 C) 7,5. D) 10 E)2 


(3 En un romboide -ABCD se traza AH 


perpendicular a BM ‚ “М” es punto medio de CD. Si 
BC=8, calcular la medida del segmento que une los 


puntos medios de'AH y AD. 
А)? B)4 C)4/2 D)4/3 Е)8 
(9) Enel trapecio ABCD, AB//CE - Calcular: BD 


А)б 
B)6 
C)7 
р) 8 
EJ9 


€0) ABCD es trapecio. Calcular el menor valor entero 
de "te" 
A) 1 
B) 3 


C) 4 
D) 5 


E) 2 
A х+а р 


TAREAEDO) 


4 
a 


(93) En la figura ABCD es un trapezoide simétrico 
AB-AD, PD=CD. Calcular: а 


A) 8° 

B) 10° 
С) 12° 
D) 15° 
Е) 18° 


(93) Calcular “a” 


A) 20° 
B) 30* 
C) 40° 
D) 50* 
E) 60* 


(03) En la figura calcular “х” 


A) 90° 
B) 60* 
C) 40° 
D) 75° 
E) 65° 


(93) Según la figura , calcular “х” 


A) 35° 
B) 40° 
C) 50° 
D) 60* 
E) 55° 


EDICIONES RURIÑOS 


* Conocer la definición de cuadrilátero. 
*Comprender los conceptos fundamentales sobre 
los cuadriláteros . 

* Estudiar su clasificación y diferenciarlos 
adecuadamente en base a sus características. 

* Aplicar de manera adecuada los teoremas en cada 
clase de cuadriláteros. 


INTRODUCCIÓN : 


Desde la antigüedad, el uso de la forma rectangular 
fue muy comün, por ejemplo en la agrimensura 
permitió mayor facilidad en delimitar, medir y 
distribuir terrenos. La forma cuadrada fue usada en 
las bases de las famosas pirámides egipcias Keops. 
Kefren y Micerino, así como en diversas 
edificaciones, debido a la estabilidad que ofrecían. 
La forma trapecial fue usada en las paredes de la 
fortaleza antisísmica de Ollantaytambo. 

También podemos destacar entre los aportes de los 
matemáticos, el teorema del francés Pierre Varignon 
(1654 — 1722), en el cual plantea que los puntos 
medios de los lados de todo cuadrilátero serán los 
vértices de un paralelogramo. 


Es aquel que resulta de la reunión de cuatro 
segmentos de recta , unidos en sus extremos de tal 
forma que cualquier par de segmentos no es colineal 
, los segmentos solo tienen en común sus extremos. 
Pueden ser convexo o no convexo. 


С 


D n 
En la figura, — ABCD : convexo 


* Lados opuestos : AB y CD, BC y AD 


Ángulos opuestos; «BAD y 4BCD, «ABC y «ADC. 
* Diagonales: AC y BD 
*Suma de medidas de ángulos interiores. 


a+ B+0+y = 360° 


в ` 
C 
En la figura, Å ABCD : no convexo o cóncavo. 
* Diagonales: AC y BD 


CLASIFICACIÓN DE LOS 
CUADRILÁTEROS CONVEXOS 


La cuadriláteros convexos se clasifican según el 
paralelismo de sus lados opuestos , en : 


1) TRAPEZOIDE : 


Es aquel cuadrilátero convexo que no presenta lados 
opuestos paralelos. 

Un trapezoide puede ser simétrico (trapezoide donde 
una de las diagonales es parte de la mediatriz de la 
otra diagonal) o asimétrico (trapezoide que no 
cumple la condición del trapezoide simétrico). 


* Еп la figura, г .АВСР : trapezoide simétrico. 
АВҰСР ^ BHAD 


GEOMETRIA PLANA HAT 


*Entonces: AC es parte de la mediatriz de BD. 


* En la figura, — ABCD : Trapezoide asimétrico. 
ABXCD ^ BCKAD 
H) TRAPECIO : 


Es aquel cuadrilátero convexo que solo tiene un par 
de lados opuestos paralelos. 


En la figura, si: BC / AD, AB // CD entonces A 
ABCD es un trapecio. 

* BASES: BCy AD 

Son los lados paralelos del trapecio 

* Lapos LATERALES : AB y CD 

Son los lados no paralelos * 

* ALTURA: BH 

Es la distancia entre las bases del trapecio 

* BASE MEDIA: MN 


Es aquel segmento que tiene por extremos los 
puntos medios de los lados laterales 


CLASIFICACION DE 
TRAPECIOS 
Los trapecios se clasifican de cuerdo a la longitud 


de sus lados laterales en : 
H-1) TRAPECIO ESCALENO : 


Es aquel trapecio cuyos lados laterales tienen 
diferente longitud. 
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En la figura ‚si: BC / AD y AB + Ср 
— DABCD : trapecio escaleno. 


B С 


А р 
En la figura m 4 АВС = m q BAD = 90° 
— DABCD : Trapecio rectángulo. 
Recto en A y B. también es un trapecio escaleno. 
II-2)TRAPECIO ISÓSCELES : 


Es aquel trapecio cuyos lados laterales son de igual 
longitud. 


En la figura, si: BC / AD y AB - CD 

— A ABCD : Trapecio isósceles 
m<BAD = maCDA| y |AC = BD 

HI)PARALELOGRAMO : 


Es aquel cuadrilátero convexo que tiene sus dos 
pares de lados opuestos paralelos. 


En la Figura, si: AB /CD y BC/AD 
> zzABCD : Paralelogramo 


ES CUADRILATEROS (REPASO 


EDICIONES RUBINOS [ШЕ 


* Las propiedades características de los 
paralelogramos son: 


* los pares de lados opuestos son iguales; 

* los pares de ángulos opuestos son iguales; 

* cada dos ángulos contiguos son suplementarios; 
* sus dos diagonales se cortan en sus puntos medios. 


Los cuadrados, los rectángulos, los rombos y los 
romboides son paralelogramos, y sus características 
son: 


CUADRADOS: sus cuatro lados son iguales y sus cuatro 
ángulos son rectos. 

RECTÁNGULOS: sus cuatro ángulos son rectos. 
Комвоѕ: sus cuatro lados son iguales. 

ROMBOIDES: sus cuatro lados no son iguales y no 
tienen ningün ángulo recto. 

Segün la clasificación anterior, los cuadrados son 
rectángulos y rombos. 


PARALELOGRAMOS 


En un paralelogramo se llarna base a cualquiera de 
sus lados y altura a la distancia entre la base y su 
lado paralelo. El área del paralelogramo es el 
producto de Ía base por la altura. 


CLASIFICACION DE LOS 
PARALELOGRAMOS 


ПЕ-1) ROMBOIDE, : 


Es aquel paralelogramo que tiene los lados 
consecutivos de diferente longitud y sus ángulos 
interiores tienen medidas distintas de 90°. No es 
equilátero ni equiángulo. 


En la figura, 7 ABCD : romboide 

* En un romboide las diagonales no son bisectrices 
de los pares angulares internos . z 
пк-2) ROMBO : 


Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de igual 
longitud y sus ángulos interiores tienen medidas 
distintas de 90°. 


Es equilátero y no equiángulo. 


* En la figura, 47ABCD : Rombo 
A este cuadrilátero, se le llama también losange . 


Ш-8) RECTÁNGULO : 


Es aquel paralelogramo que tiene sus lados 
consecutivos de diferente longitud y las medidas de 
sus ángulos son iguales a 90°. Es equiángulo , pero 
no equilátero. 


B— b AC 


| | 


App e——Éu 


 * En la figura , Æ ABCD : Rectángulo 


1-4) CUADRADO : 


Es aquel paralelogramo que tiene sus lados de 
longitud y las medidas de sus ángulos igual a 90°. Es 
equilátero y equiángulo , es decir que el cuadrado 


es un polígono regular. 
DA ERAN 


GEROJETRIA PLANA 


* En la figura, 27 ABCD : cuadrado 
O : centro del cuadrado. 
TEOREMAS SOBRE 
CUADRILATEROS 


TEOREMA 1: 


En un paralelogramo, dos lados opuestos y dos 
ángulos opuestos cualesquiera son congruentes . 


Si ABCD es un paralelogramo => AB-CD ; 


BC-AD]; [mo A=m<0]y[moB=m D] 


DEMOSTRACIÓN : 


* Si BC//AD, altrazar BD : maBDA-m«CBD-n (por 
ángulos alternos internos) 


También: AB//CD ,entonces : maABD=maBDC=0 
(por ángulos alternos internos) 
* Luego: ARCD=AAB (ALA) 
AB=CD=a; BC-AD-b 
та А=т4С=а;т4В=т4р=0 
TEOREMA 2 : 


Las diagonales de ип paralelogramo se bisecan . 
B с 


А 
Si ABCD es un paralelogramo > |х=у| ^ [т=п] 
DEMOSTRACIÓN : 


(еә II 


— JCICLOPEDIA 2012 
* En el paralelogramo ABCD, 


se cumple 
maBAC-maACD-a ^ maABD-maBDC-0 
* También se cumple: AB =CD=a 
* Luego: AABM - ACDM (ALA) 
>x=y л т=п 


TEOREMA 3 : 
Las diagonales de un rombo son perpendiculares. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Las diagonales en un paralelogramo se bisecan: 
AO=0C=b y BO=0D=a 
* Por definición de rombo: AB=BC=CD=AD 
* Entonces: М. ABO = CBO (LLL) 
=> т4АОВ = т< ВОС = 90° 
=> AC L BD 
TEOREMA Ж : 


Las diagonales de un rectángulo son congruentes . 
C 


A D 
Si ABCO es un rectángulo .— AC=BD 
DEMOSTRACIÓN : 
B, 


A 
Como ABCD es un paralelogramo, entonces: AB=CD 
y BC=AD 
* Luego: 
[М.АВС= A BOD (LAL) > AC- BD 
TEOREMA 5 : 


Si las diagonales de un trapecio son congruentes, el 
trapecio es isósceles. 


EDICIONES RUBIÑNOS 
DEMOSTRACIÓN : 


* ABCD es un trapecio, donde : 
ВСІ! AD y AC=BD 
* Se quiere demostrar que : x = y 
*SiAQ=m y ОС=п 
>AC=BD=m+n 
* Se traza CE// BD (E € AD) 
> CE=BD=AC=m+n y 
maE-maBDA-maCAE-a 
* El AAQDes isósceles : 
AQ-QD-m = BQ-QC-n 
* Luego: AAQBzADQC (LAL) > x=y 


TEOREMA 6 : 


MEDLAMA EN EL TRAPECIO 


En todo trapecio la base media es paralela a las bases 
y su longitud es igual a la semisuma de las longitudes 
de dichas bases. 


* En la figura , MN es la base media del trapecio ABCD. 


* Se cumple : 
аж b 
2 
DEMOSTRACIÓN : 


* Trazamos BN y lo prolongamos hasta que 
interseque a la prolongación de AD en Q. 


" D Q 
‚т — — —t—— n —# 


* ABCN z^AQDN(A.L.A) 
> BN-NQ y QD-BC-n 
MN : Base media del ABC. 
=> MNIIADIIBC 


AQ mtn mtn 
MNT TEES LE. 
OBSERVACION ehe a 
А 
b 
a 


AC. y P 
En la figura ABCD : trapecio rectángulo. 
* Si: M es punto medio de BC y MN 1 AD 
Se cumple : a+b 
2 


x=y>|m= 


TEOREMA 7 2 SEGMENTO QUE UNE PUNTO 
MEDIOS DE LA DIAGONAL 


En todo trapecio el segmento que une los puntos 
medios de sus diagonales es paralelo a sus bases y 
su longitud es igual a la semidiferencia de las 
longitudes de dichas bases. 


AREA 


{= 
o EC PETITE 


GEOMETRIA PLANA EE хал MN a ENCICLOPEDIA 2012) 


DEMOSTRACIÓN : 
BH 9 —lc 


e. 
ss, 


A D 
e—a 
* Se traza СЕ// BD (E c AD) 
* En el AACE , por el punto medio M de дс se 
taza MN//AE de modo que MN ACE =(Q)- 
* Por el teorema de los puntos medios : CQ=QE. 
* En el trapecio ABCE : 
BN=ND y BC //NQ // DE 
* En consecuencia : 
MN || BC || AD 

* Por otro lado en el AACE ; MQ es base media : 

xta-——- 


> 
TU TS 
NOTA : 


En la figura, M es punto medio de AC у MH LBD 


a+b 


* Se cumple : 


x=Y 
ya 
TEOREMA $8 : 


En todo cuadrilátero convexo se cumple : 
d С 
b 


LAS 


A d D 


p<m+n+1+t<3p 


a+b+e+d 
2 


Donde : 
2p=a+b+c+d ^p- 


DEMOSTRACION : 

* De la figura : 
m+n<b+e+d 
n+l<a+ dtc 
l+t<b+ar+d 
m+t<a+b+e 


> 2(т+п+ 4 +1)<3(а+ь+с+а) 
* Despejando : 
2(т+п+1+1) <3(2р) > т+п+#+ї<3р...... (1) 
* De los triángulos parciales : 


sumando 


а<т+п 
b«n44 
c<t+t 
d<t+m 


> (a+b+c+d) < 2(m+n+1+t) 
> 2p«2(m + n +l+ t) > p<em+n+!f+1......(D) 


*de @ уй: [р<т+т+ё+ї<3р 


TEOREMA 9 : 


Si «2p» es perímetro del trapezoide ABCD, se 
cumple: 


sumando 


B 


p<x+y<2p 


DEMOSTRACIÓN : 


b 


A d D 
Segün el postulado de la mínima distancia. 


Enel AABC: x<a+b Enel ABCD: y<b+c 


Enel AACD: x<c+d | Enel AABD: y<a+d 
* Sumando miembro a miembro : 


[ «25 ЮП CUADRILATEROS (REPASO 


EDICIONES RUBINOS [ууу 


2(x+y)<2(a+b+c+d) 
——M——— 


* Segün el postulado del la mínima distancia : 
Enel AAQB:a<m+n 


Enel AQCD: с<е+Р 


* Sumando miembro a miembro : 
a+c<(m+e)+(n+f) 
m= os c a 


x y 
Gtc€xy Leer A (1) 


* Análogamente : 
Ь+а<х+у........... Ha ee (II) 
* Sumando miembro a miembro (1) y (1I) : 


a+b+e+d<2(x+ y) 
y 


2p .. 
>p<x+ y ... (12) 
* De (i) y (й): р<х+у<2р 
TEOREMA 10: 


En todo trapecio escaleno la medida de los ángulos 
determinados por una de las bases con los lados 
laterales son de diferente medida. 


DEMOSTRACIÓN : 
Trazamos BH y CM perpendiculares a AD 
=> BH-CM-h 


A 
Trazamos BP//CD 
> maBPH-maCDM = ө 
М BHP = СМР (A.L.A.) 


= BP=CD=b 
ЛАВР (correspondencia) 
Como a +b (trapecio escaleno) > а + 6 
También : ma АВС + т4 BCD 
NOTA: 


Si en un trapecio escaleno, uno de los lados laterales 
es perpendicular a las bases, a dicho trapecio 
escaleno se le denomina trapecio rectángulo . 

[6] 


A D 
En la figura , se presenta un trapecio escaleno. Si 
AB L BC lo designamos trapecio rectángulo. 
TEOREMA 11 2 


En todo trapecio rectángulo el punto medio del lado 
lateral no perpendicular a las bases está a igual 
distancia de los extremos del lado opuesto. 


ARLE D 

En la figura , se cumple |BM = MA 
DEMOSTRACIÓN : 
* Trazamos la base media MT 

> BT=TA y TM L AB 
ABMA: isoscéles => BM=MA 
* Además :т4МВА = maMAB => o-f 
TEOREMA 12: 


En todo trapecio isósceles , la medida de los ángulos 
determinados por una de las bases con los lados 


laterales es igual. j C Y 
a a 


Se cumple : 4=0 
DEMOSTRACIÓN : 
* Trazamos BP y CQ perpendiculares a AD 
> BP=CQ=h 
E BPA = I&CQD (L.L.L) = a=0 
* Además: AP=QD 
TEOREMA 


En todo trapecio isósceles , las diagonales tienen 
igual longitud. B 


13 : 


Sea AC=d, y BD=d, 
se cumple d,—d, 
DEMOSTRACIÓN : 

AABD = ADCA (L.A. L.) 

>d, =d; 

* Además: 4=0 
NOTA : 
Sea un cuadrilátero ABCD, será equilátero si : AB=CD 
y maBAD + maCDA=120". 


TEOREMA 14 : 


Los puntos medios de las diagonales y del lado BC 
de un cuadrilátero equilátero ABCD , son los vértices 
de un triángulo equilátero. 


A NCICLOPEDIA 2012 


DEMOSTRACIÓN : 
Sean AB=CD=a y a+ 8 —120^ , resulta que la 
medida del ángulo determinado por AB y CD es 60°. 


* Sean B О y R puntos medios de AC, BD y BC 


respectivamente. 
* Enel AABC : PR// AB y PR-ÍS.S 


* En el ABCD : RQ// CD y вө=©?=© 


2 
* Por lo tanto m 4 PRQ = 60° 
* De lo cual el APRQ es equilátero . 


TEOREMA 15 : 


Al trazar exteriormente el triángulo equilátero BCP, 
el triángulo APD también es equilátero. 


A g D 
DEMOSTRACIÓN : - 
Si: maBAD+m<ADC=120" 
=> maBAD =m 4 ADC = 240° 
=> maABP-m«aDCP -60? t Q 


y como AB=DC=a y BP=CP=b, los triángulos ABP 
y DCP son congruentes, entonces 
т< ВРА =ma CPD=0 y AP=PD=2 
Como : 
т‹ АРС =60° — 0 entonces 


m<APD=60" 
Por lo tanto el AAPD es equilátero. 
TEOREMA 16 : 


Si se trazan los triángulos equiláteros APC; BOC y 
BRD en un cuadrilátero equilátero ABCD , en un 


mismo semiplano determinado por AD. 


Se deduce que B Q y R son colineales y Q es punto 
medio de рр. 
DEMOSTRACIÓN : 


Por el teorema 15 , el triángulo AQDes equilátero y 
asíimaADB=m<QDR=0 Por lo tanto, los 
triángulos ABD y QRD son congruentes (postulado 
de congruencia). 


> QR=AB=a y maRQD-m«BAD-a 


pe D 
Análogamente al caso anterior, elAAQDes 
equilátero por lo tanto т 1 PAQ- m «CAD y los 
triángulos PAQ y CAD son congruentes (postulado 
de congruencia) 


> PC-CD-a y т<РФА=т4СрА= f 


Si ABCD: œ+ В=120° , de esta manera 


a+B+60*=180". 
=> P,Q y R son colineales. 
TEOREMA 17: 
En un paralelogramo ABCD se cumple : 
PO=0Q y PC-AQ 


A 
DEMOSTRACIÓN : 


* Se observa :1MIDOAQ+m<OCP 
m<AOQ=m<POC y A0-OC 
AAQO =ACPO(A.L.A) 
> OP-OQ y AQ=PC 
* Por lo visto que O es el centro de simetría del 
paralelogramo. 
ТЕФКЕМАІ8 : TEOREMA DE VARIGNON 
En todo cuadrilátero , los puntos medios de sus lados 
son los vértices de un paralelogramo. 
DEMOSTRACIÓN : 


BÈ 


GEOMETRIA PLANA W 
Trazamos AC y BD . EPS 2 
PQ : base media AABC > PQ // AC 


RS:base media ЛАРС > RS// AC entonces PQ//RS. 


PS base media ABAD = PS/| BD 
QR : base media ABCD > QR // BD 
HE PQRS : Paralelogramo . 
TEOREMA 19 : 


Sea ABQP y BCMN cuadrados de centros O, y O, 


respectivamente y AT- TC 


Eu 


m<0,TO,=90" 


Se cumple : 


lajfeosr] v 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sea т< АВС=0 
APBC =A»ABN(L.A.L) 
=> PC-AN 
ma4BPC-mBAN y ma BCP-m«a ВМА 
OT: Base media APAC 
or= T y OF J| PC 
O,T: Base media AACN 


or- E y O,TI/ AN. > O,T=0,T 
Se observa : 


ODEFT: Paralelogramo. ПАВСЕ : B+0+a=x 
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*EnAPBC :f * 0*o —90* 

> х=90° = т40,ТО, =90° 
TEOREMA 20 : 
El ángulo formado por dos bisectrices interiores de 
dos ángulos consecutivos de un cuadrilátero es igual 
a la semisuma de los otros dos ángulos del 
cuadrilátero . 


DEMOSTRACIÓN : 


ABFC: 


о 
-90 -2 
E 2 


AAFD ; Por teorema :: 
=©+е@+@=180°.......... (П) 


* De (D) у (П): 
180? -2x tat 0—180? 


=> 2х=а+0 > 


TEOREMA 21 : ^ D 


En todo cuadrilátero el ángulo formado por las 
bisectrices exteriores de dos ángulos consecutivos 
es igual a la semisuma de éstos 2 ángulos . 


Por propiedad : 
— M 2) 


B Р 


DEMOSTRACIÓN : 


AAFD'; por propiedad 
o 
29029 eus 


AAFD ; por teorema : 


в@+в+@= 180°..........(11) 
* De (I) y (H) : 


EDICIONES RUBIÑNOS 


180° - 2x+a+0=180" 
>2x=a+0 => ==” 
TEOREMA 22 : 


El ángulo formado por las bisectrices interiores de 
dos ángulos opuestos de: un cuadrilátero es igual а 
la semidiferencia de los otros dos ángulos del 
cuadrilátero . 


d 
£LAABCD : 26 + 2v +a + 0= 360° 

ssla 2: m 
ЛАВЕ: б+у+а+х=180°................(П) 
* Reemplazando (1) en (1) : 


180° - (2*9) 


DON LUN ZA mE 
2 2 


TEOREMA 23 : 


+а+х=180° 


х + у=180° 


DEMOSTRACIÓN : А 


ABEC : por propiedad : 
E59P -F ren (T) 


AAED ; por propiedad : 


* sumando (1) y (1) : 
x + у= 90°+ 90° 


> [51805 
TEOREMA 24 : 


La suma de dos ángulos opuestos del cuadrilátero 
formado al trazar las bisectrices interiores de un 


trapezoide es: |x + у=180° 


DEMOSTRACIÓN : 


ABEC; por propiedad : М 


299 -2 
у=90° 2 A i d) 


AAED; por propiedad : 


* sumando (1) y (II) : 
x + у=90° + 90° 


EIL 


2 а 
—90?--— ............... (П, = 
x 3 (II) $ 


TEOREMA 25 : 


En el trapecio mostrado. 


ы EA _ о NCICLOPEDIA 2012 


DEMOSTRACIÓN : 
ia 


* En el trapecio AMND ; por teorema : 


y+b 
x 3 (1) 


* En el trapecio PBCQ ; por teorema : 
atx 


== qeeeesseessessesaess (П) 


2 
* Reemplazando (1I) en (1): 


atx 


-—*b 
-o > 294= 114420 


A 2 


> 4х=а+х+2Ь > 3x=a+2b Em 


TEOREMA 26 : 
En el trapecio mostrado. 


Si +é =90° 


Se cumple 1-95) 


DEMOSTRACIÓN : 


H 
3t. 
4б V 


* Pero : H; N y M son colineales . 


b a 
HM -2 4x25. 


TEOREMA 27 : 


En el trapecio mostrado . 


oa 


.2a*b 


mo —— —3À 
DEMOSTRACIÓN : 
A EA 


Ар 
k &—————À4 
* En el trapecio MBCN ; por teorema : 


po Lua 


OS (1) 


* En el trapecio APQD; por teorema : 


x+b 
— e —— / $) 
* Reemplazando (7I) en (1): 
x+b 
ES Ме y EE 
x 2 — 2 


>4x=20+x+b>3x=2a+b> m 


TEOREMA 28 : 


La distancia del baricentro de un triángulo a una recta 
exterior es la media aritmética de las distancias de 
los tres vértices a la misma recta . 


A M E Si «G» baricentro del AABC. 4 
I— —«/2— ——F— — ai —— —4 
Ex BHC : HN es mediana > HN = : 


Ex. AHD : HM es mediana >HM= 


wolo 


ю|а 


[EDICIONES RBUBIÑOS —  — 2 W js CUADRILATEROS (REPASO 
* Luego: PB-2QM =x 


х=“ +b+e 
SEN * En el trapecio AEFC, por teorema : 


DEMOSTRA озом 2 i02 E 


TEOREMA 30 : 
Si «G» baricentro del AABC . 
B 


TEO + E 
* En el trapecio BMSQ , por propiedad anterior : 8 
DEMOSTRACIÓN : 
2y+b 
IZ — eerte TEM В 
3 
* En el trapecio ACTP , por teorema : 
atc 
у=— (11) 


* Reemplazando (11) en (I) : 


ах=а+ь+е+ь jr att) | 
3 \ | 


TEOREMA 29 : A 
*Por la propiedad anterior : 
Si «G» baricentro del AABC Nest эже ПОДУ A 


La distancia de B a la secante que pasa por el 
baricentro es igual a la semisuma de las distancias 


de A y € a dicha secante . 


DEMOSTRACIÓN : 
DEMOSTRACIÓN : 
* En el trapecio PBSA, por teorema: a = x = zg 


* Si «G» baricentro del AABC. 
=> BG=2GM=2n 
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* En el trapecio SBLC, por teorema : DEMOSTRACIÓN : 
x-n B 
с= PR (II) 
* Sumando (7) y (11): 
2(a+c)=2x-(m+n) ............ (III) 


* En el trapecio APLC , por teorema : 


+ 
bo" => mm-9b Lise (IV) 

* Reemplazando (IV) en (Ш) : 

a+e=x-b =>x=a+b+c E BEP =A СЕР (ALA) > BE-CF-a 
TEOREMA 32 : * Por la propiedad anterior : 
En el trapecio isósceles la proyección de los lados BE=b+x+0>a=b+x > 
oblicuos sobre la base es igual а la semidiferencia TEOREMA 34-2 
de las bases . 


Ka — 


х=%%9-—© 
DEMOSTRACIÓN : E 
DEMOSTRACIÓN : 
B 
A E F D 
er E E a 
ABE =ù DCF(ALA) > AE=FD=x * De la figura : 2+2 v=180° 


= ut v=90° 


* Pero: BC=EF=a 
* le 3 e 
* Luego : х+а+х=Ь —2x-b-a Ex. CND; MN es mediana, por teorema : 
CM-MD-MN-c/2 


> HM es mediana del trapecio ABCD, por teorema: 


TEOREMA 33 : mis 2x+c=a+b 


TEOREMA 35 : 
En el trapecio : 


y=(0+b)-(m+n) 
2 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que :zma APB=m<CQD=90" 


Ex APB ; MP es mediana, entonces : 
=MB=MP=m/2 
Es сор; QN es mediana, entonces : 
CN-ND-QN-n/2 

* Luego ; MN es mediana del trapecio ABCD, por 
teorema : 

m п а+б 

+х+—= 


x > 2x+m+n=a+b 
2 2 2 


> 2x=(a+b)-(m+n) > xt men 


ESCOLIO : 
En el trapecio si х=0 , se cumple ; 


in 
TEOREMA 36 : 
En el trapecio : 


EL: CUADRILATEROS (REPASO 


Se prolonga gp hasta N (N e AD). 
* El AABN es isósceles : 
AB=AN=m y ВЕ=ЕМ 
* Pero los puntos E, F y M son colineales. 
* Luego FM esla mediana del trapecio NBCD, por 


teorema : 

n a+b-m 

——x*x2—————-n-2xza-cb- 
n x-a m 


>m+n=a+b+2x> 2x=(m+n)-(a+b) 


o? «=бт+т- (a+b) 


TEOREMA 37 : 


En todo trapezoide asimétrico , si se unen los puntos 
medios de sus lados se forman un paralelogramo, 
cuyo perímetro es igual a la suma de las longitudes 
de sus diagonales del trapezoide . 


perímetro de MNPQ=m+n 
Cuadrilátero MNPQ es un paralelogramo . 
DEMOSTRACIÓN : 


AABC; MN es base media, por teorema : MN== 
AACD; PQ es base media, por teorema: PQ-T 
MN //PQ y MN-PQ-^ 
ABCD; NP es base media, por teorema ; NP = 
AABD; MQ es base media, por toerema: MQ= 
= NP//MQ ^ NP-MQ-7 
En consecuencia : AC=MN+PQ y BD=NP+MQ 


eis jx 


GEOMETRIA PLANA Е хах E О N


o E -D 
* Se construye : AREC SLADC 
=>CE €s bisectriz AA 
* Se construye el AAFC isósceles : maF'=m«FAC=82 
* 4 ABC: mxABF =66 +16" =82* 
+ 4 ABF es isósceles: AF = AB 
* En consecunecia , el 4 AEF es equilátero : 
AE =EF =AF >06= 180” - 30"> 6= 150% 
A RPTA : “E” 
PROBLEMA 24 : 


En un paralelogramo ABCD las bisectrices de los 
ángulos BAD y ADC se intersectan en P tal que P se 


encuentra en BC. Si se traza PH perpendicular a 


EN ES NN OICLOPEDIA 2012 


A4)30?  B)i5” 


AD (H en 4D) y AD-AB=2(PH), calcule moPAD. 
C)22%30'". D)26"30" E) 18"30' 
RESOLUCIÓN : 


2a+20= 180” >0 + 0= 907 
> mxAPD = 907 
* AAFD isósceles: AF = AD = a 
SiAB =b>BF =a-b 
* Por dato : a - b = 2h 


*ESBFQ : notable 2a =30%> a = 15" 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 25 : 
Se tiene un paralelogramo ABCD y M es punto medio 
de BC . Si se prolonga AM hasta N, tal que la 


m<MCN=90" Y maMNC=2maBAM. además 
NC=4 y MN=12, calcule AM. 


A) 10 B)8 C) 12 D) 16 E) 20 

RESOLUCIÓN : 

ES. QBM = IxNCM (ALA) 

>BQ = CN = 4; QM = MN = 12 

* Luego : S ER 
AM=4+ 12>AM=1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 26 : s ma 
Se tiene un trapecio isósceles ABCD, BO//AD- Si 
en Up se ubica M, tal que AB=MB y 


EDICIONES RUBINOS JleBayS 


m<aCBM = maMAD, además se traza 
BH 1 DC (H e DC) y MH=6, calcule AM. 

AJ14 B) 12 C) 15 D) 16 E) 20 
RESOLUCIÓN : 


* ABCD trapecio isósceles : 
>mxA=m=xD y AB=CD 
* Por dato : »MBC = m<MAD = a 
=> mxAMB = 20 
+ AAMB isósceles : AB = BM (dato) 
=> mxBAM = mxBMA = 2a 
maxBCH = 3a > maxBMH = 2a 
* Por teorema de la bisectriz de un ángulo : 
HM=0QM=6 
* Luego : 
AM = 2(6) >4M = 12 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 27 : * 
Se tiene un-cuadrado ARCD, en gp se ubica $ y en 


AS el punto P, tal-que PQRS es un 
cuadrado, (Re BC). Si DS=3(SC), calcule 
la m<BAQ . 

A)37/2  B)5312 


RESOLUCIÓN 
Br 


D) 16” E) 30” 


C) 69/2 


A án D 


- D) Romboide 
"RESOLUCIÓN : 


anos CUADRELATEROS (REPASO) 


* ESASD notable aproximado. 
AD = 4n; SD = 3ny AS = 5n 
* IXRCS notable aproximado. 
Si SC=n=SR= = 
* ES APO notable aproximado. 
m<QAP = 37:/2 
* Luego : 
a Trsroo0r- E 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 28 : 
En un cuadrado ABCD, se ubican en AB, BC, CD 
y AD los puntos B Q, R y $ respectivamente tal que 
QS es perpendicular a pr, determinando cuatro 
cuadriláteros congruentes con BQ QC. 


Si RPATB=1A/), SON DC=1A,)- 
RP AD=1A,) y QSN BÁ=(A,) ¿qué tipo de 
cuadrilátero es A,4,A,A,? 


A)Rombo B) Cuadrado 
E) Trapecio 


C) Rectángulo 


QSAPR = (0) donde O es centro del cuadrado, para 
que las cuatros regiones determinados por los 
cuadriláteros sean congruentes. 
>0P = 0Q = OR = OS 

mxBPO =m<xCQO = maDRO = mxASO = 0 

Dx a,0Q =D» a,0R =D> A,0s =D A¿OP 

204, = OA, = OA, = OA, 
* En consecuencia A,4,A,A, es un cuadrado. 
RPTA : “B” 


(GEOMETRIA PLana ES 
PROBLEMA 29 : 

En un rectángulo ARCD y un rombo PORS tal que 
QR está en BG, PS en AD y tienen el mismo 


centro O luego se ubica M en AB tal que MOSP es 
un paralelogramo. Si AP+SD=5, calcule el perímetro 


de la región rombal PQRS . 
A) 10 B) 15 C)20 D) 25 EJ40 
RESOLUCIÓN : 

B 


x-aQ EMO 


O: Centro del rombo y del rectángulo Por dato: 

AP =aySD =b> BQ =x-a 
ABQO =4DSO (LAL) 

> BQ = SD 
—— —_— 
x-a=b>x=a+b 
*Pordato:a+b=5 
*Luego:x=3 
* Perimetro del rombo PORS : 4x = 20 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 30 : 


Se tiene un trapecio ARCD, (AD // BC) cuya altura 
mide 3. Si AD=11; BC=3, AB>CD y el perímetro de 
la región trapecial es mínimo , calcule mauBAD. 


AJ60"  BJ45  CJ68%  D)87? EJ75 
RESOLUCIÓN: “y 3 
Se 
A E D 
 $———8 A ——3 ++ 


* AABE ; porteorema:a-b<8<a+b 

* Para que el perímetro del trapecio sea mínimo , 
entonces: a+b=9 ; a-b=1 

* Efectuando : a = 5 


; B 
a 
AA H O RPTA 


7% > su D” 


ENCICLOPEDIA 2012) 
PROBLEMA 31 : 


Calcule la distancia entre los puntos medios de. BG 
y AD, siEG=25, a+ B=74" y EFCD es un cuadrado. 
h - 


A) 10 
B) 12,5 

C) 13 

D) 12 

E) 15 2 


A 
RESOLUCIÓN : Cc 


* IxEQD =U>DHC (AL) >EQ = DH = 24 
* ABD =ICHG (AL) >BD = HG = n 
* Luego : AC = 24 + n 


* El trapecio rectángulo ABDC ; por teorema se 
cumple: 
P= EZ “>x=-= 12 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 32 : 
En un trapecio rectángulo (recto en A y B) se traza la 
altura CH. Si BD=10, calcule la distancia entre los 
puntos medios de GD Y AH- 


45  BJ75  -C)10 
RESOLUCIÓN : 


m>*+n 


D) 12,6 E) 15 


US CUADELATEROS (HEPASO, 


EDICIONES RUBIÑOS [va00s 


* En la figura observamos que : TQ = NP 
* También: BQ = MP = m+n 
* Luego : D>BQT = 1 >MPN (LAL) 
>MN =BT>x=5 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 33 : 
En el cuadrilátero ABCD, 
m<ABC=90", CD=3/2 y maCDA=45" . 
Si se traza BH perpendicular a AD (H en AD) y 
AH=2, calcule AD , 
A)J9 B) 10 
RESOLUCIÓN : 


AB=BC, 


C)7 D)8 E) 12 


AAA 5 P 20D 


* Ix.CPD isósceles : CP = PD = 3 

=>QH = CP = 3 
* EZBOQC => BHA (ALA) 
=BQ =AH =2yBH = QC = 5 
* Finalmente: AD =2 +5 + 3>AD =10 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 34: 
Se tienen los triángulos equiláteros ABC y CDE, tal 
que A, C y E son colineales . Si los puntos B y D se 
encuentran en el mismo semiplano respecto de AE 
y BD=16, calcule la longitud de la mediana CM del 
triángulo BCE . 
A)8 B) 4/3 
RESOLUCIÓN : 
* Se traza BN, de modo que NC = CE . Pero la 
m«BCD = 607 
* Luego: ANBC =4DBC (LAL) > BN = 8D = 16 


C)8/3  DJI6 EJ12 


* Por el teorema de los puntos medios en el ANBE. 
« L>ox=8 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 35 : 


Las diagonal es de un trapezoide simétrico ARCD se 
intersecan en O, tal que OC=3(04). Si se trazan las 


perpendiculares AP, BQ, CR Y DS hacia una recta 
exterior (P, Q, R y S en dicha recta) y 
2(BQ)+2(DS)=12+CR, calcule AP . 
A) 4 BJ6 C)8 D) 4,5 
RESOLUCIÓN : 


E) 6,5 


* Por condición : 
2Za+2b=12+C...... AA (1) 
* Por teorema en el trapecio rectángulo. 
PACK : TJ = x*+e 
2 


PATJ 2 A 
DSBQ : o -2+? 
2 
* Igualando : 
a+b_3x+e 
BE 
=>32a +2b=3x +C ocoscicocacrosnos en... (M) 
*De (1) y (1): 3x = 12 >x=4 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 36 : 


En un rombo ABCD, M es punto medio de CD y la 
diagonal BD corta a AM en un punto R. Si RM=5u 
y la medida del ángulo DRM es 53", halle BD. 


A)18u B)30u C)35u D)36u E)40u 
RESOLUCIÓN : 
* Piden: BD 


* Al trazar AC ,R es baricentro de la región ACD 


GEOMETRIA PLANA IE AAA A CICLOPEDIA 2012 


15AR=2(5)=10 y DR=2(RO)........(1) 
ES AOR : NOT. 37", 53" => RO=6 


*En () : DR = 12 
* En el rombo ABCD : 


BO=0D= 18 
> BD=36 A 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 37: 
Sea ABCD «un cuadrilátero, dondeBC// AC; 


Pe BC, AP es bisectriz del ángulo BAD; suponga 
también que DC es bisectriz exterior al ángulo D del 


triángulo ABD. Si BD-AB=3, determine la longitud 


de PC. 
AJ3 B)6 C)9 D)12 EJ15 
RESOLUCIÓN : 
* Datos : 
A EE LEAR PRES 
* a-b=3. 7 
* Piden : PC=x 
Az d D 
* ADBC isóceles => BC=BD=a 
+ AABP isóceles => BP= AB=b 


* Del gráfico: x=a-b >x=3 
k RPTA :“A” 
PROBLEMA 38 : 


Se tiene un cuadrado ABCD, P y Q pertenecena AB 
y BC respectivamente, tal que BP=BQ .H es el pie 


de la perpendicular trazada de B sobre PC . 
Demuestre que el ángulo DHQ es recto. 


RESOLUCIÓN : 


* Sea: BP=BQ=a y QC=b' 
* En el cuadrado : ABCD: PA=0C=b 


* Piden demostrar que x=90",'se prolonga BH 
hasta L.(L en AD) 

* IOPBC=ÍALAB, entonces AL=a, luego LD=b, 
IHLDC: inscriptible > ma LHD=ma4LCD=0" 
EILQCD: rectángulo + maíLQD=mxLCD=0" 
* Como m< LHD=m<LQD=0" 

3 A LHOD :Inscriptible 

=> m<aQHD =m<QLD=90" > x=90" 
PROBLEMA 39: 


En un cuadrilátero ABCD, se trazan las bisectrices 
interiores de los cuatro ángulos que determinan sus 
lados. Demuestre que los cuatro puntos de 
intersección de las bisectrices son concíclicos. 


RESOLUCIÓN qa 


* Sean los puntos de intersección B Q, R y $, se pide 
demostrar que estos son concíclicos. 


* Para ello bastará demostrar que el cuadrilátero , 
PQRS es inscriptible. 
* En ABCD : 
20+28$+20+2/=360* 
> 0+PB+0+y=180Ococcacnnnnnanarasenornr (A) 


EDICIONES RUBIÑSOS PERS 
* En el ABSC : 


B+O0+p=180O coocccarcannanionacos (LL) 
* Enel AAQD ; 
maMQA=0+HY enncconcomssonscccccaras (LIL) 
* De (2), (11) y (11): ¿=a+7 
> ÚPQRS : inscriptible + BQ,R y S son conciclíicos 
PROBLEMA 40 : 


Sea el trapecio ABCD (BC // AD y BC < AD) Por el 
punto de intersección de las diagonales del trapecio 


se traza una recta 2”. que interseca a AB y CD en 
P y Q respectivamente,que se encuentran en el 
mismo semiplano con respecto a la recta que 
contiene a la mediana del trapecio. Si A4”, BB”, CC* y 


DD' son las distancias de los vértices a la recta -£ . 
y AY' +DD'=a . BB'+CC*=b ; calcule la distancia del 


punto medio de la mediana del trapecio a 
la recta Z , 

a+b a-b a+b a-b a+b 
NV B= 57 QuE DT E 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: SH =x 

* Según el enunciado , y es base media de 

MABCD ; además , P y Q se encuentran en un 

mismo semiplano respecto de Pz. 

* Datos : m+n=a 
l+t=b 

* Como M y N son puntos medios de AB y CD se 

trazan MT y NR perpendiculares a F. 

* Por el teorema de trapecios : 


*EnQMTRN (SH: base media) : 


5/3 


(¡ea CUADELATERKROS (REPASO 
MT+NR 
RE AS 


nenes (111) 
* Reemplazando (11) en (HI) : 
sa tn A (IV) 
* Reemplazando (1) en (IV) : x = 2? 
RPTA : “D” 


PRIMERA 


6D Si O es centro del cuadrado ABCD, además: 
OE = 10, calcular CE. 


B Cc 


A 'D 
B)10 C)5 


D)J6 
03 Si ABCD es un romboide, BD=4 y DF=1, 


E) 8 


calcular AE. 


Aa5 C)7 D)8 E) 9 


(03) En el gráfico el triángulo ODE es equilátero y 
CD = 6. Calcular AE, si: BO = OD. 


B)J6 


A4)3 B)4 D)J6 E)7 


(4% si ABCD es un romboide, L es mediatriz de 
BC y además 3(AP)=2(PB), calcular el valor de ““x”. 


C)5 


ES(52 A ¡CICLOPEDIA 2012 


Er. 


4J18,5 B) 26,5” D)37 


O En la figura: ABCD es un rectángulo, donde: 


= OD 5 FBOE es un cuadrado. Calcular el valor 
EN id 


E 
B) 457 D) 75 
o En un paralelogramo ABCD se ubica Men AD, 
m<ABM =m<MBC y CD = 4. Calcular la 
distancia entre los puntos medios de ACy MC. 
AJ1 B)2 C)3 D) 4 E)5 
02 Dado que ABCD es un cuadrado y EBCF es un 
rombo, calcular EH / HF. : 
B (8 


F 


AJI  B)2 DE 
63) En un romboide ABCD: M y N son puntos 
medios de AD y BC, respectivamente. Si: AC = 36, 
AC interseca a BM enP ya DN enQ, 


PQ. 
B) 12 


C) 15 D)J16 E)18 


dise: 


ts 


ulo. Si: AD = DE, calcular el valor de “x”, 


Si: $(AB) = 2(PD) = SAP) y O O es punio mo 


AJ16* B) 18? C)20" —  DJ22* E) 25* 
(10) En la figura: ABCD es un cuadrado. 

Calcular el valor de “x”. 

AJ10? BJ15 C)20* D)30" EJ40" 


- 0 En el gráfico: M y N son puntos medios de BC y 
PD. , respectivamente. Si: BP=10, calcular MN. 


M 
"O 
1] m 
A P Ñ D 
AJ9 B)J/67  C)4J2  DI73  EJ6/2 


(E) En el gráfico: ABCD y BCMN son rombos. Si: 
AN = AD, calcular “a”. 


AJ30" BJ37_ CMS. 
(13) En el gráfico: ABCD ' es un 


o 15 


pa 
ETT ZAS 


(453 EEN _CUADELATEROS (REPASO) 


EDICIONES RIBNIÑNOS PAC 


BD, calcular xfy. ás) Calcular “x”, si ABCD es un cuadrado. 
E Cc B AC 
E PR 
a D 
AJ1 B)1/2 C)2/3 D) 1/3 E)1/4 
(E) Si los rectángulos ABCD y MCNP son A q 4 
congruentes, calcular el valor de “x”. A) 15 B)30" C)37/2 D)53* /2 EJ37P 
Pe B Cc (E) ABCD es un rectángulo; OCNM es un 
paralelogramo y 3(MN) = 5(0M). Calcular el valor 
B)72* de “x”, si: AO = OC. 
B sl 
C)765" A N 
M 
D) 82* A E 
E)J90” y 
P Es 
(AB) En el gráfico: ABCD es un cuadrado. Si: apo A M D 


EP = PF y EM = MF, calcular el valor de “x”. q 32 Dr 2 


Bu Cc Ed ABCD es un paralelogramo, donde: 
. BM = MH y HD = 2(AM). Calcular el valor de “x”. 
E E ye B MAA 16] 
eS de 
> pR] 
-A P Y D A D 


A) 30" B)37 C) 45 D)53" EJ60* 
(Lo) ABCD y POCQ son rectángulos, donde: 
AP = 2(CD) y 40 = OC. Calcular el valor de ““x”. 


A) 10 B) 15? C)20* D) 25" E)18* 


ECN AR AIRIGIDA 
B E (ODEn la figura: BC = CP y PD = QD. 
B Calcular el valor de “x”, 
A S 
A > D 
AJ1I5%  BJ18%  C)80"  D)36% EJ37 P 


(Ey) Se tiene un paralelogramo ABCD, en pp se 
ubica el punto P, tal que: m<«BCP=10", 


m< ABD = 707 y AB = PD. Calcular mxA. 
AJ55* B) 65” C)70* D)80" EJ85" 


A Q D 
A) 60* B) 75 C) 90* D) 120* E)J135* 


GEOMETRIA PLANA 15358 AAA A CICLOPEDIA 2012 


(73) El cuadrilátero que se determina al unir los 63) Si: BD = CE, calcular el valor de E 
puntos medios de los lados de un trapecio isósceles 3 
de diagonales perpendiculares es un: 

A) Cuadrado B) Trapecio C) Romboide 
D) Rombo E) Rectángulo 


(03) En la figura: AB =3 y BC =44/3. 


AJ30" B)36” C)J37” D)J45” E) 60* 


A D (7) Siendo O el punto de intersección de las 
AJ14 B) 15 C) 16 D)17 E)18g diagonales del paralelogramo ABCD, calcule OE, si 


E las distancias de A Caps recia sumen 22: 
(7) En un trapecio ABCD (BC // AD): BC=5, S 


CO =8y m<C = 2(mxA). Calcular la longitud de 

la mediana del trapecio. 

AJ9 B)J10 C)13,5 D)17,5 E)18 
(03) Se tiene un trapecio isósceles ABCD de bases 
BCy AD, en los cuales se ubican los puntos P y Q 
respectivamente. Si: 

PB =PC = 2, AQ = 3,QD = 9 y PQ = 5, calcular la 


m<PQD. A) 3 B)4 C)6 D)8 E) 12 


AJ30" B)J37 C)45" D) 53 E)60* 
bases HG (1) Del gráfico: ABCD es un trapecio isósceles 
Si ABCD trapecio d AD: e a 
(To) 1 es un trapecio de bases BCy AD (BC // AD). BP = 7 y PQ // CD. Calcular la 


además AD = 3(BC), calcular el valor de “x”. AN 
distancia de los puntos medios de PD y QC. 


B (6. 
Aa 
A Q D 


4) 3,5 B)7 C)4,5 D) 10,5 EJ11,5 


A) 30" mao :C) 60? D)37 E) 53” 


(02 si: EF ECÍ AD. AE = EB, EF =5yFG=3, 
además a + 0:3 1809, Calcular: BC +AD. (O) En un triángulo ABC se ubican los puntos D en 
PE BC yE en AC, tal que: AB=AE, BD = DE =ECy 
m<B=6(m<x A). Calcular mA... ES 
AJ1O  — BJ12 C)16 DAS". 
a Se tiene el trapezoide ABCD, en 


el punto E, tal ue; MERO : 
además: : : 


aio! 2 007 E AEZER y CE E ED: ada 


del punto medio de BC a AD. 

AJ2/3  Bj)4  C)J6  DJ6J/3  EJ3J3 
(E) En un trapecio ABCD, AD //BC, enAD se 
ubica el punto E,de modo que BCDE es un ronbo, 
AD=10 y CE=6. Calcular ma BDA si mx ABD=90" 
AJ15" B)30* C)37 DJ45" E) 53" 


(E) En un trapecio ABCD, AD //BC, se ubica M 
en CD, CM=MD=5,mxMAD=32",m<CBM = 58 
y m<BMC = 6”. Calcular la longitud de la mediana 


del trapecio 
AJ4 B)J6 C)J6 D)J8 E)10 
(E) En un cuadrilátero ABCD, 


m<BAD=m<BCD=90" y BC = 
CH 1 AD (H e AD), CH 


CD. : 
AWNIS  BJ15  C)J2/58  D)4V/58  EJ13 


(Lo) Según el gráfico: PQCS es un rectángulo y ABCD 
es un trapecio. Si: QS =4 y CS = SD, calcular: 
BC + AP 

B C 


CD, se traza 
= 12 y AD = 7. Calcular 


A ji Pp , D 
A) 2 B)3 C) 4 D) 4,5 E)J5 
(Ey En el gráfico: O es centro del cuadrado ABCD. 


Si OMDN es un trapecio isósceles(ON // MD), 
calcular OL/CN. 


B 
ás 
A M D 
AJ05 B)2,5 C) 0,75 D) 1,5 EJ1 


Ousrás BC // AD y AB =6. 
Calcule la longitud del segmento que tiene por 


extremos los puntos medios de ACy BD. 


Al D 
AJ2  BJ3  CJ3J2  D)J3V3 EM 
(E) En un trapecio isósceles ABCD (BC // AD), la 
mediatriz de (py interseca a 4p en el punto P. Si: 


2(AP)=3(BC)=6(PD), calcular mx ADC. 
A) 30" B) 5312 C)37P D)J53" EJ45” 


En el gráfico mostrado, las longitudes de BC, 


PQ y AD son números consecutivos. Si: CD = PQ, 
calcular el valor de “x”. 


B, a 
P Q 
A D 
C)45 D)J60* E)J30” 


En un cuadrado ABCD, se prolonga ¿pp hasta 


«P». Luego se traza la perpendicular AQ hacia PC 
que corta a CD en M. Calcular : ma DPM . 

A) 45” B) 30” C)60" D)53" E) 75 
En los lados BC y CD del cuadrado ABCD, 
se ubican los puntos M y P, respectivamente, tal que : 

CP=PD y ma APM=90". 

Calcule : m< AMB. 

A) 37 B) 457 C)J53* D) 60" E) 69 
63) En la prolongación del lado AD de un 


rectángulo ABCD, se ubica el punto E , tal que : 
m<ADB=m<DCE, BD=4 y CE=3. 
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Calcule AE. 

A)3 BJ4 C)5 D)7 E) 2/3 
(02 Las diagonales de un rombo miden 20 dm y 
48 dm Hallar el perímetro del rombo . 
A) 102 dm B)104 dm 

D) 114 dm E) 401 dm 
03 En el gráfico , ABCD es un rombo y ABE un 
triángulo equilátero. Calcule “x ” E 


C) 106 dm 


A) 30" B) 45” C) 53* D) 60? E) 90" 
(215) En la figura mostrada , MNOP es un trapecio, 


si: S punto de OU y RS // QU.Siendo: QU=12m, 
hallar TR . 


AJim C)2m E)J4m 


(0) Si: BC//AD y ABCD, es un trapecio 
isósceles. Hallar AD, EC=5 m... * 


B)1,5m 


D) 20m 


4J8m —B)10m C)'18m E) 30 m 


a En un trapecio , la suma entre la mediana y el 


segmento que une los puntos medios de las 
diagonales es 32 cm. Calcular la longitud de la base 


mayor. 
A)16cm . B) 32 cm C) 18 cm 
Dj34em —E)24cm 


(7) Las diagonales de un trapecio son 


perpendiculares y miden 6u y 8u. Calcular s su 
mediana. 
A)7u B) 5u C) 6u D)9u E) 10u 


(00 Enla figura: BC//AD, BC=5- y AD=9, 


Hallar BH . 
Nr Cc 


Y 


B 


A - D 
AJI BJ 04. D)J7 EJ5 
dd De la figura, calcular «0. 

A 2 
A) 157 B) 36" C)j45 D)60" E)75* 


43 La suma de las longitudes de las diagonales 


de un trapezoide es 20. Calcular el perímetro del 
cuadrilátero que resulta al unir consecutivamente los 
puntos medios de los lados del trapezoide. 


A) 10 B) 15 C) 20 D) 30 E)J40” 
(8) El gráfico, EF // AC. Hallar «x». 
Ny, RAS 
10) 
O 
AB 
4/8/2m —B8/2m O¿d2m DIA2m Ellóm 


EDICIONES RUBIÑOS 


(E) En un trapecio ABCD la base menor ABes 
igual a la altura AH; el ángulo : 

m< A=185” y el ángulo B=150”. Hallar el perímetro 
de este trapecio, teniendo presente AB=AH=20cm. 


A)195,920cm B)200cm C)182,920 cm 
D)162,920cn E)170,500 cm 


(E) En un cuádrilatero convexo ABCD, el ángulo 


ma A=9" y ma B=4". Calcular el valor del ángulo 
formado por las bisectrices de los ángulos C y D . 


AJ6"30” B)720* C) 755* 
D)9*00* E)12*00* 


(Lo) Tenemos el romboide ABCD. Si las longitudes 


de las distancias de B, A y D a la recta son 2,4m ; 
3,6m; 7,9 m, respectivamente, hallar la longitud de 
la distancia de € a la recta L . 


B 
L 


D 
Alim  B)1,5m C)19m D)J2m  E)J2,5m 


(Ey En un trapecio ABCD, las base menor 


AB y CD se trazan las bisectrices de los ángulos A 


y D que se cortan en R, y las bisectrices de los 
ángulos B y C que se cortan en $. 


Hallar RS ,si: AB=4, CD=12, AD=7 y BC=9. 
A B 


D ] Cc 
AJO B) 8 C) 19/2 D) 13/2 E) 3/2 
(E) en la figura hallar AB y CD son paralelos. 
Si: AB=5 y AC=12, hallar la longitud del segmento 
CD- 


A) 4m 
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AQ28 


B 
A) 15 B) 16 C) 18 


(E) Se tiene un paralelogramo ABCD. Se construyen 
exteriormente los triángulos equiláteros ABM y BCN. 
Por M se traza la perpendicular MH a ND , calcular 


D) 17 EJ10 


la medida del ángulo HMB, si el ángulo NDC 
mide 46”. 
AJ16? B)14* C)18 D)11" E )20* 


E0) En un trapecio ABCD(AB //CD). Si: AB=8m; 
BC=6m ; AD=10m y CD=18 m; las bisectrices de 
los ángulos A y D se intersectan en el punto M y las 
bisectrices de los ángulos B y C se intersectan en el 


punto N. Hallar la longitud del segmento MN , 
B) 5m C) 6m D) 4,5m E) 5,6m 


Ed De las siguientes proposiciones. ¿Cuáles son 
verdaderas (V) o falsas (F)? 

ID) Si el trapecio tiene sus diagonales congruentes; 
entonces , es necesariamente inscriptible a una 
circunferencia. 

11) En un trapecio escaleno, una diagonal puede ser 
también altura. z 

HI) Si un polígono equiángulo está escrito en una 
circunferencia es necesariamente un polígono 
regular, 

A) VVF  B)FVF C)VFV  D)FFF E) VVV 


€2) En la figura mostrada , los puntos M, N y R son 


puntos medios de los lados AB,BC y CA. 
MM'+RR'+NN*=25m, hallar la longuitud del 
segmento BB”. B 


A) 20 B) 22 C) 23 D)24 
(E) En el cuadrilátero ABCD, hallar “x”. 
P 
A D 
A)J63" B) 30" C) 60 D)J45" E)J37 


(Ep) En el gráfico ABC es un triángulo escaleno : 


ABE y FBC son isósceles . Luego el cuadrilátero que 
se forma al unir los puntos medios es un: 


AE, EF,FC,y AC esun: F 
E 
A os! 6 
A) Romboide B) Tectángulo C) Rombo 
D)Cuadrado E) Trapecio isósceles 


E>) Del gráfico mostrado , ABCD es un cuardrado. 
Si: BH=2 , ND=3 y NP=11, calcular el valor de “ax”. 


A)16* — B)30" Dare D)26'30” — EJ16* 

[75] Enun trapecio ABCD (AB // AD); se sabe que: 

AD-BC= 2.AB y m< ABC=4ma ADC 

Calcular: maBCD. 

AJ160*  BJ127 C)143" D)150"  EJ135* 

Ed) En un romboide ABCD, se trazan las bisectrices 

exteriores de los ángulos en C y D, que se intersecan 

ene Además, BPYCD se intersectan en Q. Calcular 
AB, si: BQ=2u ,QP=3u y BP 1 CD 

y 0) 7,6u > D) 6,6u 


E) 6,5u 


AJ1 B)2 C) J2 


D)2J2 
Según el gráfico: ABCD y PBQC son romboides. 


E)S3 


Calcule : 


A 
P D 


AJ1 B)2 C)3/2 


CORRIDA 


(GDEn un rombo ABCD,la mediatriz del lado BC 
interseca al AC en Q y mx<ABQ=90". Calcule la 
mxCQD 

A) 130? B)150* C)120? D)135” E) 143" 


63 En un paralelogramo ABCD se traza la 
bisectriz BM del <ABC(M en AD). Si: AM = MD, 
BC=5y BM = 3, calcular la distancia de C al lado 
AD. 

A) 1 B)2 C)2,4  D)J3 E) 3,2 

03 En la prolongación de la diagonal BD de un 


paralelogramo ABCD se ubica el punto E y en la 
prolongación de CE se ubica el punto F , de modo 
que el cuadrilátero ABEF es un trapecio. Si: 

BD = 7 y DE = 5, calcular AF. A 
A)13 B)14  C)16 D)16 EJ17 


O En el rin ABCD: 2 


D)J2/3 E)1/3 


A)7 Bj8 C)9 D)10  E)11 


(03) En un cuadrilátero convexo ABCD las 
bisectrices de sus ángulos interiores A, B y C son 
concurrentes en un punto P. Si AB = 3, BC = 4 y 
CD = 7, calcular AD. 

45 B)6 C)J7 . DJ9  EJ10 


(To) En un trapecio rectángulo ABCD, recto en A 
y B, M es el punto medio de CD y Pes un punto de 
AM, tal que: BP = AM .Simx<MAD=40", calcular 
la medida de mx ABP 

A) 30" B)20" C)J40" D)J45  E)J25* 

(2 El ángulo A de un romboide ABCD mide 70; 


las mediatrices de AB y BC se intersecan en un 
punto interior O. Si OC = AB, calcular la mxCOD. 
A)70"  B)75* C)80* D)J85”  E)84” 


(63) En un romboide ABCD: mxBDC= 90* y M 


es el punto medio de AD. Por A y B se trazan 


paralelas a BM y CM las cuales se intersecan en 
N. Calcular AN, si BC = 18. 
A)J3 BJ45  C)J6 D)J6.5 EJ9 


(79) En un cuadrado ABCD: M y F son puntos de 


AB y BC, respectivamente. Calcular lamuMDA - 


DM biseca a AF y m«AFC=105” 

A)15” B)22,5” C)J380” D)J36” E)J37 ' 

(1) En un trapezoide ABCD, sobre AD se ubica 
el punto P, tal que: AB = BP y CP = CD.SiBC =6, 
calcular la longitud del segmento que une los puntos 
medios de AC y BD. 

AJ2/3 B)3 C)3/12 D)6 EJ12 

(0) Los lados del triángulo equilátero MNP y del 


cuadrado ABCD, del centro O, son congruentes. 
Calcular el valor de “a” 


B C 


AM DP 
AJ15" B)18" C)26,5% D)18,5” E)J22,5" 
a En la figura: ABCD y BEFH son cuadrados. 
Calcular la mxBDE , si m < HFA = 20*. 
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7 A 


A)30" B)15* C)20* D)J35” E)25 
(E) En un romboide, donde M es punto medio de 


AB, se traza CH 1 DM(H € DM). Calcular la 
longitud del segmento que une los puntos medios 
de BC y CH,si AD = 12. 

A) 4 B)5 C)45  DJ3,5  EJ6 


CE) En un trapecio isósceles ABCD ( BC // AD) 


se construyen exteriormente los triángulos 
equiláteros CED y. ADF, tal que: AE nm BF= (0) 
Calcular BO, si: AO = 3, OE = 4 y OF =5. 

AJ3 B)2 > C)4 D)2,5  E)J5 


(3) Del gráfico, calcular “ac”. 


AJ15”  B)18,5* D)26,5* EJ563"/4 


En un trapezoide ABCD:<B=x<D. La 


bisectriz del ángulo A interseca en Pa CD y la 
bisectriz del ángulo C interseca en Q a AB. Sobre 
AP se ubica el punto L, tal que: AD=LP DL 
prolongado interseca en Ma QC.Si: AL =QMy, 
mxB=9 (mxLDP) calcular la m<LDP 

A)10? B)122 C)15 D)20* E)25* 
aL 15)516)B3 77D] 5)8 [HIG|10)A 


C)22,5* 


NE LA CUARTA PRACTICA 


Al finalizar esta unidad, el alumno será capaz de: 

* Reconocer la circunferencia y cada uno de sus 
elementos 

* Resolver problemas, utilizando las fórmulas de 


ángulos en la circunferencia 
INTRODUCCIÓN : 
Las necesidades que el hombre tiene, hace que 
descubra oinvente cosas, es así como generó la rueda, 
la cual fue y es de mucha utilidad: ella tiene forma de 
una circunferencia. 
La circunferencia es una figura cuya forma y perfección 
es de mucha utilidad, ella a favorecido a diversos 
progresos de la humanidad como por ejemplo: cuando 
se quiere trasladar una carga extremadamente pesada 
(cajas fuertes, maquinarias pesadas, etc.), todavía se 
utiliza con frecuencia un sistema que los egipcios ya lo 
habían usado al construir sus pirámides: dichos 
sistemas consisten en colocar la carga sobre una 
plataforma, la cual se encuentra sobre unos rodillos: 
cuando se tira de la plataforma los rodillos que quedan 
rezagados son recogidos y vueltos a colocar por delante. 
Esto permite darnos cuenta de la importancia de esta 
figura, para un estudiante de geometría el conocerla 
le permitirá entender otras propiedades que más 
adelante se estudiarán. 
CIRCUNFERENCIA: 
Es un conjunto infinito de puntos de un plano, que 
equidistan de otro punto fijo del mismo plano llamado 
centro. Z, 
CÍRCULO : A 
Es la reunión de una circunferencia y su región interior. 
ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA 


E3 55 CAPITULO 


Ol 


Flecha o sagita : 


RADIO : 
Segmento que une el centro de la circunferencia con 
cualquiera de sus puntos. 


CUERDA; 


Segmento que une dos puntos cualesquiera de la 
circunferencia, 


DIÁMETRO O CUERDA MÁXIDIA : 
Es una cuerda que pasa por el centro de la 
circunferencia. , 


PROPIEDADES 
1) Si “T” es un punto de tangencia, entonces: OT 1 L; 


L, 
2) Si A y B son puntos de tangencia, entonces: 


B z z 
* También: Si “O” es centro, entonces: 
PO es bisectriz de qAPB= 0 


EDICIONES KUBINOS Jyasos 
3) Si OM 1 AB; entonces: 


AM=MB 


4) 


* Si: AB//CD 
Entonces 


2 


5) 
*Si: AB=CD 
Entonces: 


mAB=mCD 


ÁNGULOS EN LA CIRCUFERESCIA. 
1) ÁNGULO CENTRAL : 


El vértice se encuentra en el centro de la 
circunferencia, sus lados son dos radios, La medida 
del ángulo central es igual a la medida del arco 


comprendido entre sus lados. 
x=mAB 
Q a >x*=a 
B 
2) ÁNGULO INSCRITO: 


Su vértice se encuentra sobre la circunferencia, sus 
lados son dos cuerdas. La medida del ángulo inscrito 
es igual a la mitad de la medida del arco comprendido 
entre sus lados. 


3) ÁNGULO SEMINSCRITO : 


El vértice se encuentra sobre la circunferencia, sus 
lados son una tangente y una cuerda. La medida del 
ángulo seminscrito es igual a la mitad del arco 
correspondiente a la cuerda. 


Pa 
a y=PAB 
2 
>= 
2 
B 
4) ÁNGULO EXINSCRITO : 


Su vértice se encuentra sobre la circunferencia, este 
ángulo es el snte suplementario de un ángulo 
inscrito. 


5) ÁNGULO INTERIOR : 


El vértice se encuentra en el interior de la 
circunferencia, sus lados son dos segmentos de cuerda. 
La medida del ángulo interior es igual a la semisuma 
de las medidas de los arcos comprendidos entre sus 
lados y las prolongaciones de los lados. 


€ 
B 
m n 2 
A 
D 


6) ÁNGULO EXTERIOR ; 


Su vértice es exterior a la circunferencia, sus lados 
pueden ser dos secantes, una tangente y una secante 
o dos tangentes. La medida del ángulo exterior es igual 
a la semidiferencia de las medidas de los arcos 
comprendidos entre sus lados. 


GEOMETRIA PLANA 


PROBLEMA 1: 
Si “O” es centro, calcular “x” 


AJ10* 
B) 20* 

C) 50* h S 50" 
D) 25* 

E) 5" 

RESOLUCIÓN : 


* Se deduce: bxa=50" ..0civion (por ángulo central) 


> *=10", E k, 
PROBLEMA 29: 


Calcular “xe-+y” 407 
A B 


E 


Y SOLUCIÓN : 
. Se deduce que: 


>x=20" 

* Además: 
_409 
dE 
>y=20 


En (por ángulo inscrito) * 
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TA (por ángulo inscrito) 


* Se pide: x + y = 40? 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 3: 


Hallar Eq 
A) 80? 

B) 70" 

C) 60* 

D) 105* 

E) 110* 


RESOLUCIÓN : 


* Por ángulo 


inscrito: 


2 o 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 4: 


Calcular “ax”. 


A) 20* 


B) 25" 
C) 15 El 80" 
D) 40" 


E) 32 


RESOLUCIÓN : 


* Se deduce: 


y 20-30" PA (por ángulo exterior) 


2 
>:x=25 


PROBLEMA 5: 
Calcular “x”, 


A) 20? 
B) 40? 
C) 30" 
D) 18” 
E) 80? 


RPTA: 09 


en: 


DICIONES RUBINOS 
RESOLUCIÓN: 
* Por <Central: mBC=80* 


* Por < Inscrito: 40 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 6: 
Calcular “x” en: 


A) 10* 
B) 20* 
C) 40? 
D) 30 
E) 15 


RESOLUCIÓN : 


* Por <inserito: 20m 


* Por < inscrito: :=m 2 >x=20" 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 7: 
Calcular “x” en: 


A) 80? 
B) 90* 
C) 100* 
D) 85* 
E) 105" 
RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que: 
mAB=2x 40"=80" 


28080" _ 


3 100? 


>.* 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 3: 


Calcular “x” en: 


A) 20" 
B) 80* 
C) 70* 
D) 90* 
E) 110" 
RESOLUCIÓN: 
* Se deduce: 
mÁAB=180" - 40"=140" 


270 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 9: 
Silascuerdas AB y CD son iguales, la medida del arco 


AB es 80” y la amplitud del arco BC es 40”, calcular 
la amplitud del arco AD. 


B 407 Cc 
A) 120" 
B) 200? 
C) 160" 80" 80” 
D) 180* 
E) 90” A 
RESOLUCIÓN: > 
* Como CD=AB=> mÚD=mAB 
> mCD= 80 
> 80” + 40"+ 80” + x=360" 
eS RPTA : “C” 
PROBLEMA 10: 
“Hallar “x” A 
A) 20% 
B) 307 B 
C) 70" 
D) 80* 
E) 100* E 
RESOLUCIÓN: 
2607 
* Del gráfico: 
mAC=360" - 260* 
> mAC =100* 
* Por ángulo exterior: 
x+100*=180* 
>x=80" RPTA “D” 
ERAIRRAGUICARDIRIGIDA 
(€) Calcular “>” 
A) 140" 
B) 100? z 
x 
C) 70* 
D) 100* 
E) 80* 


(3 Calcular “x” 


A) 20* 
B) 24” 
C) 25” 
D) 30* 
E) 36? 
(3) Calcular “”. 


A) 100? 
B) 907 

C) 120” 
D) 110" 
E) 108 


(13 Si “O” es centro y AB=R , 


4) 30* 
B) 15" 
C) 45* 
D) 60* 
E) 90* 
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(3 Calcular “x”, 
A) 307 
B) 20" ; > 
C) 60" 
D) 40 
E) 90* 
a”. 
A) 80* O 
B) 60* 
am A 
O 


calcular “a”. 


A 


" B) 105” 
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(63) Si: AB=AC, calcular BC. 


A) 60* 
B) 80* 
C) 50" A 
D) 70? 
E) 30* 
(69) Calcular “ax”, 


A) 30* 4 7 


B) 20" 

cis 70 

D) 25" D 
E) 40” B 

(1) Calcular “a”. B 


A) 100? 


C) 110* 
D) 120* 
E) 150* 


(1) Si “O” es centro, calcular “az”. 


A) 20? 
B) 25” 
C) 30" ca 4 
D) 35* 
E) 50* 


(2) De la figura, cu.cular “a”, si “O” es el centro. 


A) 10* 
B) 20* 
EJ30. 0 100 
D) 40" 
E) 50* 


(E3) En la figura, “O” es centro. Calcular “x”. 


A) 16 RAS. 
Q 


C)8* 
D) 15" G 
E) 30* 


EDICIONES RUBINVOS [NES 


(O En el io AyC Po puntos de tangencia. 


Calcular “x 


EY 


(43) En el SR mBD=100". Calcular mAC. 
B 
4) 85* e 


B) 80? 

C) 70? 

D) 60* C 

E) 40? D 


(f0) En la figura, A y B son puntos de tangencia. 
Calcular “e”. 
A) 40* 
B).60? 
C) 50" 
D) 70* 
E) 80 
(1) En la figura, calcular: +8 


O) En En el pets “A” es punto de tangencia y 
mABC=240". Calcular “x”. 
E de 

A) 50* 

B) 40” 

C) 60* 

D) 427 

E) 30" 


€0 En la figura, calcular “x”. 
A) 20 e 
B) 407 

c)30"  6x A 


B 


(9 Calcular “x”. 


A) 15? 
B) 30" 
C) 407 
E 50 


E Si “op” es centro, ca! ar “a 2 


7 E 
A) 10? 
. rs se 
E 7 
E) 50? 
(63) En el gráfico, “O” es pt A la relación 
entre 9 y a 
A) 1 A 
B) 2 
C)3 a 
D) 1/2 
E) 1/3 A C 


(2 En la figura: AC=AB. e? mAB 


A)120* 
B)130" 
C)140* 
D)150* 
E)160* 


AO con a 


Y 


OBJETIVOS : 


* Establecer la importancia de la circunferencia en el 
desarrollo de la geometría. 


* Conocer las líneas en la circunferencia , y susángulos 
con relación a la circunferencia 


* Utilizar los teoremas relacionados a la circunferencia, 
en la solución de problemas. 


IVTRODUCCIÓN : 


En el presente capítulo se estudia y analiza la 
circunferencia. ¿Qué es la circunferencia?. ¿Por qué 
estudiarla?, que aportes se han obtenido a partir de su 
estudio y análisis. 

A través del tiempo y en el proceso de la evolución del 
hombre, de su interacción permanente con la 


naturaleza surge necesidades que hace posible la . 


invención de objetos con forma de circunferencia tal 
como la rueda: así como también crear Valdes de 
manera rustica donde sus bordes tienen forma circular. 


Al observar el sol, por las noches de luna llena 
instantáneamente indicamos que éste la forma circular. 
También el arco iris tiene la forma de un arco. 


Al observar los objetos tales como el aro de una bicicleta 
o de los carros, una moneda, un CD, el aro de un 
ventilador, etc. Estas tienen la forma circular. 


Luego de esas formas percibidas de los objetos 
materiales la geometría. Como ciencia inductiva y 
deductiva las estudia como la circunferencia y círculo 
respectivamente. 


CIRCUNFERENCIA 


Es el lugar geométrico formado por un conjunto de 
puntos que equidistan de un punto llamado centro. 
La longitud angular de una circunferencia es 360". 
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Arco : PQ 

Recta Tangente : L, 

Punto de tangencia : T' 

Recta secante : y9R 

Flecha o sagita: SE 

Longitud de la circunferencia: L¿=2xR 
PROPIEDADES DE LA CIRCUNFERENCIA 


1) La recta tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio trazado en el punto. de 
tangencia. L 


OT=1 L 


2) Todo diámetro perpendicular a una cuerda, biseca 
a dicha cuerda y los arcos que subtiende. 


En la figura AB es diámetro si PQ 1 AB 


E * Entonces: 
PH = HP 
A 1 * Además: 
mPB = mBQ 
Q 


3) En una misma circunferencia ; si dos arcos de igual 
medida, sus cuerdas correspondientes son iguales 
longitud y ¡además dichas cuerdas equidistan del 
centro. 


lp Entonces : AB =CD 
Además : OM= ON 


4) En una circunferencia los arcos comprendidos entre 


EDICIONES RUBINOS Pysoos Y 
dos cuerdas paralelas son de igual medida. 


A B 
B En la figura : 
Si: AB//PQ 
P. q Entonces :mAP= mBQ 


5) Los segmentos tangentes a una circunferencia 
trazada desde un punto exterior son de igual longitud. 
En la figura PB y PA; son 
tangentes a la circunferencia 


4 P 
o b  Secumple: PB=PA 


A * Además : POes Bisectriz. 


6)En una circunferencia; al unir los extremos del 
diámetro con un punto de ella, el ángulo que se forma 
es recto. ; 

P, 


En la figura : Si: AB es 

A B Diámetro y P pertenece 
a la circunferencia, 
entonces : 


m<xAPB = 90% 
7) TEOREMA DE PONCELET : 


En todo triángulo rectángulo , la suma de las 
longitudes de los catetos es igual a la suma de la 
hipotenusa más la longitud del diámetro de la 
circunferencia inscrita. 


* Sea: ABC 
O: Circunferencia inscrita 
r: radio 


¿ B 
8) TEOREMA DE PITHOT': 
En la figura [ YABCD. 


Circunscrito a la circunferencia : 


b Cc 
EN 
a 


*(O;R):Circuferencia 
inscrita 
* se cumple : a+c=b+d 


pe CIEKCUNFERENCIA Y 
ÁNGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA 


D ÁNGULO CENTRAL : 


El vértice se encuentra en el centro de la 
circunferencia, sus lados son dos radios. La medida 
del ángulo central Es igual a la medida del arco 
comprendido entre sus lados. > 


ga | 


EJEMPLOS : 
1) Calcular x ; si “O” es centro 


40" 


2) Calcular $, si “O” es centro. 


3) Calcular x; si “O” es centro. 


1) ÁNGULO INSCRITO : 


As 
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EJEMPLOS : 2) Calcular x: 
1) Calcular x: PO E : 
E E PRE 


8) Calcular x: 


98* 
RPTA S.ceccrssececosccecoas dncento 
II) ÁNGULO SEMI INSCRITO : 


EJEMPLOS: 
1) Calcular x. 
20" 30 
EJEMPLOS: 
1) Calcularx. APTA iooresainai ines ñ 
2) Calcular x. 
o 


84? 


Y Y: AAA RPTA iesecconooncrnoesincecccrsnneóos 


3) Calcular x. 2 RI 
| O POBTEW 
: PROBLEMA 1 : 


Calcular “x” ; (O: centro) 


B 
A) 407 
B)8. 70? 
C) 35? Cc Q 
D) 15 
E) 12 %, 


RESOLUCIÓN: 


* Como “O” es el centro, entonces el AOB en un 
ángulo central, 


Luego: m<AOB =mAB 


30+x=70" 
>x=40" 
RPTA ; “A” 
PROBLEMA 2: 
Calcular “x”, si mAC=104* 
A 
A) 26” 10% 
B) 52* AÑ 
Tercer caso; 3: 
D) 13 ¡A 
a E) 18" ESA 
RESOLUCIÓN: 
* Como el <CAB, es un ángulo inscrito, 
* Luego : A 
EJEMPLOS: 1 ma<Cap - "AC 
1) Calcular x: - 2 
Sita 104 
225" lA 2 
=25=148" 
B 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
APTA oc Calcular “x”, si mBC= 120" 


2)Calcular x; . 
GA A) 24* c 
E C) 207 
ÁS D) 127 
E) 10* 
B A 
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RESOLUCIÓN: 
* Como el, ABCes un ángulo seminscrito, 
Entonces: 


B 
S 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 4: 


Calcular “x”, si mAD = 110%;mBC = 80" 


C 
A) 75 
B) 85” 
C) 95 
D) 100* 
E) 80* A D 
RESOLUCIÓN : 
80 
B, C 
* Como el ángulo “wx”, es 
un ángulo interior, luego: 
_ _máD+mBO 
s 2 
A D y FLO E80* _ ono 
100* 2 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 5: 
Calcular “x” si mAB = 120%; mÚCD =70* 
A) 30? 
B) 15? 
C) 25* 
D) 35* : 
E) 10* E, 
RESOLUCIÓN : 
* Como el ángulo “x””es un ángulo exterior, 
a * Luego : 
mAB- mCD 
a a TO 
— PD gp 


RPTA ; “C” 


PROBLEMA 6 : E 


Calcular “a”, en: 
A)J5 
B) 4 
D) 1 
D) 2 A 
E) 3 
RESOLUCIÓN : 
* Como las tangentes AB y AC son congruentes, 
entonces: AB = AC 

> 3x+ 2=2x +56 

>x*=3 


B 


qe 


RPTA “E” 
PROBLEMA 7: 
En la circunferencia de centro “0” de la figura, la 
recta L es tangente.Calcular “a” ¡si maOAB=5x 


A B 
A) 50* 


B) 10* 
C) 20* 
D) 22” 
E) 18” 
RESOLUCIÓN : 


* Sabemos que si O es centro y Á es punto de tangencia, 
Entonces : 


m<OAB = 90% 
> 6x = 907 
> x= 18” 
PROBLEMA 8 : 1 
En la figura, las - "das AB y MN son paralelos, 


además mAM=7" y mBN=5x: Calcular “x” 


RPTA : “E” 


A) 20* M, N 
B) 12? 
C) 14* Á B 
D) 24" 
E) 15" 
RESOLUCIÓN: 
* Al ser AB//MN se cumple que: mAM = mNB 
M, N 
x =>70=5x 
70* 
A B >1%=x 


1 RPTA : 0" 


EDICIONES RUBINOS Pasos ME 


PROBLEMA 9: 


En la circunferencia de centro “O” si OC 1 AB, 


AF =7x y FB =14 ; Calcular “x”. 
. A 


4)1 

B)2 

C)3 O Cc 
da 8 
E) 1,5 


RESOLUCIÓN : 


(3) Si AB=CD, mAB =120* y mBC = 20". 
Calcular mAD B 
(8) 

A) 100* 
B) 120? 
0) 140" A 
D) 160" 
E) 180% > 
(3) Si EC // AD, mAB =30" y mBC=140" . 
Calcular : AD B 

É A 
A) 1407 
B) 1607 
C) 180* 


D) 200* C 
00 
E) 1 a 


(3) Calcular x. Si O es centro y T es punto de 


tangencia. 


(69 En la circunferencia de centro “O”, calcular “x” 


*Como OC 1 AB,secumple 
que: 


A) 44 A ea 
B) 427 É 

C) 227 a B 
D) 457 

E) 34” 

(7) Calcular “x” en: B 


A) 19 
B) 36* e 
C) 38* 

D) 32* A 

E) 76* 


D 
(68) Calcular ““x”, si: 


A) 55" B € 
B) 30* 

C) 40? a 2 
D) 45" A 

E) 35" y 


(3 Calcular x, si: 


A) 42 

B) 21* B Cc 
C) 84” 

D) 46? Lx 2x 
E) 36" A D 


(63) Calcular ““x” en: 


A) 110" 
B) 120* 
C) 130* x 907 
D) 100* 
E) 90" 


(63) Calcular **x”; el punto “O” es centro. 


A) 20” 
B) 30* 


C) 40” NE 

D) 15* 

ps 120 

(L0) Calcular “a”, el punto “0” es centro, 


A) 30? 
B) 80” 
C) 60* 
D) 50* 
E) 70? 
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O Calcular “x” en 
A) 60* 
B) 54 
C)53* 
D) 50* 
E) 106? 


O Calcular *“x” en: 


A) 25" 

B) 30” C 
C) 45” 

D) 35” 

E) 50* B 


(43) Calcular “x” en: 


A 


A) 24* 
B) 20” 
C) 22 
D) 12* 
E) 26” 


(9 En la circunferencia de centro “O”, calcular “ax”. 


+7 


(3) Calcular ““x” en : . 


A) 38? 
B) 36” 
C) 427 
D) 32* 
E) 34* 


C 
AJ Ig > 
B) 120  - Pe 
C) 124? 
D) 62? A D 
E) 60 z 


(18) Calcular “x” en: 
A) 66* 
B) 134? 


NA 
E) 142* OS E 


C) 130? 
D) 132? 
(2) Encontrar la medida del arco AB, si: 


: B 
A) 156" 
B) 96" 
C) 76" 
D) 8s* 
E) 78 e 
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(3) Encontrar ““x” en: B 


A) 44 PLN C 
B) 40? A Y 
C) 422 Á 
2 NG 
E) 45" U o 

E D 


(3) En la circunferencia de centro “O”, calcular x”. 


A 
a Ne) 


A) 30? 
B) 50* 
C) 40? 
D) 60* 
E) 45" 


D 


IE CIERA 


TAREAIDO ICIPTARIA 


(DEn la circunferencia , calcular el valor de “a”. 
D 
A) 20? 


B) 40* € 
C) 25* 50? 
D) 30" 

(63) Calcular “x” en: B 


70% 


A) 50* 
B) 42? 
C) 34" 
D) 40* C 
E) 36? 


54 


OBJETIVOS : 


* Conocer y utilizar elementos geométricos asociados 
al estudio de la circunferencia y sus ángulos. 


* Explorar intuitivamente la relación existente entre 
estos elementos. 


* Conocer las relaciones entre la circunferencia y otras 
figuras planas. 


INTRODUCCION : 


Una circunferencia es el lugar geométrico de los 
puntos del plano equidistantes de otro fijo, llamado 


centro; esta distancia se denomina radio. Sólo posee . 


longitud. Se distingue del círculo en que este es el lugar 
geométrico de los puntos contenidos en una 
circunferencia determinada, es decir, la circunferencia 
es el perímetro del círculo cuya superficie contiene. 


La palabra circunferencia proviene del latín 
circumferenta que a su vez deriva de circumferre, 
que significa llevar alrededor. 


Durante mucho tiempo, se empleó el término círculo 
para designar tanto la superficie, como a la curva que 
lo delimita: la circunferencia. Actualmente, en idioma 
castellano, el círculo define la superficie, y a la curva 
se le llama circunferencia. 


En castellano, se suele utilizar el término geométrico 
disco, asociado al concepto círculo, en textos de 
topología, una rama de las matemáticas. En cartografía 
se utiliza el término círculo como sinónimo de 
circunferencia, en expresiones como círculo polar 
ártico. 

No ocurre lo mismo en otros idiomas. En inglés, circle 
expresa el concepto de circunferencia (curva cerrada 
plana equidistante del centro), mientras que 
circumference significa perímetro del círculo (la 
longitud de la circunferencia). Sin embargo, disk se 
asocia al concepto de círculo (superficie plana limitada 
por una circunferencia). 


En términos coloquiales (no estrictamente 
matemáticos) el uso de círculo y circunferencia es 
indistinto en algunas zonas geográficas por lo arraigado 
que está en la tradición, no obstante se encuentra que 
circunferencia se asocia más frecuentemente con los 
conceptos de aro o anillo en tanto que círculo se asocia 
más frecuentemente con los conceptos de disco o plato. 


ES varios puntos, rectas y segmentos, singularés 
en la circunferencia: 


* CENTRO, el punto interior equidistante de todos 
los puntos de la circunferencia. 

* RADIO , el segmento que une el centro con un punto 
de la circunferencia. 


* DIÁMETRO, el mayor segmento que une dos puntos 
de la circunferencia, y lógicamente, pasa por el centro. 


* CUERDA, el segmento que une dos puntos de la 
circunferencia; las cuerdas de longitud máxima son los 
diámetros. o 

* RECTA SECANTE, la que corta a la circunferencia 
en dos puntos. 

* RECTA TANGENTE, la que toca ala circunferencia 
en un sólo punto. 

* PUNTO DE TANGENCIA, el de contacto de la 
tangente con la circunferencia. 


“ARCO, segmento curvilíneo de 
pertenecientes a la circunferencia; 


* SEMICIRCUNFERENCIA, cada uno de los dos 
arcos delimitados por los extremos de un diámetro. 


puntos 


Un punto en el plano puede ser: 


* Exterior a la circunferencia, si la distancia del 
centro al punto es mayor que la longitud del radio. 


* Sobre la circunferencia, si la distancia del centro 
al punto es igual a la longitud del radio. 


* Interior a la circunferencia, si la distancia del 
centro al punto es menor a la longitud del radio. 


Una recta 
ser : 


, Tespecto de una circunferencia, puede 


* EXTERIOR, si no tienen ningún punto en común 
con ella y la distancia del centro a la recta es mayor 
que la longitud del radio. 


* TANGENTE, si la toca en un punto (el punto de 
tangencia) y la distancia del centro a la recta es igual a 
la longitud del radio. Una recta tangente a una 
circunferencia es perpendicular al radio que une el 
punto de tangencia con el centro. 


* SECANTE , si tiene dos puntos comunes, es decir, 
si la corta en dos puntos distintos y la distancia del 
centro a la recta es menor a la longitud del radio. 


ÁNGULOS RELACIONADOS 


EN LA CIRCUNFERENCIA 
ID) ÁNGULO CENTRAL : 


Es aquel ángulo que tiene su vértice en el centro de la 
circunferencia, sus lados OA y OB. 


A 
Ja B 
O 

B 


1) ÁNGULO INSCRITO : 


Es aquel cuyo vértice es un punto de la circunferencia, 
sus lados contienen cada uno una cuerda y su medida 
esigual a la mitad de la medida del arco que subtiende 
sus lados. 


B 
E) 
A 


DI) ÁNGULO SEMEINSCRITO : 


Su vértice sé encuentra en la circunferencia, un lado 
es una cuerda y su medida es igual a la mitad a la 
medida del arco que subtiene sus lados. 


A 
T: punto de la tangencia 
<ATB: ángulo semi-inscrito 
P * Se cumple :a=É 
T B. 


IV) ÁNGULO INTERIOR : 


Su vértice se encuentra en el interior de la 
circunferencia, esta formado por dos secantes que 
contienen dos cuerdas que se cortan y su medida es 
igual a la semi suma de los arcos interceptados por el y 
por su opuesto por el vértice. 


*<AOB:ángulo central 
*Se cumple: a«=f4 


* Y AOB: ángulo inserito 


* Se cumple: « -£ 
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O: punto interior 
<AOB: ángulo interior 


Bro 


Se cumple: a= 3 


V) ÁNGULO EXTERIOR : 


Su vértice se encuentra en el exterior de la 
circunferencia, pudiendo ser sus lados dos secantes, 
una secante y una tangente o dos tangentes. En este 
último caso se llama ángulo circunscrito. 


La medida del ángulo exterior es igual a la 
semidiferencia de las medidas de los arcos que 
subtienden sus lados. 


A) Lados Secantes : 


O: punto interior 


<AOB:ángulo exterior 
23 
pa 
B) Lados Tangente y Secante 
E T: punto de tangencia 
a O: punto exterior 
<AOT : ángulo exterior 
R PA 
2 
A 


C) Lados Tangentes (ángulo circunscrito) 


T y P: son puntos de tangencia 
O: punto exterior. 
B-0 
a= —= 
2 


P 
*Además a+0=180* 


PROPIEDADES ADICIONALES 


1) Un ángulo cualquiera inscrito en una 
semicircunferencia es un ángulo recto. 
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6) Si “T” es punto de tangencia. 
m 
P q 
A B PQ // AB 
A B 


2) Todos los ángulos inscritos en el mismo arco son 


7) Si “P” y “T” son puntos de tangencia. 
Y 


B 
8) Si “P” y “T” son puntos de tangencia. 


4) Para dos circunferencias tangentes interiores. 


RECOMENDACIONES PARA 


í RESOLVER PROBLEMAS DE 

y ÁNGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA 
. 1) Se tiene dos cireunferencia tangentes interiormente 
o tangentes exteriormente, por lo general los datos 
: rn O, FS están en una circunferencia y la incógnita están en la 
E A otra, trace en estos casos por el punto de contacto una 

tangente común. 

B 


5) Para dos circunferencias tangentes exteriores. 


A 
P L: Tangente Común 
mAPT =mTQB 
Q 
B 


2) Debemos tener en cuanta que la medida del ángulo 


semi-inscrito es igual a la medida del ángulo inscrito 
que subtiende el mismo arco. 


3) Debemos tener en cuenta que la medida del 


La medida de un ángulo interior es igual a la medida 
del ángulo exterior opuesto. 


Es decir 


ángulo adyacente a un ángulo circunscrito esiguala 3) Las diagonales de un cuadrilátero inscrito 


la medida del arco que subtiende los lados de este 


— 


CUADRILÁTERO INSCRITO 


Es aquel cuadrilátero cuyos vértices pertenecen a una 
misma circunferencia, 


*SiA,B,CyDeZ E 
> Á ABCD está inscrito en C. 


PROPIEDADES : 


1) En todo cuadrilátero inscrito la suma de las medidas 
de dos ángulos internos opuestos. 


Se cumple: 


determinan ángulos de igual medida con los lados 
opuestos. 


B : 
Cc 
* Se cumple: a«=f8 
A 'D 


CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 


Es el que se puede inscribir en una circunferencia, para 
que esto suceda, dicho cuadrilátero deberá cumplir 
cualquiera de las propiedades que se cumplen en el 
cuadrilátero inscrito. 

EJEMPLOS: 


- * Un cuadrilátero será inscriptible si cumple por lo 


menos una de las siguientes condiciones: 


1) Que la suma de las medidas de los ángulos internos 
opuestos sea 180”. 


Es decir: 


EDICIONES RUBINOS [ya 


Si, 0+a=180" , entonces el CÁ ABCD es inscriptible. 


2) Que la medida de un ángulo interior sea igual a la 
medida del ángulo exterior opuesto. 


Es decir: 


Si, 0=a ,entoncesel (A ABCD esinscriptible. 


Que las medidas de los ángulos determinados por las 
diagonales con los lados opuestos sean de igual medida. 


Es decir : 


Si, a=0 ,entonces el CAABCD es inscriptible. 
PROPIEDAD : 
Para dos circunferencia secantes 


AB //DC 


TRIÁNGULO MEDIANO 
COMPLEMENTARIO 


El triángulo mediano o complementario se obtiene al 
unir los puntos medios de los lados de un triángulo. 
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El baricentro de un triángulo es a la vez baricentro de 


su triángulo mediano. 


El circuncentro de un triángulo es a la vez ortocentro 
de su triangulo mediano. 


B 


* AMNL :Amediano 
complementario 


* G: Baricentro del 
AMNL 


TRIÁNGULO ÓRTICO O PEDAL 


El triángulo órtico o pedal se obtiene al unir los pies de 
las alturas de un triángulo oblicuángulo. 


El ortocentro de un triángulo acutángulo es el incentro 
de su triángulo pedal y cada vértice del triángulo 


acutángulo es excentro del triangulo pedal. 


ALFE : 4 Ortico o 
pedal 
H: Es incentro 
del ALFE 


Observación: A, B y C son excentros del triángulo 
LFE 


TRIANGULO EX - INCENTRAL 3 


El triángulo ex — incentral se determina al unir los 
excentros de un triángulo. 

El incentro de un triángulo es a la vez ortocentro de su 
triángulo ex — incentral 


AE, E, E: 


7 al. AEx-—incentral 


O 

LON] 

: I: Incentro del 
¿ABC 

T: Ortocentro del 


AE, E,E, 


RECTA DE EULER 2 


En todo triangulo no equilátero se cumple que el 
ortocentro, baricentro y el circucentro están contenidos 
en una misma recta llamada la Recta de Euler. 


*M y N son puntos y 
medios de AC y BC 
H: Ortocentro 
G: Baricentro y Recta de 
O: Circucentro . pal 
A M 
* Se cumple HG= 2(GO) 
HB= 2(0M) 
HA= 2(0ON) 
OBSERVACION : 
A) Si AB=BC B) 


'08 


SUEL: 
PR OBLEMA ME 
Si: HF 1 AB y AB= 22, calcular “a” 


AJ9 — BJ10 C)11 DJ12 E) 22 
RESOLUCIÓN : 57 


* Como OF 1 AB, luego : 
“E” es punto medio de AB =2 


* Entonces: AE=EB=x >x=l1 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 2: 
Si: BC // AD, calcular “x”. 


A) 37 > 
B) 31" 
C) 23" 
D) 19 fa 
E) 13” 223" 'D 
RESOLUCIÓN : 
* Dado que BT // AD, entonces: AB=CD=x 
* Luego: 223” + x + 91%+ x = 360" 
32% = 46" >x = 237 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 3: 
Si: AB= 4 y BC=3, calcular “r” 
A) 2 h 
B) 1 
C)3 


D) 4 
E) 5 


RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de Pitágoras en el DABC : 
AB?+BC*=AC? 
> 4?+3*=AC* 
>5=AC 
* Ahora por el teorema de Poncelet : 
4+3=5+2r>1=r 


PROBLEMA 4: 
Hallar el valor de “x” 


A) 8 
B) 7 
C)9 
D)6 
E) 11 


RPTA : “B” 
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RESOLUCIÓN : 
* Considerando el teorema de las tangentes , se 


obtendrá que: AB=AE=5 
CD = DE = 4 
* Luego : x= AE+ED 


AF 644=9 app «0» 


PROBLEMA 5: 
Hallar el ángulo “x” en la siguiente figura: 


A)J98" 

B)J105" 
C)120* 
D)132" 
E)121" A 


RESOLUCIÓN : 

* Como el radio trazado respecto al punto de tangencia, 

es perpendicular , es decir: OB 1 AB ;entonces : 
317+90" = x.... (por ángulo exterior) 


> 121” =x 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 6: 
En una circunferencia de radio 13 m, se tiene una 


cuerda AB que mide 24 m. Hallar la sagita de AB. 
C)7 


A) 5m B)J8 
RESOLUCIÓN : 


D)6 EJ4 
* Graficando : 

* Por, el teorema 
de Pitágoras en 
el KAHO : 

ni + 12 = 13 


>n=5 


* Del gráfico: OM = radio 
>xt5=13>x=8 
é RPTA : “B” 
PROBLEMA 7: 
Calcular “gq”, si “O” es centro . 


A) 5 
B) 6* 
C)12" 
D)10* 
EJ20* 


RESOLUCIÓN : 


EN CIRCUNFERENCIA MH 
pa 


* Del K PTO: 
12a + 3a = 90? 


> 154 = 90 >a = 6 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 8: 


En un triángulo rectángulo sus catetos miden 15m y 
20m. Hallar su inradio. 
AJ5 B)J5 
RESOLUCIÓN : 


* Por Poncelet : y 
15+20=25+2r 
>5=r 
Há 28 


RPTA : “B” 


C)6 D)8 E) 12 


PROBLEMA 9: 
En la figura mostrada, hallar el valor “a”. 


A) 2 a 
B) 3 
C)4 14 
D) 5 
EJ6 4 
RESOLUCIÓN : a+ 
* Por Pithot : 
a+a+8 =4+14 
> 2a=10 RPTA: “D” 
>a=5 

PROBLEMA 10 : 
Calcular: “a+y” 40" 

A B 
A) 20* 
B) 307 
C) 15* 
D) 407 
E) 25* 
RESOLUCIÓN : 


* por la propiedad del ángulo inscrito, se obtendrá que: 
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40 407 
==>, así como: dal 
* Se pide: 


x + y = 20" +20" = 40" 
; RPTA: “D” 
PROBLEMA 11: 

Calcular “x” 


A | 
E) 35" Du 
RESOLUCIÓN: 


* Por la propiedad del ángulo exterior, se obtendrá: 
pS 80" ; 30” _ 25 


AJ15? 
B)25" 
C)30* 
D)40* - 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 12 : 


Si: AB=AC, calcular BDC 


AJ24" 
B)32" 
C)42" 
D)38" 
EJ29" 


RESOLUCIÓN: 


* Trazando BC, se 
obtiene el. 4ABC 
isósceles, lúego: 

B=O=74* 


* Además: BC=64" 
* Ahora por ángulo semi-inserito: DÉBC = 32* 
>EPIP= 78 >x= 42 
8) RPTA: “C” 
PROBLEMA 13: 
Calcular “0” en la figura. 


RESOLUCIÓN: 
* Por ángulo inscrito, se obtendrá: 
BD=100 y AE=20 


* Ahora por ángulo interior: 
90= PD +AE > 90= pa 


> 90"= 60 > 15” =0 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 14: 
Hallar “ax” 


A)120* 
B)100* 
C)110* 
D)105* 
E)140* 


* Por ángulo inscrito: 


> ga 110* 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 15: 
Hallar “a” A 


AJ60* 
B)J80* B 
C)90* 

D)100* 

EJ110* 


RESOLUCIÓN: 
*Del grafico: 


y AC=360" - 260" 
=>mAÁC=100 


*Por ángulo exterior: 


ELDO 5 180* >  =80* 
y Es -RPTA 


DICIONES RUBIVOS [NES 


PROBLEMA 16: 


Hallar “x” > 


RESOLUCIÓN: 
* En el cuadrilátero 
sombreado: 
x=30"+ 30" +40" 
> x=100" 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : 


Hallar *x”, si: mx APB=140" 


A) 607 
B) 70* 
C) 80" 
D) 90? 


E) 75 e 


RESOLUCIÓN: 
* En el) APBQ: 


x+0+0+0a+0=3607 
> x+2 0+ 20 =360" 
B >x+2( 0+a)=360" 
> x + 2(140) =360* 
>x=80" 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 18: 


Si: 0=46”, hallar mBE. Además “P” y “Q” son 
puntos de tangencia. 


Casi] JA 
+2 


CIRCUNFERENCIA IN 
RESOLUCIÓN: 
* Por ángulo interior: 
2a+x 
a+ 46”= 3 
> 2a+92=2a+x 
> 92=x 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 19 : 
Si: AD = DC, hallar “xs” 
A D 
AJ25" 
B)45" 
C)30* 
D)60" 
E) 90? EN 
B Cc 
RESOL UCIÓN: 


* En el A ¿nep inscriptible: x = 45” 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 20: 
Hallar “x” 


AJ60” 
B)20* 
C)65" 
D)J35* 
EJ80* 


RESOLUCIÓN: 


* A anop es inscriptible. 
>x=65 


RPTA: “C” 


GEOMETRIA PLANA IAE 


PROBLEMA 21 ; 


*A sore es inscriptible: 
=> m<0EF=28" 

* Enel 4zog isósceles: 
mxAOE=56" 

*Luego: 

x+56”=90" >x=34" 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 22: 


Hallar “a”, si “O” es el circuncentro del ABC. 


*Del gráfico: 


z LA ENCICLOPEDIA 2012 
RESOLUCIÓN : 
“A apoo es inscriptible: 
> mxBPQ= 40" 
*“H” es ortocentro del 


Al Cc 
ABC: >m<xABH=10" 
* Luego: x=40"+10" => x=50" 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 24 : 
En un triángulo se traza dos circunferencias. 


Una de ellas es tangente a los 3 lados y la otra pasa por 
los 3 vértices del triángulo. Los centros de tales 
circunferencias, son las intersecciones respectivamente 
de: : 

A) Mediatrices y medianas. 

B) Medianas y mediatrices. 

C) Mediatrices y bisectrices. 

D) Bisectrices y medianas. 

E) Bisectrices y mediatrices. 

RESOLUCIÓN : 

* Para la circunferencia tangente a los tres lados el 
centro se encuentra en la intersección de las 
bisectrices.Para la circunferencia cireunscrita al 
triángulo el centro se encuentra en la intersección de 
las mediatrices. 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 25 : 

A, B y C son puntos de una circunferencia tales que 
AC es igual a 10m y el ángulo ABC = 30”. Hallar el 
radio de la circunferencia 

Ajóm  B)Ji0m  C)20m  D)25m  E)N.A. 
RESOLUCIÓN : 


*Se sabe que mÁC=60" 


*Luego el 440C 
equilátero: => x=10 


EDICIONES RUBINOS (132 
PROBLEMA 26: 

En una circunferencia de centro O se trazan los radios 
OA y OB, sobre el menor arco AB se ubica el punto F 
tal que el ángulo AFB mide 130", calcular la medida 
del ángulo AOB. 

A) 80” B) 100” 
RESOLUCIÓN: 


C)50— DJ65  EJ70* 


* Piden: x 
* Dela figura: x=mAFB.........(< central) 
* Se observa: 
mAB=2(m< AFB)=260"....(< inscrito) 
* Luego: mAFB=100" > x=100" 
; RPTA: “B” 
PROBLEMA 27 : 


Hallar el ángulo CBO, si O es centro de la 
circunferencia. 


* Del gráfico, piden: e 
* De la figura: 


mx BEC=m<0ED=60* 


* ¿EBC: (suma de las medidas de ángulos internos) 
a+60"+45"=180" > a=75* 
: RPTA; “A” 
PROBLEMA 28: 


Un cuadrilátero inscrito en una circunferencia tiene 
tres lados iguales, cada uno de los cuales subtiende un 
arco de 80”. ¿Cuánto mide el mayor de los ángulos 
internos del cuadrilátero? 


A) 116 B) 100?  C)90* D) 150? E) 200? 


Cass 163 CIRCUNFERENCIA M 


RESOLUCIÓN : 


*Se pide el mayor de los ángulos internos, que es 100". 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 29: 


El triangulo PAB esta formado por tres tangentes a la 
circunferencia como indica la figura: entonces el ángulo 
AOB mide: 


A) 45" 
B) 50? 
C) 587 
D) 60" 


EJ70 P A T 


RESOLUCIÓN : 


* De los datos, se deduce que BO y AO son bisectrices 
exteriores del APBA 


_ 


* Por propiedad: AOB = 9-- 


> AOB -0-E =70" 


F Y 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 30: 
Un triángulo ABC esta inscrito en un círculo. Se trazan 
las alturas AE y BF, que se cortan en D. 


Si ADC = 125", ¿cuánto mide el triángulo ABE?. 


A)70"  B)50* C) 76" D)55 EJ60” 
RESOLUCIÓN: 


GEOMETRIA PLANA 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


*Como D es el ortocentro del 4ABC,dado que AE y PROBLEMA 32: 


BF son alturas, entonces CDH también es altura. 


4 Por opuestos del vértice: HDE = ADC = 125* 


*En el cuadrilátero HBED: 
A > x=55 


PROBLEMA 31: 


En un arco de circunferencia AB, donde AB es el 
diámetro, se tiene queCAB = 20”, DPes paralelo a 
AC y DP es tangente al arco. Hallar el ángulo del 
PDB. 


P 
A) 45* D 
B) 55" 
C) 25" Cc 
D) 65 ES 
E) 35" 
A B 


RESOLUCIÓN : 


*Por <semi-inscrito: - Pp 


m<PDB = 


503 DO+CR 
ZP 2 
DC +40 
A 
* Además, como DP es tangente paralela a AC: 
->AD=DC 


> mxPDB = - EAN CAY Y $) 


desea ción: ADCB = 180” > AD+DC=140" 


=> AD=DC=70 
704407 


3 =55 


* En (1): máPDB= 


o E RPTA: “B” 


En la figura se tiene AB // CD, AEC = Jeyaped 

lado del pentágono regular inscrito. Hallar el ángulo 
Á B PL 

A) 39.5" : 

B) 43 E D 

C) 50" 

D) 32 

E) FD 


RESOLUCIÓN: “pg 


E 
* Como AB = L,, luego : AB=72" 
* Dela figura: AC=BD=2(14*)=28" 


28+72* 


=50" 
2 


RPTA: *“C” 


* Por ángulo inscrito: *= 


PROBLEMA 33 : 
Considere el diagrama mostrado en la figura. Entonces, 
el valor del ángulo «+ mostrado en el diseño, vale: 


y netos CIRCUNFERENCIA Y 


EDICIONES RUBIVOS PER 
* Se puede observar que el arco: 
APB=160” ; DQC=120* 
BO=180" -120*=60" eocoorcrroonerereescsrsso (1) 
AD=180" -160'=20* eococoaancormonasesso (11) 
ón AD+BC 
2 


A 
2 


* Finalmente: a 
* Remplazando: 4= 407 


RPTA; “4” 
PROBLEMA 34: 


En la siguiente figura, AB y ACson tangentes a la 
BAC=72 y 
BD, DE y EC son iguales, hallar el ángulo DCB. 


circunferencia. Si los arcos 


A) 28” 

B) 36” D 
C) 40* 

D) 427 

E) 48” e 
RESOLUCIÓN : 
* Se tiene: 


_BDEC-BC  “ 
2 


3a-(360”-3a) Ei 
s 2 


144”=60- 360" > a=84" 


») 


>72= 


a 


* Luego: :L-2 > x= 42 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 35: 
En la siguiente figura, S es el punto medio del arco 
QR. Calcular la medida del ángulo QRS. 


P 


ES 
o] 
ME 
a) 
A 
es] 
Ni 
us) 


RESOLUCIÓN : 
* Incógnita: QRS =x 


* Del gráfico: QPS=QRS=x 

* También: SPR=x 

* Luego, en APQR: 
2x=180" -(51*+71") 
>1=29 >QRS=29 


RPTA: “D” 
PROBLEMA .36 : 

En la figura mostrada A y B son puntos de tangencia. 
Hallar la medida del arco ML, si los ángulos APF y 
FPB son 24” y 30”, respectivamente. 


mAB=180" - 24” - 30”=126" 


* Por ángulo interior 
93" ML+126* => mML =60* 
2 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 37: 


En la figura mostrada se tiene dos circunferencias 
tangentes exteriormente en T, y tangentes a dos de los 
lados del triángulo rectángulo ABC, siendo los puntos 
de tangencia P, R, S y Q. Hallar la medida del ángulo 
REN, siendo E el punto común a las rectas que pasan 


por RM y SN B 
A) 307 
B) 37 
C) 45" 
D) 53" 
E) 60* 
RESOLUCIÓN: 
Er: =? 


* AMEN: 
x+M+N=180O ccauoconnirasioniarioracios (an) 


¡-=PR_180-2 , 7_08_180'+p 
2 2 “uy 2 
* En (ID):x+ As 210042 
*Con M:x=2-=45 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 38 :. , 

En un triángulo ABC, de lados AB = 8, BC = 10 y 

AC = 12. La circunferencia inscrita determina sobre 
AC el punto MP”, Calcular “AM” 

A)5 B)3 C)7 
RESOLUCIÓN : B 


D) 1 E) 9 


- PROBLEMA 41 : 


* Del grafico: O 
8-x+12-x=10>10=2>b5b=x 
—RPTA: “A” 

PROBLEMA 39 : UTE 


En un triángulo rectángulo isósceles el cateto mide “a” 
cm. Hallar el radio de la circunferencia inscrita. 


AJa(2-J2) B)(2a-J2) Cja(1-V/2) 
2 im eel cn 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : E o 
LN 
a 


LOs 


x+xa+x/2=a 
pre a _ a «2-42 _a(2-42) 
(2+/2) 24+/2 2-J2 2 


RPTA: “D” 


* Del gráfico : 


PROBLEMA 40 : 

El diámetro AB de una circunferencia se prolonga 
hasta el punto “T'”” por donde se traza la tangente “T”, 
cuya longitud es igual al radio de la circunferencia. 
Hallarla m<TAI 

A) 22230' B)30” C)15” D)45” E) Faltan datos 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : , 
(A é 
A 17) BT 
* Sesabe que OI 1 TI luego OI =1T 
* Análogamente OA = OI 
LAOL:x + x= 45"> x = 2230 
RPTA : “4” 


Se tiene un cuadrado ABCD, sobre el lado AD se traza 
una semicircunferencia interior, luego desde € se traza 


ABenF.. Hallar el perímetro del 
lado del cuadrado esiguala 6... 


EDICIONES RUBINOS fy3055 
A)8 B)8 C)18 D)J15 
RESOLUCIÓN : 


A 


Por Tangente : 
*CD=CT=6 
*FA=FT=a 
>BF =6-a 


D 
* Luego el perímetro es : 2p = BF + BC + FC 


> 2p=(6- a)+6+(a+6) 


>2p=6-a+6+a+6=18 — pon, po 


PROBLEMA 42 : 

En un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide 
48 cm. se inscribe una circunferencia de longitud 
24 rem. ¿Cuál es el perímetro de dicho triángulo? 
A)120cm B) 144 C) 96 D) 72 E) 60 
RESOLUCIÓN : 

* Del enunciado , se tiene el siguiente gráfico : 


Circunferencia 
Inscrita(C) 


*————— db | 


* Piden : 

2p,=4 + b+48 coonocinanoo» (1) 
* Del dato: £.= 2xrr=24x >r=12 
* Por teorema de Poncelet : 


a +b=48 + 2r 
E e A yl 


* Reemplazando (11) en (1): 2p, =120 cm. 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 43 : 
Un cuadrilátero ABCD esta circunscrito a una 
circunferencia. Si¡AB = 16; BC = 20 y AD = 12 hallar 
la longitud de cp. E 
A)18 B)J12 
RESOLUCIÓN : 


C)16 D)J20 E) 14 


E) 20 


y 


A 2 
* De la figura: 
36 a * Por el teorema del Pitot: 
AB+DC =AD 
* Reemplazando : 


16+x=12+20>x= 16 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 44: 
Un triángulo ABC recto en B esta inscrito en una 
circunferencia. Calcular la longitud del radio de la 
circunferencia circunscrita al triángulo ABC en 
función de las longitudes de los radios r, y r, de las 
circunferencias máximas inscritas a los segmentos 
circulares determinados por los catetos AB y BC , y 
de la longitud r del radio de la circunferencia inscrita 
al triángulo ABC. 
A)r+r, +r, 
C)r +2 (r, + r,) 
EJr+3(r,+r,) 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de Poncelet : 
AB + BC = AC +2r 


>4 +b=R + Tomemos (1) 


B)2 (r+r,+r) 
D) 3r (r, +r,) 


*Además, se observa : 


R =a + 2ra 

R=b +2r, 

*Con (D) : 2R =R +r + 2r,+ 2r, 
> R=r+2 (r,+r3) 


l> 2R= a+b+2r, + 2r, 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 45 : 
Si el perímetro de un trapecio circunscrito a una 
circunferencia es R , entonces la mediana del trapecio 
mide : 


Rk k R k k 
A) 10 B) 3 C) 5 DE E) 3 
RESOLUCIÓN : B+4+—a—— 

y J) NX 
O A 


LA 


* Por base media: +b= PXumamecioncrmcenses + (1) 
* Por Pithot: a+b=m+n 
*Pordato:2a+b+m3n=k 
AL Bl a+b 
ES > Da+b) =Recincacimnices (1) 
"(Den (1D): 2(2x)=+=>==5 

] RPTA: “D” 
PROBLEMA 46 : 
Un triangulo ABC esta inscrito en una circunferencia 


de centro O, en la cual se traza el diámetro AD. H es 
el ortocentro del triángulo. Hallar la distancia de O. al 


lado AB, sabiendo que el perímetro del cuadrilátero 


HBDC es de 30 m y la distancia de O al lado AC es 
4m 

A)2,5m  B)J5,0m  C)6,5m 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


D) 4m E) 3,5m 


* Como los triángulos ACD y ABD están inscritos en 

semicircunferencias, se tieríe respectivamente : 
C=90";B =90* 

* Por el teorema de los puntos medios ,en el triángulo 

ACD. DC =2 (4) =8m : 

* Del gráfico BD // HC, BH // DC 

*Por lo anterior se dedúce que HBDC es un 

paralelogramo , dondé :BD = HC, BH = DC 

* Por el teorema de lo puntos medios, en el triángulo 

ABD. 3 


* En la condición : BH + BD + DC + HC = 30 

152 (DC) + 2 (HC) = 30> 2 (8) + 2 (2x) = 30 
* De donde se obtiene: x = 3,5 m 
E 2d RPTA : “E” 


2 (b + d)-(a +c) 
3(b Rd +<c) 
aL (b + dat + z 
p)? + AS +0) 
E) (b tn +) 
RESOLUCIÓN : 


* Pithot enel DMNRS : 
a+x=NR+MS.oiinos (1) 


* En DSRPQ : 
x+c=RP+8SQ..... (1) 


y 
¡de 
AAA 


A) 


B) 


* De (D) +(11): 


2x4+a4+c0= NR+RP + MS +5Q 


>2lxra+rec= b + d 


7 e b+d-(a+c) 


> RPTA: “D” 
PROBLEMA 48 : 
Sea el cuadrilátero ABCD convexo , 


Me<eAByNeDC, sea O, el centro de la 
circunferencia inscrita en el cuadrilátero AMND, O, 
el centro de la circunferencia inscrita en el cuadrilátero 
NMEBC. 

Si AB + CD = 40m, AD + BC = 24m. 

Halle MN 

A)J8m B)9m C)10m 
RESOLUCIÓN : 7 
*Dato : AB+CD=40 y AD+BC=24 
* Por Pithot : 2; . 


* En AMND: AM+ND=AD+MN...(D 


D) lim Ejl2m 


-*En MBCN: MB+NC=BC4MN.... (ID) 


EDICIONES RUBINOS 


A 
* Sumando (1) y (11) 
(AM + MB) +(ND + NC )= AD + BC + 2. MN 
>AB + CD = 24 + 2MN 
> 40 = 24 + 2MN 
> MN= 8 
RPTA :; “A” 


PROBLEMA 49 : 


El lugar geométrico de los centros de todos los círculos 
de radio dado “r”, en el mismo plano y que pasan por 
un punto fijo , es : 

A) Dos rectas 

C) Una recta 

E) Dos circunferencias 
RESOLUCIÓN : 


*Graficando : 


B) Una circunferencia 
D) Un punto 


*Lugar Geométrico : Conjunto ordenado de puntos 

que gozan de una misma propiedad. 

* Para este problema el lugar geométrico es una 

circunferencia de radio “r” y centro en el punto fijo : 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 50 : 

De la figura r = 3cm , AB =7cm., CD =7,5 cm. y 

AD = 4 em. Calcular BC: 


Cc 
E 
cd) 
A .D 


RESOLUCIÓN : 


A)10,6 cm 
B)J10,5 
C)10,3 
D)J10,7 
E)11 


MEA A Pi 
Y * Se observa 
7 , MDABCD 
cuadrilátero 
circunscrito 
t— 
“* Por teorema de Pitot: x+4=7+7,5 > x=10,5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 51 : 
Las medidas de los lados de un triángulo rectángulo 
son números pares consecutivos , el radio del círculo 
inscrito mide: 

A) 12 B) 4 
RESOLUCIÓN : 
* Piden: R 


E) 2/2 


C) 10 


D) 2 


* En h ABC (Teorema de Poncelet) : 
(2a)+(2a - 2)=(2a+ 2)+2R > a-2=R 


* Calculando: “a” 


* Enl» ABC (Teorema de Pitágoras): 


(2a)?+(2a - 2)? = (2a+2). >a=4yR=2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 652: 
El perímetro de un triángulo rectángulo es 24m y su 
hipotenusa mide 10m.Hallar el radio de la 
circunferencia inscrita: 
A)im B) 2 
RESOLUCIÓN : 


e 

ll IS 

nh. 

HPA 

*Dato: 2p, =4a +b+10=24>a+b = 14 


C)3 D)4 E) 5 


* Piden: R 


* Por Teorema de Ponceleten Lx: a +b =10+2R 
* Reemplazando : R = 2m 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 653: 
En un cuadrilátero ABCD, circunscrito a una 
circunferencia si mA = 60%, mxB =90" ; 
AD + BC = 15u, CD = 9u. Calcular la medida del 
radio de la circunferencia (en u). 


A)J3 BJ3(/2 1) C)3(/2 - 1) 
D)3(/3 -1) E)3/3 -— 2 
RESOLUCIÓN : 

B 


*Si¡:AD + BC = 15 


>AB+9=15 
>AB=6 


* L- (30 y 60%): 


6-r=rV3 

=r=3(43 -1) 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 54 : 
Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto en B, en 
el cual las bisectrices de los ángulos internos de A y € 
cortan a los catetos BCyAB en E y F 
respectivamente. Si la proyección de EF sobre la 
hipotenusa mide 5,4u. Halle la medida del radio del 
triángulo ABC (en u). 
4)2,0 BJ25 
RESOLUCIÓN : 
* Dela figura : 


C) 2,7 D)2,75  E)2,8 


c+a-n=b 
>a+c=b +n.. (1) 


* De (D) y (11), se obtiene : 


arar =bin>r=> 


(6) Enla figura “O ”es el centro y AB= AC. Siendo 
mAB =100". calcular “x” 


AJ100* 
B)120" 
C)135* 
D)160* A 
E)150* 


C 
(3) En la figura “0”; centro, CD = OD, calcular *“x” 


(3 Calcular “a” 


A) 507 
B) 55” 
C) 607 
D) 65* 
E) 80* 


(E) Calcular 672 
B Cc 


AJ40* 
BJ45" 
C)50* 
D)J55" SN 
EJ60* 


P 
(63) O: Centro, calcular CH; HD=8 


Nós! CIRCUNFERENCIA IF 


A)J4 
B)5 
C)6 
D)4/2 
E)8 


(Hallar “x” 


A)J80* 
B)70* 


CJ60* 
D)40" 
EJ50* , 


(63) Hallar “a” 


A) 25 
B) 40? 
C) 35” 
D) 307 B 
E) 45* 


120" 
(7) Hallar “x” 
Q 
A) 40* 
B) 50? 
C) 30" A 
D) 45? 
E) 35" 


(10) Calcular ““x + y” 


A) 60* 
B) 65” 
C) 70? 
D) 75* 
E) 80" 
O Calcular gr 


[E 
Y 


A) 10" 

B) 8” 

C) 16? A 
D) 14" 

E) 12 


(9YEnla figura mostrada, calcular “a” 


A) 8” 

B)12* 
C)15* 
D) 10* 
E) 20* 


(E) mAB = 2mCD. Calcular CD 
A RE —_E 
2) ; 
B 
A)75 BJ60% Cj5%  D)J58% EJ37 


(Si: AB = BC, BD= 80”, calcular “x” 
B 


A 


A)J60? B)20* C)30* D)40* EJ50* 
(43) Calcular mAB: 


AJ40? B)J80” C)90" D)J50" E)J70* 
(ES) Calcular “af” 


E 


A)J90* B)120” C)180* D)130* EJ60* 


AJ80* 


A)J100* 


AJ10* 


AJ30" 


4)120 
B)130* 


Cjg0" 
D)110* 
EJ135" 


B)100* 
(E) “q)» centro, calcular dd 


B)105" 
(3) “T ” es punto de tangencia, calcular ““” 


BJ5” 
63 Calcular “x” 


B)J45* 
(3) Calcular q» 


A 


A 
IDA: 
AT 
(3) Hallar “R”, si: mAB = 90? y AB=4/2 cm. 


A 
A)8 cm SS 
B)4/2 B 
C)4 
D)3 
EJ6 


(02) Hallar “CD ”,si: CD =60"- 


D 
AJ2 cm ZE 
BJ8 Cc 
C)J5 
D)J3 Ñ 
E)J6 ; 
” 


(63) Hallar; “PQ 

AJ8 cm 

B)J6 * 

C)4 

D)10 

EJ15 E 
Q 6cm 

P 


(3 Calcular el diámetro de uria circunferencia, si su 
radio mide 84. 


A)J24u B)32 C)16 D)12 E)18 


(03) El radio más el diámetro de una circunferencia 
suman 64. Calcular la longitud del diámetro. 


AJ18u B)J20 C)12 D)24 E)16 


(0% Si “P”y*“Q”  sonpuntos de tangencia, 
calcular “a”. 


EDICIONES RUBINOS (20% 
(62) Hallar “x”,si “A” y “B” son puntos de tangencia. 


A)2 - A 
B)1 
C)J3 
DJ4 
EJ8 


+3 


o 
(Calcular “x”, si: AB=20. 
A) 2 
B) 3 
C) 4 2 
D) 5 B 
EJ6 Cc 

3% 


D 


(1) El perímetro de un triángulo rectángulo es 12 y 
su inradio es 1 4 . Calcular la hipotenusa. 
A)J2 B)J3 C4 D)J6 
(WD Calcular el inradio en el gráfico mostrado. 


EJ5 


A)2 
B)J3 
C)4 
D)J5 
EJ6 


24 


7 
(1) Calcular el inradio de un triángulo rectángulo 
cuyos catetos miden 5 y 12. 
AJ1 B)2 C)1,5 


Hallar “a +b”. 
e 


D)3 E)J2,5 


A) 14 
B) 12 
C) 16 a 
D) 18 
E) 20 


1 C—————— 
(3) Hallar “n+m”. 


A)21 
B)30 
C)23 
D)20 
E)25 
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0S Si el cuadrilátero está cireunserito, calcular “ax”. 


<a 
AJ1 
B)3 
C)2 
D)J5 3x 12 
EJ4 
10 


Si: AB=12;CD=8. Calcular el perímetro del 
cuadrilátero circunscrito, 


AJ30 B C 
B)36 
C)40 
D)48 
EJ42 
D 
A 


(f8) Calcular el inradio del triángulo rectángulo 
mostrado. 


A)2 

B)1 3 4 
C)0,5 

D)1,5 

EJ3 


(O Si AB=12 y BC=2. Calcular “PQ”. 


4J8 A B 
B)10 

C)11 

D)9 

E)7 
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OBJETIVOS: 


*Comprender los fundamentos y conocer los 
teoremas fundamentales sobre la circunferencia . 


* Diferenciar la circunferencia del círculo 


*Familiarizarse con los ángulos en la circunferencia 
y sus aplicaciones en la solución de problemas . 


*diferenciar las posiciones relativas de dos 
circunferencias . 

* Reconocer los cuadriláteros inscritos de los 
inscriptibles. 

* Aplicar correctamente las propiedades de los 
cuadriláteros inscritos e inscriptibles. 

* Identificar las propiedades de los polígonos 
inscritos, ex inscritos y circunscrilos. 

* Aplicar correctamente los teoremas (Poncelet, 
Plthot , Steiner , ....,etc.) 


INTRODUCCIÓN : 


Las necesidades y los momentos en que se vive, 
hace que descubramos o inventemos cosas , es así 
como nace la rueda la cual se caracteriza por tener 
la forma de úna circunferencia. Dicho objeto fue y 
es de mucha utilidad y así como él, hay otros 
objetos que adoptan esa misma forma tales como: 
los ventiladores, los timones de los carros, etc. En 
base a ello podemos notar que la circunferencia es 
una figura geométrica de mucha importancia. 


- CIRCUNFERENCIA 


La circunferencia es el lugar geométrico de los 
puntos de un plano que equidistan de un punto del 


UNFEERENGIA 


PITULO 


20 


Y CA 
> 


ai + O a 
mismo plano llamado centro. 
LUGAR GEOMÉTRICO : 


Es el conjunto de puntos que gozan de una misma 
propiedad. 


La circunferencia divide al plano en tres 
subconjuntos de puntos : 


* Puntos interiores a la circunferencia. 
* Puntos exteriores a la circunferencia. 
* Puntos de la circunferencia. 


: >> 4 


Y 


E 


CÍRCULO : 


Es la figura formada por los puntos de la 
circunferencia y los puntos interiores a la 
circunferencia. 


ELEMENTOS : 


Es el segmento que une el centro con un punto de 
la circunferencia (Figura OQ, OA). 

ARCO (A): 

Es aquella parte de circunferencia limitada por dos 
puntos de dicha circunferencia (figura : AB). 
CUERDA < 


Es el segmento que une dos puntos cualesquiera de 
la circunferencia (figura DE). a 
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DIÁMETRO O CUERDA MAYOR (2K): 
Es la cuerda que pasa por el centro y es el doble del 
radio (figura BC=2R). 

RECTA SECANTE 2 

Es cualquier recta que corta a la circunferencia en 
dos puntos (figura RS ). 

RECTA TANGENTE : 


Es aquella recta que tiene un sólo punto en común 
con la circunferencia (figura : PQ ). 


FLECHA O SAGITA 2 


Es el segmento que une a los puntos medios de la 
cuerda y el arco de menor longitud que subtiende 
dicha cuerda (figura : MH ). 

NOTA : 

Los arcos de circunferencia son líneas y como tales 
tienen una longitud. Sin embargo también se pueden 
medir en grados , al igual que los ángulos. 


Medida del AB : m AB 


* La medida de una circunferencia en grados es 360”. 


* A la región limitada por una circunferencia se le 
denomina región interior. 


* Ala unión de la circunferencia con la región interior 
se le denomina círculo. El perímetro de un círculo 
es igual a 21 R 


* Donde 1 


TEOREMA : 


Todo radio trazado hacia el punto de tangencia es 
perpendicular a la recta tangente . 


Es decir el radio trazado con respecto al punto de 
tangencia es perpendicular a la recta tangente que 


la contiene 2 
3 (0) 
E Ai 


* Si: O centro y Tes punto de tangencia. 


[OT1TE] A [a=907 


DEMOSTRACIÓN : 


Como T es el único punto de R común con la * 
circunferencia, para cualquier otro punto Q se 
verifica: “OT<OQ” puesto que Q es exterior a la 
circunferencia . Resulta , pues, que OT es el menor 
segmento comprendido entre O y / ; luego : 
OT10A01 OT 
ÁNGULOS RELACIONADOS EN 
LA CIRCUNFERENCIA 


DD) ÁNGULO CENTRAL : 


Es aquel ángulo que tiene su vértice en el centro de 
la circunferencia , sus lados contienen cada uno un 
radio y su medida es igual al arco comprendido entre 
sus lados ; siempre y cuando esta medida del arco 


sea angular. 


X región * < AOB: ángulo central 
* Se cumple : 


interior 


El conjunto de puntos de la circunferencia interiores 
al ángulo central se llama arco correspondiente al 


ángulo . 
ÁNGULO INSCRITO 


Se llama ángulo inscrito, al que tiene su vértice en 
la circunferencia y cada uno de sus lados la intersecta 
en otro punto , 

La medida de todo ángulo inscrito es igual a la mitad 
de la medida del arco comprendido por sus lados . 
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Es decir un ángulo inscrito es aquel cuyo vértice es 
un punto de la circunferencia , sus lados contienen 
cada uno una cuerda y su medida es igual a la mitad 
de la medida del arco que subtiende sus lados. 


DEMOSTRACIÓN : 


* APOA isósceles: OA=0P 
APOB isósceles: OP=0B 
* En el cuadrilátero no convexo APBO : 
m<AOB=2(0+8) 
* Pero: máAOB =mAB=2(0+ B) 
* Luego: ma APB=" 2 > ja = maz 


TEOREMA : 


La medida del ángulo inscrito es igual a la mitad de 
la medida del arco correspondiente. 
DEMOSTRACIÓN “OTRO MÉTODO) 


* Consideremos los tres casos siguientes : 


QB : Diámetro; ma AB=0 
AQUA : isósceles 


Por<central; 21=9 > o 


AOQB yOQA :isósceles; 
os x=0a+PB 
4 4AQBO :¿mxAOB 
=x +04+fP$=2x 


Por < central: 21=0 => E 
AOQB y AOQA ; isósceles 
IX] QAOB: x+a+x=0+a 


>=? 
2 
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CONSECUENCIAS : 


d% Todos los ángulos inscritos en un mismo arco son 
congruentes. 

Hh% Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia 
es recto. 


* Sabemos que : mAC=180" => m< anc=5> 


> mxuABC =90" > [a=90"] 


TEOREMA : 
Si AB : Diámetro se cumple 
A B 
DEMOSTRACIÓN : 
* En la figura 
x=a+0 
AAPB: x+a+0=180" 
B > x=90* 


OTRO MÉTODO : 
En la figura , por ángulo inscrito 


mAP=202;mPB=20 
2a + 20 = 180” > a+0=90" 
AAPB: a+0+x=180" 
> x=907 


ra 
Si AB : cuandrante 
TAS E 
(mAB = 90%) 
P esta entre Ay B 
se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : 
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AAPB : x=a4+0 

Por ángulo inscrito: 
mPB=20; mAP=20 
=> 2a+20=90" 

> a+0=45"” > x=45" 


ARCO CAPAZ DE UN ÁNGULO 


Como todos los ángulos inscritos en un mismo arco 
son congruentes , según acabamos de ver , a este 
arco se le llama arco capaz de esos ángulos o de 
cualquier ángulo igual a ellos . 


* APB: Es el arco capaz de todos los ángulos que 
miden 9 . 


* AB: cuerda capaz. 


* mAB=20 = |m APB=360" — 20 


NOTA : 


Para cada semiplano limitado por AB se puede 
construir un arco capaz ; en la figura se muestran 
arcos capaces del ángulo de medida «. 

P 
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APB : Arco capaz del ángulo de medida q. 
AQB : Arco capaz del ángulo de medida £. 
x«AQB yxAPB Son suplementarios. 
* Es decir: a+fP = 1807 

ÁNGULO SEMI INSCRITO 


Es aquel ángulo cuyo vértice se ubica en la 
circunferencia y sus lados están determinados por 
una tangente y una secante. El arco , cuyos puntos 
son interiores al ángulo semi-inscrito , es 
correspondiente al ángulo. 


Enla figura , A es punto de tangencia 4MAB : Ángulo 
semi-inscerito. 
AB : Arco correspondiente al <MAB . 


Su medida es igual a la mitad a la medida del arco 
que subtienden sus lados. 


A 
T: punto de la tangencia 
<ATB: ángulo semi-inscrito 
g * Se cumple : 
T B 7 
TEOREMA : 


La medida del ángulo semi-inscrito es igual a la mitad 
de la medida del arco correspondiente . 
2 


En la figura siguiente : y= "AB 


DEMOSTRACIÓN : 
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* Porteorema OA. AM por< central: ma AOB=9 


AAOB es isósceles: maOAB = 90” 


ÁNGULO EXINSCRITO 


Se llama ángulo exinscrito , al adyacente de un 
ángulo inscrito . La medida del ángulo exinscrito es 
igual a la mitad de la medida de todo el arco que no 
corresponde al ángulo inscrito adyacente . 


A 
B C 


Se cumple : a=mMABC 
2 


DEMOSTRACIÓN : 


*Si: mAC=20 => ma«ABC=0 
* Luego: a+0w=180" 
7 =180—00 enuaaroncrassoniaronnso (E) 


* Pero: MmABC=360" - 20 


=> me sap - ld: crroricaricinemeinasa (LA) 
* De () y Al): naa 
ADA : 


La medida del ángulo exinscrito es igual a la 
semisuma de las medidas de los arcos 
correspondientes por dicho ángulo. 


En la figura siguiente : | y.= mAB+mBD 
q S o d 2 


DEMOSTRACIÓN : 


* En la figura: a=0+Oocorocosnoronrononos (L) 
* Por ángulo inscrito., 
m AB mBD 
nO= 
2 2 


* Reemplazando (11) en (1) iyameáBrm<ÉD| 
2 


OTRA MÉTODO : 


enornrsaneraracanracrorancons 1049) 


a= 


Se traza por B la recta tangente Y . Por ángulo 


semiinscrito 


mAB mBD 
pa — A 
pam, 
* En B: x=8+0 
2 


ÁNGULO INTERIOR 


Su vértice se encuentra en el interior de la 
circunferencia , esta formado por dos secantes que 
contienen dos cuerdas que se cortan y su medida 
es igual a la semi suma de los arcos interceptados 
por él y por su opuesto por el vértice. 


*entonces : 


O: punto interior 
A AOB: ángulo interior 


Se cumple : 
pe O+a 
2 
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TEOREMA : 


La medida del ángulo interior es igual a la semisuma 
de las medidas de los arcos correspondientes por 
dicho ángulo y el ángulo opuesto por el vértice. 


pa == 
2 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por ángulo inscrito: m<ADB=5:m<CBD=" 


_mAB+mCD 


* 0 a 
ADPB: x==+= 
x 223 > xx 2 


ÁNGULO EXTERIOR 


Su vértice se encuentra en el exterior de la: 


circunferencia , pudiendo ser sus lados dos secantes, 
una secante y una tangente o dos tangentes, En este 
último caso se llama ángulo circunscrito. 

La medida del ángulo" exterior es igual a la 
semidiferencia de las medidas de los arcos que 
subtienden sus lados. 


D LADOS SECANTES : 


O: punto interior 
<AOB: ángulo exterior 


T: punto de tangencia 
O: punto exterior 
<AOT: ángulo exterior 
B-o 
2 


a= 


MI) LADOS TANGENTES (ÁNGULO 
CIRCUNSCRITO): 


T y P: son puntos de tangencia 
O : punto exterior. 


B-0 
a = =— 
: 


* Además 


:D 


TEOREMA : 


La medida del ángulo exterior es igual a la 
semidiferencia de las medidas de los arcos 
correspondientes por dicho ángulo. 


DEMOSTRACIÓN : 


Oya son medidas de los arcos correspondientes al 
ángulo APB. 

* Por ángulo inscrito m<CBD=2m<BDA=2 

* Por medidas de ángulo exterior al APDB 


* Por ángulo semi-inscrito : maPTS=É 


* Por ángulo inscrito: m<TSQ=> 
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* Por ángulo semiinserito : 


También APMN es isósceles. Además, se cumple 
PROPIEDADES FUNDAMENTALES 
D Dos cuerdas paralelas subtienden arcos de igual 


medida. 
A 
A, B 
D 
T L 
* Si: AB // CD *Si: AB// L 
> |mAC=m BD entonces : 
TEOREMA : 


Los arcos de una circunferencia comprendidos entre 
paralelas , son congruentes . Consideremos los tres 
casos siguientes . 

PRIMER CASO : Las paralelas son secantes . 


* Se traza OMLAB >0M1CD 
* Por teorema : mAM=mMB=0 
ELE : => mMC=mMD 


— 


>0+x=0+y 
33 >..y 
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=> mAC=mBD v AC=BD 
SEGUNDO CASO: Una de las dos paralelas es 
secante y la otra tangente . 


A . ¡d B 
C, ETA: 
Si AB//CD=>TC=TD 
DEMOSTRACIÓN : 
* Se traza 


OTLAB > OT 1CD 
* Por teorema : 


mIC=mTD 


TERCER CASO : Las dos paralelas son tangentes . 
A MB 


Si AB//CD > mMEN=mMFN 
DEMOSTRACIÓN : 

* Se traza la recta EF // AB, será también EF //CD. 
* Por el segundo caso: 


mME=mMPF ooocorannossessresses (1D 
mEN =mFN PEA RO E (11) 
* Sumando (1) y (1): 


mME + mEN =mMF +mFN 
=> mMEN =mMFN 
10) Dos cuerdas de igual medida determinan en una 


misma circunferencia, arcos de igual medias y 


viceversa. 
A [0] 


DEMOSTRACIÓN : 


Si AB=CD=a trazamos 

OA,OB,OC y OD 

=> OA=0B=0C=0D=R 

>4AAOB =ACOD (caso L.L.L) 

> m<xAOB=maCOD=a 

e mAB=m<AOB=a (< central) 
mCD=m<COD=a(< central) 

=mAB=mCD 
Análogamente al caso anterior se demuestra que si 


mAB=mCD. entonces AB=CD . 


HI) La mediatriz de toda cuerda de una 
circunferencia contiene al centro de dicha 
circunferencia. 


Sea Z mediatriz de AB y O : centro de %.. 


>0eL 
DEMOSTRACIÓN : | 


Si 'Z es mediatriz de AB entonces todo punto que 
equidista de A y B pertenece a g , así PA=PB=d. 


Si O es centro de 42 >0A=0B=R, es decir, O 
equidista de A y B, O pertenece a LD. 
>0€L 
NOTA : 
€ SiAM=MB=f 
O : centrode 7 
=>0M 1 AB 
> 0=90" 


¡ESS CIRCUNFERENCIA (Bepaso 
POSTULADO : 


Desde un punto exterior a una circunferencia solo 
se pueden trazar dos rectas tangentes a dicha 
circunferencia. A 


€, 


P : punto exteriora %. 

PAyPB :rectas tangentes a 4. 

A y B : puntos de tangencia. 

IV) Los segmentos tangentes trazados desde un 


punto exterior a una misma circunferencia son 
congruentes. 


A 
e 

B 

«Sean A y B puntos de tangencia 
> 
DEMOSTRACIÓN : 
A 
B E 


<«PAB: ángulo semiinscrito > maPAB=""22=a 


o 


<PBA: ángulo semiinscrito = maPBA="22 a 


<«APB:isosceles > PA=PB 


V) Dos circunferencias congruentes que se 
intersecan determinan dos arcos congruentes. 


Si €, =%, > |mAMB=m ANB 
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DEMOSTRACIÓN : 


Si €, = %, entonces sus radios son de igual longitud, 
porlo tanto : 
O,A=0,B=R 
* luego 0,40,B es un rombo 
> mx AO,B=mx AO,B 
> mAMB=m ANB 
TEOREMA : 


En una circunferencia , o en circunferencias 
congruentes , cuerdas congruentes equidistan del 
centro , y de dos cuerdas no congruentes , la mayor 
dista menos del centro. 

Según las cuerdas congruentes o no congruentes , 
la demostración se divide en dos partes . 


PRIMERA PARTE : 


O¿A=0,B=R 


Si OM 1 AB; ON 1 CD y AB=CD => OM=0N 
DEMOSTRACIÓN : 


Dato: AB=CD=2Za 
*Si OM 1AB => AM=MB=a 
* Si ON 1CD > CN=ND=a 
ILOMB=Í50NC (LL) >0ON=0M > x=y 


SEGUNDA PARTE : 
Si AB>CD; OM 1 AB; ON 1 CD 


. ICLOPEDIA 2012 
D 3 EN 


> [OM<ON] 


DEMOSTRACIÓN : 


* Se traza AE=CD => OQ=0N=x 
* Según la figura es evidente que : 

2a>2b > a>b 
* En el [5 40M y 15400 tienen en común la 
hipotenusa y como a a>b > 
OBSERVACIONES : 


de Tangentes a una circunferencia que forman 
ángulo recto. 


bh 
1 

r; 

1 

| 

du 

O r 


DOPQT: cuadrado 


de Si “P”, “Q” y “T” son puntos de tangencia: 


Non 


+ AB » UD :tangentes comunes exteriores ,4O” 
“Q” y “P” son colineales. O, 
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+ MN y KL: tangentes comunes interiores , “O” 
“Pp” y “Q” son colineales, 


> | MN = KL' 
de La línea que une el centro con el punto exterior 
es bisectriz del ángulo formado por las tangentes. 


B 


ZA 
A P 
* Si: A y B son puntos de tangencia. 


> [PO es bisectriz del xAPB 


POSICIONES RELATIVAS DE 
DOS CIRCUNFERENCIAS 


Dos circunferencias de centro O, y O, en un mismo 
plano y radios R y r respectivamente, pueden tener 
las siguientes posiciones. 


I) CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES *? 


Si la distancia entre los centros es mayor que la suma 
de sus radios. 


H)CIRCUNFERKENCIAS TANGENTES 
EXTERIORES : 


Sila distancia entre los centros es igual a la suma de 
los radios. 


T : Punto de Tangencia 


* El segmento que une los centros pasa por el punto 
de tangencia. 

*La recta tangente común interior a ambas 
circunferencias es perpendicular al segmento que 
une sus centros. 


TIN) CIRCUNFERENCIA SECANTES : 


Sila distancia entre los centros es menor que la suma 
de los radios y mayor que su diferencia. 


au. [ Por existencia de triángulos) 
* Tiene dos puntos comunes (A y B) 


* La cuerda común AB es perpendicular al 
segmento que une los centros. 


IV) CIRCUNFERENCIAS ORTOGONALES: 


Si el cuadrado de la distancia entre los centros es 
igual a la suma de los cuadrados de los radios, 
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L,: Recta tangente a la circunferencia de centro O, 


* enel punto B. 


V)CIRCUNFERENCIA 
INTERIORES : 


Si la distancia entre los centros es igual a la diferencia 
de los radios. 


L: Tangentes común. 


TANGENTES 


L 


(a 
Sar, 


T: Punto de Tangencia 


*La recta que pasa por los centros , también pasa 
por el punto de tangencia y es perpendicular a la 
recta tangente común. 


VI)CIRCUNFERENCIAS INTERIORES : 


Si la distancia entre los centros es menor que la 
diferencia de los radios. 


*Los puntos de una de ellas (circunferencia de centro 
O;) son los interiores a. la otra.(Circunferencia de 
centro O). 


VII)CIRCUNFERENCIAS CONCÉNTRICAS : 


Si la distancia entre los centros es cero, es decir, sus 
centros coinciden. (Tienen el mismo centro). 


M: Punto de tangencia 


*= OMB : Pitágoras 
MB? + r? = R? 


(2) 7 
> HR 


TEOREMAS IMPORTANTES 
A 


C 
SiA; B;C; y D son puntos de tangencia . 
YO) AAA AA a) 
ACA ia A 


DEMOSTRACIÓN : 


* Prolongamos las tangentes comunes exteriores 
AB y CD hasta P. 
* Por propiedad de la circunferencia. 
*Para G,: PA=PC 
*Para €,: PB=PD 
> PA - PB=PC- PD > AB=CD 
* Así también : 
m<PBD=m<PDB=a y m<PAC=m<PCA=0 
ABPD: f=20%  AAPC: f=20 - 
ad > AC//BD 
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D ; NE 
Si A; B; C; D; P y Q son puntos de tangencia . 
Entonces : 
AB=CD=MN y AM=MP=QN=NC 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por propiedad de la circunferencia , 
MA=MP=m NQ=NC=n 
NP=ND=n+12 MB=MD=m:+ £ 

* De la propiedad anterior : 

AB=CD => 2m+f=l+2n 
* Simplificando m=n 
> AM=MP=QN=NC y AB=CD=MN 


da > 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por teorema: PE=ER=a A SE=EQ=b 


ES CIRCUNTERENCIA 


* Luego: PQ=Aa+D mmmemensssssinsises (1) 
RS=ZA FW serranos (AD) 


* De (D) y (ID): PQO=RS 
En la figura ; P y Q son puntos de tangencia , 


se cumple : P 


7 


DEMOSTRACIÓN : 


* Las prolongaciones de las tangentes se intersectan 
enlL. 


* Por teorema : PL=0QL 
APLQO isósceles > a=0 


Si A y B son puntos de tangencia , se cumple: 


* Si mAB=a > m<A=m< B=0/2 
* En el AAPB isósceles: 


INESIS 
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. a a Pa de 
+2 4+0=180" => a+0=180" , 
2-2 GE *En 8: a= man (angulo semiinscrito) 
E |s E yQ son puntos de tangencia , se cumple: > mAMT=mBNT 
ERROSTRA A e 2 [a=A Si T es punto de tangencia , se cumple : 
] 
| 


H P 


A 7 B Q 


* Por Q trazamos la recta tangente £ 

* Sabemos que: maA=m<xBQH=a 

* También : maP=m<xHPQ=b 

* Por el teorema del ángulo exterior en el AAPQ : 
m<PQC=a+b 

*Luego: m<BQP=m<aPQC=a+b=a=P 


* Por teoría: ma A=m<BTQ=0 


al 


hr + [X AATH: 0+90"-a=90" 


> [a=0] 


$, y 8): langentes exteriores en T. 


mAMT=mBNT Si % y 8, son tange. es exteriores en T. 


DEMOSTRACIÓN : E, qe 
: 1 AB tangente a£¿enP. 


TP : bisectriz exterior del AATB. 
maBTP =maMTP 
DEMOSTRACIÓN : 


* Trazamos la tangente común interior $ y 82. 
> maPTB=maQTA=4a 


y mAMT 
2 


*Eng:a (ángulo semiinscrito) 


* Trazamos / tangente común interior a $ y 8, 
> m<QTB=m<TAB=$ 
m<QTP=maBPT=8 
> Enel AAPT : 
maPTM=P+0 > maBTP=maPTM 


Si T es punto de tangencia, se cumple : 


* Por T se traza la recta tangente £. 
* Por teoría: má HTA=m<B=n 


* También: m<aHTP=m<TQA=a+n 


* Enel AQTB ; por el teorema del ángulo exterior : 


a+n=0+n => a=0 


En dos circunferencias secantes el segmento 
une los centros es parte de la mediatriz de la cuerda 


común a las circunferencias . 


0,0; 1 AB] y [AM=MB] 


*En %: O,A=0,B=R 

*En % : O¿A=0,B=r 

=>0,A0,B: trapezoide simétrico 

=> Por propiedad OO, mediatriz de AB. 
=> AM=MB 


En la figura mostrada se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por propiedad : AN=BM=n 


* Por teorema  : EB=EQ 
XAN=ZARY cnarenorasossas (1) 
* También : AFSFT 
NAY=O+X sacsroncenorooos (1) 
*(D)- (MM: x+n-n-y=a+y-a-x =>2x=2y 
, A 


M En la figura mostrada se cumple : 


EA=BQ 


NAAA VOICLOPEDIA 20 12 


— [W 
A > B 


Si M y N son puntos de tangencia . 
Entonces A, M y N son colineales . 
DEMOSTRACIÓN : 


GEOMETRIA PLAVA [iy4a 
DEMOSTRACI ÓN : 


* Por propiedad : AE=AP=x ; RB=BQ= y 
* También : BP=BT=a+y ; AQ=AF=a+x 
* Pero: TR=EF > a+2y=a+2x >x=y 


B 
Y * Sea maMNO,=m<NMO,=a (Aisósceles) 


* Para la circunferencia : 


SN mAN=180" - 2a (ángulo central) 
T * Como MO//AB: m<AON=180 - 2a 


* Para la semicircunferencia: 


mAN=180" — 2a: (ángulo central) 


za AS 
* Se nota mMN =mAN 


Si T es punto de tangencia , entonces . > Porlo tanto A; M y Ñ son-colineales . 


> Si P y Q son puntos de tangencia, entonces 
DEMOSTRACIÓN : los puntos A, P y Q son colineales . 


C4S 


A 07 TH IB 
DEMOSTRACIÓN : 


Por Ttrazamos £ tangente común exteriora % y % 
*Eng: an (ángulo semi - inscrito) 


*En$: pad 


(ángulo semi - inscrito) . 
*Si: maAQH=a >m<B=x 


A rm 
=>mAT=mBT * Luego: mAP=20w. 


EDICIONES RUBINOS A 50D 


8 CIRCUNFERENCIA (cp 


* Observamos que : AP =mPQ = 0 DEMOSTRACIÓN : 


* Esto demuestra que ; 
Los puntos A; P y Q son colineales 


Si T y L son puntos de tangencia , 


consideramos así que maMTL=m<NTL. 


* Sea miaMPB=m<aNPB=0 
> m<xOPM=m<0OPN=a 


* Además OM=0ON=R 

* Por lo tanto AOPM y AOPN son congruentes 

(Criterio L.L.A ) 

* Entonces : , 
m<MOP=m<NOP > mMB=mBN 


RECOMENDACIONES PARA 
RESOLVER PROBLEMAS DE 
ÁNGULOS EN LA 
CIRCUNFERENCIA 


% Se tiene dos circunferencia tangentes 
interiormente o tangentes exteriormente, por lo 
general los datos están en una circunferencia y la 
incógnita están en la otra, trace en estos casos por el 
punto de contacto una fangente común. 


* Se prolonga TL hasta S (Se 8) 
* Luego se traza la recta 2 "(tangente a gen S). 
* Por propiedad : 

mTAL=mTNS => maNLT=m<QST 
(ángulo semi-inscrito) por lo cual MN //Z. 
* Por propiedad de la circunferencia . 

mMS=mSN > maMTS=m<STN 

[9 |5i AE esciámerro y m< MPB=m<NPH 


ya — 
obtenemos que mMB=mNB 


L: Tangente Común 


% Debemos tener en cuenta que la medida del 
ángulo semi-inscrito es igual a la medida del ángulo 
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inscrito que subtiende el mismo arco. Sm aRAD Say ma RUDO 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por ángulo inscrito en una circunferencia : 
mACB=mABD 


% Debemos tener en cuenta que la medida del 
ángulo adyacente a un ángulo circunscrito es igual 
ala medida del arco que subtiende los lados de este 
último. 


Tangente / A 
Si ma BAD=a > mBCD=2a 
y miBCD=0 >mBAD=20 
FAA enS: 2a+20=360* > a+0=180* 
0 TEOREMA M : 


y dd 
En todo cuadrilátero inscrito , la medida de un 


CUADRILÁTERO INSCRITO ángulo interior es igual a la medida del ángulo 
exterior adyacente al ángulo interior opuesto . 
Es aquel cuadrilátero cuyos vértices pertenecen a 
una misma circunferencia. 


DEMOSTRACIÓN : - 
mBCD 
a= 


(ángulo inscrito) ...ciocnininoo (D) 


*SIA,B,CyDe Y : 


O> _ ABCD está inscrito en $. B 
a De * De (1) y ():[a=F] 


En todo cuadrilátero inscrito , la suma de las a 
medidas de los pares angulares opuestos es 180. TEOREMA HIT : 

Z En todo cuadrilátero inscrito , sus diagonales 
determinan con los lados opuestos ángulos de igual 
medida . 


A ln E EN (1) 


EDICIONES RUBINOS———JCST PEN CIRCUONTERENCIA (icparo)) 


DEMOSTRACIÓN : 


mBC 
EA AVI OALIcO rr sor roe9S (1) 

2 

mBC 
LK onroscaóinaneonanaónn H, 
0 A (E) 


* De (1) y (UD) :[2=9] 


TRIÁNGULO INSCRIPTIBLE EN 
UNA CIRCUNFERENCIA 


TEOREMA : 


Todo triángulo es inscriptible en una circunferencia. 
Sea el triángulo ABC, por A; B y C se puede trazar 
una circunferencia . 


DEMOSTRACIÓN : 
* En el triángulo ABC, trazamos las mediatrices de 


AB y AC las cuales se intersecan en O. 


* Del teorema de la mediatriz, OA=0B=d . 

Aunque también OA=0C=d . 

* Por lo tanto, OA=0B=0C=d ; y así con centro en 
radio de longitud d se puede trazar una 
circunferencia $, la cual vaa contener a los puntos 
A;B;yC. 


NOTA : 


En el triángulo OBC, la altura trazada desde O es 
mediana , bisectriz y parte de la mediatriz , de ahí 
que , en todo triángulo las mediatrices de sus tres 
lados son concurrentes (concurrentes significa que 


se intersecan en único punto). 
CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 


Es el que se puede inscribir en una circunferencia, 
para que esto suceda , dicho cuadrilátero deberá 
cumplir cualquiera de las propiedades que se 
cumplen en el cuadrilátero inscrito. 


EJEMPLOS : 


a e 


Un cuadrilátero será inscriptible si cumple por lo 
menos una de las siguientes condiciones: 


1) Que la suma de las medidas de los ángulos 


internos opuestos sea 180". 
Es decir : 


Si, ¿entonces el AABCD es inscriptible. 


2 ) Que la medida de un ángulo interior sea igual a 
la medida del ángulo exterior opuesto. 


Es decir : 


Si, , entonces el CABCD es inscriptible. 


3) Que las medidas de los ángulos determinados 


GEOMETRIA PLANA 


igual medida. 
Es decir : 


Si, [a =08l, entonces el AABCD es inscriptible. 


TEOREMA : 


Si en un cuadrilátero convexo , los pares angulares 
opuestos son suplementarios , entonces el 
cuadrilátero es inscriptible . 


ABCD : cuadrilátero convexo . 

si maBAD+maxBCD=180", el cuadrilátero 
ABCD resulta inscriptible . 
DEMOSTRACIÓN : 

* Como todo triángulo es inseriptible por A ; B y C, 
trazamos la circunferencia $. 


Asumiendo que D no pertenece:a g tenemos dos 
posibilidades : este puede estar en la región exterior 
o en la región interior de Y. 


Suponiendo que D pertenece a la región 


exterior, entonces AD interseca a en M y en el 
cuadrilátero inscrito ABCM . 
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por las diagonales con los lados opuestos sean de 


a+y =180" 
* Pero de la condición : 


a+09=180" 
LAIA A A (1) 
* Luego en el AMCD: y 2 Oocniiocmmmm (LL) 
de (1) y (II) la ma MCD=0* entonces D pertenece 
a Y (M=D) 
* Por lo tanto, A; B; C y D pertenecen a $. 
[2] Ahora suponiendo que D pertenece a la región 


interior , prolongamos CD hasta intersección a Y 
enM. 


* En el cuadrilátero inscrito ABCM :a+y=180* 
* Pero de la condición : 
a+0=180" 
A A lA) 
* Luego enel AAMD: 0 2 Y cecnoosnrno (1) 
de (1) y (ID) la ma MAD=0" 
* Entonces D pertenece F(M=D) 
* Por lo tanto, A; B; C y D pertenecen a $. 
TEOREMA : 


Si en un cuadrilátero convexo , las diagonales y los 
lados opuestos determinan ángulos congruentes ; 
significa que es inscriptible. 


e quo” 


rt” 


ABCD : cuadrilátero convexo. 


EDICIONES RUBINOS [lv290% 


Si má4ABD=m<ACD, entonces el cuadrilátero 
ABCD es un cuadrilátero inscriptible . 
DEMOSTRACIÓN : 


* Asumiendo que la circunferencia contiene a los 
puntos A; B; C y no contiene a D, tenemos dos 
posibilidades : A 


[7] Suponiendo que el punto D pertenece a la 
región interior de dicha circunferencia . 


2 
es 


Entonces la prolongación de CD interseca a g en 
E y , por la propiedad del ángulo inscrito . 
m< ABE=mx ACE=a 

* Pero por la condición : 

m< ABD=m=<ACD=a 

> m<ABD=m< ABE 
lo cual solamente sucede si D=E'; así que De Y. 
NOTA: 
Dado un cuadrilátero ABCD, al prolongar el lado AD 
hasta el punto E, tal que maABC=m<CDE, 
determinamos que el cuadrilátero es inscriptible. 


CIRCUNFERENCIA INSCRITA 


Se dice que una circunferencia esta inscrita en un 
polígono , si se encuentra en el interior de éste y sus 
lados son tangentes a dicha circunferencia. A su radio 
se le llama INRADIO., 


ONO! 
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REPASO 


*NABCD : Cuadrilátero circunscrito. 
* La circunferencia es inscrita. 


CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA 


Es aquella circunferencia que pasa por todos los 
vértices de un polígono. A su radio se le llama 
CIRCUNRADIO. 


p A 6 
* R : Circunradio 
* O: Circuncentro 
* AABC: Triángulo Inscrito 
*[N/BCD: Cuadrilátero Inscrito 
La circunferencia es circunscrita. 


CIRCUNFERENCIA EXINSCRITA 


Se dice que una circunferencia es exinscrita a un 
triangulo , si se encuentra en el exterior de dicho 
triángulo y es tangente a un lado y a las 
prolongaciones de los otros dos lados. A su radio se 
le llama EXRADIO. 


E T y E: son puntos de tangencia 

* r,: exradio Relativo al lado BC. 

+ AABC: Triángulo exinscrito. 

* En todo triángulo , hay tres circunferencias 
exinscritas. 


TEOREMAS DMIPORTANTES 
TEOREMA 1 7 


En la figura , se tienen dos circunferencias secantes 
en A y B. Se cumple : 


GEOMETRIA PLANA [NES 
DEMOSTRACIÓN : 


* PABO cuadrilátero inscrito : 
> m<Q =m< BAM=0 
* AMNB cuadrilátero inscrito : 
> maBAM=m< BNH=09 
* Los ángulos alternos internos POB y BNH tienen 
igual medida . 
* En consecuencia : PQ // MN 


TEOREMA 3 (DE TAYLOR) : 


En todo triángulo oblicuángulo , las proyecciones 
ortogonales del pie de una de sus alturas , sobre sus 
lados adyacentes y los extremos del lado relativo a 
dicha altura, son vértices de un cuadrilátero 
inscriptible. 


B 


Sean M y N proyección ortogonal de H sobre 
AB y BC respectivamente . 


[A AMAC : cuadrilátero inscriptible . 
DEMOSTRACIÓN : 


* En el ÍxBHC : 
m<BHN=maáBCH=a 
m<BMN=m<BHN=a« 


LAMBNH: inscriptible . 
a => m4 BMN=mx ACB=a 
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Por lo tanto , AMNC : cuadrilátero inscriptible. 
B 


Sean M y N proyección ortogonal de H sobre 
AB y BC respectivamente . 

[A AMNMC: cuadrilátero inscriptible. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Análogamente al caso anterior, se demuestra que 
el cuadrilátero AMNC es inscriptible. 


* En el ÉxBHC :maBHN =maBCH=a 
* [12 MNBH: inscriptible 
m<aBHN=ma<aBMN=a« 
> maBMN=m<BCA=aq 
* Por lo tanto , AMNC: cuadrilátero inscriptible. 
TEOREMA 3 : 
Si AE A BQ son alturas , se cumple : 


(515 NES CIRCUNFERENCIA (REPASO 


Si: maHAQ=0=>m<HBE=0 
mÍFC=20 => m<CAF=0 
A FAHisósceles : AQ es mediatriz de ÍF 
> 
TEOREMA Az 
Si ABC es un triángulo cualesquiera 


Cuadrilátero EBFO es inscriptible 
DEMOSTRACIÓN 1 


En el cuadrilátero inscrito 
*PQFC: m<QFC=m<xAPQ =0 

*AEQP: maBEQ=m<APQ =0 

El cuadrilátero EBFO es inscriptible 

TEOREMA 5 : 

En un triángulo ABC, se trazan las alturas AE y CH 
Luego se trazan HQ 1 BC y EP LAB 

Entonces: PQ // AC 

DEMOSTRACIÓN : É 


Ds, 


* Cuadrilátero AHEC inscriptible : 
mau PHE=m<C=0 

* Cuadrilátero HPQE inscriptible: 
m<PQB=m<xPHE=0 

* Los ángulos correspondientes POB y ACB tienen 

igual medida. 

* En consecuencia: PQ // AC 

TEOREMA 6: 

Si P; T y Q son puntos de tangencia, se cumple: 


B 


Cuadrilátero APEO : Inscriptible 
Cuadrilátero OFTC : Inscriptible 
DEMOSTRACIÓN : 


A 
AAOC: m<EOA= m<FOC=a+0 
AABC: m<xABC= 180” - 2(4+0) 
ABPT: maBPT=m<BTP=a+0 
* En consecuencia : 

Cuadrilátero APEO : Inscriptible 
Cuadrilátero OFTC : Inscriptible 
TEOREMA 7: 


Si P; T y Q son puntos de tangencia, se cumple: 
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GEOMETRIA PLANA 


* Por propiedad anterior el cuadrilátero APEO es 
inscriptible , entonces : «=90" 

* El cuadrilátero OFTB tambien es inscriptible , 
entonces : 0 =90" 


* Luego: a«4=0=90" 
TEOREMA $8 : 
SiP; Ty Q son puntos de tangencia , se cumple : 


Q 
Cuadrilátero APEO : Inscriptible 
. Cuadrilátero QFTB : Inscriptible 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por propiedad anterior ; 

m< AEB =m=<AFB=90? 
AEOT': Incriptible => m<0EQ=a 
QOFB: Incriptible > m<0OFQ=09 


AAFO: maFQB=a+0 
AQEB: m<EQA=a+0 
* Sabemos que: maP=m<T=a+0 
* En consecuencia : 
Cuadrilátero APEO : Inscriptible 
Cuadrilátero QFTB : Inscriptible 


TEOREMA 9 : 


Si P, es un punto cualesquiera de la circunferencia 
circunscrita al A ABC, se trazan los segmentos PM , 
PN y PQ de manera que formen ángulos de igual 


medida con los lados AB, BCy AC 
respectivamente , se cumple : 
B 


Los puntos : M, N y Q son colineales . 
DEMOSTRACIÓN : 


* El cuadrilátero CNPQ es inscriptible . 
=> maCNQ=m<CPQ= y 
ACPQ : maPCA= y+0 
* El cuadrilátero MBPN es inscriptible : 
=> m<MNB=maMPB=x 
AMBP: m<HBM=x+0 
* En el cuadrilátero inscrito ABPC; cumple : 
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x+0=y+0>x=y 
* Esto demuestra que : 
Los puntos M, N y Q son colineales 
TEOREMA 10 : 
Si AM=MB, se cumple : 


AP=BQ 
DEMOSTRACIÓN : 


* Se traza RS1OM => PQ//RS; 
RM=MS y m<AMR=maBMS=0 
* Además como : ma BMS =m< MSR=m=<xEFR=0 
* Luego el cuadrilátero PFMR es inscriptible . 
* En donde : m+n=180* 
Pero como : má EFL=m<ESL=n 
ARPM =ASQM (ALA) 
> AP+AM=MB+BQ > 
TEOREMA 11 : 


Si dos triángulos tienen respectivamente un ángulo 
de igual medida y sus lados opuestos de igual 
longitud , además las alturas relativas a dichos lados 
son congruentes , entonces dichos triángulos son 


* entonces : 


AS 
¡7 A b A A b == 


ad CIRCUNFERENCIA (REPASO )) 
Si miaABC=mxa3MNQ=a 

AC=MQ=b y BH=NL=h 
> el AABC y el AMNQ son congruentes. 
DEMOSTRACIÓN : 


* La demostración de este teorema necesita una 
consideración muy importante ya que existen dos 
posibilidades. 


AABC z=AMNQ o AABC =AQNM 


* Si consideramos BC>BA y NQ>NM, solo se 
cumple el primer caso, 


Al ser maNQM=4; maBCA=9 si $=9 , quedará 
demostrado el teorema. 
Trazamos el triángulo APC congruente al triángulo 
ONM , es decir : 

AP=QN=m y maPAC=maNQM=4 
* Como BH=PT=h => BP // AC 
* Pero también el cuadrilátero ABPC es inscriptible. 
=>m«xPBC=maPAC=4 y como BP//AC, 
entonces m< ACB=m<PBC > 0=4 
* con lo cual queda demostrado el teorema debido 


aque la m<u BAC=m<XNMQ y se cumple el caso 
(A.L.A) 


CIRCUNFERENCIA INSCRITA AL 
TRIÁNGULO 


Es aquella circunferencia cuyo centro es el incentro 
del Da y es tangente a los lados del triángulo. 


ÁS y a] 


(E E 
€: Circunferencia. 


M, Q y T: puntos de tangencia. 
Donde “p” es semiperímetro de la región triangular 
ABC. 


GEOMETRIA PLANA 
PROPIEDAD : 
o S y L son puntos de tangencia. 


TEOREMA I 2 


En todo triángulo , la longitud del segmento que une 
un vértice con el punto de tangencia de la 
circunferencia inscrita con uno de los lados que 
forman el vértice , es igual al semiperímetro del 
triángulo ; menos la longitud del lado opuesto al 
vértice mencionado. 


DEMOSTRACIÓN : 


B : 
ZN 
/ Q % 
Cc P, 
J 
y R z C 


ETE, A IIOOA 
b 


* Por teorema: BP=BQ=x; AP=AR=y ; RC=QC=z 
* Pero: y=é-x ) 


A 


Z=a-xXx 
* Sumando: y +z=a+c-2x 
>b=a+c-2x > 2=a+c-b 
> 2r=a+c+b-2b 
>2r=2p-2b > x=p-b 
* Análogamente se puede demostrar: 
y=p-a A zZ=p-c 
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TEOREMA MH 7 


En un triángulo ABC, la prologación de AC es 
tangente en F, a la circumferencia exinscrita, relativa 
a BC. Entonces AF mide igual que el 
semiperímetro del triángulo del triángulo ABC . 


Semiperímetro del AABC= AF=AQ= p 
DEMOSTRACIÓN : 


Pp 
* De la figura: AF=b+n 
AQ=c+m 
* Sumando : AF+ AQ=b+c+(m+n) 


* Pero: AF=AQ 
>2AF=a+b+c=2p > AF=p 
TANGENTES ISOPERIMÉTRICOS : 


2p(A ARS)=2p(AMN) 


DEMOSTRACIÓN : y 
R 


A 
* Por propiedad : 
2p(AARS)=AH+AQ cmsnioo OS (D 
2p (A AMN)=AH+AQ encnmenccnoioscsnossonoss (IL) 


* De (1) y (ID: (2p(A ARS)=2p(A AMN) 


TEOREMA IT < 


En todo triángulo , el punto medio de un lado , es 
también el punto medio del segmento determinado 
por los puritos de tangencia de dicho lado con la 
circunferencia inscrita y la correspondiente exinscrita. 


B 


M punto medio de AC => 

DEMOSTRACIÓN : 

* Por dato : AM=MC 

* Por propiedad : AP=p- A 

.QC=p-BC 

* Luego : AP=QC 

*Pero: PM=AM - AP 
MQ=MC-QC> 

TEOREMA IV: 


En todo triángulo , la longitud del segmento 


determinado por los puntos de tangencia de un lado 
con la circunferencia inscrita y con la circunferencia 
exinscrita relativa a dicho lado es igual a la diferencia 
de las longitudes de los otros dos lados . 


7 B 
a 
£, 
A C 
Q 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por teorema : BP=BT 
* Pero; BP=c+AQ y BT=a+C0Q 
Igualando : c+AQ=a+CQ 
AQ - cq =a-e 
AQ-AN =a-e 
E IS 


Xx 


> x=a-c 


TEOREMA DE PONCELET 


En todo triángulo se cumple que la suma de las 
longitudes de dos lados es igual a la suma de la 
longitud del tercer lado y dos veces el inradio 
multiplicado por la cotangente de la mitad de la 
medida del ángulo que se opone al tercer lado. 


£ : circunferencia inscrita en el AABC. 


r : inradio del AABC. 
, AB+BC=AC+2r0ot( 5) 


DEMOSTRACIÓN : 


AB=nAr0ot| E ecc) 


BC=m+rcot (5) AS y) 
AC=n+m=b 
* Sumando (1) y (II) : 
a+o=m+n+2rcot( 5) 
A dl 2 
* De (II) : 
> a+c=b +2r0ot| 5) 


=> AB+BO=AC+2rcot| 3) 


CASO PARTICULAR DEL 
TEOREMA DE PONCELET 


En todo triángulo rectángulo , la suma de las 
longitudes de los catetos es igual a la suma de la 


GEOMETRIA PLANA 
longitud de la hipotenusa y dos veces el inradio . 


AS, 
Ze SS 


Ab 
DEMOSTRACIÓN : 
* Aplicando el teorema general : 
a+c=b+2r cot (5) 
* Donde a=90* 
> a+c=b+2r 


OTRO MÉTODO DE DEMOSTRARÍ 


TBQO es un cuadrado : TB=BQ=Q0=0T=r 
* Por teorema: AT=AP=c - r y QC=PC=a -r 


* Luego: c-r+a-—r=b 


APLICACIÓN DEL TEOREMA DE 
PONCELET 


En todo triángulo rectángulo, si se traza la altura 
relativa a la hipotenusa, la longitud de esta altura es 
igual a la suma de las longitudes de los inradios de 
los triángulos rectángulos parciales y el del inicial. 


BH: altura relativa a AC . 
r, + inradio del EsABH 
r, : inradio del ExHBC 
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r :inradio del Éx ABC 
(BH =r,+ r, + 1) 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por el teorema de Poncelet . 
* Enel DABC: AB+BC=AC+2F conuococinssansanoss (1) 
*En el DSAHB : AH+BH=AB+2F, cocos (1) 


*En el ISBHC: BH4+HC=BC+2rj cccarnconoanioions 4419) 
* Sumando (11) y (MI): 


(AH+HC)+2BH=(AB+BC)+2(r,+r3) 
PERS 
AC AC+2r 
-- => AC+2BH=AC+2r+2(r,+r,) 


> [BH=r+r4r) 
[B] En la figura ABCD es un cuadrilátero 


circunscriptible . La relación que existe entre las 
longitudes de los radios a; b; e yd ,es :a+d=b+c 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por el teorema de Poncelet : 


* En el DSABH: BH+AH=AB+24 coscmooiooos (1) 

* En el ISBHC: BH+HC=BC+2b .mcconnomooo 1015) 
* En el [DSAHD: AH+HD=AD+2Comcasooo. (MI) 
* En el IxDHC: DH+HC=CD+20.ovmucuioso av) 
* Sumamos (1) y (AV): 
AH+BH+CH+DH=AB+CD+2(0 +4)... (2) 


* Sumamos (1) y (MI): 
AH+BH+CH+DH=BC+AD+2(b+c)...... (6) 


* Igualando (4) y (9): 
(AB+CD)+2(a+d)=(BC+AD)+2(b+c) 


* Pero si el cuadrilátero ABCD es circunscriptible, 
entonces cumple el teorema de Pithot : 
AB+CD=BC+AD 
* Quedando sólo: 2(a+d)=2(b+c) 
>a+d=b+c 
[C] En todo triángulo rectángulo, la suma de las 
longitudes de los radios de las circunferencias 


exinscritas relativa a los catetos es igual a la longitud 
de la hipotenusa. 


a 


* Por teorema : AQ=AP 
* De la figura: AQ=AT+r_+r, ; AP=b+CP 
* Igualando : AT+r_+r,=b+CP 
* Pero : AT=CP 
>b=r,+r, 
[D] En todo triángulo rectángulo , la suma de las 


longitudes del inradio y el exradio relativo a un cateto 
es igual a la longitud de dicho cateto. 


[ais REPASO 


CIRCUNFERENCIA 
DEMOSTRACIÓN : 
A 


* En la figura : BC=r,+QUC cncmsonoronoo (1) 
* Pero: BT=QC=r onsemerosososo (1) 

* (1) en () : BC=r+r, 

[E] En todo triángulo rectángulo , la suma de las 


longitudes del inradio y de los exradios relativos a 
los catetos es igual a la longitud del exradio relativo 
a la hipotenusa . 


T=T +T,+r, 


* De la figura : r,=7A +4AB .ucenosonoosos» (1) 

* Por propiedad : TA=BQ=r,  ocosonosoonoros (1) 

* Por propiedad anterior: AB =r+F scrmonoosooro (MI) 
* Reemplazando (11) y (HI) en (): 


NT +r,+T 
En todo triángulo rectángulo ABC, elinradio mide 
la mitad del segmento comprendido entre los pies P 
y Q de las bisectrices de los ángulos ABH y HBC 


GEOMETRIA PLANA 


respectivamente, H es el pie de la altura trazada por 


B.. 


DEMOSTRACIÓN: 


* Por el teorema de Poncelet . 
* Enel DsABC : AB+BC=AC+2F escnonconsneresoss (1) 
* AABQ isósceles : 
maABQ=m<BQA > AB=AQ oncerirorossoooooos (11) 
* ABCP isósceles : 


maPBC=m<aBPC >BC=PC onccaroommmo. (LL) 
* Sumando (1) y (HI): 
AB+BC=AQ+PC 
=> AB+BC=AQ+PQ+QC 
> AB+BC=AC+PO oncocernonosaosnso (LV) 
* (D en (1V): 
AC+2r=AC+PQ => r=2 


[G] En la figura mostrada se cumple : 


*Enel AABC “T”es incentro. 


* En el ATBC, por teorema del ángulo exterior : 
ma MIC =a +0 
* Por otro lado: ma ACM =0 
* El AIMC es isósceles : 
m<MIC=m<ICM=a+0 =>1M=MC 
* Pero como la m<«ICE=90", entonces CM es 
mediana relativa a la hipotenusa TE. 
* En consecuencia : IM=ME 
[A] En un triángulo ABC, si los radios de las 
circunferencias inscrita y exinscrita relativo a lado 
AC, miden r yr, respectivamente (r,>r) ,la longitud 
de la flecha o sagita relativa a AC €s: 
RT 
2 
DEMOSTRACIÓN : 


x= 


m del 


Ujps z 


o” 
nm.” 


DM: Flecha o sagita relativa al lado AC. 
Por propiedad: IM = ME 
*En el trapecio rectángulo ETIQ, por teorema : 


TEOREMA DE PITOT 


En todo cuadrilátero circunscrito , la suma de las 
longitudes de dos lados opuestos es igual a la suma 
de las longitudes de los otros dos. 


y 
'S 


EDICIONES RUBIÑNOS 


ABCD : circunscrito a la circunferencia $. 
> AB+CD=BC+AD 


SS 
BIS 


4 S 2 
b, [] circunscrito 
NS p: semiperímetro 


DEMOSTRACIÓN : 

* Sean M; N; P y Q los puntos de tangencia de la 
circunferencia $ con AB; BC; CD;y AD 
respectivamente. 


* (JABCD: 


* Entonces AM =AQ; BM = BN; CN = CP; DP = DO 
* Como: AB+CD=(AM+MB)+(CP+PD) 
* Por lo tanto , reemplazando tenemos : 
AB+CD=(AQ+BN)+(NC+0D) 
* Agrupando convenientemente : 
AB+CD=(AQ+0D)+(BN+NC) 
=>AB+CD=AD+BC ' 


TEOREMA +: 


En todo polígono circunscrito cuyo número de lados 
es par , la suma de las longitudes de los lados 
tomados en forma alternada y consecutivamente es 
igual a la suma de las longitudes de los otros lados 


restantes. n=2k ; (Vk e N) 


REA CIRCUNFERENCIA (REPASO 


POLÍGONO CIRCUNSCRIPTIBLE A 
UNA CIRCUNFERENCIA 


Es aquel polígono al que se le se puede trazar una 
circunferencia tangente a todos sus lados. 


Cc 
€) 
A E 


Dado el polígono ABCDE, se puede trazar una 
circunferencia $ tangente a todos los lados del 
polígono . De esta manera , asumimos que el 
polígono ABCDE es circunscriptible. 


TEOREMA : 


Todo triángulo es circunscriptible. 


A C 
Dado un AABC, siempre se puede trazar una 
circunferencia tangente a sus tres lados. 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por A y C trazamos las bisectrices interiores que se 
intersecan en O . 


* Del teorema de la bisectriz de un ángulo : 
ON=0M=r y OM=0P=r 
=> ON=0P=0M=r 
* Es decir, O equidista de los tres lados , por lo que 


con centro en O y radio r, se puede trazar una 
circunferencia que será tangente a los tres lados . 


TEOREMA : 


Si en un cuadrilátero la suma de las longitudes de 
dos lados opuestos es igual a la suma de las 
longitudes de los otros dos, se da que el cuadrilátero 
es circunscriptible . 


GEOMETRIA PLANA pos 


o e 


Si AB+CD=BC+AD 
= CÁABCD es circunscriptible . 
NOTA : 


Si en un polígono se puede inscribir una 
circunferencia , determinamos que el centro de dicha 
circunferencia es punto de concurrencia de las 
bisectrices trazadas desde los vértices del polígono. 


Si las bisectrices interiores de un polígono son 
concurrentes , dicho polígono es circunscriptible . 


POLÍGONO EXINSCRITO A UNA 
CIRCUNFERENCIA 


Es aquel polígono exterior a una circunferencia 
donde las rectas que contienen a sus lados son 
tangentes a dicha circunferencia . 


El polígono ABCDE está exinscrito a la circunferencia 
£ que a la vez está exinscrita al polígono ABCDE , 


* Al centro de la circunferencia exinscrita a la 
circunferencia g se le denominará excentro . 


* Al radio de la circunferencia exinscrita se le 
denominará exradio. 


CUADRILÁTERO EX- INSCKITO : 


Un cuadrilátero se dice que esta ex inserito a una 
circunferencia , si las prolongaciones de sus cuatro 
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lados son tangentes a dicha circunferencia. 


En todo cuadrilátero ex inscrito se cumple que la 
diferencia de las medidas de dos lados opuestos es 
igual a la diferencia de las medidas de los otros dos 
lados. 


AB-CD= AD-BC 


“teorema de Steiner” 


TEOREMA DE STEINER 


En todo cuadrilátero exinscrito , la sustracción de 
las longitudes de dos lados opuestos es igual a la 
sustracción de las longitudes de los otros dos. 
Así en la figura anterior . 

AB - CD=AD - BC 
DEMOSTRACIÓN : 


A d 


D cm Qq 


* De la figura : CM=CN=m 

BP=BN=b+m A DM=DQ=c+m 
* Por teorema : AP=AQ > a+b+m=d+c+m 
* eliminado m : a+b=d+c=>a-c=d-b 


TEOREMA RECÍPROCO DE 
STEIVER 


Si en un cuadrilátero la sustracción es de las 
longitudes de sus lados opuestos son iguales , el 
cuadrilátero es exinscriptible . 


ú 

4 Ñ 

¿AS 
[E 

xx 

e 

o A 
AE 


e 


Si AB - CD=AD - BC 
=> 3una circunferencia g exterior, que es tangente 
alas prolongaciones de todos los lados del CAABCD, 


EDICIONES RUBISOS TES 
Por lo tanto , el cuadrilátero ABCD es exinscriptible . 
SEGUNDO TEOREMA DE 
STEIVER 
En todo triángulo , la suma de las longitudes de los 


tres exradios , es igual a la suma del inradio y cuatro 
veces el circunradio. 


Ta tr +tr,=4R+r 


DEMOSTRACIÓN : 


* Si: maEBC=0 => mEC=20 


* Pero: EN 1 AC => mAE=mEC=20 
* En el ángulo exinscrito LBE : 


* Esto demuestra que los puntos O”, B, E y O” son. 


colineales. 

* Por propiedad: TA=CQ 

* Luego: TN=NQ 

* En el trapecio rectángulo TO'0”Q, EN es 
mediana. . 


+ 
* Por teorema : EN=l=2 
S a Ta —T 
Pero por propiedad : MN= 3 
* Luego : EN=>R-(137)-, 7 pa 
> Tr+trtr=iR+r 
TEOREJÍA : 


En un triángulo obtusángulo. B 


OM+ON - OP=R+r 


DEMOSTRACIÓN : T 


CIRCUNFERENCIA (REPASO 


IEA 


GA : 


* Sabemos por propiedad 


IM 
que : IM=ME ! 
*Luego : R=2 ; 2.1) n 
* También por propiedad: . 
me" ¿ LN=ta Y ! 
* Luego: R=TM+x E 
E +x+y 


* Pero: r,+r,+r_=4R+r .....(2% T.. Steiner) 
* Reemplazando : 


3R+2=9 LR +7 3r 


> 
CUADRILÁTERO BICÉNTRICO 


Es aquel cuadrilátero que está inscrito en una 
circunferencia y circunscrito a otra . 


+a+y > 3R+2=2R —-r+x+y 


(AABCD : cuadrilátero bicéntrico. 

* Está circunscrito a $. 

* Está inscrito en 8. 

* Cuando un cuadrilátero es inscriptible y 
circunscriptible a la vez , también se le llama 
cuadrilátero bicéntrico . 

PROPIEDAD 7 


En todo cuadrilátero bicéntrico , los dos segmentos 
que tienen como extremos los puntos de tangencia 
de lados opuestos , del cuadrilátero circunscrito, son 
perpendiculares. 


GEOMETRIA PLA lua 


Sea ABCD un cuadrilátero bicéntrico . 
SiM; N;P y Q son puntos de tangencia, [9=90*]. 
RECTA DE SIMPSON 


En todo triángulo los pies de las perpendiculares , 
trazados a sus lados desde un punto cualesquiera 
de la circunferencia circunscrita a dicho triángulo , 
son colineales (pertenecen a la recta de Simpson). 


Recta de Simpson 
relativa al punto P 

£: circunferencia circunscrita al AABC. 

Sean M; N y Q los pies de las perpendiculares 
trazadas desde P a BC; AB y AC respectivamente, 
afirmamos que M; N y Q son colineales, 
DEMOSTRACIÓN : 


* Trazamos AP y PB, entonces : 

* APBC: A inscrito > m<PBM=m<PAC=0 
* [S NBMP : inscriptible > m<aMPB=m<MNB=0a 
+ ES AQNP : inscriptible > m<«APQ =m<ANQ=f8 


AAA CI CLOPEDIA 20 


* En el DMAPO : 9+fB=90* 

* En el ÍXBPM : 0+a=90* 

* Por lo tanto, M;NyQ son colineales . 
TEOREMA DE PAPILLÓN 


Si el punto de intersección de las diagonales de un 
cuadrilátero inscrito en una circunferencia biseca a 
una cuerda de dicha circunferencia , entonces 
también biseca al segmento de dicha cuerda 
limitado por los lados del cuadrilátero . 


AN 


$ : circunferencia circunscrita al CDABCD. 
Si EP=PF, entonces MP=NP , 
DEMOSTRACIÓN : 


* Sea O centro de g. 
* Como EP=PF, entonces. la recta OP es 
perpendicular a EF 
* Trazamos AH 1 OP 

> AQ=QH=m => AP=PH=l 
(por el teorema de la 
y maPAH=m<PHA=a 
como EF//AH => m<APE=m<HPF=4 
* En$: maCAH=m<CDH=a (<inscrito) 
* CANPDH: inscriptible 
=> maPHN=9 >AAPM =AHPN.... (ALA) 
>|PM=NP 


mediatriz) 
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TRAZOS AUXILIARES “BUSCANDO Sabemos: 


CUADRILATEROS INSCRIPTIBLES” PR Por "M" se hace 
. A M BL pasarla mediatriz 


PRIMER CASO : 
Si se tiene la siguiente figura: 


Y cuadrilátero inscriptible 


En 
LA 
TERCER CASO 2 


Si se tiene la siguiente figura con tales características 


> 


AE A P 3 
SEGUNDO CASO f 2 


Si se observa la siguiente figura con las siguientes 
características : 


Utilizando el segundo criterio de construcción ; 


% 


dl 2 
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4 


Aquí se tiene: 


EM E? a+78”—30=90" 
4 78 a=12+30 
Si se tiene la figura: Aquí se cumple: ñ 


“TRAZOS AUXILIARES 
EMPLEANDO LOS PUNTOS 
NOTABLES” 
EMPLEANDO EL CIRCUNCENTRO 
1) sé tiene la siguiente figura con tales características. 


YY * B > <obtuso 
6 * Ay C > <xagudos 
Aso l 
A C 
Sabemos que todo triángulo, está contenido en una 


circunferencia, y su centro de ésta es el circuncentro 
(para un triángulo obtusángulo, el circuncentro se 
ubica exterior a ella). 


EDICIONES RUmINOS TA E CIRCUNFERENCIA REPASO 


Aplicando las propiedades que se cumplan en la También se observa : 
circunferencia. 


, 
pl 
H | 
| ¡ | 
i 10) “ET 2 El ] 
X i 

AN / 

A Y 

ES, A 
E ee 


Luego, en la figura resultante se completará los 
ángulos internos, para luego hallar la solucion del 
¿“problema. 

- Hi) Si se tiene la siguiente figura con las siguientes 
características : 


A 
»> o, 
Án A e 
e. 
» NA 2d 


o 
j 
i 
¡ 
¿ 
Y 


dl E Se construye un triángulo congruente de la siguiente 
E manera para obtener un ángulo de 60* y con ello un 


EMPLEANDO EL INCENTRKO 


i) Si se tiene la siguiente figura con tales 
características s 


GEOMETRIA PLANA 


Se observa en la figura; un triángulo que tiene las 
sigulentes características (O > circuncentro) . 


pe 
Dr 


EDICIONES RUBINOS 531 MN CIRCONFERENCIA (REPASO 


EMPLEANDO EL EXCENTRO 
Si se tiene la siguiente figura con tales características: 


B 
A C 


GEOMETRIA PLANA [338 
Se obtiene las tres bisectrices : 


EJERCICIO : 
Cale: 


e ” 


RESOLUCIÓN: 


* Completamos los ángulos internos y externos de 


la figura : Me 


bs Emos $ siguiente propiedad. 
ó Bisectriz 
interior 
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dinámica. 


NOTA : 


La circunferencia es un contorno continuamente curvado, cuyos 
puntos están todos a la misma distancia de un punto central, 
llamado centro del círculo. La distancia constante de cualquier 
punto de la circunferencia se denomina radio. 

La circunferencia representa el área que contiene en su interior, 
denominada círculo, la forma más enigmática de todas, considerada 
perfecta por nuestros antepasados. Su direccionalidad es la curva, 
asociada al movimiento, al encuadramiento, a la repetición y al 
calor. 

La forma circular produce un movimiento de rotación evidente, 
posee un gran valor simbólico, especialmente su centro, y tiene 
connotaciones psicológicas como protección, inestabilidad, 
totalidad, movimiento contínuo o infinitud. Es típico representar 
también los espacios cerrados, herméticos, con circunferencias o 
círculos. 

Contornos derivados de la circunferencia son el óvalo y el ovoide, 
con cualidades parecidas alas de ésta, pero que expresan aún más 
inestabilidad y dinamismo, aunque el movimiento pertesto sea 
una cualidad propia de la circunferencia. 

La proyección tridimensional de la circunferencia és la Eater el 
cuerpo geométrico más perfecto, el que contiene un mayor 
volumen en un menor espacio, el que define la fonía tanto de los 
átomos como de los cuerpos celestes. > = 

La circunferencia y el círculo són tal vezlos ele 
más A y meo as on 


EDICIONES RIBIÑNOS pUda0Ó 


PROBE MASPRESUELTOS: 


Con respecto a los inradios de los triángulos ABC y 
ADC r, y r, respectivamente se puede afirmar que : 


A 
A)Jr,>r, 
RESOLUCIÓN : 


B) r,<r, 


OA'8s bisectriz del ánguló TAQ. 
=m<TAO = m<OAQ 
* ESFTO = ESE0OO (ALA) 
=> FT <= EQ =b 
pio 
AT = AQ > AF =AE 
AF+y AE+Y 
*ESABE = E>ADF (ALA) >> AB = AD 
* ESABC = LSADC (ALA) > r, =r, 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 2: : 
En un triángulo rectángulo ABC recto en B. Tes el 
incentro tal que m <AID = 90* 
(E e BCXDE 1 BC). 
SiAB + BC =34, AC =26. 
Calcule BE. 
AJ6 BJ8 DJ10 


C)9 E) 12 
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RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de Poncelet : 
AB + BC =AC + 21 onsccosessooosomos (E) 
* Por dato : 


ecararaserens 


* (ID en (1) :34=26 + 2r > 2r=8 >r=4 
* Enla figura: BT =Tl=r=4 
* Pero: FI= 1D => BT = TE =r 

->BE =4+4>8BE =8 

y RPTA: “B” 

PROBLEMA 3 : 
En un cuadrilátero ABCD, circunscrito a una 
circunferencia. Si m<A= 60%AD + BC=14;CD=6. 
Calcular la medida del radio de la circunferencia 
(m <B=90"). 
A) 2(//3 -1) B) 3(43 -1) 


D)3(/2-1) E) 4(/2-1) 
RESOLUCIÓN : 


C) 4(V3-1) 


* Dato: AD + BC = 14 y CD=6 
* Por el teorema de Pithot: AB = 8 


* ESATO notable: AT=R/3 
* E-OTB notable : TB = R 
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* Luego: R/3+R=8=>R=4(V3-1) 
SS RPTA ; “C” 
PROBLEMA 4 : 

En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una 
circunferencia las diagonales se interceptan 
perpendicularmente en el punto “0”, si los radios 
de las circunferencias inscritas en los triángulos 
AOB, BOC y COD miden r,, r, y r, respectivamente. 
Halle el radio de la circunferencia inscrita en el 
triángulo AOD : 


ay) pts B)r,+r,-r, C)r,+r,-F, 
D)r,+r,-r, E)2r,+3r,-r, 


RESOLUCIÓN : 


A D. 
* Por el teorema de Poncelet : 
*ISAOB: OA +OB=AB + 2F, cauuioioo. (1) 


*ÍS.COD :0C + OD = CD + 2F ¿sinocaoosóno (1) 
* Sumando (1) y (11): se 
(QA+0C)+(OB+0D)= AB+CD + 2(r, + r5) 
AC... BD Es, as 
>AC+BD=AB+CD+2(r¡+ry) 
* Análogamente ¡2 ¿0 
AC + BD.=:BC + AD + 2(r, + x) 
* Igualando : E 
AB+CD + 2r, +r,)= BC+AD +2(r, +x) 
a Dx += 1 + Tr >X=T5,¡ +31 
E RPTA : “C” 
PROBLEMA 5 : 
Un hexágono ABCDEF circunscrito a una 
circunferencia, tal que AB = 4u ; BC = 3u; CD = 2u; 
'= lu; AF = 8u. Halle : EF 
A)3u  B)35u C)4u  D)4,5u 
RESOLUCIÓN : 


E) 6u 


ie 
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* Por propiedad :x+4+2=8+3+1 
>x+6=12>x= 6u 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 6 : 
En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una 
circunferencia si AB=7k, BC=k, m<ADC=90", 
m< ACD=60". Calcule la medida el radio de la 
circunferencia inscrita en el triángulo ADC. 
AJk BJ3k  CIJk  DJJ/2k EJ/3k 
RESOLUCIÓN : 


AD 


A 
ay3 
* Por teorema de Poncelet : 
* ES ACD: 
a+ad3=2a+r>2r=a(V3 - 1)onmmm(D) 


* En el cuadrilátero circunscriptible, por el teorema 
de Pithot : 


7k+a=k+aJ3 => 6k =a(J3 — Deimos (1) 
* De (1) y (II): 2r = 6k >r =3k 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 7 : A 
Dos circunferencias O y O” se intersectan en A y B. 
PorA se trazan una secante CAD y luego, las tangentes 
AT y AT” respectivamente a las circunferencias O y 
O”. Calcule el valor del ángulo CBD sabiendo que el 


y 


*Si:m< ABC = m=mAC=2m 


* Luego : m< CAT” = m 

*Si:m<ABD = n=>mAD=2n 

* Luego : m<TAD = n 

* Se cumple: mM+ a +n= 180% 
> m+n=180-a 


m<aCBD = 180" - a RPTA : “A” 


PROBLEMA 8 : 
En el gráfico A,B,C,D y E son puntos de tangencia. 


. 20+3y 
ay 


iia 
Y 4 
RESOLUCIÓN : 


A)3 


* En la figura se cumple : 
a+ prx= 1800 coccaon. (1) 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 9 : 


Por un punto exterior P se traza una tangente PD a 
una circunferencia de centro O. El punto D se une a 
los extremos de un diámetro AB, Las rectas DA y DB 
intersectan a PO en M y N respectivamente. Calcule 
MN sabiendo que PD = ¿y PO es perpendicular a 
AB. 
OL 
) 2 


A) z Bi 
1 3 


D) 34 


E)21 


RESOLUCIÓN : A 


* Si :m<DBO = 9 


=>m<M = 0 y m<MDP = 6 2 
ESMDN : DP es mediana. 
* Luego: MN = £ + £ 
>MN =2£ 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 10 : 


Las 2 circunferencias son tangentes interiormente. 
NQ es tangente a la circunferencia menor. 


SimPQ=4,NS=8P .Halle la m< SRP 
N 
Ss 
R 


GEOMETHKIA PLANA 


A 


RESOLUCIÓN : 
e] = 3 s N 
* Por propiedad : 
mNP=mPQ=4$ 
* Pero por dato :mNS = mSP = 4/2 
JA. 
* Luego: x 4 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 11 : 


En la figura A,B,F,E,J,H,G,C,D son puntos de . 


care io $ , halle m <BIE. 
LEE 

G S> y 

YO 


AED 
M 2 > ros 
La Le $ £ 
a16+5 B)30 + a, D) + 


RESOLUCIÓN :3:N. 


» , F P 
A y 


e propiedad: maMOP = PO 


ps CED=2 > 90+ 5-22 46% % 


RO Sd RPTA: “C” 
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PROBLEMA 12 : 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 4 - 
D Si dos circunferencias son secantes y la suma de 
medidas de los arcos asociados a la cuerda común 
es 180”, entonces dichas circunferencias son 
ortogonales. 

II) Los ángulos opuestos en un cuadrilátero 
bicéntrico suplementarios . 

111) Si dos circunferencias tienen un punto en 
común, entonces dichas circunferencias son 
tangentes. 

IV) Si un cuadrilátero es circunscriptible y 
exinscriptible, entonces dicho cuadrilátero es un 
trapezoide simétrico . 

A) FFVF B)VFVV C)VVFV D)FVVF E)FVVV 
RESOLUCIÓN: > 
D : 


A 


ke a+6 puede ser 180? esto se demuestra que las 


circunferencias sean ortogonales...............PALSA. 


ABCD es un cuadrilátero bicéntrico es decir 


circunscriptible e inscriptible 
cumpliéndose;entonces : 
a+0= 180 vacanna VERDADERA 


Son tangentes , cuando tienen un sólo punto en común. 


EDICIONES RUMÑOS JB 57 MEN CIRCUNFERENCIA MEPASO) 


crcrorroncicrescenrorecccrrincracoceearicseis VERDADERA. 


I/V) Se cumple en el cuadrilátero circunscriptible y 
exinscriptible , el teorema de Pithot y Steiner 
respectivamente , sólo en el trapezoide simétrico. 


Soloreronororeeooricrccoreceotoerics VERIMADERA, 
- RPTA : “E” 

PROBLEMA 13 : - 

En un rectángulo ABCD se ubican M y N puntos 

medios de BG y CD. Si BN interseca en P y Q a 

AM y MD respectivamente y MD intersecaa AN 

en $, ¿qué tipo de cuadrilátero es APQS? 

A) bicéntrico  B)circunscriptible  C)inscriptible 

RESOLUCIÓN : 


A 8 D ( 
$ a Lon, Ss 
* Propiedad : > =a +0). y 


* En el rectángulo : m<APB =29+0 

AASD : m<ASQ =20+ wm 

>El cuadrilátero APQS es inscriptible. 
- : RPTA:“C” 

PROBLEMA 14 : j 

En el gráfico, A y B son puntos de tangencia . Calcule 

mACc . 


A) 30? 
B)37 
C) 45" 
D)53" 
E) 60" 


m«PCE = m<FCQ = a 


DPCQ isósceles: m«CPQ=m<Q = 45” - 
*  AOP isósceles : m<APC = a/2 
=>mAC = m4A0C = 0 

» ÓN oacr inscriptible, se cumple : 

a + 45 = 90% = a = 45" 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 15 : 
En el gráfico, A, B, C y D son puntos de tangencia y 
mAB+mBC=0. Calcule mÚD . 


*Si:mAB=m y mBC=n' 
>m<XTRA =m y m<LTR = n 
*+ATLR: =x = 0 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 16 : 
En el gráfico, A es punto de tangencia. 
Si AB=BC y mOC=32", calcule m<QPC. 


A) 15" 
B) 37/2 
C) 20* 
D) 45/2 
E) 45” 


GEOMETRIA PLANA 135ó 


RESOLUCIÓN : 


Si:mOC=32 >m<ROQ= 37% + 74? = 111? 
* DROQ isósceles : m<QRO= m<RQO = x + 162 
* Luego : 2(x+16%)+111"=180" 


22% + 32% = 69> 2x = 37% x= 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 17 : 
En el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si AM//LN y 
AC=MC, calcule mNE. 


A) 120? 
B) 116" 
C) 135" 
D) 150* 
E) 180” 


85: 


RESOLUCIÓN : 


AAN CICLOPEDIA 2012 


+ EX MOB isósceles , donde “ome “centro “dela 
circunferencia. q 
* En consecuencia, NL es diámerro. 


* Luego :mNL=180* 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 18: 
En una circunferencia se inscribe un triángulo 
isósceles MNP (MN = MP =£) se toma un punto 
cualquiera,Q en el arco MP se prolonga NQ hasta 
S, si QS=QP. 


Calcule MS 
A) ze B)1 a D)2 E) = 
2 3 3 


* ANMP isósceles : 


MN =MP =a 
m<MNP = m<MPN = 9 
=>m<MQN = 9 y m<MQS = a 
a +60= 180" 


* ÉXNMQP inscrito : 9+ a = 180? 
* Luego : AMQP =4MQS (LAL) 
=>MP =MS=a =b>5=1 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 19 : 
De la figura. Halle x. 


EDICIONES KUGINOS 


AJ60  Bj68  C)70 
RESOLUCIÓN : 


D)J80 EJ85 


* CNABCF inscrito :m < AFC + 110* = 180" 
> m< AFC = 70* 


* CNEFAD inscrito: m < FAD + 140= 180" 
>m<FAD = 40? 

* AFAT: 70” + 40” + x = 180” > x= 70? 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 20 : 

Sea el cuadrilátero inscrito ABCD en una 

circunferencia de centro O, ABADC=(P] y 

BCAAD=(Q). Las bisectrices de los ángulos APD 


y BQA se interceptan en T. Halle la m < PTQ. 
AJ15" B)30* C)45 D)75 E)J90* 
RESOLUCIÓN : Pp : 


* Por propiedad: x=m+nNn + coseno... (1) 
*AAQB : a +0 + 2n = 180* 

*ABPC: a+ 2m= 0 

* Sumando: 2(m + n + a) = 1807 


>m+n+0=90" 
* De (1) y (1): x = 90 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 21: 
Se tiene un triángulo acutángulo MNP, se trazan las 
alturas NA;MC y PB silam < NMP =4. 
Halle la m a BCA. 


A) 60" -4 B) 90 - 24 C)180" +4 
D) 180" - 24 E) 120" — 24 
RESOLUCIÓN : 


A P 
* ÑAHCP inscriptible : m «HCA = m<HPA = x 
* ÑHBNC inscriptible : m<BHN = m<BCH = x 
*ÍSXMBP:x + p= 90"; 42x = 180” - 24 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 22 : 


En el siguiente gráfico MQ es mediana del triángulo 
MNP. 


Halle x. 


N ña) p 
A)60”  B)90”  C)67,5"  D)12,5" 
RESOLUCIÓN : 


E) 112,5" 


DU 
* Se traza RT MQ(T € MP) PROBLEMA 24 : 
AROT isósceles : , Del gráfico, mAPB=300". Calcule x . 
RQ=QT=b A 
* Se traza QS 1 RT 

=>m«SQP = m<TRP = 24 
* ATOS isósceles : TO = QS =b 


* Como QS 1 RT, se cumple : S 


a Pla +D)=(2a+b)a B 
A) 70? B) 72 C) 75 D)74 EJ82* 
Y a 2 = 
> 04 +b?=2a? + 294 =>b=aJ2 ENSOLTOT NE 
* ES REQ ; isósceles : 24 = 45" > p= 22,5" 
* Luego: x=112,5" 


GEOMETRIA PLANA [132% 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 23 : 
En un cuadrilátero convexo ABCD. 
La m<ABD = 2m <«ACD = 60* 
Lam<ADB = 2m «ACB = 34" ha 
Halle la medida del ángulo que determinan sus 


diagonales. 
A)J72  B)74  C)77  DJ80 EJ82 * Si: mPB= 300 => m«AOB = 150 


RESOLUCIÓN : x Pr ze E 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 25 : 
Del gráfico, $ y T son puntos de tangencia. Si 
mÍTB=56", o mST . 


A) 120* 


B) 110* 3 
C) 124" 
D) 140? 
A e E) 130* - h 
es E 14) 
* Se traza DI bisectriz del angulo ADB , entonces : 


m¿ADI = m<BDI = 17 ERSOLUCIÓN: 


. * Cuadrilátero IBCD es inscriptible : a 
200 m«(1BD = m<ICD = 30? PS 

. Pero m=< ABD = 60*, entonces ; pS 

00 m<XABI = m<IBD = 30 / 

* Luego 1 es incentro del AABD, entonces ; 

E — m<BAI = m<lAD = 43" 

* Finalmente: x=4 +34 >x=77 LR ds 

ELO RPTA : “C> 


EDICIONES KUBINOS 


* Si: mTB=56" => m«TLB = 28* 


* [SOL : ma AST = 62 > x= 124 

: RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 

Del gráfico, mBC=100" . Calcule mBD . 


A)30” B)50” C)20” DJ40” E)10* 
RESOLUCIÓN : 


* AOBD isósceles : OB = OD 
=> m<ODB = m<0OBD = 80” > m<BOD = x = 207 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 27 : A 
Del gráfico, mFG + mEC=200" y ABCD es un 
paralelogramo . Calcule x.. 
F 


(sc MES CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


* Dato: 
2a +20= 200” > a+60= 100? 

* Pero: míA =m<C= qa y mdH=0 
*+AHBC : m<CBH = 80? 
* Como BC//AD > x = 80? 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 28 : 
Del gráfico, S, T, U y Y son puntos de tangencia . 
Calcule a+4. 


A) 160” 
B) 165" 
C) 170* 
D) 175 
E) 180" 


* De la figura : 2a + 28 = 360” = a+ 6 = 180 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 29 : 

Según el gráfico, A, B, M y L son puntos de tangencia. 

Si mAB=140", calcule q. 


A) 70% 
B) 507 
C) 80? 
D) 40* 
E) 85 


GEOMETRIA PLANA 
APOR : 
180 -2m+180"-2n +40" = 180% 
>2m + 2n = 220> m + n= 110? 
* Luego: a = 70? 
Ge RPTA : “A” 
PROBLEMA 30 : - 

Según el gráfico, 4R=3(0C)+7r. Calcule x . 


A)37 
B)63* 
0) 45 
D) 30* 
E) 15" 


* Por dato : 
4R = 3y +"7F ...oo..... (1D) 


*[SODH:R? =P + (y+r)? coo... (1) 
*De (1) y 1: E - 25 
SAT 


* Luego: 


PROBLEMA 31 : 
Hallar el ángulo CBO, si O es centro de la 


circunferencia. - 
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* Del gráfico, piden : a 
“* De la figura: > 
m<BEC=m<0ED= 60": 
ZA 
mBD 


AMABA 


*AEBC : (suma de m<internos) 
a+ 60"+ 45”= 180" a = 75" 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 32 : 

En un rectángulo ABCD, la circunferencia inscrita en 

el triángulo BAD es tangente en H y G a AB y AD 

respectivamente, mientras que la circunferencia 

inscrita en el triángulo BCD es tangente a BG y BD 

en E y F, respectivamente. Si m<BDA=k, calcule 

la medida del ángulo entre HG y EF. 


a a a 
A) > B)90"- + 


RESOLUCIÓN : 


m<CBD = mXADB = q 


A BEF isósceles : : 
mE = máF =90"- 2 m<E = maGTQ = 90-23 
+ ES HAG isósceles : m<TGQ = 45? 

* AGTO: 245% 


PROBLEMA 33: 
En el gráfico, O y T son puntos de tangencia. Si 
calcula E 


EDICIONES RUBIÑNOS 


CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


A)90"”  B)105* D)120” C)106" E)135* 
RESOLUCIÓN : 


12 r 
al ed 
*ESTHQ: 
9 
tg0=£ =22 0 20=53 
5 tr 


* Luego: x =20 + 37” 
x= 53% + 37% > x = 90% 
z RPTA : “A” 
PROBLEMA 34 : 
Del gráfico , mATB=200" Si A y B son puntos de 


tangencia, calcule mMN . 


A)J40”  B)60”  C)70” D)50* 
RESOLUCIÓN : 


E) 30" 


mATB = 160” > m<AOT = m<TOM = 10” > mTM =10* 

Pero : mAT=mTMN >x + 10” = 80 >x = 70% 
> RPTA : “C” 

PROBLEMA 35 : 

Se tiene un- trapecio ABCD (BC//AD), 

(Pe AB, BDA PC=1QY 

Si BC=CD, maDBC=m<QPD y maPQA=20", 


calcule maPDA. 
A)J257 B)20% C)40” DJ30”  E)25* 
RESOLUCIÓN : 


* Dato: 


m<DBC = m<QPD = « 
*Si: BC = CD = a >=m<BDC = a 


* Como el cuadrilátero PBCD es inscriptible , 
entonces la m<BPC =4. 
* También: BC//AD entonces la m<ADB = q 
* AAPD:mxA = 20 -x 
* AQBC : m<CQD = 24 - x 
* Luego el cuadrilátero APQD es inscriptible. 

x= 20" 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 36 : 


En el gráfico BE. Q y T son puntos de tangencia, y 
mPT=50". Calcule x+y. 


A) 130* 
B) 100* 
c) 90" 

D) 120* 
EJ A, Sr E 
RESOLUCIÓN :. 


Si: mPT=50* => m«SRT = 50* 

* Los puntos PO,B y A,Q,T son colineales 

respectivamente. 

* Los cuadriláteros APOH y HQTB son inscriptibles, 

entonces : m< AQH = x ; m<HQOB = y 

* En el cuadrilátero PRTO : 2(x+y) + 130% = 360% 

> 2(x+y) = 2300 >x + y = 1150 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 37 : 

En una circunferencia con centro en M y radio r se 

traza cuerda AB que no contiene a M. Se prolonga 

AB hasta C de modo que BC= r y se prolonga CM 

hasta D sobre la circunferencia. 


Si má4AMD=!tm<ACD , entonces f es igual a : 
D)J3 


A)8/2 BJ2  C)5l2 E)7/2 


RESOLUCIÓN : 


* Dato: miAMD=tm<xACD 

* Piden: £ 

* Se observa: AMBC y AAMB son isósceles. 

*en AAMC: ta=20+0>ta=30 =>1=3 
e RPTA :“D” 


GEOMETRIA PLANA PAra AAA CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 38 : 


En la siguiente figura , MN es diámetro , OP=2u y 
(PQ) x (PS)=60u*. Calcule la longitud del radio de 
la circunferencia. M 


A) 7u 
B) 6u 
C) 5u 
D) Yu 
E) 8u 


* Dato: mXn=60 u? 
* Piden : r 
* Teorema de cuerdas : 

(r+2) (r-2) =axb 

MORADO acaricia (1) 
m=<RSP =P (ángulo exterior) 


ASRP = ATQP 


*En (): Y-4=60 => r = 8u 

RPTA:“E” 
PROBLEMA 39 : 
Calcular «x» 


A)15 B)27 C)28"  D)36” - E)13* 
RESOLUCIÓN: E A 
Observamos que en la figura hay una bisectriz. 


EDICIONES ROBISOS TW SY5 MN CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


Utilizamos el siguiente criterio de construcción 
(formamos un triángulo isósceles). 


Aquí tenemos: 


>77"+x=90 
a=13" 


RPTA:“E” 


Se observa en la figura un cuadrilátero inscriptible 


AAN OICLOPEDIA 2012 
PROBLEMA 40 : ; ve 
Calcular “x” 


A)25” B)20* C)40” D)30”  E)25” 
RESOLUCIÓN: 
Se observa la figura y se tiene : 


Se trazará una ceviana interna que divida ál ángulo 
de “2x” en partes iguales, 


2x + 60% + x+x=180* 
4x=120" 
x=30" 


RPTA;*D” 


: > ; PER E PROBLEMA 41 : 
Formamos un cuádrilatero inscriptible de la siguiente 
manera (cumple el teorema del pantalón). Calcular «x>» 


A LL , A)28”  B)25”  C)40"”  D)60”  E)20* 
También RESOLUCIÓN: 


OREA RTS MANN ORCONPERENCIA EFASO) 
Observamos que Aquí se obtiene, de la figura, utilizando las 


propiedades del «pantalón». 
x=20" 
RPTA:“E” 
PROBLEMA 42 : 
: Calcular “a”: 


Sabemos: 


4 Se trazará 
] la mediatriz 


A)26”  B)50” C)12> D)30”  E)20" 
RESOLUCIÓN: 


y ¿ 
Aplicando las propiedades de la mediatriz *Se observa que el triángulo ABC es isósceles 
(AB=BC)- 


C 


Ahora construimos un triángulo congruente al 
triángulo ADB sobre el lado BC de la siguiente 
manera: 


B B 
' 
607 L) 60? 


Observamos que en el triángulo BDC se cumple que 


«O» es circuncentro, de la siguiente manera: 


B Circuncentro B 


2a, 


En el problema 


> 50" = 30" +x >= 20% 


RPTA:“E” 
PROBLEMA ea 
Calcular “ax” Y 
[SS 
A D € 


A)23 B)20”  C)40" D)50*  E)30* 
RESOLUCIÓN: 
Se observa que los ángulos A v € son agudos y que 


suman 54* entonces el <B es obtuso, además todo 
triángulo está contenido en una circunferencia y su 
gráfica será : 


Ahora aplicamos las propiedades que se cumplen 
en las circunferencias (ángulos incritos y centrales) 


GEOMETRIA PLANA 


> 2x=60* > x=30* 


RPTA:“E” 


PROBLEMA 44 : 
Calcular «x». 


RESOLUCIÓN 
Se observa que se'tiene un triángulo isósceles. 


Ó 
LS, 


Trazamos la altura del triángulo para así obtener 
(mediana, bisectriz y mediatriz) 


.— 008 
Ahora observamos los triángulos donde se tiene 
bisectrices interiores. 


[EDICIONES RUBINOS [2 [ES _ CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


Tenemos que: 2x+20=40>x=08 


Se obtiene un triángulo 
equilátero 


40 =60* 
>0=15* 
RPTA:'E” 


PROBLEMA 45 : 
Calcular x : 


A)25”  B)20”  C)40"”  D)35”  EJ465 Ahora observamos un cuadrilátero, donde cumple 
RESOLUCIÓN: la propiedad del «Pantalón o rebote» 


Se observa bisectriz en un conjunto del triángulo. 


RPTA:'D” 
PROBLEMA 46: 


Según el gráfico, mAD — mMN=40". Calcule x. 


Así obtenemos el incentro en el triángulo sombreado. 


A 


Obtenemos las tres bisectrices del triángulo 
sombreado. 
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A) 125" B) 120" C)130” D)160” E) 145” 
RESOLUCIÓN : 


Piden x 
Por dato 28—2a = 40” . Como AO=0D 
Entonces :m< OAD=mxODA=0 
En el ZAMF : x =mxAMF+ 0 => m<AMF=x-—09 
En el ¿4MCN Como MC=CN 

=> m< CMN=m< CNM=90" — a 


EnM: 
x—0+ 90" —a=180" > x=90%4 0 + Q oncoa.. (1) 
En el ZAOD: 
28+20=180" > B+ 0=90 cucmconernsas (2) 
En (D)+(2) : 


x+P+0=180"+0+0 => x =180"+a-— B 
> x=180"-(a- f) > x =180"- 20” > x=160" 


RPTA:“D” 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 
(O) En la figura: T B:Q,K, E E y D son puntos de 


a 
a 
AJO B)J65 


E) 12 


C)y14 D)8 


(63) Calcular PO, si: TM = 3 y MQ = 4. (T y P son 
puntos de tangencia). 


P q 


AJ7  BJ5  Cj6  DJWJ6  EJ2J3 
03) Del gráfico, calcular la medida del ángulo que 


determinan la tangente trazada por C y BS;¡SyT 
son puntos de tangencia 


An 7 B 


S 


AJO? B)9"-a C)J75"-a Dja EJ60”-a 


(GBCalcular el perímetro de un trapecio circunscrito 


a una circunferencia, si su mediana mide 6, 
AJ12 B)J16 C)20 D) 24 


(03) De la figura, calcular AB, si: BC = 5, CD = 3 y 
AD = 10.(B Q, S y T son puntos de tangencia) 


B 
7. 
ñ | D 


-EJ15 


E) 30 


A 


AJ8 B)10 C) 12 D)J14 


(08) En el gráfico: AB = MN + 2, BM = NC y 


AC = 2(BM). Calcular “r”. (B Q, T, L, K, S, H son 
puntos de tangencia) o 


ada 


y PUSIMOS 
a ss PA 


Cc 


A) 0,5 C)1 D)1,5 E)2 


(Es) Del gráfico, calcular x/y. (4, B, C, D y E son 
puntos de tangencia) 


B) 0,75 


C)3 


A) 2 D) 4 E) 5/2 


03) En el gráfico: M, N y P son puntos de tangencia. 
Calcular “ax”. 


B) 3/2 


x 


A) 45" B)37 C) 60" D) 63" E) 30" 


(7) Si PB Q, M y N son puntos de tangencia, calcular 
Dori O M 


A) 150? EJ115” 


B)130? C)120*  D)110” 


CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


(2) En la figura: O es centro, OP=SQ=PH, además 
Tes un punto de tangencia. Calcular el valor de “x”., 


TH Q 
A) 60? C) 90? D) 120* E)135 


(EN En la figura, calcular el valor de “x”, si O es 
centro, QT = 2(0H) y T es punto de tangencia. 


O 
P 
> q 


B) 30* 


B) 75 


AJ15” C)37" D) 45" E) 60" 


(1) Enla figura: BC =3, CD =2 yAD=5. 


Calcular el inradio del triángulo ABC. (B OQ, T y S son 
puntos de tangencia) 


P 
BN - 
ES DA or" 


A) 0,5 B) 1 C) 1,5 D) 2 E) 2,5 


ás Desde un punto P exterior a una circunferencia 
de radio que mide 3/3, se trazan dos tangentes 


PAY PB (4 y B son puntos de tangencia). Calcular 
PB, si: mxAPB = 30”. 


AJ6/3 B)J9J3 C)3(/3 +2) 
D)J6(/3+1) EJ6(/3 +2) 
(E) En la figura: ABCD es un cuadrado, O es centro 


de circunferencia, DE es diámetro de 
semicircunferencia, P, T, L y F son puntos de 


GEOMETRIA PLANA (LAS 


tangencia. Calcular el valor de “x”. 


D 
A)30”  B)45” D) 75" 


(3) Si BC = OP, calcular “x” .(D, E y F son puntos 
de tangencia)  B 


C) 60? 


E) 72% 


P 
AJ37  B)J63" C)45* D) 30* E) 36* 


(Lo) Calcular el radio de la circunferencia, si AB= 6 
y BC = 12. (T es punto de tangencia). 
Y 


D 


0) J97 
(Ey) SiO yO, dh éentros; calcular el valor de “x”, 
ademas: EF = 00, > 


A)J5 B)10; D)J12 E)11 


NN CICLOPEDIA 2012 


(13) si: BC // AD, AD =16y0C=10,calcular 
BC. B Pp 


A, E 
Á) 16 B) 12 C) 10 D) 14 E) 8 


(19) si BP = 6, calcular la distancia de T hacia BC. 
(T, P y Q son puntos de tangencia) 


A) 3 B) 4 C)6 D)5 E) 8 
(71) Si: 2(AT) = V2(CT) y C es punto de 
tangencia, calcular la mxCOT . 


A) 12* B) 15 C) 20* D)J37 E) 26,65” 


TROREMAS USDA MENTALES 


62) Una cuerda de una circunferencia mide 16 y 
su flecha mide 2. Calcular la longitud del diámetro. 


A) 10 B)6 C)8 D)15  E)17 


EDICIONES ROBIÑOS (5% 


En una circunferencia se trazan las cuerdas 
perpendiculares AB y CD; BC=8, Calcular la 


distancia del centro a AD. 

418 B)4 C)5 E) 2 

63) En un triángulo rectángulo ABC , recto en B, 
se sabe que: AB =7 y BC = 24. Calcular la medida 
del radio de la circunferencia exinscrita relativa a 
la hipotenusa AC. 

A) 24 B) 15 C) 26 
OD En el gráfico: O y O,, son centros; A y B, son 
puntos de tangencia. Calcular “x”. 


A 
NN 


XA 


D)J6 


D)3 E) 28 


A)90”  B)120* C)80* 


(03) En el gráfico: O es centro, AB=BC BE=3 y 
=2. Calcular AE. 
a B 


D)75* E)105” 


D 0” *H?:0 
AJ6 Bj 7 Cj8 D)9 E) 7,5 


(To) En la figura, calcular “a”, si B Q, R y S son 
puntos de tangencia. 


A)2y+z By? C)ly+z D)y-z E)2y-z 


(Es) Se tiene una circunferencia, de radio 6, inscrita 


en un cuadrante AOB (0 es centro) Ap es tangente 


en P a la circunferencia, la recta tangente en P corta 
en Q a la prolongación de OB . Calcular BQ. 
A) 4 B)5 Cj3 D) 2 E) 6 


(sss NES CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


(03) Los diámetros de dos circunferencias situadas 


en el mismo plano están en la relación de 5 a 3, y la 
distancia entre sus centros es como 1. Tales 
circunferencias son: 


A)Exteriores B)Interiores 

C)Secantes D)Tangentes interiormente 
E)JTangentes exteriormente 

¿Cuánto mide la hipotenusa de un triángulo 
si los radios de las circunferencias exinscritas 
relativas a los catetos miden 6 y 8? 
A) 10 B)12 Cj13 D) 14 
(1) En un AABC, recto en B, la circunferencia 
inscrita es tangente a ACen P , se traza la altura 


BH. Calcular HP , silos inradios de, los triángulos 
AHB y BHC son 2 y 5, respectivamente. 


A)15 B)25  C)3  DIW2  E)W3 
(E) De la figura adjunta, calcular “x”, si M, N y 
P son puntos de tangencia. 


E) 15 


P 


A)18% B)36” C)30% D)27" E)37" 


a Se tiene dos circunferencias tangentes 
interiormente en B, de centros O y O, tal que OB y 
AB son diámetros, se traza la cuerda AP que 
interseca a la otra circunferencia en M y Q, 
respectivamente. Calcular AM, si: PQ=a y MQ= b 
A)2a+ b B)2b+a C)2(a+b) D)3a+b E)3b+ a 


(E) Se tiene un cuadrante AOB, AO = OB, se traza 


la semicircunferencia de diámetro OB, de centro P. 
Luego se traza la circunferencia de centro Q inscrita 
en el triángulo mixtilíneo AOB, finalmente se traza 
la circunferencia de centro S tangente a los arcos 


AB, OB y a la circunferencia de centro Q. 
Calcular la relación entre los perímetros de los 
triángulos OQS y PQO. 


3 4 
A)J1 B)2 C) 3 DIG E)3 


(UDCalcular “x”, si: AM = MO; A y B son puntos 


A) 25* 


(3) A y O son centros; P y T son puntos de 
tangencia. Calcular “ax” 


B)30"  C)45” —D)J37" E)J53* 


A) 40 


B) 45" 


C)90" D)70" E)67,5* 


da En un triángulo escaleno ABC se traza la 


mediana BM y las circunferencias inscritas en los 
triángulos ABM y BMC son tangentes a dicha 
mediana en P y Q, y la circunferencia inscrita en el 


triángulo ABC es tangente en Na AC. ¿Qué relación 
es verdadera? 
A)JPQ=2(MN) 
DJPQ + MN 
(Ey) El inradio de un triángulo rectángulo ABC, recto 
en B, mide 1 y el exradio relativo a BC mide 7. 
Calcular la medida del ángulo que forman TE, con 
BC, sil es incentro y E, €s excentro. 

A)75 B)53  CJ60"  D)37 EJ45 

ás Calcular. de “Siendo ABCD un cuadrado 
(O es centro). +” 


B ES 


[A ja 
AJ20"- BJ18* C)15 D)22  E)22,5 


B)PQ=3(MN) 
E)PQ>MN 


C)PQ=MN 


Cc 


Si: a+ B=200", calcular “x” (PQ, R y $ son 
puntos de tangencia) 


A) 40” — B)30* 


En Hallar el máximo valor del radio de la 
circunferencia pequeña en función de «r». 


C)45” D)20"  E)25* 


ANGULOS EN LA CIKCUNFERENCIA 


OD Calcular el valor de *x”, si O es centro. 


AJ10”  B)122  C)15”  D)20?  EJ18” 
(7) En la figura: O es centro. Calcular la mx<.PQO. 


AJ40”  BJ45% C)50%.  D)J55 EJ60% 


EDICIONES RUBINOS 


(3) En la figura: OPQOR es un rombo y O es centro. 


Calcular “xr”. 


AJ45” B)30” C)J50” D)60" E)55 
(7) Calcular “x”. 


A)10” B)122 C)15” D)J18  E)20* 


A) 160? B)170?” C)150* D)120* EJ130* 
(75) Si ABCD es un paralelogramo, calcular “x”., 
; B 


4) 10* 
B) 20" 
C) 265 
D) 30* 


E) 35" 


(7) Calcular “ax”, si ABCD es un paralelogramo. 


A) 22,65” E C 


B)20* 
c)15 
D)18* 
E 12 Á 


MES CIRCUNFERENCIA (REPASO) 


(03) Calcular “x” del gráfico, si P y Q son puntos de 
tangencia. P 


OA 
q 


A)20” B)24* C)30” D)36” E) 40" 
(7) En la figura: AB es diámetro. Calcular “xr”. 


Aya? Za 

B) 35" 

C) 40? 

D) 45" 

EJ60 A B 


Ty) En la figura P y Q son puntos de 
tangencia, mAB=100". Calcular “e”. 


P 
4) 40* SOY) 
B) 45 A ARAS 
C) 50? 
D) 60* 
E) 70* 


(E En la figura: mAB=170 y mÁC=110. 


Calcular “a”, A 
Cc 
B 


A)60”  B)65” C)70"  D)75”  E)80* 
1.2) Calcular “x”, si AB es diámetro. 


EAS 


GEOMETRIA PLANA 


AJ10” B)122 C)14 D)15" E)18" 
(EE) Calcular “x”, si T es punto de tangencia. 


100? 
A)30” B)36” C)45” D)J50”  EJ55" 


(E) En la figura: P y Q son centros. Calcular la 


IN 
A 


AJ10”  B)12 C)15” D)18,5— —EJ20* 


ío En la figura: P y Q son centros. Calcular “a”. 


En la figura: P y Q son puntos de tangencia. 


Calcular “x”, si mAB=100-. 


A)J65”  B)70*  C)60” —D)55  E)75* 
(3) En la figura: AB es diámetro, Calcular “x”. 


Á B 
A) 12,5” B)15” C)18” D)22,5” E) 30" 
(E) En la figura: mAB=160". Calcular “x”. 
B 


4)20” B)30" C)35” D)40"  EJ44” 
77) Calcular R, si: AP=1 y PB=42. 
E 


O R B 


AJ1O0/2 BW5/2 CIWN/B5/5 DIJ/10/5 E)1/2 


ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA MH 


(7) Según el gráfico: P y Q son puntos de tangencia. 
Calcular el valor de “ax”. 


A)75 B)30”  C)50” -DJ60” E)45* 


(7) Se tiene 2 circunferencias secantes en P y Q, se 


EDICIONES RUTINOS 


traza la recta tangente común exterior “4p (A yB son 


puntos de tangencia). Calcular: mx APB+mxAQB 
A) 120" B)150? C)180? D)160* E)90* 


63) Según el gráfico: mCMD=140* . Calcule la 


mEr (T es punto de tangencia). 


EN 


T 19) B 


A) 70* B) 80* C) 60? D) 40? E) 75” 
(OBSegún el gráfico:C,M y B son puntos de 


tangencia. calcule 1 AMB, si: 2m + n = 160* 


Es 


A) 190% B)170? C)180” D)185"” E) 200* 
Según el gráfico: ABCD es un cuadrado. 


Calcular el Si de “ax”, 


A) 135 B)150? C)127” D)120* E)115” 
(To) En el gráfico: mABD = 8x A mBC =mCD. 


67 
-. 


Calcule el valor de 


CIRCUNFERENCIA (REPASO) 
A)J14” B)16" C)18” E)20* D) 15" 


(y) Del gráfico: D, E y F son puntos de tangencia y 


mED = 100* - Calcule la medida del ángulo que 
forman£,yL, y, 


A)55"” BJ45% C)60? D)40” E)50* 
63) Del gráfico mostrado: P y Q son puntos de 


tangencia, AQ // PC. Calcule mRQ. 


R Q 


A P B 

A) 100? B)120* C)90? D)108” E) 150 

69) En el gráfico: A, T, D y C son puntos de 
tangencia, y ABCD es un romboide. 


Calcule: TC + mTP. 


A)J60” B)80* C)J65% D)75% E)J70* 
(0) Según la HD // GF, 
mBK +mBH =a4 y mAl +mED=0. 


figura: 


Halle mLG. 1 
D 
G 
AJa+0 B)Ja-0 2 


GEOMETRIA PLANA [ES 


(EY) Se tiene dos circunferencias tangentes 


interiores en T., luego se trazan las cuerdas TP 

y BC en la mayor, que se intersecan en N (BC es 
tangente a' la circunferencia menor en  N). 
Si AP = PB y mCT = 80”, calcular la mxBAT , 
donde (4) =BP ATC 

A) 30" B)50"” C)40" D)J55” EJ65” 

a Según el gráfico, calcule mTA, T” es punto de 
tangencia, AB = BC, TB = 6, 

AC=10/3 y TB//AC 


AJ83?  BJ80”  C)79  D)78* E)60*” 
(E) En la figura: B y C son puntos de tangencia. 


Calcular mAPB. 
10) 


Á 
A) 200? B)220” C)230* .D)240" E) 260” 


(E) En la figura: m«POC = A 


(e 


A) 30? Des" C)36* D)J45” E)J60* 
(13) Según el gráfico: B, C, D y E son puntos de 


Calcular la mÁAP: 


tangencia. Si: mi1J = 100* y mE = 407, calcular 
el valor de “ax”. _D 


ATT CICLOPEDIA 2012 
A) 20" B)10" C)30” D)40"  EJ15” 
o) En la figura: M, Q y F son puntos de tangencia. 
Calcule el valor de “ax”. 


A)30” B)60” C)J45”  DJ53% EJ37" 


(Ey) En una circunferencia, de centro O, se ubican 
consecutivamente los puntos A. B, C, D, E y E las 
prolongaciones de AE y CD se intersecan en L y 
las de FB y DC se intersecan en P; BF n AE=[Q) 
y AE= BF=CD , calcule: mu POQ ¡si maPLA=20" 
A) 140? B)130* C)110? D)100* E) 120 

(13) En el gráfico: me FAD=40", m«DAC=15; B, C 
y D son puntos de tangencia. Calcule mxBEC.. 


NÍ 


A)J40"  B)45" a 30 D)20% E)165* 

(E) La circunferencia inscrita en el triángulo ABC, 
de incentro 1, es tangente a los lados AB, BC y AC 
en los puntos P, Q y T, respectivamente. Las 
prolongaciones de BI y CI intersecan a la recta 
PT en los puntos D y E, respectivamente. Calcular 
QE , si: AB=AC. 

QD 

A)/2 EJJ3 


En Sean C, y C, dos circunferencias que se 


intersecan en P y Q. La tangente común a ambas, 
más próxima a P, es tangente a C,enAyaC,enB. 
La tangente a C, en P interseca a C¿en C + P yla 
prolongación de AP interseca a BC en R, Calcular 
m«xPBR, si: maPQR = 50”. 

A)70” B)60* -C)60” D)65”  E)80” 


1 1 
B)1 E D) 3 


EDICIONES RUBIÑNOS (1230 


CUADRILATERO INSCRITO E 
INSCRIPTIBLE -TEOREMA DE 
PONCELET-PITHOT 


Dado un trapecio rectángulo ABCD, recto en 
A y B, si los inradios de los triángulos ABC y ACD 
miden 3 y 5, calcule BC(AC 1 CD) 
AJ8 B)4 C145  D)J7,5 E)6 

En la figura la flecha MN mide 3 y AC=2(AB). 
Calcule el inradio del AABC, 


A)3(2/3 - 1) B)2(/3 - 1) C)3(/3 - 2) 
D)4(/3 —1 E)3(/3 - 1) 

03) En la figura la circunferencia está inscrita en el 
AANO,; BN=6; AM=9 y MC=5. Calcule BC (T es 
punto de tangencia) 

A) 12 
B) 10 
C) 20 
D) 11 
E)8 


(42 En un triángulo isósceles ABC (AB=BC); en 
BC se ubica el punto P y se traza PH 1 AB. Si: 
m<BAP=45” y el inradio del triángulo BHP es 
4 (H e AB), calcule PC. 

. AJ7 B)45  C)J6 D) 4 E)8 

(03) En un trapecio ABCD (BC // AD) circunscrito 
a una circunferencia, en AD se ubica M, tal que: 


m<MCD=90" y MC // AB. Calcule el inradio del 
triángulo MCD, siendo BC=2, 


A)J1 BJi5  C)J4 D)2 E) 2,5 


hl CIRCUNFERENCIA (REPAS 
(25) En la figura, calcule: a+P+0. 


o) 


HA 


(E) En la figura: mACB=260". Calcule “ac”. 
. A 

A) 120? ze 

B) 100? 

C) 140? 

D) 150? C 

E)130" 

En la figura: CD=BD y mAB=100". 


Calcule “ac”, 


(7) En la figura: H es centro, P y T son puntos de 
tangencia. Si mHCB=40", calcule “ax”. 
B : 


E)127. AAA ORT = 


(í0) En la figura: AB=BC y AQ=0L. 
Calcule “ax”, B 


E)3a 


(EY) En la figura: AP=PB, O y O* son centros, 
mAOB=88". Calcule la m0QP 


GEOMETRIA PLANA (33 


A) 11? 
B)44 
C) 20? 
D)21* 
E) 22* 4 
(E) La figura muestra a dos circunferencias inscritas 
de centros O y O”. Si mPQ=127, calcule R/r. 


4)2 
B)5 
C)3 
D)4 
E) 2,5 


En la figura: r y R son los radios de las 
circunferencias inscritas. 
Si; AH=4, OD=4/2; HB=5 y DC=6, calcule BC. 


A) 5 
B) 6 
2) 7 
D) 8 
E) 9 


de 
(E) En la figura, calcule ““x”. 
> B 


0) Enla figura: O es el centro de la circunferencia 
inscrita y OP=3(0C). Calcule *“x”. 


E AN CICLOPEDIA 2012) 
A) 82" ES 
B) 74 
C)90" 
D) 75 
E) 72 


En la figura: O y O” son centros de las 
circunferencias, L es punto de tangencia. Calcule 


E 


+ B 


ds TO O e 
A)60” B)30*  C)26,5” D)18,5” E) 36* 
(E) En la figura, las circunferencias están inscritas 
enel ANMB y en el OBNLO. 
Si: NL=NM+BM y AB=12, calcule “r”. 


A)J45 B)J9 Cj3 D)6 


E) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 
traza la ceviana interior BD y luego las circunferencias 
inscritas en los triángulos ABD y BDC tangentes a 


BD en los puntos P y Q, respectivamente. 

Si: BP-QD=6, calcule el inradio del triángulo ABC. 
A)6 B)8 C)3 D)J45  E)J4 

€n En la figura: A y B son puntos de tangencia. 
Calcule “x”., P 


E)5 


A) 120 

B)75* 
C) 90" MESAS 
D) 76" E 
E) 74* 


AS 


ENARCADIRICIDA: 


(0) En el gráfico: AB = BC y BN = 3(NK) = 3. 
Calcule el inradio del triángulo LBN. 


AS 


AJ0,5 B)0,75 C)1 D)1,25 E) 1,5 


63 En el gráfico: D, P,Q,L, M, N,R y $ son puntos 


de tangencia. Calcule el inradio del triángulo ABC, 
si: PQ = 6 y 2(BD) + MN =8. 


E) 1 


A) 2 B)3 C)6 D)4 


03) En un triángulo ABC de inradio r y exradios 
FT, T, y r, además r+r, +r,=10 y BC-2r=AC -AB, 
calcule r,. - 

AJ5 8)6 C)8 D) 10 E) 12 


62 En un triángulo ABC, recto en B, está inscrito 
una circunferencia de radio R. Si los radios de las 
cireunferencias máximas inscritas en los segmentos 
circulares determinados por AB y BC son r, Y rg, 
además el radio de la circunferencia inscrita en el 
triángulo ABC es r, hallar R. 

A)Jr, + r,+r B) 2(r, + r, +r) 
D)Jr +2(r,+r,J)  Elr +3(r, +r,) 


(03) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, 


se encuentra inscrita una circunferencia de centro 
O y que es tangente a BC en el punto N.SiAB =8 
y AC = 17, calcule el inradio del triángulo ONC. 


C)3r-(r, +r,) 


EDICIONES RUBINOS [iva0os mE 


A) 2 (6-17) B)2 (5-17) 0)3(6- 17) 


D)2(5-J17)  E)(5 -J17) 

En un triángulo rectángulo ABC (recto en B) 
se inscribe una circunferencia cuyo radio mide 3; 
en AB y BC se ubican M y N, respectivamente, tal 
que MN es tangente a la circunferencia. Si el 


inradio del triángulo MBN mide 1, calcular: 
MB+ BN. 
AJ3 B)4 Cj6 D)J8 E) 10 


(y) La circunferencia inscrita en un cuadrilátero 


ABCD es tangente al lado AB en M. Si: 
m<BAD=90", BM + CD = 16 y BC + AD = 24, 
entonces la longitud del radio de la circunferencia 
es: 

A) 4 B)5 C)6 D)7 E)J8 


(03) En el gráfico, la circunferencia está inscrita 


en el cuadrilátero ABCD. Además BC = 6. Calcule 


A)3 B) 4 C)5 E)7 


En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una 


circunferencia, se traza una semicircunferencia con 
diámetro CD en el cual se ubica el punto M en el 
arco CD, tal que: MD=AB =12 y BC+AD = 25. 
Calcule el inradio de la circunferencia inscrita en 
el triángulo CMD. 

A)1 Bj2 C)3 D)4 EJ5 


(Ty) Dado un cuadrilátero ABCD circunscrito a 


una circunferencia de centro O. Si: me ABC=90", 
AB+CD=23 y AD+0C=17, siendo P punto de 
tangencia con BC, calcule el inradio del triángulo 
OPC. 

AJ2 B)3 C)j4 D)3,5 E)2,5 


(E) En el gráfico: « + f£ = 150" :. Calcule el valor 
de Era? 


D)6 


GEOMETHEIA PLANA [62% EN AIRES CICLOPEDIA 2012 


4) 130% B) 140” C)150” D)160” E)170* AJ20”  B)30*  C)40%  D)50” - EJ60* 
(E) En el gráfico : T es punto de tangencia. (Es) Calcule el valor de e erAB E ye 
se AM = MB. : > 
Calcule m MT, si m ML =150* 
L 
A)80? B)60”  C)70* D)90" E) 100% 
(Es) En el gráfico: TL // PA. Si T es punto de 
T tangencia, calcule el valor de “2”. 
M ON, 
AJ50”  B)J60”  C)40" D)70" E)80” 350% 
4 AO Pp 


(E) En el gráfico: Q y T son puntos de tangecia y 


m RSQ =50". Calcule m <RBA. 


A)J30” B)50” C)45” D)J35”  E)40* 
El gráfico: A, B, C, D y E son puntos de 
tangencia. Si mx APD = 40", calcule el valor de 


al 
B 
A T B 
17 

AJ50”  B)60" C)65  D)50”  EJ80* 

C 
(12 En un cuadrilátero inscrito ABCD se ubica M 

D 


en BAC» mientras que las prolongaciones de 


AJ50”  B)60? C)40"  D)70* E)80* 


BM y DC se intersecan en N . Si AB// DN y 
dá ¿ de CLAVES DE LA PRIDIERA PRACTICA 


e tc TEBA ODO 
AJ25 BI4O CI30* DI60, E)o0 aldo) c rod odres doce 


(E) En el gráfico :D es punto de tangencia y |[CLAWES DE LA SEGUNDA PRACTI 


e 


16) E 1D! 


: “)B [8)D|6)€ [2)B|8)€ ¡DA(10)5) 
LEA [5)6)19)5120)8 
(10) Calcule el valor de “a”. DE LA QUINTA PRACTICA 
U1)E PEJE 13)C| '8)1119)4 [20)0 


A)J50”.  B)40"  C)J30” D)J27"  E)20* 


ES 15)0 116)0 17 0 115)819)0120)8 


EDICIONES RUBIÑNOS 


OBJETIVOS : 


* Conocer e identificar los puntos notables. 


* Ubicar cada punto notable en determinado 
triángulo. 


* Relacionar los teoremas entre los puntos notables. 


* Establecer las relaciones entre los puntos notables 
y las circunferencias que se asocian. 


* Resolver problemas aplicando propiedades 
referentes a puntos notables, 


INTRODUCCIÓN : 


En elestudio de los triángulos, algunas rectas, puntos 
y circunferencias se destacan por sus propiedades. 
A continuación se presenta una lista exhaustiva de 
definiciones. 


* Mebiarrices : son las rectas perpendiculares a los 
lados que dividen a éstos en partes iguales. 


* CIRCUNCENTRO : es el punto en el que se encuentran 
las mediatrices. Este punto no siempre es interior al 
triángulo. (En los triángulos con un ángulo obtuso, 
es exterior; en el caso de los triángulos rectángulos, 
pertenece a la hipotenusa.) 

* CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRIPTA: es la circunferencia no 
incluida en el triángulo que contiene sus tres vértices. 
Su centro es el circuncentro , de ahí el nombre de 
ésle. 

* BISECTRICES: son las rectas que dividen a los ángulos 
en partes iguales. 

* INCENTRO: es el punto en el que se encuentran las 
bisectrices. El incentro es siempre interior al 
triángulo, de ahí su nombre. 

* CIRCUNFERENCIA INSCRIPTA: €s la circunferencia incluida 
en el triángulo que es tangente a los tres lados. Su 
centro es el incentro. 

* CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES ¿ SON las circunferencias 
exteriores al triángulo, tangentes a cada lado y a la 
prolongación de los otros dos. 

El centro de cada una de ellas es la intersección de 
la bisectriz del ángulo opuesto al lado al cual la 
circunferencia es tangente con las perpendiculares 
a las bisectrices de los otros dos ángulos que pasan 
por los vértices correspondientes. 


» Meninas: son los segmentos que unen los vértices 
con los puntos medios de los lados opuestos. 


» BARICENTRO: es el punto en el que se encuentran las 
medianas. 


En un cuerpo real de forma triangular, el baricentro 
es el centro de masa (de ahí su nombre, gr. baros = 
«gravedad»), es decir, el punto desde el cual se 
puede tomar el cuerpo sin que manifieste tendencia 
a girar. El baricentro es siempre interior al triángulo. 
* ALTURAS: son los segmentos perpendiculares a los 
lados (o a la prolongación de éstos) que tienen su 
otro extremo en el vértice opuesto. 

* ORTOCENTRO: es el punto de encuentro de las alturas. 
Este punto no siempre es interior al triángulo. (En 
los triángulos con un ángulo obtuso, es exterior. En 
el caso de los triángulos rectángulos, coincide con 
el vértice del ángulo recto.) 

* RecTA DE EurEr: es la recta que contiene al ortocentro, 
el baricentro y el circuncentro. 

* CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH : es la circunferencia que 
contiene los tres puntos medios de los lados del 
triángulo. El centro de la circunferencia de Feuerbach 
pertenece a la recta de Euler. 


PUNTOS NOTABLES 


Son aquellos puntos de concurrencia de líneas 
notables de una misma característica en un triángulo. 


BARICENTRO (G) 


Es el punto de concurrencia de las tres medianas de 
un triángulo. 


B 


El baricentro siempre es un punto interior a todo 
triángulo. 

* Todo triángulo tiene un solo baricentro. 
TEOREMA 1: 


En todo triángulo sus tres medianas son 


GEOMETRIA PLANA his 


concurrentes. 


Enel AABC: 
AM, BNyCQ :son 
BC; AC y AB respectivamente. 


medianas relativas a 


> AM; BN yCQ son concurrentes en P. 
DEMOSTRACIÓN : 


Sean BN y CQ medianas del AABC que se 
intersecan en G. 
> AN=NC y AQ=QB 
luego prolongamos AG hasta $. tal que AG=GS, 
* Del teorema de los puntos medios: 
AABS: QG//BS ; ÁACS: NG//CS 


* Como QGC//BS y NGB//CS entonces GBSC es 


un paralelogramo, por lo tanto, sus diagonales se 
bisecan. 


=> GM=MS a BM=MC 


* AM : mediana del A ABC relativa a BC. con lo 
cual queda demostrado que AM; BN yCQ son 
medianas concurrentes en G. 

TEOREMA 2 : 

El baricentro divide a cada una de las medianas en 
la razón de dos a uno desde el vértice, 

G : baricentro de la región ABC. * 

Entonces-: 


DEMOSTRACIÓN : 


EN AER A CICLOPEDIA 2012 


Sean BN y CQ medianas del AABC que se 
intersecan en G. 


> AN=NC y BQ=QA 
* Luego prolongamos AG hasta P, tal que GP= 
AG. 
> En el AABP del teorema de los puntos medios, 


A Bn BP 
GQ//BP y 6Q=-3T- 
*Análogamente en el AAPC, GN//PC y GN= "En 


* Como BP//GC y PC//BG entonces GBPC es un 
paralelogramo de lo cual se concluye que 


GP y BC se bisecan en M. Por lo que AM es 
mediana. 

*Así también GC=BP=2q y GB=PC=2n. 
=>>BG=2(GN) ; CG=2(CQ) y también AG=GP= 2m 
y GM=MP=m => AG=2(GM) 


=== 55=2 


ORTOCENTRO (H) 


Es el punto de 
concurrencia de las tres 
alturas en un triángulo o Ss 
sus respectivas 
prolongaciones(todo 
triángulo tiene un solo 
ortocentro) . y Q 


TEOREMA 3: 


Las tres alturas de un triángulo o sus respectivas 
prolongaciones son concurrentes. 


En el AABC : 
AP; BQy CS: son alturas relativas a 
BC; AC y AB, respectivamente . A 


Ye 
pS 
PA 


, 
> 


> AP ; BQ y CS: son concurrentes enH. 


AR 


EDICIONES ROUBINOS 
DEMOSTRACIÓN : 


* Enel AABC trazamos las alturas AP y CS que 
se intersecan en H . 


ara y 


Luego trazamos la ceviana BQ , tal que H e BQ. 
* En el CAASPC : inscriptible , 
m<SPA=mx<SCA=a 
* En el CAHSBP : inscriptible , 
m<SBH =m<SPH=a 
* Luego en la figura P<] BSCQ : 
90+a=0+0a >0=90" 
Entonces BQ es altura por lo tanto las tres alturas 


concurren en H. Análogamente se demuestra 
cuando un triángulo es obtusángulo. 


OBSERVACIÓN: 


Dado un triángulo ABC en donde A y C permanecen 
fijos y el vértice B se desplaza paralelamente ala AC 
los ortocentros de los triángulos ABC describen una 
parábola . 


H: ortocentro del AABC. 
H,: ortocentro del AAB,C. 
H,: ortocentro del AAB,C. 


PUNTOS NOTAS 
INCENTRO (1) 


Es el centro de la circunferencia inscrita en un 
triángulo. B 


Í 


LOs 


Sea $ la circunferencia inscrita en el AABC. 
Í : centro de $. 
IT : incentro del AABC 
* Todo triángulo tiene un sólo incentro . 
* El incentro siempre es un punto interior a todo 
triángulo. 
TEOREMA 4 : 


En todo triángulo las bisectrices interiores son 
concurrentes. 


En el AABC: 

Sea AM; BN y CQ : bisectrices interiores, relativas 
a BC; AC y AB respectivamente . 

=> AM; BN y CQ son concurrentes en P. 
DEMOSTRACIÓN: 


Sea P el punto de intersección de las bisectrices 
BN yCQ, 

* Del teorema de la bisectriz . 

* BS : PK=PL=d .ascsrverassioreacsis (1) 

* CS: PL=PJ=d............ a 0 

*De (D) y (II): PK=PJ=d 


GEOMETRIA PLANA [só ET NCICLOPEDIA 20 12) 


* Los triángulos AKP y AJP son congruentes (L.L.L.) 
; >a=4$ 

Esto prueba que AP es una porción de la bisectriz 
interior del AABC trazada desde A(AM). 


* Por lo tanto , queda demostrado que las tres 
bisectrices interiores son concurrentes en P. 


TEOREMA 5 : 


En todo triángulo, las bisectrices 
concurren en el incentro. y 


interiores 


A 
Sea I el incentro del AABC. 


=> Las bisectrices interiores del AABC concurren 
en/. 


DEMOSTRACIÓN : 


* En el AABC trazamos las bisectrices interiores 
AM; BN y CQ que se intersecan en P, 
Y como P equidista de los tres lados y está en la 


región interna con centro en P y radio d trazamos 
una circunferencia que viene a ser la circunferencia 


inscrita en el AABC. Se concluye que P es el centro 
de la circunferencia inscrita, y de esta manera resulta 


incentro del AABC. 
EXCENTRO (E) 
Es el punto .de concurrencia de dos bisectrices 


exteriores y la bisectriz interior del tercer ángulo. 
Es el centro de la circunferencia exinscrita en un 


triángulo. 


$ circunferencia exinscrita al AABC relativa al lado 
AB. 


E: centro de $. 
> E: excentro del AABC relativo al lado AB . 
* Todo triángulo tiene tres excentros . 
* Los excentros siempre son puntos exteriores a todo 
triángulo . 
NOTA: 


Así como hay un excentro relativo al lado AB 
también hay uno para el ladoBC y AC 
respectivamente por lo tanto todo triángulo tiene tres 
excentros uno relativo a cada lado . 

Así en la figura E, ; E, y E, son excentros relativos a 
los lados BC; AC y AB respectivamente. 


AE, E, E,: Es el triángulo exincentral de AABC. 
TEOREMA 6 2 


En todo triángulo , las bisectrices exteriores trazadas 
de dos vértices y la bisectriz interior trazada del tercer 
vértice , concurren en un punto. 


A ; 
Sean AE y BÉ bisectrices exteriores trazadas desde 
A y B y CM bisectriz interior trazada desde C. 
AE, BE y CM son concurrentes en E, 


DEMOSTRACIÓN: 
* En el triángulo ABC trazamos las bisectrices 


EDICIONES RUBINOS livaow 


exteriores desde A y B las cuales se intersecan en E. 


Cc 


* Del teorema de la bisectriz para AE, E equidista 
de CA y AB. Para BE, E equidista de AB y CB por 
lo tanto E equidista de CA y CB.es decir, E 
pertenece a la bisectriz interior trazada desde C en 
consecuencia CE es bisectriz interior. Por lo tanto , 
dos bisectrices exteriores y una tercera interior son 
concurrentes . 

Si E equidista de los tres lados del AABC y está en 
la región externa , entonces E es centro de la 
circunferencia exinscrita relativa a un lado . 


CIRCUNCENTRO (0) 


Es el punto de concurrencia de las tres mediatrices 
de un triángulo(todo triángulo tiene un solo 
circuncentro). ¡ 

Es el centro de la circunferencia circunscrita aun 
triángulo . e > 


. A a," 
Sea $ la circunferencia circunscrita al AABC. 
> 0 es el centro de $. 
> 0 es el circuncentro del AABC. 
R : es el circunradio del AABC. 


TEOREMA 7: 


En todo triángulo , las mediatrices de sus lados son 
concurrentes, 


Las mediatrices de AB; BC y AC concurren en O, 


[lvas6s PUNTOS _NOTABILNS 


DEMOSTRACIÓN: 


* Las mediatrices de los lados BC y AC de un 
triángulo ABC se intersecan en el punto O. 


* Luego del teorema de la mediatriz OA=0B =0C=d 
=> en el AAOB (isósceles) la altura OH es parte 
de la mediatriz de AB. Por lo tanto, las tres 
mediatrices concurren en O. 

TEOREMA 8: 


Las mediatrices de dos lados de un triángulo se 
intersecan en el circuncentro de dicho triángulo. 


Sea z mediatriz de AC y 2, mediatriz de BC. 
> % n £%=1(0) Siendo O él circuncentro del AABC 
DEMOSTRACIÓN: 


*En el AABC, sea P el punto de intersección de las 
mediatrices Y, y Y, . 


* Del teorema de la mediatriz : 


CLOMETELA PLANA 

re para %; -PA=PC=d : 
para H: : PO=PB=d 
=>P equidista de los tres vértices (A; B y C) 
=>>P es el circuncentro de AABC. 
OBSERVACIONES: 
% Las mediatrices de los tres lados de un triángulo 
concurren en el circuncentro de dicho triángulo. 
% Si el triángulo es acutángulo , el circuncentro se 
encuentra en la región interna del triángulo. 


% Si el triángulo es obtusángulo , el circuncentro se 
encuentra en la región externa del triángulo. 


% Si el triángulo es rectángulo , el circuncentro se 
encuentra en el triángulo (punto medio de la 
hipotenusa . 


56 
ae 


TEOREMA 9: 


En todo triángulo acutángulo ABC de circuncentro 
O. 


G<AOC=2(m< ABC) 
DEMOSTRACIÓN: 


-* En el triángulo ABC trazamos la circunferencia 
circunscrita $ de centro O. 


NOTA: 


Si el triángulo es obtusángulo, O: circuncentro del 
AABC, Si maABC=a 


=> Por x< inscrito mAPC=2g 


PUNTO DE BROCARD 


Dado un triángulo ABC si en la región interiorse ubica 
el punto P, tal que la mx PAB=m=< PBC=m=x PCA 


entonces P es el punto de Brocard respecto del 
triángulo ABC. (Todo triángulo no equilátero tiene 
dos puntos de Brocard). 


o B 
Si trazamos circunferencias circunscritas a los 
triángulos APC y BPC (ver figura , estas tendrán que 
ser tangentes a AB y AC respectivamente en 4 y C. 
Así, para ubicar el punto de Brocard (P) por A 
trazamos una perpendicular a AB que interseca a 
la mediatriz de AC en O, y por C una perpendicular 
a AC que interseca a la mediatriz de BC en O,, 
por lo tanto las circunferencias de centros O ;; O, y 
radios OA y O¿C se intersecan en np (punto: de 
Brocard). ; 


* De la figura, $; : tangente a AB enA. 


eS maPAB="2==a A mÁP=20 


* Por ángulo inscrito la mx ACP=4 pero ges 
tangente a 40 enC. 

=m<PCA= "25 ma y mPC=2a>m<PBC=a 
con lo cual la mx PAB=mxPBC=m<PCA=a 
=>>P es un punto Brocard. 

OBSERVACIÓN: 
Si en vez del punto C se considera el punto B y 
trazamos una perpendicular a BC hasta intersecar 
a la mediatriz de BC en O, y luego procedemos 


análogamente al caso anterior , encontraremos el 
otro punto de Brocard. 


P y P* son puntos de Brocard del asc , además 
a=0. 

TEOREMA DE NAGEL 
En todo triángulo , el segmento que une los pies de 


dos alturas , es perpendicular, al circunradio relativo 
al tercer vértice. n 


1) 


ÚS PUNTOS NOTANEILN:S 
O : circuncentro del AABC* 
AM y CN :: alturas del AABC 
> MN 1 BO > 0=90" 

DEMOSTRACIÓN: 
*Enel AABC ;0O escircuncentro y H es ortocentro, 
Notamos el ABOC: 

2a+28=180" > a +B=900 cnccccccnnnannon . (1) 
ANMC : Xinscriptible 

=> maNMB=maNAC=f 

=> O=0 PP raanaóo cantado panbicanceninesatacicass (LA) 


* De (D) y (1): 0=90" 


2) Si el triángulo ABC es obtusángulo , también se 
cumple el teorema de Nagel. 


En el AABC ; p>90* 


AM y CN: alturas del AABC. 
> MN 1 BO > 0=90" 
DEMOSTRACIÓN: 
*En el 4ABC:0 escircuncentro y H es el ortocentro. 
* De la figura : m 4BOC=2(m a BAC)=2 QU 
ABOC: 2a+2f=180" > a+fP$=90" 


* CAAMNC : inscriptible > mxNMC=m<NAC=a 
* Enel 4: 0=4+fP => 0=90% 


ES ESPECIALES 
ASOCIADOS A LOS PUNTOS 
E -—— NOTABLES 


TRIÁNGULO MEDIANO (0 comPLEMENTARIO) 


bas e 


Es aquel triángulo cuyos vértices son los pies de las 
medianas de un tes 


Sea AM; BN y CQ medianas del AABC. 
AMNOQ : triángulo mediano del AABC. 
AABC  : triángulo antimediano del 4MNQ. 
TEOREMA : 


El baricentro de toda región triangular es también 
baricentro de la región triangular asociado asu 


triángulo mediano. 
B 


G: baricentro del AABO > y 
G: baricentro del 4 MNQ. 

AMNO: Amediano del 4ABC 

El circuncentro de todo triángulo es ortocentro 

de su triángulo mediano. 


AMNQ: ¿Triángulo mediano del 4 ABC 
, O circuncentro del AABC 


gulo AS: o Al se obtiene al unir los pies 
turas de un triángulo oblicuángulo. 


se 
1 
A 
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El ortocentro de un triángulo acutángulo es el 
incentro de su triángulo pedal y cada vértice del 
triángulo acutángulo es excentro del triángulo pedal. 


ALFE: A0Ortico o 
pedal 
H: Es incentro del 
ALFE 


A, B y C son excentros del triángulo LFE 
TRIANGULO EX-INCENTRAL 
El triángulo ex — incentral' se determina al unir los 


excentros de un triángulo. 
El incentro de un triángulo es a la vez ortocentro de 
su triángulo ex — incentral 


A E,E,E.: 
A Ex -— incentral 
I: incentro del 


AABC 
I: Ortocentro del 


AEEE. 


RECTA DE' EULER 


En todo triángulo no equilátero se cumple que el 
ortocentro , baricentro y el circucentro están 
contenidos en una misma recta llamada la Recta de 
Euler. 


* M y N son puntos medios 
de AC y BC 


H: Ortocentro 
G: Baricentro 
A e O: Circuncentro 
* Se cumple : 
HG=2(GO) 
HB=2(0M) 
HA=2(0N). S 


EDICIONES RUBIÑOS IAS 


TRIÁNGULO TANGENCIAL 


Es el triángulo cuyos vértices son los puntos de 
tangencia de la circunferencia inscrita , con los lados 


Sea $: circunferencia inscrita en el AABC. 


M;NyOQ : puntos de tangencia. 

AMNQ: Atangencial el AABC. 
PROPIEDADES: 

* Todo triángulo tangencial es acutángulo . 

* El incentro de todo triángulo es el circuncentro de 
su triángulo tangencial. 

TRIÁNGULO PEDAL 


Es el triángulo cuyos vértices son los pies de las 
perpendiculares trazadas desde un punto cualquiera 
del plano determinado por un triángulo dado , sobre 
los lados o sus respectivas prolongaciones. 


B Q 
an Y 
B1 k 
AN : 
e EA CN 


AMNQ: Apedal del AABC respecto del punto P. 


AMNQ: Apedal del A ABC respecto del punto P. 
Al triángulo pedal también se le conoce como 


triángulo podar. 


[LES PONTOS NOTABLES) 
Ah SiP coincide con el ortocentro, el triángulo pedal 
es el triángulo órtico del triángulo. 

Ah Si P coincide con el circuncentro , el triángulo 
pedal es el triángulo mediano del triángulo. 

Ah Si P coincide con el Incentro , el triángulo pedal 
es el triángulo tangencial. 

% Cuando P pertenece a la circunferencia 
circunscrita, no existe triángulo pedal porque los pies 
de las perpendiculares son colineales (recta de 
Simpson). 

TEOREMA 10: 


En todo triángulo rectángulo , la distancia del 
incentro a la altura relativa a la hipotenusa es igual a 
la diferencia de los inradios de los triángulos 
parciales , que se determinan cuando se traza dicha 
altura. .- ; 


T : incentro del AABC.. 


r y R : inradios de los 
triángulos ABH y HBC 
d=R-r 


* En la figura se ha trazado las circunferencias 
inscritas en los Ex AHB . BHC y ABC. 

BM=BN= l +(r+d) BP=BQ=? +(R-d) 
también BM = BQ+0QN 
* Reemplazando : +(r+d)=1+(R-d)+(R-r)d=R-r 
TEOREMA 11: 


La circunferencia circunscrita 
a un triángulo biseca al 
segmento que une el incentro 
con cualquiera de los 
excentros de dicho triángulo. 


[incentro del AABC. 

E: excentro del AABC relativo al lado BC. 
circunferencia circunscrita al AABC. 
en TÉ=1M) > IM=ME 
DEMOSTRACIÓN: 

* Sea 1: incentro del AABC 


E: incentro del AABC 
* Sabemos que A ; I y E son colineales 
Y 


m<ACI=m<BCI=0 m<BAl=m<lAC=a 

> maMBC=maMCB=a > maCIM=maMCI=a+0 
maBCE=m<ECK=a+f$ => maMCE=f4 

* Se observa : 

AIMC : isósceles IM=MC=£ 

ACME : isósceles EM=CM= £ => IM=ME 
TEOREMA 12: : 


La longitud de la flecha relativa a un lado del triángulo 
inscrito en una circunferencia es igual a la 

idiferencia del exradio relativo a dicho lado y el 
inradio . E> 


ER ENCICLIOPEDIA 2012 
DEMOSTRACIÓN : : AS 


A 
Lo. 
- 


IP 1 BC;EQ 1 BC>1P//EQ 
* Sabemos que IM=ME —> en el trapecio IPEQ 
T, —T 
2 


* También podemos observar que en el trapecio 


TEOREMA 13: 


La suma de los exradios es igual a la suma del 
inradio y cuatro veces el circunradio. E 


Ta »Tj»T,: exradios 
del AABC 

r : inradio 

R : circunradio 


TEOREMA DE STEINER : 


DEMOSTRACIÓN: E, 


* Entonces : 
md = Tb = E rra rr rre rs ...m. 
R-m 3 (1) 
R+m o AAN 


* sumando (1) y (UI) : 


29 > [Ena] 
2 
TEOREMA 1%: 


La suma de las 
longitudes de las 
flechas relativas a los 
lados de un triángulo 
inscrito en una 
circunferencia es igual a 
dos veces el circunradio 
menos el inradio del 
triángulo. y 
Sean , el inradio del AABC y R el circunradio donde 
fas fo y f. son las longitudes de las flechas 
relativas a los lados , entonces ; 


fa+tfo+f.=2R-r 
DEMOSTRACIÓN: 
* Sabemos que: 


r.-r =r =r| 
(aaa a 


Ta HT, +r -3r 


* Entonces sumando: fa +fj+f. = 


* Del teorema de Steiner : al 
4R+r=r,+ry +. > farforto LED 


>fa+fo+f.=2R-r] 
TEOREMA 15 (DE CARNOT): 


En todo triángulo acutángulo , la suma de las 
distancias del circuncentro a cada lado del triángulo 
es igual a la suma del circunradio con el inradio de 
dicho triángulo. 


Sea, r el inradio del AABC': 


(y PUNTOS _ NOTAVDS 
O : circuncentro del AABC: 
R : circunradio del AABC': 


* Entonces : ¡m+n+q = R+r 


DEMOSTRACIÓN: 


* En la figura : m+f +n+f,+q+f; =3R 
m+n+q+f, +f,+f.=3R 
* del teorema anterior : 
po+hotfo=2R=r [ER] 
NOTA: , 
Si el triángulo es obtusángulo, se cumple 


TEOREMA 16: JAPONES (MYKAMI KAYASHI) 


En todo cuadrilátero inscrito o inscriptible, la suma 
de los inradios de los triángulos parciales 
determinados por una diagonal es igual a la suma 
de los inradios de los triángulos parciales 
determinados por la otra diagonal. 


Sea F¡,T2,Y3 Y T¿, inradios del AABD;AABC; 


GEOMETRIA PLANA [isa 


'ABCD'y' AADC respectivamente. 


Entonces ; 
DEMOSTRACIÓN: 
EN B 


* Del teorema de Carnot : 
AABD: a+b-e=R +r, 
ABCD: c+d+e=R + YFg3 ccoo ia 
>a+b+c+d=2R+r, + rg 

* Análogamente, para los triángulos ABC y ADC : 


> a+b +0+d= 2R +r94Tg como (11) 
* De (1) y (1D) : 
SEGUNDO TEOREMA JAPONES 


En un cuadrilátero inscrito , la figura que se forma al 
unir los centros de las circunferencias inscritas a los 
triángulos determinados por las diagonal es un 


rectángulo. 


a a 
El cuadrilátero 1LJ.L'€s un rectángulo 


DEMOSTRACIÓN: 
A B 


NIG 
E 
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AABC: m< BI ¡ADO E (1D) e 


AABD: m < AL B=90"4 Ecco) S, 
* De (1) y (1): m<BI,A=m<AL,B=9 
* Luego el cuadrilátero BI, [,A es inscriptible. 
>mal,L¿P=a 
* Análogamente, el cuadrilátero AI1,D es inscriptible 
> ma PI,¡I¿=P 
* Pero en el cuadrilátero inscrito ABCD: 
20 +2f8=180"> a+PB=90" 


* Así se demuestra que cada ángulo del cuadrilátero 
1 LAA, es recto. E. 


* En consecuencia: 
El cuadrilátero 1, AL, es un rectángulo 


TEOREMA 18: 


Las circunferencias circunscritas a los cuatros 
triángulos determinados por los lados de un 
cuadrilátero completo, son concurrentes en un 
punto, 


DEMOSTRACIÓN: 


2. 
qa '» 


Sea ABCDEF el cuadrilátero completo. 

* Las circunferencias circunscritas.a los triángulos 
BFC y DCE se intersectan en O. Para demostrar que 
las circunferencias circunscritas a los triángulos AFD 
y ABE pasan por el punto O, basta demostrar que 
los cuadriláteros AFOD y ABOE sean inscriptibles. 
* En la figura ; si: E E 
m <FBO=m <FCO=a => m<E=a 
* El cuadrilátero ABOE es inscrip tible. : 
* También ; si: SS 
_maF=m<a0CE=0 > 


* El cuadrilátero AFOD es inscriptible 

* Lo cual demuestra que : 

Las circunferencias son concurrentes en el punto O 
OBSERVACIÓN: 

Se llama CUADRILÁTERO COMPLETO, la figura obtenida 


prolongando hasta que se intersecten los lados 
opuestos de un cuadrilátero ordinario. 


Dado un cuadrilátero inscrito ABCD, los lados AB y 
DC se intersectan en M y los lados BC y AD enN. 
El punto de interseción de las circunferencias 
circunscritas a triángulos BMC y DNC con los puntos 
M y N, están en línea recta . 


DEMOSTRACIÓN: co. 


A 
* Para demostrar que los puntos M, Q y N están en 
línea recta ; será suficiente que las medidas de los 
ángulos MQC y CQN sumen 180". 

SimxMQC=a > m<CBA=a 

Simx<CQN=0 => m<CBA=09 
* En el cuadrilátero inscrito ABCD : «+0=180" 
* Lo cual demuestra que : 

Los puntos M, Q y N son colineales 


TEOREMA 230: 
Por los vértices B y € de un triángulo ABC se trazan 


perpendiculares BP y CQ a la bisectriz interior del 


ángulo A. El pie de la altura trazada por A, el punto 
medio del lado BC y los puntos P y Q forman un 
cuadrilátero inscriptible. 


DEMOSTRACIÓN: 


* El cuadrilátero AHQC es inscriptible: 
>m<CHQ=m<QAC=0 


*Enel ANBC: PM // AC (PM: base media) 


> m<QPN=m<PAN=0 (Por<s correspondientes) 
* En consecuencia : 

El cuadrilátero PHOM es inscriptible 
TEOREMA 21: 
La bisectriz del ángulo de un triángulo se intersecta 
con la mediatriz del lado opuesto en la circunferencia 
circunscrita al triángulo. 
DEMOSTRACIÓN: 


* ABCM cuadrilátero a - 
=>m<A=ma4MCH=a 

* Por teorema de la bisectriz de un ángulo: ME=MF 

DY AEM= Us MFC(ALA) > AM=MC 

* Enel A AMC isósceles : MQ es mediatriz de AC 

Esto demuestra que : M está en la circunferencia 

que pasa por A; B y C. 

TEOREMA 22 (DE MENTION): 


En un triángulo ABC , la circunferencia determinada 
por los vértices A y C, el incentro y el excentro relativo 


GEOMETRIA PLANA 


al lado 4C, tiene su centro en la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC . 
DEMOSTRACIÓN: 


AABC: 2a+28+20=180" > 29=180" - 2(a:+ 8) ....o(1) 

AAOT isósceles :m< AOI=180" - 2(09+ B)owmo (1) 

* De (1) y (1D) : mx AOI=20 (< central) 

Esto demuestra que : 

“O” es el centro de la circunferencia que pasa por 

A ECyE 

TEOREMA 23 (DE TAYLOR) 
(CIRCUNFERENCIA DE LOS SEIS PUNTOS) 

En un triángulo ABC, se proyectan los pies de las 


alturas sobre los lados , determinando seis puntos 
que pertenecen a una misma circunferencia. 


DEMOSTRACIÓN: 


P; Q; My N 
una misma tica bastará 
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- inscriptible. 


da e 


==> maC=m « BFM=a > es ES 

* También : PQ// AC PE 
>m<BQP=m<C=a se e 

* Luego el cuadrilátero FPQM es inseiptible. 
Análogamente, los cuadriláteros : 
EQMN y EFPN son inscriptibles. En consecuencia: 
Los puntos: E; F;P;Q; My N pertenecen auna 
misma circunferencia. 
TEOREMA 24 (DE SANCERY) : 


Cuando un cuadrilátero inscriptible tiene sus 
diagonales perpendiculares, el cuadrilátero formado 
al unir las proyecciones del punto de intersección 
de las diagonales sobre los lados , es inscriptible y 
circunscriptible a la vez > 


DEMOSTRACIÓN: 


ABCD cuadrilátero inscrito : 

> m<aCAD=maDBC=4 
AQHP cuadrilátero inscriptible : 

> maPAH =maPQH=a 
QBRH cuadrilátero inscriptible : 

> m<RQH=m <« HBR=a 
* Luego : QH es bisectriz del ángulo PQR 
Análogamente : maPSH = maHSR=0 
* Luego SH es bisectriz del < PSR 


También : RH y PH son bisectrices de los ánaulos 
ORS y QPS respectivamente. 

* Esto demuestra que el cuadrilátero PQRS- es 
AO a una circunferencia de centro ara 


EDICIONES RUBIÑOS [iva ves 


* En consecuencia : 
El cuadrilátero PORS es inscriptible y circunscriptible 
a las vez. 


TEOREMA 25 : 


Cuando un cuadrilátero es inscrito a una 
circunferencia y circunscrito a otra , Los segmentos 
que unen los puntos de tangencia de los lados 
opuestos con la circunferencia inscrita , son 
perpendiculares una a otra . 


DEMOSTRACIÓN: 
B 


ABCD cuadrilátero inscrito y circunscrito , se cumple; 
AFOSLDO” eocrinncnrniiaam (DA 


PR=180" - 6 A 
pa A (1D 
mSQ=180"-—a 

Ángulo interior 
En 2 e cocsocccio (1D) 


* Reemplazando (11) en (11) : 
¿180 - 0+180"-a 


2 
S O (1V) 
* Reemplazando (1) en (IV): 
360-180 180" 
rr =__—_—_—_— > 


x=——> x=90 
2 :2 


TEOREMA 26 (DE CHADÚ): 


Cuando un triángulo equilátero ABC está inscrito en 
una circunferencia , la distancia de un punto 
cualquiera del arco BC al vértice A, es igual a la suma 
de las distancias de dicho punto a los vértices B y C. 


PUNTOS NOTABLES 
DEMOSTRACIÓN: 


* En el ABPC: a+0=600 cocsornoraroononros (1) 


* En el ABPC, se traza BQ, de modo que la 
m<ABQ=0. 
* Resulta : ABPC = ABQA (ALA) 
>BQ=BP=a y AQ=PC=b 
* El AQBP es equilátero : BQ=BP=QP=a 
* En consecuencia : x=a+b 
TEOREMA 27: 


Cuando por el punto medio M de un arco AB se 


trazan dos cuerdas MC y MD que intersectan a la 
cuerda AB en P y Q. El cuadrilátero PODC es 
inscriptible. 

DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que : e <interior) 


+0, . E 
* También : yA inscrito) 
* Luego : x=y 
* En consecuencia : se 
El cuadrilátero PODC es inscriptible. 


CIRCUNFERENCIA DE LOS CINCO PUNTOS 


nun triángulo BAC(m < A=90"), por los puntos 
edios de los tres lados del triángulo se hace pasar 
una circunferencia, si los arcos exteriores a los 


catetos AB y AC mide a y 0(a> 0), la medida del 
arco exterior hipotenusa es : 


DEMOSTRACIÓN: 


* En la figura observamos que : 
PM //AB y NP // AC (T.P.M.) 
*ANPM es un rectángulo inserito en la circunferencia. 
Ahora si NP // AC, por teorema : 
mMP=mÁN >x1+0=a 2 P=a 0] 
* La circunferencia pasa por los vértices del 
rectángulo y por el pi dela altura relativa a la 


PROBIE 


mm pl y 
na Lo 


er r y -el diámetro que pasa por el vértice de 
2 en) ¿los lados Hue intersectan a la recta de 
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H : Ortocentro 
O : Circuncentro 
Sabemos que : ma ABH =m<OBC =0 
* Por condición :mx<BEH = m<C = a 
=> mx AOM =m<4MOC= 90”+0-a 
* Luego : ma HBO'= 90 —(a:+0) 
+ AEBH ; maBHO = a+0 
* AHBD : x + (20) + 90"- (a+0)=180 


> =90" 
PROBLEMA 2: 


* Del gráfico, calcular “x” 


RESOLUCIÓN: 


En el APOI, se traza OH altura . 

* Entonces : mx 1OH=mx POH=x 
Enel ADRO(I > incentro) 

* Entonces: ma4DRI=m<IRO=fP 


RPTA : 


po 


En el APRI isósceles a 


Luego: 3f$=180" > P=60* 


Finalmente en el APRI. Por «exterior a 


ELO = 0 OZ 


HATS 


EDICIONES RUNINOS 


y PUNTOS _ NO'TANHTED.N 


PROBLEMA 3: 
Del gráfico, hallar “g” 


RESOLUCIÓN: 

* Al prolongar OH hasta “E”, por simple inspección 
se deduce que “H” es el ortocentro de ADRO. 

* Análogamente se prolonga DH hasta “U”, luego 
ÍA DUO : 20+0+20=90" > 0=18 
PROBLEMA 4: 

En un triángulo ABC las medianas AN; BQ y CM 
se intersectan en el punto G, sean D;E y F puntos 
medios de BG; CG y AG. Hallar el perímetro del 
exágono MDNEQF, si: AN=12, BQ=6 y CM=9 . 
RESOLUCIÓN: 


enel 


* Sea “x” el perímetro del exágono MDNEQF 

* Luego : x=4+34+2+44+3+2 > x=18 
PROBLEMA 5: 

En un triángulo ABC acutángulo de ortocentro O, la 
recta de Euler corta en el punto F al AD. Calcular 
m<xFDC. 

Si: AF=2FC=20B (D= circuncentro) 
RESOLUCIÓN: 


Recta de B 


Enel 4 ABC .Por propiedad ortocentro y circuncentro 
BO=2xDU=K 


* Enel Ex puc :0=18,5* 


* Ahora en el ADFC Por< exterior . 

O+x=45" > 18,5"+x=45" => x=26,5 
PROBLEMA 6: 
En la figura “H” es ortocentro y **C” el circuncentro 
del ADRO, calcular "y", si; a+P=38" 


RESOLUCIÓN: 


* Dato: a+fB- 38" 
* Por propiedad de ortocentro y circuncentro. 
mxDRH=m<CRO=m<COR=0 
* Por propiedad del ortocentro. 
m< DRH=mx DOH=09 

* Enel ADCO lsósceles mx D=mx0=P8+0 
* Finalmente por propiedad de ortocentro: 

P+0=0+P+0 => Y =a+fPB > y=38" 
PROBLEMA 7: 


Del gráfico, calcular “a”. 
30" 


0-30 


GEOMETRIA PLANA ES 


Ú 
'-. 
.. 


RESOLUCIÓN: 


aer” 
e? 
e 


A, 
.. 
Lo 


*Enel AMAR:mx A=90" 
(Propiedad A,: MO=AO=RO=3 | 
* En el ARIA , Por< exterior :m< TIA=0 
* Luego el LA MAR es inscriptible. 
* Ahora por simple inspección: 
O = circuncentro del AMAR 

* Entonces : OI=0A=8 
* Luego: 

mÍA=60%( 4 inscriptible) y m< AOI=60"(< central) 
* Finalmente en el ATOA. 
* Por propiedad de 4,.x=8 
PROBLEMA 8: 


0 IES 13 
* En el ADRO (I> incentro) 
* Entonces : 


— mMARIO=904+ 5 maRIO=98 
* En el FRIO inschiptible: 
AE 
* Se tiene: 6=13 (propiedad regla del rebote) 
* Finalmente en el ADAO. Por < exterior . 
E 


PROBLEMA 9: 3 Y sas NEO 
En un triángulo acutángulo ABC inscrito en una 
circunferencia , sobre el arco BC, se ubica el punto 
D y se traza la recta de Simpson. L, correspondiente, 
Si H es el ortocentro de ABC, HDAL= (E) si HE=5. 
Halle ED. 

AJ3 BJ4 C)4,5 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN: 


; L 
* En la figura observamos que : L//HP 
* Ex DQP: QF es mediana 
* DHDP ; por el teorema de los puntos medios : 


propiedad >x=3m 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 10: 
En un triángulo MNB m < MNP = 60". Halle la medida 
del ángulo obtuso que determina la recta Euler con 
el lado NP. 
AJ110" B)J120? C)115” D)J110"” E)J140* 
RESOLUCIÓN: 


A M cias 
*Si m<B =60">m=<XAOM = mxXMOC = 60* 
* Pero : m AHC=120"; entonces el caudrilátero 
AHOC es inscriptible. A 
=>m<QHO =m<ACO =30 . 
* En consecuencia : x =90" + 30'>x = 120”. 
PEAARPTE 


PROBLEMA 11: 


Se tiene una semicircunferencia de diámetro AB; H 
y T'son puntos de diámetro y de la semicircunferencia 


respectivamente tal que AT 1 AB, por T y H pasan 
una recta tangente y una recta secante que se 
intersectan en C, Si desde el ángulo TCH se traza 


una bisectriz que intersecta a AT enE. 


Si m << CHB= 70. Halle m <AHE. 
D)J20 


45  BJ0  Cj15 
RESOLUCIÓN: 


E)25 


TA es bisectriz del ángulo STH. 
CE es bisectriz del ángulo TCH. 


E es excentro del triángulo HTC relativo al aldo TH. . 


> HE es bisectriz exterior. 
* Luego: n +n +20%= 180” =>2n = 160” 
> n=80 
*THLAB>x+8=90 >x=10" * 
RPTA : “B” 


Ñ 


PROBLEMA 12: 
Calcular “x” en : 


MZA 


Y PUNTOS _NO'TAMETIS; 


* El LÁDILO es incriptible . Por lo tanto D; I; L; O 

son puntos de la () de centros “R”, 

* Luego “R” es circuncentro del ADIL , entonces: 
IR=LR= 


* Por < inscrito : mLT=38": 

* Finalmente por < central x=38". 
PROBLEMA 13: 

Dado el triángulo ABC, donde la m< BAC = 32" y la 


m<ACB = 88”. Además O, I y H son el circuncentro, 
incentro y ortocentro respectivamente. 


Halle la m < OIH. 
AJ150" B)J1i51? C)1522 D)JI53" EJ155* 
RESOLUCIÓN: 
* Por teoría, si m q ABC = 60” 
=mM<A0C = 2(60*) = 120" 


* Por propiedad : e 


mAIC = 90? +2 = 120" 


* Ahora : m<AHC = 180*-60”= 120? 

* Esto demuestra que los cuadriláteros inscriptibles 
son: ÁOIC y AIHC, es decir , los puntos A, O, I, H y € 
estan ubicados en una misma circunferencia . 


*Luego : m<0IH = 30” +120"+2" 
=>m<0IH = 152" 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 14: 
Con un cuadrilátero ABCD, la m <DBA=20", 
m<CDB=80", la m <CDB=70" y la m <«BDA= 40". 
Cacular m < ACD. 
AJ8” B)10* C)12* 
RESOLUCIÓN: 


DJ15”  EJ20* 


GEOMETRIA PLANA [162 


pe 
e 


BÚ bisectriz del ángulo RPTA : "B” 
TBD. : 


PROBLEMA 17: 


En la figura , calcular m<DRO 
R 


DC bisectriz del ángulo 
BDO T 


* Entonces , «C» es el 
excentro del triángulo 
ABD, relativo al lado 
BD. 

* Por propiedad : 


40" 
x=—>x"x-=20 

2 RESOLUCIÓN: 

RPTA : “E” : 

PROBLEMA 15: 
Dado un trapezoide ABCD, H, y H, son ortocentros 
delas regiones ABD y ACD respectivamente . Si AH> 
ADH:=1L) ; las prolongaciones de AB y DC se 
intersecan en P; H,BCH, es un romboide y 


m«ALD=4(m<APD), calcule m<BPC. 
P 


RESOLUCIÓN: 
* Por () : ma DOR=m< ADO=0 
* Enel ATEA: 
_ m<TAE=m<ETA=f y m<RAT=m<TAE=f 
* El cuadrilátero EPFL E ES 
esinscriptible, entonces (AR//TE ) 


* Ahora en el ADRO (D = Incentro) 
* Entonces : 2x:=90" > x=45" 
PROBLEMA 18: 

Del gráfico, calcular “a” 


se cumple : 
maP=maRLD=x 

* Luego: x + 4x = 1802 
=5x=180%>x= 36" 


PROBLEMA 16: 


Se tiene un cuadrado ABCD en BC, AD y en la 
prolongación de AD se ubican los puntos Q, P y R 
respectivamente, tal que el centro del cuadrado es 
el ortocentro del tr lo PQR. Si AP=1 y PD=3, 
calcule RD. y 
AJ15  BJ6 C)7 D)38  E)J10 
RESOLUCI ÓN: 
NS - % 


RESOLUCIÓN: 


Ms 


* En el LÁDILO inscriptible : 
m<ODL=mx<LIO=x 

* Ahora en el AUMO (1 > Incentro) 

* Entonces :maMIO=90%4= 

* Luego : 902 +x=180" > x1=60 

PROBLEMA 19: 


En un cuadrado ABCD, M y N son puntos medios de 
los lados BC y CD,P es intersección de AM y BN. 


Entonces el centro del cuadrado es el............. del 
triángulo APN . 
RESOLUCIÓN : 
* Sea el gráfico : 
B M Cc 


A D 
* Por cuadrilátero : mx BPM=90" (propiedad) 
* Además :maPNA=53" * 
* Ahora :mx< DAO=m< BAO=45* 
(0 centro del LDaBco) 
* Luego por simple inspección : mx NAO=18,5" 
* Finalmente en el Dam : O=> Incentro 


PROBLEMA 20: 


En un cuadrilátero convexo ABCD las diagonales se 
intersecan en E. 


Si se cumple 

m<AEB=m<BCD, mqEAB=3a:(m< EAD) y AB=AD, 
calcule: mx DBC . 

RESOLUCIÓN: 


* DAME :a +0 = 907 


* ÍSDNC :maNDC = q 
* El cuadrilátero AFCD es inscriptible. 
=> mxDFC =m<FDC = a 


E PUNTOS NOTAS) 


BCes mdiatriz de FD 
=> BD=BF y como BF=FD. 
* Luego : 2x = 60% > x=30" 


PROBLEMA 21: 
En el gráfico A, B, C, D, E y Fson puntos de tangencia. 
Si EF=4 y m<IHO=90", calcule el inradio del 


RESOLUCIÓN: 


ELO 


E 4 F b G 


I a 
* Por tangentes : HA = HD =m y HB = HC =n 
* Por dato:EF =AB =m+n=4 


* EX IHG ; por el teorema de Poncelet : 
ari+n+bp+4+m=gad+b+4+2x 
>4+m+n=2x>4+4=2x>x=4 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 22: 


Calcule 9, si 2(ND)=/2(AN)=/2(NB) 


GEOMETRIA PLANA [33% 
RESOLUCIÓN 53: 
MESES 7 


* Por teorema : 27)-0* > y=aJ/2 

* ÍXNBC isósceles : NB=BC=a , m <BNC=45" 
* ESABC ; notable aproximado : maa= tE 

* AANC: Er 0- E 
PROBLEMA 23: 

Del gráfico mostrado, EF // AC. Calcule x . 


Si: EF/[/AC =mxECB = m«TEF 
Pero; ma0HF = maDCB=>CH 1 AE 
En el cuadrilátero inscriptible MDNH : a + 0 = 90? 


* Enel ABOM, como a +6 = 90*entonces : 
' NMQ 1 CB 

*AACN : M es ortocentro. 

* En consecuencia : x=90" 
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RPTA: “A” 
PROBLEMA 24: 
En un triángulo ABC la recta de Euler es paralela a 
AC- 
Si maBAC=a y maACB=8, calcule tana tan P 


A) 1 Bj2 C)3 D) 3/4 E) 4/3 
RESOLUCIÓN: 
ESBOC - Es AQH 
E A O 
a 2m+n 
3a? 
A a A dl T 
HEN) ; (2) 
3a 
* [> ABO :tga = 
0 :tga 2m+n 


* Es BQC: tgp=22 
* Multiplicando : tg0tep=a| 25 | 
* De (D y (II): tgatgB=3 


PROBLEMA 25: 
En la figura mostrada , calcular “a” 


RPTA : “C” 


RESOLUCIÓN: 


EDICIONES RUBIÑNOS (150 


* En el AAME.. Por< exterior : m < IME=90" — x 
y por simple inspección : m<RME=90" — x 


* En el AMAR ( E > excentro) 
Luego: m< REA= x (propiedad) 


AAME =AARE(L- A-L) 


* Es decir mua 00000000 

* Entonces : x=90" — 2x > x=30" 
PROBLEMA 26: 

En un triángulo ABC, mxBC=60". 


Calcule la medida del ángulo determinado por la 


recta de Euler y BC. 


AJ60% B)45% C)30"” D)75  E)J54” 


RESOLUCIÓN: 
H: Ortocentro >m<xAHC= 120? 


O : Circuncentro> mxAOC = 120? 
AHOC es inscriptible => mx THL = 30* 


* Do HTL : x=60" 


PROBLEMA 27: 
Calcular «x» en: 


RPTA : “A” 


* Los puntos D; R; O se encuentran en una misma 
OXPropiedad de circuncentro) 

* Es decir “E” es circuncentro del ADRO 

* Ahora por < inscrito : mDR=78 

* Finalmente por < central : x=78* 
PROBLEMA 28: 

En un triángulo isósceles ABC (AB = BC), se ubica 


el punto interior T tal que la m<BAT=40", 
m<TAC= 30", m<BCT = 20". 


Calcule la m < CBT. 
AJ6* BJ8” Cc)r10* E D)J15 E)J18” 


RESOLUCIÓN: 


* BH es bisectriz del ángulo ABC. 
m 4 ABH=m <4 HBC=20" 

* Pero : 7 
m<BQT=m <TOC=60* y m 4QCT=m 4BCT=20" 
Entonces T es el incentro del triángulo QBC. 
* Luego : 

m< QBT=m <4 TBC=x 

>x+x=20> 2x = 20'>x = 10 

RPTA : “C” 

PROBLEMA 29: 
Se tiene un triángulo POS de circunradio R. Se ubica 
A y C puntos medios de PQ y PS, respectivamente 
con centro en dichos puntos se trazan arcos de 


-circunferencias de radio R/2 que se intersecan en M. 


Si B es punto medio de QS, ¿qué punto notable es M 
del triángulo ABC? 

A) punto de Brocard B) cireuncentro C) incentro 
D) ortocentro E) baricentro 
RESOLUCIÓN: 


PLANA 


GEOMETRIA 


* Cada circunferencia de radio R/2 pasa por los 
puntos medios de dos circunradios. 


* Las tres circunferencias pasan por el punto M , el 
cual equidista de los vértices del triángulo ABC. 


* Enconsecuencia , M es el circuncentro del AABC.. 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 30: 

Se tiene un triángulo ABC de incentro [ y se traza el 

rombo FIDE(De BC Y EF c AC) 

Simx<AlIE=80", calcule la medida del ángulo 


determinado por FT y AB. 
AJ20? B)10? C)40" D)30"  E)J60* 


RESOLUCIÓN: 


9+B$+10* 


* AFIE : 2a- x+2(0+fP8+10*)=180" 
2a+ 20+ 28 + 20”=180" + x 
-Iíll—— 


> 180" + 20=180 + x > x=20 
RPTA : “A” 
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(TANIA BACA DATA 


67) En el gráfico: G es baricentro de la región 
triangular ABC y AG=10. Si MB=39, calcule CE 


Cc 
A)5 
B)6 
C)7 E 
D)4 
E) 3 M 
A B 


En un triángulo ABC, de circuncentro O y 
ortocentro H;: AC = 24 y OB = 13. Calcule BH. 
A)J5 B)6 C)7 D)8 E) 10 

03) Se tiene un triángulo ABC en donde H es el 
ortocentro y 0: el  circuncentro. Si 
mxAHC=2(mxAOC) , calcule mx ABC. 
A)30" B)36* C)53"— D)J72 E)J45” 

(Y En un triángulo rectángulo ABC, recto en B: 


mx BAC =53” y AC = 10. Calcule el exradio 
relativo a la hipotenusa del triángulo ABC. 

A)J6 B)J8 C) 10 D)12  E)14 

(3) En un cuadrilátero ABCD inscrito a una 
circunferencia, los puntos F y G son ortocentros de 
los triángulos ABD y ACD, respectivamente. 
Calcule FG, si BC = 4. 

A) 1 B) 2 C)3 D)4 E)J5 

En un romboide ABCD se ubica el punto E en 
AD. Si C es el excentro del triángulo ABD y 
mxBEA = 80?, calcule mxABE . 

A)207 B)30"  C)40* D)50” E)60” 


(0) En un paralelogramo ABCD, la mediana AM 


del triángulo ABC interseca en Fa BD.SiBD = 12, 
calcule BF. 

A) 2 B)3 C)j4 D)6 E) 8 

En el gráfico: O es circuncentro del triángulo 
ABC. Calcule OD, si CD = 6. 


AJ5/3 B)9 CJ6 DJ6J3  E)12 


(7) En el gráfico: O es circuncentro del triángulo 


MAL. Calcule el valor de “ax”. 
Br 


A)J70" B)J45%— C)J50” D)60* E)40* 
(TL) En el gráfico: E es excentro del triángulo ABC 


relativo a AB. Calcule el valor de “x”. 


AJ35" B)60?” C)70” D)J65” EJ55” 
(en el gráfico: P y O son puntos tangencia. 


R 
Además AM == ¿ Qué punto notable-es O,, del 


triangulo MPQ ? P 
AJBaricentro B)Incentro C)Circuncentro 
D)JOrtocentro E)JExcentro 


(en un- triángulo ABC, de ortocentro H y 
circuncentro O, se traza la mediana AM tal que 
OM=3. Calcule AH 

AJ3 B)4 -C)5 D)J6 E)7 


(EA un triángulo ABC, de circuncentro O, en 4G 
se ubica el punto M y con diámetro MC se traza la 
semicircunferencia que contiene a O tal que 40 es 
tangente a dicha circunferencia. Calcule la m< ABC 
AJ40”  B)50”  C)J60%  D)72  EJ80” 


PUNTOS _ NOTANMNDLTS 


4 En un triángulo acutángulo ABC, la distancia 
del ortocentro H a B es 4 y la distancia del punto 
medio de HO a AC8es 3 (0 es el circuncentro del 
triángulo ABC). Si en dicho triángulo se traza la altura 
AM y la M<BHM = 387", calcule AC. 

A) 18 B) 44 C) 20 D) 21 E) 22 

(13) En un triángulo acutángulo ABC, de ortocentro 
H,elexcentro relativo a pg esE. Sila mxBEC = 60% 
y la mx BHE = 50* , calcule la mx BCA 

AJ60? B)70* C)80* D)75 E)90* 


o) En un «triángulo ABC se traza la ceviana 


interior BN. Siendo O y L circuncentros de los 
triángulos ABN y BNC, respectivamente, 


M<OHL=105 . Calcule la MIABC, si H es 
ortocentro del triángulo OLN. 
A)J75"  BJ105* .C)45"  D)90”  E)130* 


ÁDEn un triángulo acutángulo ABC, de 


cireuncentro O, calcule la MyBAC,siB Q y R 
son circuncentros de los triángulos AOB, BOC y 
AOC, respectivamente, y M<PQR = 40". 

A)20" B)35” C)40?  D)70" EJ80” 

ÁS) En un triángulo ABC: I es incentro; H es 
ortocentro y O es circuncentro. Calcule HI, si 
m<AHC =120* y OT =9. 

A) 3 B)J45  C)5 D) 6,5 E)9 

(Ds: tiene el triángulo ABC, de incentro 1, en la 
prolongación de 4 se ubica el punto P. Si B,I,C 
y P son concíclicos, calcule la medida del ángulo 
entre Al y CP. 

A)J60* B)75*  C)90* 
Ed) En un triángulo ABC : maABC=60" - 
Calcule la medida del menor ángulo determinado 
por BC y la recta que contiene al ortocentro y al 


circuncentro de dicho triángulo. 
A)25” B)30” C)53”  D)60” 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
TD Dann 


DJ85  EJ120* 


EJ37 


DADOS 


GEOMETRIA PLANA 


OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Conocer los conceptos de razones y proporciones 
de segmentos. 


* Reconocer la proporcionalidad entre los 
segmentos de ciertas figuras determinadas. 


* Aplicar correctamente los teoremas, en especial el 
Teorema de Ceva y el Teorema de Menelao. 


* Diferenciar los teoremas y sus aplicaciones. 


* Aplicar correctamente los teoremas en la 
resolución de problemas. 


INTRODUCCIÓN : 


Los seres humanos desde que empezaron a tener 
las nociones de cantidad, número y medida: 
comenzaron a realizar ciertas comparaciones con 
ellas. También observo que en la naturaleza se 
daban cambios de tamaños en una cierta 
proporción, por ejemplo, los animales y seres 
humanos mostraban crecimiento de sus 
extremidades y otras partes de su fisonomía de 
manera proporcional. Además, en otras ramas de la 
ciencia como la física y química los diversos 
fenómenos que se estudian hay presencia de la 
proporcionalidad por ejemplo. La variación espacio 
tiempo, la proporción determinada de compuesto 
en una mezcla, etc; todos ello contribuyó al 
desarrollo. 


También , así como en la sociedad se da la 
semejanza de ideas, la semejanza de sucesos; la 
semejanza de sucesos; la geometría toma estos 
conceptos y lo aplica a las formas geométricas, 
donde principalmente se da la comparación de 
líneas y es así como se logra el desarrollo de la 
agrimensura (distribución y medida de terrenos o 
medida de distancias inaccesibles) construcción, 
geodesia, astronomía, el arte, etc. 

Cuando se reduce o amplía una fotografía, se obtiene 
una reproducción de ésta que presentan a un mismo 
objeto pero de distinto tamaño. Se dice entonces que 
la reproducción son semejantes. 


En los gráficos adjuntos las figuras de la derecha son 
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=3 A 

za > 

os». 22 

ampliación de las de la izquierda. 

La semejanza es empleada constantemente en 

nuestro ámbito laboral, por ejemplo los electricistas 

cuando desean diseñar la distribución de una línea 

para alimentar las diferentes cargas lo realizan en 

una hoja en la cual está representado el terreno en 
forma reducida. 


RAZÓN DE DOS SEGMENTOS 


La razón de 2 segmentos es la razón geométrica de 
sus longitudes expresadas en la misma unidad de 
medida. 


EJEMPLO : 


La razón de los segmentos AB y CD es de 2 a 3 y de 
los segmentos CD y AB es de 3 a 2. 


SEGMENTOS PROPORCIONALES 


Dos segmentos son proporciónales a otros dos, si 
la razón de los primeros es igual a la razón de los 
segundos. 


EJEMPLO : 


A ———— B 
H2m—— 

OZ — XRO 
H—=m 


mw 
a) 


* Los segmentos AB y CD son proporcionales a PQ 
y EF. 


TEOREMA 1 : 


Existe un punto y solo y punto que pertenece a un 
segmento de recta , que divide a dicho segmento en 
una razón dada (razón geométrica). 


DEMOSTRACIÓN : 


A 3 B 
Sea P un punto que pertenece al segmento AB, tal 
AP_n 
que pg =n (razón dada). Entonces == PB T' de 


o. EN 
donde AP+PB E 


es decir, AP _ E 
AB n+1 


donde es menor que la unidad , es decir, al 
n+1 AP 
moverse el punto P desde A hasta B la razón PB 


varía desde cero hasta uno , entonces solo habrá 
una posición de P de tal manera que la razón 
AP 
PB 
OBSERVACIÓN : 


Debido a que el punto P pertenece al segmento AB 
se dice que dicho punto divide internamente a dicho 


AP 
segmento en la razón — . 
z PB 


TEOREMA 2 : 


Existe un punto y solo un punto que pertenece a la 
prolongación de un segmento , tal que dicho punto 
divide a dicho segmento en una razón dada (razón 
geométrica), de tal forma que esta razón sea mayor 
que la unidad. 


DEMOSTRACIÓN : 


o AO RES 2 

Sea Q un punto que pertenece ala prolongación de 
AB , tal que 4] = n (razón dada), entonces 
AQ 5248. 2 : 
BO” y “donde BQ-BQ ma -1 es decir, 
4 =P donde es mayor que la unidad, 
AB n-1 n-1 

es decir , al moverse el punto Q desde B al infinito 

AQ 


la razón AB varía desde uno hasta el infinito por lo 
tanto habrá una sola posición de Q, para lo cual 


4Q 
BQ ”: 
TEOREMA 3 : 


Sean los puntos A; B; € y D (diferentes), de modo 
que A; B y C se encuentran en una recta; y B; C y D 


también se encuentran en una recta; entonces A, B; 
C y D se encuentran en una misma recta. 


ESTE 
Si (A;B;C) e L1[B;C;D) e Lz 
>(A;B;C;D) e L y L=2; =L3 
DEMOSTRACIÓN : 
Sea £, la recta que contiene a los puntos A; B y C; 


y Lola recta que contiene a los puntos B; € y D del 
postulado de Euclides : Por dos puntos distintos solo 
pasa una recta, entonces 2,=.<Z, puesto que por B 


y C solo pasa una recta. Por lo tanto, A; B; C y D 
están contenidos en una recta £g, donde 


P=2; =L>3. 

TEOREMA 4 : 

Sean las rectas Z,,L,, L y Z, (diferentes), de modo 
que $1, £2 y Zg tienen un punto en común; y 


Lo Ls y Ls también tienen un punto en común, 


" entonces Sy, Lo, Lg y Z 4 tienen un mismo punto 


en comun, es decir , Li, La, Ls y Es son 
concurrentes. 
Lr % 


2 Z 


Si: LZiNZ2NL3=1M) 

L20 La OLi=(N) 

>IINLZ: Ls Li=(P)y M=N=P 
DEMOSTRACIÓN : 
Sean Y,,Z2,Zg3 concurrentes en el punto M y 


La, Ls y Ls concurrentes en el punto N. Del 
postulado : dos rectas secantes solo tienen un punto 
común, entonces M=N puesto que Lo y Ls solo 
pueden tener un único punto en común. Porlo tanto, 
L1, La, Lg y Zatienen un único punto en común 
P, donde P=M=N., 

TEOREMA 5 : 


Sean los puntos A; B; C; D y E (diferentes). Si A; B; € 
y D son concíclicos (van a pertenecer a una 
circunferencia) y B; C; D y E son concíclicos, 
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entonces 4; B; C; D y E son concíclicos . 


Si (A; B; C; D) concíclicos en €, (B;C;D y E) 
concíclicos en 6 

=>(A;B;C;D y E) concíclicos en € y €=8,=8, 
DEMOSTRACIÓN : 

Del teorema dada por tres puntos no colineales solo 
pasa una circunferencia; entonces ,%, =8, puesto 


que ambas van a contener a los puntos B; C y D. Por 
lo tanto, los puntos A; B; C; D y E pertenecen a una 


circunferencia $ donde 8 =%,=%8, . 


DIVISIÓN O PROPORCIÓN 
ARMÓNICA 


Si dos puntos dividen a un segmento uno 
internamente y el otro externamente en una misma 
razón , entonces dichos puntos se denominarán 
conjugados armónicos con relación a dicho 
segmento. 


A C B D 
La figura muestra al segmento AB que es dividido 


AC 
intenmamenté por el punto C, en la razón 753 CB ,y 


extensamente por el punto D en. la razón =>. 


BD 

AC. AD 

BC BD 
Los puntos € y D se llaman conjugados armónicos 
respecto de A y'B y recíprocamente ; a los cuatro 
puntos A;B C y D' se les llama armónicos. 
NOTA : 
AB_ AD 
BC CD 
* Que se cumple ExAdA los puntos A,B,CyD 
forman una cuaterna armónica, es nombrando a 
los segmentos por : 
AB=1",BC= 2%, ,CD=3"y AD =4" tomamos de 
izquierda a derecha (pudiendo tomar en sentido 
contrario) de esta forma se escribirá. 


pa 


Una forma de JeCGIar la relación : 
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TEOREMA 6 ; 


Si dos puntos € y D son conjugados armónicos, con 
respecto de los puntos A y B, recíprocamente; 
también A y B serán conjugados armónicos de € y D. 


Por hipótesis tenemos que BD AD. 


BC _AC' de donde 
BD_AD 
BC_AC 


Se plantea así que A y B son conjugados armónicos 
deCyD 


PROPIEDADES DE LOS 
PUNTOS ARMÓNICOS 
Si A; B; C; D son cuatro puntos armónicos : 


[) Cada una de las otras siete permutaciones de estos 
puntos en las cuales los pares conjugados no se 
destruyen es armónica . 


TEOREMAS DE DESCARTES : 


ID Si los puntos A; B; C; D forman una cuartena 
armónica , se cumple : 


CPEAA A 
AC ABAD 
DEMOSTRACIÓN : 
«_xEOQ ooo 
Á B Cc D 


A; B; C y D son puntos armónicos. 


AB _ AD 
> "mm > ABxCD=BCxAD ....... (1) 


* De la figura : 
BC=AC-AB 
CD= AD- AC 

* (ID en (1): 


AB(AD - AC)J=( AC - ABJAD > ABxAD - ABx AC=ACx AD — ABx AD 


2 2x ABxAD=AC(AB+AD) > a 
TEOREMA DE NEWTON < 


III) Si los puntos B y D dividen armónicamente al 
segmento (AC y “O” es el punto medio de pp, 


OB?*=0AxOC 


DEMOSTRACIÓN : Hoi 


s e cumple : 


pts PROPORCIONAL IDAJD 


| 
A B C , D 
O 
A; B; C y D forman una cuaterna armónica , 
AB_AD 
BC" CD > ABxCD=BC ...... (1) 

* De la figura 

AB=0A - OB 

BC=0B-0OC 


AD=0A+0D=0A4+0B 
CD= 0C+0D=0C+0B 


* Reemplazando (11) en (1) : 
(OA — OB)(OC+0B)=(OB — OC)(OA+0B) 


OB?=0Ax0C 


IV) cuando en un haz armónico dos radios 
conjugados OB y OD son rectangulares , estos 


radios son las bisetrices de dos ángulo adyacentes 
suplementar formados por los otros dos radios 


OA y OC. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Efectuando : 


Se traza L//OD => A'B=BC'=a 


Como OB 1 A'C"> AA'OC' isósceles 
3 >0a-0 
Esto demuestra que : 
OB es bisectriz interior del 4AOC. 
OD es bisectriz exterior del AAOC.. 
V) RECÍPROCAMENTE , en todo triángulo se cumple 
que dos vértices y los extremos de las bisectrices 


interior y exterior trazadas desde el tercer vértice , 
forman una cuaterna armónica. 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por torema de la bisectriz interior en el 4AOC : 
OA _ AB 
OC BC 
* Por el teorema de la bisectriz exterior en el 4AOC': 
AD 


AA Y Y $) 


+ Igualando 149) y an: ¿AB_ AD 


BC CD 
TEOREMA 7 : 


En todo cuadrilátero completo , cada diagonal está 
dividida armónicamente por las otras dos . 


DEMOSTRACIÓN : N 


* Por el teorema de 
Menelao en el ANC 


(MD recta secante) : 
-AMxNPxCD=MxPCxAD.o.omcccosooo (LD) 
* Por el teorema del Ceva enel ¿ANC : 
AMxNPxBC=MNxPCxAB ococosooo.o (11) 
* (Dd) : cn. eo AB_AD 
BC” AB 


EE ENE 
he” es o | 


Este teorema ofrece un procedimiento muy sencillo 
para hallar el punto conjugado armónico D de un 
punto B con respecto a A y C, con el uso de la regla 
solamente. 


SEGMENTOS PROPORCIONALES 


Son dos partes de segmentos que tienen el mismo 
valor de sus razones geométrica . 
EJEMPLO : 


Sean los segmentos : 


* También : 


=91 + 
AB=24 A MN=4u e 
CD=3u PELA, 1"par e 2"par 
=D 
P Q 
AB_21 AB _2 MN _4u4 MN_2 
CD 34 > 0D ob PQ Gn E 
AB_MN 
* Luego: co” PQ “proporción” 
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Esto. significa que si las longitudes de dos pares de 
segmentos tienen la misma razón. dichos pares de 
segmentos son proporcionales. 


Asimismo. la proporcionalidad de segmentos goza 
de las mismas propiedades de la proporcionalidad 
entre números. 


TEOREMA 8 : 


Si tres o más rectas paralelas determinan sobre una 
recta secante segmentos congruentes, entonces estas 
paralelas determinan segmentos congruentes sobre 
cualquier otra recta secante. 


si AM//BN//CQ B N 
y AB//BC=a a 


=[x=y] € 


DEMOSTRACIÓN : 


Si: ME//AC y NF//AC 
=>AB=ME=a 

y BC=NF=a 

* Ahora : 

¿EMN =4FNQ (ALA) 
>MN=NQ > x=y 
TEOREMA DE THALES : 


Tres rectas paralelas determinan sobre dos o más 
rectas secantes segmentos proporcionales . 


Si AD//BE// OF 


Si AD // BE // CE 
Tomando como 

unidad de medida 

una longitud * y 
dividimos el oia 


AB €n tres partes congruentes y a BC en cuatro 
partes congruentes , entonces : 


AB=3u a  BC=4u 
* Al dividir se tiene : 
AB_3u_3 
RU == A  — eenoncacoraccnnnononona T 
BC 4p 4 Ss 


Por cada punto de división se traza rectas paralelas 
alas rectas AD, BE y CE porel teorema anterior; 


sobre DEy EF, tendremos segmentos 
congruentes de longitudes “na”, entonces : 
DE=83n EF= 4n 

* al dividir se tiene : 

DE 3n_3 

— =—— == esersecsososessssoorol AL) 

EF 4n 4 un 
* Igualando (1) y 4): AB _ DE 

BC EF 


a x 
- Es decir: 


Aplicando propiedades de proporciones podemos 


escribir : 
»«|¡AB_BC_AC| ,|[AB_DE|  ,|[BC_EF 
DE. EF AC _ DF AC_ DF 
NOTA: 


En más de tres rectas paralelas también se cumple : 


Si: E, // Lo / Ly 1 L, - 
AB_BC_ AD 


EF __ FG __EH 


TEOREMA DE 
THALES(GENERAL) 
Si dos rectas cualesquiera son intersecadas por una 
serie de rectas paralelas , entonces dichas rectas 


paralelas determinan , sobre las dos rectas dadas, 
segmentos proporcionales respectivamente. 


DEMOSTRACIÓN : 
Para realizar la demostración basta probar: 
[) Si para dos segmentos cualesquiera de la primera 


EDICIONES RUBINOS 


recta, estas son congruentes (de igual longitud), 
entonces los segmentos correspondientes en la 
segunda recta también son congruentes, 


II) Si en la- primera recta , uno de los segmentos 
determinados es igual a la suma de otros dos 
determinados en la misma recta, entonces el 
correspondiente de dicho segmento en la segunda 
recta es también igual a la suma de los 
correspondientes de los otros dos determinados en 
la segunda recta. 


Sean L,y Lo , las rectas dadas y 


Ly; La; Loi Los Ly y La las rectas paralelas, si 
AB=EF=a debemos probar que A'B' y EF 
son congruentes. 
Trazemos A'P y EQ paralelos a 2,, podemos 
notar que AA'PB y EE'QF son paralelogramos . 
>ms< A'PB'= m<E'QF' 
m<PA'B'=m<QE'F' 
A'P=AB=a EQ=EF=a 
AA'P'B'= AE'QF'(ALA) 


Sean Ly y La las rectas dadas y Ls; La; Lo; Lo 
L7 y La las rectas paralelas, 
Si: AB=DE=a > A'B'=D'E'=m 
Si:BC=EF=a > B'C'=E'F'=n 
Se observa que : DF =AC;DF=AB+ BC 
D'F'=A'C';D'F'= A'B'+ B'C' 


JBAS PROPORCIONALIDAND) 


De lo anterior, trazamos dos rectas Ly y L;p 


paralelas a La tal que los segmentos determinados 
sean a y b, como se muestra en la figura, 


* Por lo cual, AC=a+b y DH=2(a+b) 
AC_ a+b _1 


DH" Hía+b) 2 inner ana a. (2) 
A'C'=m+nA D'H'=2(m+n) 
AC'_ min _1 
TT SS LB) 
* Igualando se tiene : A a E 
DH DH” AC” DH 


COKOLARIO 1 : 


Toda recta paralela a uno de los lados de un triángulo 
determina; en los otros dos lados, segmentos 
directamente proporcionales. 


B 


Si 2 // AC 


Se cumple : A 
“qc 


DEMOSTRA ON z 


Se traza 2,//L, // AC 


al aplicar el teorema 
de Thales se tendrá : 


RECÍPROCO DEL COROLARIO 1 : 


Si en un triángulo , una recta secante a dos lados 
determina segmentos directamente proporcionales, 
entonces dicha recta es paralela al tercer lado. 


DEMOSTRACIÓN : 


GEOMETRIA PLANA pa 


a _BQ 

qu 
De lo anterior PddatosS afirmar que Q es Q*” debido 
a que ya demostró que para un punto de un 


segmento tiene una razón dada. > 2 // AC 


* Igualando (D), (1): 5 


COKOLARIO 2 : 


Toda recta paralela a uno de los lados de un triángulo 
que interseca a las prolongaciones de los otros dos 


lados, determina segmentos directamente 
proporcionales . 

IN ta 2 

23 48 
Se traza 9 // AC 
se cumple : DA_MS 
" ¡NA _MC 
A Cc 


DEMOSTRACIÓN : 


Se traza q, // 3 //¡AC > 
así al aplicar el Teorema 
de Thales para (LP; 2) 
. A 


NB_MB 


y (£; AC) se tendría que O 


RECÍPROCO DEL COROLARIO 2: 


Si en un triángulo, una recta secante a las 
prolongaciones de dos lados determina 
segmentos directamente proporcionales, 
entonces dicha recta es paralela al tercer lado. 
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DEMOSTRACIÓN : 


por M se traza £; 


paralela a AC 


A C 
* Aplicando el corolario 2 : > Sy sansns (11) 
* Igualando (1) y (1D) : E aa 


* De lo anterior : BN'=BN 
Como tienen igual longitud podemos decir que N es 


N también L; es Z.> L || AC 


APLICACIÓN DEL TEOREMA DE 
THALES EN UN TRIÁNGULO 


Toda recta paralela a uno de los lados de un triángulo, 
que intersecta a los otros o a sus prolongaciones, 
determina sobre ellos segmentos cuyas longitudes 
son proporcionales. 


M_N 
B 0 
m, fe 
1 
A C 
Si PQ//AC Si L//AC 
E - == E 
b y E 
AR REO 
a+b x+y min e+f 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ 
EXTERIOR 
En todo triángulo, una bisectriz exterior divide 


externamente aliado al cual es relativo en segmentos 
proporcionales a los lados contiguos (adyacentes). 


ROUBIÑNOS 


EDICIONES 


, PROPORCIONALIDAJ)D) 


Del gráfico, BDes una bisectriz exterior que divide 


intenmamente a AC. 


eE 
DC BC E 
0 


DEMOSTRACIÓN: : OS: 


Al trazar CL//BD » 
podemos notar que 

m< ABD=m< ALC=0 

m<BCL=rnaDBC=0 e oa, 
* Observamos así que : 

BC=BL=a 

En el triángulo ALC (Por corolario 1) : e PA 
NOTA : vs 


Si en un triángulo, al trazar una ceviana interior, ésta 
determina sobre su lado relativo dos segmentos 
proporcionales a sus lados contiguos (adyacentes), 
entonces dicha ceviana es bisectriz interior. (Teorema 
recíproco) . 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ 
EXTERIOR 
En todo triángulo , una bisectriz interior divide 


internamente al lado al cual es relativo en segmentos 
proporcionales a los lados contiguos (adyacentes). 


De la figura , BD es una bisectriz que divide 
externamente a AC. 
AD_AB 


CD BC > [E-5 


DEMOSTRACIÓN : 


* Al trazar CT // BE, podemos notar que : 
m<CTB=m<B'BE= 0 
m<TCB=m<CBE= 0 

Se observa que BC=BT=a 

En el triángulo ABE (Por corolario 1): 

NOTA : 


Si en un triángulo, al trazar una ceviana exterior, esta 
determina sobre su lado relativo dos segmentos 
proporcionales a sus lados contiguos (adyacentes), 
entonces dicha ceviana es bisectriz exterior. 
(Teorema recíproco) 


PROPIEDADES 


D En todo triángulo , la bisectriz de uno de sus 
ángulos determina sobre el lado opuesto 
segmentos.cuyas longitudes son: 


* BISETRIZ INTERIOR : 


5|3 


mo 
- $ 


€, a 
* Por teorema de la 
a ES cal xs e 
bisectriz interior: —==— C 
y a x 
=—_—— 
* Usando propiedad de proporciones : 9 
¡ERA *_ e "Ob 
x+y atc bate a+c 
SEA 
b 
ab 
+ E |y= 
E PA 


* BISECTRIZ EXTERIOR : 


pe 
TEOREMA 9 2 


En un triángulo, las bisectrices de un ángulo interior 
y de su correspondiente ángulo exterior dividen 


GEOMETRIA PLANA [iaa 


armónicamente al lado opuesto a dicho ángulo. 


A 
De la figura : 
BD + bisectriz del ángulo interior ABC . 
BE 
Se cumple lo siguiente : 
D y E dividen armónicamente aliado AC. 
DEMOSTRACIÓN : 


Bso 


: bisectriz del ángulo exterior CBQ. 


* Enel AABC (Teorema de la bisectriz exterior) : 


AE_AE 
CE ess (11) 


_AE 
* Igualando (1) y (UD) : — CE 


Por lo tanto, D y E dividen armónicamente a AC. 
HAZ ARMÓNICO 
Es el conjunto de cuatro rayos que tienen en común 


el origen y que determinan sobre cualquier 


transversal a a pi puntos armónicos. 
10) 


O : centro del 
- haz armónico. 


£ : recta transversal 
¿alos cuatro rayos . 


E 
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OB,OD : conjugados armónicos de OA y OCY 
viceversa. 
M; N; L y T': puntos armónicos . 


TEOREMA DEL INCENTRO 


En todo triángulo , el incentro divide internamente a 
una bisectriz interior en segmentos proporcionales 
a la suma de longitudes de dos lados contiguos 
(adyacentes) a la bisectriz y la longitud del lado al 
cual es relativo a dicha bisectriz. 


Ik Sy 


De la figura / incentro del AABC ,que divide 


internamente a pr ,Se cumple así : 
x_a+c 


y 5h 
DEMOSTRACIÓN : 


A m 
A 
* Se trazan (siendo bisectrices) 


* Sea: AL=m > LC=b=m 


bm C 
E 


*Enel AABL, se aplica el teorema bisetriz interior: 


6 
A A NY 
y m 
* Enel ABCL, se aplica el teorema bisetriz interior: 
*_ cta *_cta 
y m+(b-m) y b 


NOTA : Respecto al teorema del incentro (1) de 
un triángulo ABC: 

BI_AB+BC 

mD AC 


Ya que: AB+BC > AC+ 1D 


EDICIONES RUBIÑOS [ieaos RAS 


PROPORCIONAL IDAN)) 


A 


TEOREMA DEL INCENTRO Y 
BARICENTRO 


“Si en un triángulo se cumple que el segmento que 
une el baricentro con el incentro es paralelo a un 
lado, entonces dicho lado será igual a la semisuma 
de los otros dos lados”. 

* Los puntos [ y G representan al incentro y 
baricentro respectivamente del AABC . 


Así pues, si 1G // AC, se cumple que : 


B 


A DM Cc 
OBSERVACIONES : 


dh El teorema recíproco al teorema del incentro. y 
baricentro se cumple, es decir: Si se verifica la 
relación anterior , entonces IG //AC. También se 
comprueba que el único triángulo rectángulo 
que cumple con esta característica es aquel cuyos 
lados, son proporcionales a 3 ; 4 y 5. 

A Si los lados de un triángulo forman una 
progresión aritmética, entonces en dicho 
triángulo, el segmento que une el incentro con el 
baricentro será paralelo al lado cuyo valor es medio 
respectivo a los otros. 


TEOKEMA DEL EXCENTRO 


En todo triángulo, el excentro divide externamente a 
una bisectriz interior en segmentos proporcionales 
a la suma-de longitudes de los lados contiguos 
(adyacentes) a la bisectriz y la longitud del lado, al 


cual es relativo a dicha bisectriz. 


En la figura E es excentro 
del AABC relativo a AC, 
que divide externamente a 
BD. 


Sea BE=x, DE=y, se cumple : SSA 


DEMOSTRACIÓN : IA 


Como E es excentro del”; 

AABC, se trazan las E 

bisectrices exteriores 

AE y CE. Ñ 

Sea AD=m;DC=b - m ; BE=x ; DE=y É 

*Enel AADB, se aplica el teorema bisetriz exterior: 
Fa 


y b-m 


* En el ACDB, se aplica el teorema bisectriz 
exterior: 


x_ cta 
a e y) 
*De (1 y MD) :E= +2 2 


y mHb-m) y hb 
TEOREMA 10 : 


En un triángulo, el excentro relativo a un lado divide 
internamente a una bisectriz exterior en segmentos 
proporcionales a la diferencia de las longitudes de 
los lados contiguos (adyacentes) a la bisectriz y la 
longitud del tercer lado. 


De la figura E es excentro del A ABC, relativo a BC; 
por lo que se cumple : 

BEZsa 

EL b 
DEMOSTRACIÓN : 


Como E: excentro del AABC. 


Po =>maBCE=m<LCE=4 


e maBAE=maLAE=a 
ps En AABL: Del teorema de la bisectriz interior 
BE a 
E eeeeml1) 
* En ABCL: Del teorema de la bisectriz interior 
BE_ a 
EL” e errraricnedranenses (1) 
* De (1) y (1D) : 
BE__e-a  _|[BE_e-a 
EL (b-m)+m EL b 


TEOREMA 11 : 


Si el segmento que une el incentro con el baricentro 
de un triángulo es paralelo a uno de los lados, éste 
lado es la media aritmética de los otros dos lados. 


Si IG //AC > 


A DM Cc 
PA AA 


DEMOSTRACIÓN : 


T':incentro 
G: baricentro 


1G | AC. Como “G”esbaticentro > BG=2 GM 
* Enel ADBM por; Thales : 


> 
y n 3 y 
* "El teorema del incentro : 


x  a+e 


—= e cenvopucsoosacononsoros (AL) 


E y 
*De (1) y (1D: a+ec As _ He 
E 2 


- TEOREMA 12 : 
¿En un triángulo ABC al trazarse la bisectriz interior 
BD yla: bisectriz interior BE : se cumple : 


(BC<AB). 


BD €s bisectriz interior, por teorema : 
cm 
A A 0] 
a 
BE és bisectriz exterior, por teorema : 
ec 


a 
* Igualando (1) y (1D) e 
TEOREMA 13 : 


Las bisectrices interiores AE; BF;CD de un 
triángulo ABC se interceptan en el punto /, se cumple: 
IE IF ID 
AE*BFE* CD” 


DEMOSTRACIÓN : 


E: incentro 

2p: perímetro 
*Por el teorema del y 
incentro para la bisectriz 


AE. 
* Aplicamos propiedad 
de proporciones : 


AI _a+b+e AE_2p _IE_a 
Ea E" 7?aAr” poo 
* De manera similar, obtenemos 
IF_b 
A A (1D 
De 


* Sumando (1), (11) y (MI) : 


IE IF. ID_a+b+c =2P > 
AE' BF CD 2p “ap > 


Las bisectrices interiores AE;BF;CD de un 
triángulo ABC concurren en el punto 1, se cumple 


AI, BI. CI 


E 


que: 4 
AE" BF CD : A 


EDICIONES RUBINOS [!yaos INES PROPORCIONALIDALD 


DEMOSTRACIÓN: * Thales en el AAPR: 


£22 > y=E (0) 
y e y 
* Igualando ¿0n ac 
2d e 
I :incertro del AABC *y TEOREMA ei DE 
Por el teorema del incentro para la bisectriz AE. En un triángulo ABC, se ubican los puntos M; N y Q 
Ps en AB,BC y la prolongación de AC 
a 
a [AM). (BN) (C 
* Por propiedad de proporciones : respectivamente. Si ay o > entonces 
ES A EE los puntos M, N y Q son colineales . 


> 
AI+IE a+b+e AE 2p 
* Análogamente para las otras dos bisectrices 
obtenemos: 


BI a+c 
BF” 2p" O PA an da e 1441) 
a OS (1D) 
DEMOSTRA CIÓN : 
* Sumando (1), (1) y (IM) : 7 
AI BI CI 2(a+b+c) _2(2p) AL BT CE 
AB BFR*CD” 2p — 2p "ÍAE' BR'CD + 


TEOREMA DE MENELAO 


Toda recta secante a un triángulo qué divide 
internamente a dos lados y externamente al tercero, 


> era de (AM) (BN) (CO) _ 
etermina en dichos lados segmentos , 

cumpliéndose que el producto de las longitudes de (MB) “NOJ" a9 > 

tres de ellos sin extremo común , esigual al producto  * En la prolongación de AQ. al ubicar el punto P, 


de las longitudes de los otros tres. tal BP//NQ, comprendemos que en el ABCP. 
BN _PQ 
NO arios (1) 


* De la condición: 


* 59 pe: reemplazando (1) en el dato tenemos 
Az CcQ_ 2 AM _ AQ 
Cq) AQ BM PQ 


* Por lo que en el AABP: MQ (BP. 

3 - * Del quinto postulado de Euclides : 

L: recta secante ala ABC . “Por un punto exterior a una recta solo se puede 
Se cumple : trazar una unica recta recta, paralela a la recta dada” 
DEMOSTRACIÓN : Puesto que QB//BP. entonces QN //QM . Esto 
significa que los puntos N, M y Q están en una recta. 
TEOREMA 185 : 


Toda recta secante que intersecte a los lados de un 
triángulo determina seis segmentos, tales que el 
producto de tres de ellos no consecutivos es igual al 
producto de los otros tres restantes. 


GEOMETRIA PLANA 1182 


DEMOSTRACIÓN: 


* Se traza BT // PR 
* Thales en el AAQR: 
y _BQ _ ARXBQ 
AR AQ a o an (1 
* Thales en el ACPR: 
y _BP 


Y BP, CRXxBP 
CR CP > *  CcP 


* igualando (1) y (11) :ARXBO _ CRXBP 


=>|CRx AQxBP=ARxBQXxCP 
TEOREMA DE GAUSS 


Los puntos medios de las diagonales de un 
cuadrilátero completo son colineales . 


e (1) 


=> Los puntos M; N y Q son colineales . 
DEMOSTRACIÓN : 


M :: Punto medio de AC 

N : Punto medio de BD 

AACF : se traza MS // AF => CS=SF 
Si MS NCD=(R) > CR=RD 
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ADBC : NENDF=(T) > DI =TF 
ADCF : TSAEF=1Q) > EQ=QF 
* Ahora demostraremos que M,N y Q son colineales 
ADCF': aplicamos el teorema de Menelao según 
teorema 15 (ABE recta secante) : 

2ax2bx2c =2mXx2nXx2k 
* De donde: abe =mnk 


* En el ATRS(MNQ secante) en el cual se 
cumple: abc = mnk 

* Según teorema recíproco de menelao , afirma que 
cuando se da éste resultado : 

Los puntos M; N y Q son colineales . 


TEOREMA DE CEVA 


En todo triángulo, tres cevianas interiores 
concurrentes dividen internamente a cada lado en 
segmentos; cumpliendose que el producto de las 
longitudes de tres de ellos, sin extremo común es 
igual al producto de las longitudes de los otros tres. 


Se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : * 


* Por el teorema de Menelao 


AABRÍPVC 'ecta secante) : 
akec=mr (x+c)....(1) 


ARBC(AVQ recta secante): 
nkx=br(x+C)...ocmmoosocsrsssocms( LL) 


* de (1)+(): 


NOTA : 


* Si en un problema dado se mencionan tres 
cevianas concurrentes entonces, es probable que su 
solución sea a partir del teorema de Ceva. 


TEOREMA RECÍPROCO DE CEVA 


Dado un triángulo ABC, se ubican los puntos M, N y 
Q en AB; BC y AC respectivamente. 


(AM) | (BN) (00) _ h AN, CM 
NA Ces BQ y CM son 


cuncurrentes . 


si: (AM) (BN) (CQ)_, 


( BM)" (CN) 5 AQ) A 
= AN,BQ y CM con concurrentes 
DEMOSTRACIÓN : 


(AM) (BN) ¿108)_ 
(BM) (CN) (AQ) 


* Trazamos AN y BQ que se intersecan en D, del 
teorema de Menelao en el AQBC. 


* De la condición : =D. (1) 


(QP) (BN) (AC) 


=1....(IL, 
(BP) "(CN)" (AQ) sed 


* Según el teorema recíproco de Menelao, M, P y C 
son colineales. Por lo tanto, AN, BQ y CM son 
concurrentes en el punto P. 


TEOREMA 16 : 


En un triángulo al trazar tres cevianas interiores 
concurrentes y la recta que contiene a los pies de 
dos cevianas e interseca a las prolongación del tercer 
lado, se cumple que los cuatro puntos determinados 
en la recta, que contiene al tercer lado , forman una 
cuartena armónica. — p 


A 
Enla figura AP; CQ y BM: cevianas concurrentes, 
por lo cual se cumple . 
A; M; C; N : forman una cuartena armónica 
DEMOSTRACIÓN : 


AABC : teorema de Menelao 
AQxBPxCN =QBxPCxAN > 


INEA PROPORCIONALIDAN) 
AABC 
AQxBPxCN =QBxPCx AN => 


: teorema de ceva 

AQxBP_ AN 
QBxPC CN 
> A;M;C y N forman una cuartena armónica. , 


TEOREMA 17 : 


En un triángulo si se trazan tres cevianas 
concurrentes, estas determinan en los lados seis 
segmentos , tales que el producto de las longitudes 
de tres segmentos no consecutivos es igual al 
producto de las longitudes de los otros tres . 


edoró! (1) 


¡APxXBRxCQ=BPxCRxAQ 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por el teorema de Menelao : 
AAPC ( BVQ recta secante) : 
ABXx PVxCQ=BPxXCVXx AQ ouccocoo sonas 1) 


ABPC (ARV recta secante) 
PVxCRxAB=CVxBRXAP ovcmcncosonssororosooo LL) 
* De (D)+(N) : 


20 BEAR — APXBRCG =BPXCRXAQ) 
TR "amap > AEXBRACO= BPxCRXxAQ 
TEOREMA 18 : 


En un cuadrilátero ABCD, la recta que pasa por los 

puntos medios de sus diagonales intersecta al lado 

AB enP y al lado CD en Q, se cumple que : 
APxDQ=BPxCQ 


DEMOSTRACIÓN: 


* Por el teorema de Menelao : 


ABCD(NQT recta secante) : 
nxyxCT=nxbxBT coccccccsssm(l) 


GEOMETRIA PLANA 158% 


AABC(PMT recta secante) : 
axmxXCT=xXxmXTB ooocmovorosorsarreossosl AL) 


b 

* + ¿Y pe 
De +40: Z=2 [aba] 

TEOREMA 19 : 
En un trapecio ABCD (BC // AD), sus diagonales 
se intersectan en el punto O, las prolongaciones de 
los lados AByDcC se intersectan en P. Si 
PONAD=(M) - Se cumple: AM =MD 
DEMOSTRACIÓN : p 


* AAPD, por el teorema de Ceva : 
ABXxXPCxXDM=BPxCDxAMeonnscomosoco (1) 
* Thales en el AAPD: 


—=>— =>CDxBP=ABXPCono.. (11) 
*De (D) y (11): AM=DM 
TEOREMA 20 3 


En todo triángulo se cumple que los segmentos que 
unen los vértices con los puntos de tangencia que 
determina la circunferencia'inscrita al triángulo, son 
concurrentes. 


DEMOSTRACIÓN : B 


* Por teoría : AP = AT is (1) 
BQ.= PB..... am, 
cr =.QC.. (Im) E 


E e e 
* Multiplicando ordenadamente (1); (11) y (IM): 
APxXBQxCT = PBxQCxAT 
Las cevianas AQ; BT y CP concurren en el punto 
L ya que cumple el teorema de Ceva.. 
L.es el punto de Georgonne 
TEOREMA 21: 


En todo triángulo se cumple que los segmentos que 
unen los vértices con los puntos de tangencia que 
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determinan las circunferencias exinscritas al 
triángulo, son cocurrentes. 


DEMOSTRACIÓN : 


Por propiedad de 


circunferencia : 

AP=QC=a;PB=CT=c 

y BQ=AT=b 

* De la figura : 
AP x BQ x CT = PBx QC x AT 
a E A A: 5 b 


Las cevianas AQ; BT y CP son concurrentes en 
el punto “N” ya que cumple el teorema de Ceva. 


N ES EL PUNTO DEL NAGEL 
TEOREMA DE VAN AUBEL 


En la figura, se cumple : 


A A E 2 
DEMOSTRACIÓN : 


*Enel AABF', por el teorema de Menelao : 


nxt= my(r+t) > Ea E e (1) 
y nt 
* Enel AABC, por el teorema de Ceva: 
nel=mfr=> TS PE E E 
EN 
xx m e 


* Reemplazando (11) en (1): TE 
n 
TEOREMA 22 :  ? 


En un triángulo, al trazar una mediana relativa a un 
lado y dos cevianas interiores relativas a los otros 
dos lados y , que son además concurrentes, 
entonces la recta que contiene a los pies de las dos 
cevianas es paralela al lado que contiene al rie de la 


mediana. , A 
B Ts 
o SS . | 


EDICIONES HUBINOS llos [iia 


De la figura BL: mediana y AM, CN: cevianas 
interiores. 
Se cumple : 2 //AC 
DEMOSTRACIÓN : 
*Enel AABC, teorema de Ceva 
ale)(e)=b(d)(a) => (eJ(e)=(bJ(d)> E=S 
* La relación anterior es recíproco del colorario del 


teorema de THales. 
> £/¡AC 


TEOREMA DE VAN AUBEL 


En todo triángulo, al trazar tres cevianas concurrentes 
se cumple que el punto de concurrencia divide a 
cualquier ceviana en segmentos , cuya razón es igual 
a la suma de las razones de los segmentos 
determinados por las otras dos cevianas en sus lados 


adyacentes. B 

AM; BN y CQ 

son cevianas concurrentes 

en E 

Para BN se cumple : 8 Al % 
BP_BQ, BM 
PN QA MC 

* Análogamente se cumple para AM y CQ : 

PM- MB NA| |PQ MB 


DEMOSTRACIÓN : 
* Enel AABN : del teorema de Menelao (QPC : 
recta secante) 

O a (1) 


* en elANBC: del teorema de Menelao (APM: 
recta secante) 


BM_PN_AC_ 
7 BAN rm 1D) 
*De (1) y (II) : 
BQ_ BP NC BM_BP_AN 
RA PN* AC dead UL) MC Pra Av 
* Sumando (HI) y (AV) : 
BQ BM_BP 


QA MC PN 


NCZAN”) _[BP_BQ, Bu 
x( AC le 


PROPORCIONAL IDAD 


TEOREMA 23 : 


En un triángulo ABC, de baricentro G, al trazar una 
recta por G que interseca a dos lados y a la 
prolongación del tercero en los puntos M; N y Q 
respectivamente, se cumple que : 


E 
GM_GN GQ 


20 + (DA q — 


* Trazamos la mediana BO. 

* Se sabe que AO=0C = G pertenece a BO 
* Por propiedad : BC=2(C0)=2m 

* Sea AO=0C=31l y CQ=qg 

* por G trazamos GE// BA > AE=2(EO)=2£ 
* por G trazamos GF//BC => CF=2(FO)=2l 
* Luego se observa : 


GEMA => - 


A (1) 
GF/INC= 8 = > q AE 


*De (Dy (1D): GQ _60_2t_, 
GM GN 2 


* Dividiendo entre GQ : 


Ag LEE 
GM GN GQ "(GM GQ GN 


TEOREMA DE GEORGONNE 


En todo triángulo , al trazar B 
tres cevianas concurrentes, 

la suma de las razones de 

los segmentos limitados Q 
por el punto de 
concurrencia y los pies de 
cada ceviana con la 
ceviana que la contiene es 4 1 
uno. 


GEOMETRIA PLANA 


Si AM; BN y CQ=1 son cevianas concurrentes en P. 


MP NP 
AM BN 


DEMOSTRACIÓN : 


QP_ 
ca” 


> + + 


*trazamos PE//AB y PF//BC así en la figura 
aplicando el corolario del teorema de Thales en ; 


¿ABN y ANBC 
ld 


BN p q ptg fl 


AAMC : Por el corolario 
MP_q-n 
a OS (11) 


* De (1) + (1I) y ordenado : 
QP, MP_p+9)-(ni+n) 
CQ AM 2 

* Reemplazando (1) en (1V) : 


socorro IV) 


Si en un cuadrilátero no 
convexo se traza/una recta 
secante que interseca a 
dos lados, esta determina 
en Cada lado dos 
segmentos, se cumple de 
esta manera, que el 
producto de las longitudes 
de cuatro segmentos no 
consecutivos son iguales. 


Si MQ; secante al cuadrilátero ABCD . 


[BM XPCXNDXAQ = NAXBQxXPDxMC 


DEMOSTRACIÓN : 


11330 EN E COICLOPEDIA 20142 


* Se prolonga BC hasta T. 
ABAT (Teorema de Menelao primer caso , donde 


MQ: secante). 
MT _BMxAQ 


MTxNAxBQ=BMxTNxAQ > —= 


NT NAXBQ ro 


ACDT (Teorema de Menelao segundo caso, MN : 
secante) 
PD, MC_NT_ 
PC” MT ND- 
* Igualando (1) y (A) : 


MT _PDxMC 


y a (1) 


TEOREMA 25 : 


Si en un cuadrilátero convexo, se traza una recta 
secante que interseca a dos lados, esta determina 
en cada lado dos segmentos. Así, se cumple que el 
producto de las longitudes de cuatro segmentos no 
consecutivos son iguales. 


eL A DO 
Si PQ : secante 
AMxPBxCNxDQ=MBXxPCxNDxAQ 


DEMOSTRACIÓN : 


Se prolongan AR y DC 
hasta que se intersequen 
en S.AASD (Teorema de 
Menelao primer caso) 


AMxSNxDQ=MSXNDXAQ 


MS _ AMXDQ 
NDA 


ABSC (Teorema de Menelao segundo caso) 
MS_PB_NC MS _MBxPC 


SN PC NS * >” NS” PBXNC 


* Igualando (1) y (ID) : , 
AMxDQ _ MBxPC > 
pe 


TEOREMA DE MENELAO 
(SEGUNDO CASO) 


Si en un triángulo se traza una recta secante, que 
interseca a las prolongaciones de sus tres lados, esta 
determina seis segmentos. Se cumple, por 
consiguiente, que el producto de las longitudes de 


ssooónos (11) 


EDICIONES RUBIÑNOS (E SDS 


tres segmentos no consecutivos son a 


Sea MT: secante a la prolongación de los lados del 
triángulo ABC. 


ANXCTXBM =ATXBNxCM 


DEMOSTRACIÓN : 


* Se traza CS // MT 
AANT : (colorario del teorema de thales) 


a > SN=ANx A) 
ASBC : (Corolario del teorema de Thales) 
SN CM C, 
EN BM SN=BNXx O A Y 1) 
* Igualando (1) y (ID) : 
ANx=BNx O” => ANXCTxBM=ATXBNXCM 
AT BM 


SEGUNDO TEOREMA 
RECÍPROCO DE MENELAO 


Dado un triángulo ABC, en las prolongaciones de 
BA; BC y AC , se ubican los puntos M; N y Q. 
¡ (BM) BM 2 (CN) e (4Q)_ 


e (AM) y (AM) ys (CQ)_ 
colineales . 


1, los puntos M; N y Q son 


q 


O 
“MM N* 


JS PROPORCIONALIDAD 


+ seis segmentos, en el cual 


DEMOSTRACIÓN : 


* De la condición : 
(BM) (CN) (AQ) _ 


(AM) "(BN)" (CQ) 


* Si por C trazamos CP // MN, en el AMBN 
BN _ BM. 
* Reemplazando (11) en (1) : 
AM” *co” CQ PM 
* Por lo tanto, en el a. MQ // PC y como por 
M solo se puede trazar una recta paralela a PC 


entonces N eMQ Esto implica que M; N y Q son 

colineales .. 

a DE CEVA (SEGUNDO 
CASO) 


AN Si'en un triángulo dos cevianas exteriores y una 


ceviana interior son concurrentes , estas determinan 


se cumple que el producto 
de las longitudes de tres 
segmentos 

consecutivos es igual, 


Si CM; AN : cevianas exteriores del AABC 
BR : ceviana interior del AABC 


NBxCRxAM =NCxARxXMB 


DEMOSTRACIÓN : 
* En el ABRC (Teorema de Menelao segundo caso) 


AE AB 
QR AC NB QRXAC ARXNC 
* Enel ABRA (Teorema de Menelao segundo caso) 
Ga e 1> ao 6 “aa 1D 
* Igualando (1) y (1) : 

NB MB 


ARXNC” CRMA >|¡NBxCRxXMA=MBxXARXNC 


A EICLOPEDIA 2012 


S long PS en AC yen las prolongaciones 


- 
y 
GS 


- (BM) (AN) (CQ)_ 
14M) A INC)" (50) 2 1, entonces las rectas AQ: 


BN y CM son concurrentes. 


DEMOSTRACIÓN : 


* De la condición : ¿(BM (BH). (CN) x(4Q)_, a 1) 


(AM)” (BN) (CQ) 


* En el AMAC; BNP es una recta secante y del 
teorema de Menelao : ; 


AAA td 2 Y AIN TAR A Dd 
NC*PM” BA ed 
*De (1) y (II) : 
IE Oo AN, cr mue PERRA 08, 
AM "NC .BQ NC PM BA JAM CP BQ 


* Del teorema recíproco de Mañilao, para el AMBC, 


A,PyQ son colineales. PorÍO tanto AQ AQ; BN y CM 
son concurrentes enel punto P 


M; Tr; N y E son puntos armónicos, esto sigas 
“TN TA 

DEMOSTRACIÓN : el ; 

AMBN (Teorema de Ceva segundo caso) 


e 2% _ NL 
mXb ML 


* Igualando (1) y (11) : 


a ecnicsereanisrl LI) 


Si en el cuadrilátero ABEC se traza la recta PT que 


contiene a los puntos medios de BC y FD ,entonces: 
P=£ 


e ME 


DEMOSTRACIÓN : 
* En el AAFBCD (Teorema) 
DQxTFXBPxCL=QFx TBxPCXDL 


>nXxqxmXz=nXxpxmXy > 


IFEADS 


PROBLEMA 1 : 
Determinar el valor “x 


” 


AJ16 
A 
D)24 
E)15 
16 20 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de la bisectriz interior : 
x+12 _ 16 
2x 20 


* Resolviendo : x= 20 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 2: 
Si: L, //L,/L, , calcular “x” : 


B)2 
C)J3 


E)J5 


RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de Thales : 


s. 2 
E =:12 
6 PS 
* Nuevamente : 
E 2 
—_— == —— 3 Y +x=6x+4 
3x+2 2y+1 NA 


> 212) +x=6x+4>x=4 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 3 : 
Las rectas “a” , “b” “c” son paralelas. Hallar “AB”. 


RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema de Thales : 


ES PROPORCIONALIDAD 


0. EJ6 


a > l6x =6(23+2)>15=12x+12>x=4 
* Entonces : AB=2(4)+2=10 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 4: 
Determinar “x”, si: E; // Ly // Lg 
A) 1 
B)J6 
C)8 
D)10 
E)9 
RESOLUCIÓN : 
18 
* Por el teorema de Thales: 4 =2% - 
A 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 6 : 
Calcular “x”, “si: L // Lg // Lg 


43 
B)J4,5 
C)5 
D)5,5 


RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de Thales : 


5 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 6: 
Calcular “a”. 


4 


A) 2 
B) 1 A 
C) 1,5 
D)3 
E) 8/3 
RESOLUCIÓN : 
AP_4 
* Por el Teorema de la Bisectriz : ¿q = y rursersnsasass (1) 
* Por el Teorema de Thales: AP_x 
E o 1049) 
> dd. $ 8 
* De TI), se obtiene : == == 
(My 1) A 
RPTA : “E” 


GELOIOETRLA PILAWA [jas 


TNA SI CLOPEDIA 2012 


PR OBLEMA 7: PROBLEMA 10 : 

Enla figura: x + y = 40 cm ¿Para que valor “x” es MN //AC? 
Determinar “%”.Si: L, //L, //L, de 

ES BJ6 LN 
AJ8 C)14 

BJ6 D)16 5+4 >s 
C)10 EJ20 

D)4 A : Cc 
E) 9 RESOLUCIÓN : 


* Por le teorema Thales : 
RESOLUCIÓN : RI NES Y 
x+4 x-2 


>1?-2=4xr+16>x?*-6x-16=0 


De de 
* Por el teorema Thales : ee dal 


* Que reemplazarlo en el dato : x + y = 40 >(x-8)Mx+2)=0>x=8 
* Se obtendrá : E RPTA : “A” 
x+4x=40>5x=40>x=8 PROBLEMA 11 ¿. 


RPTA : “A” 
Determinar “BQ” Q 


PROBLEMA 8 : 


Determinar “x”, Si: PQ /¡ AC A) 30u 

B) 20 bn 
AJ2 C) 40 E 

» D) 25 

B)1 E) 32 ' 
C)3 Cc 
DJ4 RESOLUCIÓN : 

* . 
EJ5 Por el A 3 A F 

n 

RESOLUCIÓN : AA El, 


* Por consecuencia del teorema del Thales,en un «(1 BFROf de 372 y 53%): 
triángulo , se obtendrá : : <BFQ (E y 53%) 


; BF 
ESION BQ==x5>BQ=25 
x+3 5 RPTA : “D” 
4=1+3>1=x uo» PROBLEMA 12 : 
O Determinar “AR”, si: AB =6,BC = 8; AC =7. 
PROBLEMA 9 : sd 
: a AJ1 
En la figura adjunta. [AB //CD. Determinar el valor  B)2 es 
de “e”. $ C)3 
E D)J4 
AJ8 EJ6 : 
BJ10 ez 
EE * Por propiedad de la bisectriz ; 
1 
4 2 D deb E a E ae > 6(7-AR)=8AR 
RESOLUCIÓN : BG EC 87 TAR cas: 
Ñ > 42-6AR=8AR > 42 = MAR>AR=3 
* Por consecuencia del teorema de Thales : RPTA : “C” 
2 16_3x-6_5_3x-6 PROBLEMA 13 : E 
12. 2x 4 2% En un triángulo ABC; AB = 6, BC = 9 y AC = 10. Se 


->10x=12x-24> 24=2x>12=x traza la bisectriz interior BD y la exterior BE. Hallar 
SERA RPTA : “C” “ED”. o A 


EDICIONES RUBINOS 
A) 12 B) 24 C) 32 
RESOLUCIÓN : 

* Por propiedad de la bisectriz interior : 
AB_AD,6__a_ 
BC DC "9 i0-a 
>20-2a=30>a=4 


D) 48 E) 38 


RS 
SE] 
* Por propiedad de la bisectriz exterior : 
AB_EA_6__x-a_ 
BC EC 9 x+10-a 
> 2 +6) =3(x-4) > 2x +12 = 3x-12 

>x=24 


x-a 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 14 : 


Según la figura L, || £L, 11 L, ; calcular MN si 
NT =6, AB = Ya, BC=2b ; PQ = 2b y QR =a 


A)12 
B)J16 
C)18 
D)20 
EJ14 


RESOLUCIÓN : 
* Nos piden “MN” 


“+ Por teorema de Thales : 


2 O A A UP O O) 
a 


Ja 340 q > 2 a_2 
>> = > Ya” = 4b >3 ger) 
3 


* Luego de (11) en (1) : x= 12(3)- 18 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 15 : 


Según la figura el triángulo ABC es equilátero y PORC 
es un cuadrado. Calcular BP, si PM=6 y dichos 
polígonos son isoperimétricos. 


EN 611 TES PROPORKCIONALIDAD 


B 
AJ2 P Q 
BJ4 
C)J6 M 
D)J8 
E)J3 
A Cc R 


RESOLUCIÓN : 
* Nos piden “BP” = “x” 


* Trazamos la altura BH 


* Teorema de Thales : a = 


m 
n 


A ll ) 


4». H P ( » R 
* Datos; 2P,.ABC = 2Po48cD 


*De IDen(]): x=4 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 16 : 
En la figura; AB //CD 


Si: AB = 3. Determinar : CD 

AJA dx 

B)J5 En 

C)6 22 

D)7 

E)J8 x+1 B* 7 D 
RESOLUCIÓN : 


* Por Thales : 

x-2_ «+1 E > 

dx 7-—x 

* Luego 

Y_x+14+7-x y 8 
3 x+1 3 x+1 


* Entonces :Y - 8 8 
O 


RPTA : “C” 


(GEOMMETIEIA Lasa ES 
PROBLEMA O Ea 
El segmento AB mide 23 cm., el segmento AM 


15cm. ¿Cuánto mide el segmento AN, siendo N el 
punto conjugado armónico de M con relación a 


AB?. 
A M B N 


A) 33,00 cm B) 49,28 C) 45,26 
RESOLUCIÓN : 
* Dada la figura : 


D) 33,95 


* Como A, M, B y N forman una cuaterna armónica 
AM_AN 


BN 
* Reemplazando del gráfico : 


se cumple : 2 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 18 : 
En un triángulo ABC,AB = 4, BC= 8. Se inscribe el. 
rombo BDEF (DE BC,F € AB). Calcule BD. 

D)J3 


42  BJ4  Cj8l3 
RESOLUCIÓN : 


EJ6 


A 


SS RPTA : “C” 
PROBLEMA 19: 
En un triángulo se trazan las AAN CM y BP 
; ES en F. Si Es BPtal que 
CM = (G; y BE = FP, calcule GF, si FC=6u. 
as EJ3,2 
OLUCIÓN : 


¡RESOLUCIÓN : 


F es baricentro del 44ABC. 
> BE=EF=FP=a ; FC=2 .MF=6 
* Se pide hallar GF=x >MG=3 - x. 
* Por el teorema de Menelao en el DMBF (AE recta 
secante) : aXxXn = a(3-x)x2n 
x=6-2x >3xr=6> x=2 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 20 : 
Dado un paralelogramo ABCD en la prolongación 
de AB se ubica el punto E. ED interseca a BG y 
aAC en M y N respectivamente. Calcular : ED si 
MN =.9 y ND = 15 


AJ20 B)J16 C)40 D)25 E)31 


* Piden: ED =m +24 
* Como: MC// AD 


> MC = 3£ y AD=5£ 

> BM = 2£ 

* Además BE//DC, entonces : 
m 2£ 


1 ED=4 
24 ET 6> 0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 21 : 

En la figura mostrada BM//CN y MC//ND. 

Si AB=ayBC=b N 

Entonces CD es : 


4) ¿(a+D) 


By 2(a+b) 
a 


RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema Thales : 


m a 
e IT ÑO 


A 
C 
A lo | 
“De Uy); EME 


£ > 2=*2(0+b) 
b zx a 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 22: 


En el triángulo ABC, BM y CN son medianas. Si 
CN(P e AB)JPM n BC =(Q) y BC=12u, entonces 


CO (enu) es: 
AJ4 B)J5 C)6 D)J8 E)J3 
RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de los puntos, si MP//CN > NP = PA ] 


* Por el teorema de Thales : 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 23 : 
En un triángulo ABC se trazan las medianas 


CM y BP que se interceptan en D. Si E e BD tal 


qu € AE N CM =1F), BE = DP y DC = 10u 
Entonces FD(en u) es : 
A)J2 B)5 Cj3 D) 10/3 EJ4 


RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de Menéalo en el AMBD(EA 
secante): 


axm=a(5-x)(2m) 
>xw=10-2x% 
10 


PROBLEMA 24 : 


En el triángulo ABC sus lados mide: 


AB = 6u , BC = 10u y AC=9u. Si F e AC tal que 
AF =FC,E e AB y FENCB=(P)talque BP = 10 u, 
entonces AE (en u) es: 
AJ4 BJ5 C)J4,5 
RESOLUCIÓN : 


* Por el teoremá de Menélao en el 4ABC. (FP: 
secante). 


D)J3 E)3,5 


> (9/2)(6-x)(26)=(9/2)x.14 
>>12-2x=x>x=4 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 

En un triángulo ABC se traza las cevianas 
concurrentes AP , BQ y CR. Las prolongaciones 
de los segmentos RP y AC se intersectan en el 
punto O. Hallar OC, si AQ=3 y QC = 2. 


14 13 
AJ1 B)2 C)35  D) 3 E) 5 
RESOLUCIÓN : 
e * Teorema de Melenao en AABC : 


axmXx= bxnXx(7 + X)omeroono (1) 
* Por el teorema de Ceva : 
axmX2 =bxXnX5 ....o. (MU) 


A 5 QC zx 0 
* Ahora (1) + (ID: 


amx ¿Pm7+2)_3_74%_ 14 
am2 bn5 2 S 


PROBLEMA 26 : 

Sea el triángulo ABC, AB = 16, BC = 4, se traza la 
bisectriz BQ y la ceviana CF talque BQACF=M, 
MQ = 3MO. Hallar BF. 


AJ1 B)2 CJ3 D)3,2 E)J1,6 
RESOLUCIÓN : 
: B 
4 
A 16h Q 
* Por teorema de la bisectriz : 
AQ _ 16 
> AQ =16k ” QC = 4k 
aca q = q 
* En el 44BQO ; porel teorema de Menélao : 
(16—x)(n)J(4k)=(x)(3n)(20k) 
>16-x=l5x>xw-=1 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 27 : 

Se tiene el cuadrilátero ABCD, por los puntos medios 
M y N de los diagonales AC y BD se traza una recta 
que intercepta a los lados AD y BC en los puntos P y 
Q respectivamente y a la prolongación de DC enK 
SIAP = a, PD = b y BQ = c. Halle CQ. 


be de ab ac 
A) +0 B) _ o =, D) b 
RESOLUCIÓN : . B 


A C 
* Por el teorema de Menelao. 
* ADBC (FQ AN ccante): 
E _xXxtXm = cXt (m + n) 
E 
Ss o , x m+n 
Es E A l $ 
e a (1) 
ADAC(FM recta secante) 


En (xbXx (m + 2” 


A 1 


RPTA : “D” 


A AEESNECICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 28: q , 

Sobre una recta se ubican los Húrttos! A, By 
C(AB<BC), luego se dibujan las circunferencias con 
diámetros AB, BC y AC, sobre las circunferencia 
mayor se ubican los puntos P y D tal que PD 
intersecta a AC,si AP intersecta ala circunferencia 
menor en M y CD ala circunferencia intermedia en N. 
Si: AM=1dm, MP=3dm y CN=4dm, halle ND en dm. 


2 4 5 
A) 3 B)J1 C) 3 D) 3 E)2 
RESOLUCIÓN : ES 


AD//BN yNC = 4 
* Se pide hallar : DN = x 


E Luego se cumple : q= 


4 
>... 
3 


n 
3n 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 29 : 


En un triángulo equilátero ABC se ubica un punto 
interior P, por le cual se trazan paralelas a sus tres 
lados, si dichos segmentos de paralelos miden Sem, 
6cm y 7cm respectivamente, calcule la razón de la 
longitud del lado del triángulo menor formado en el 
interior de la región triangular ABC, con la longitud 
del lado triángulo ABC. 


1 1 yz 2 1 
A) 6 B) 9 C) 7 D) 9 E) 3 
RESOLUCIÓN : B 


EDICIONES RUBIÑNOS PES 


TQ//AC ; MN/IBC ; RS//AB 
* ASPN equilátero : 
> SP =PN=SNy => TP =6-y;PQ =5 
*Luego:6-y+5-y=7 
>22y =11-7=4>y=2 
*Ahora:x=6+5-y>x=11-2>x=9 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 30 : 
En un triángulo ABC, cuyo circuncentro es O y su 
circunradio mide 6u. La bisectriz 


interior BM intersecta a OH en F(BH esaltura). Si 
BH=8u y OF=2u. Halle HF. 


7 8 
D) E) 3 


mE B) - al 
3 3 3 3 


RESOLUCIÓN : 5 


BM es bisectriz del ángulo ABC. 
BM es bisectriz del ángulo HBO. 
AHBO ; por teorema: 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 31 : 


En un triángulo ABC se traza la bisectriz interior BD 
y la ceviana BD que biseca a BD ¡si EC=3u, BE=1u. 
Determinar AB. 

AJ2u B)4u C)6u 
RESOLUCIÓN : 


D)8u 


D)10u 


[ivi PROPORCIONALIDAJD 


* Si AE biseca a BD, entonces: BM = MO =n 
* Si BD es bisectriz, entonces: AD = xm y OC = 4m 
* Por el teorema del Menelao en el 4ADBC( AE recta 
secante) : 3xXnxxm = 1xnxm (x + 4) 
>3x=x+4>2x=4> x=2 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 32 : 


En un triángulo ABC se trazan las cevianas BD y 
BE(DEACAEEDC) tal que la m<ABD = 
m<EBC =m < DBE = m < EBC. Si AD=2dm , DE=1 
y EC=3, halle BE . 


RESOLUCIÓN : 


* ADBC: x? =3y*-3 


2 
y? = E pd PASS 
* (M1 = (MD: 7 
20-242 1? 
3 345 
AX=SE—>3x=—— 
J5 65 


RPTA : “B” 


TA 


PRIMERAS ERAN 


Si: a//5//e , calcular “x”. 


ll 


ARIGIDA 


a 
A) 2 
B)3 x+1 5 
C)2./3 b 
D)J4 
E) 2/2 6 x+2 


GLELOPIOTIELA PLANA EE ls 


0) si: LU Ls LL, , calcular: x+y. 


A)J4 Bj6 C)8 D)10 E) 16 
(E) En un triángulo ABC se traza la bisectriz interior 
BD, Den AC; AB=6, BC=8 y AC=7. Calcule AD. 


Aa)1 Bj2 C)3 D)4 E)J5 
(63 En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
exterior BD, D en la prolongación de 


AC; AB=6, BC=4 y AC=7, Calcule CD. 
A) 7 B)9 C) 14 D) 12 E) 8 


(03) En la figura, calcular el valor de “ax”, 


AJ6 B) 1 C)3 
(08) Enun triángulo ABC: De AB a E e AC, tal que: 
AD=x-2; AE=6; BD=x-4 y EC=x-3. ¿Para qué 
valores de “x” se verifica que DE // BC? 
AJ3y4 B)4y5 C)5y6 D)6y7 E)7y8 
(Es) En un triángulo ABC: 

=3x; BC=8; AD=3 y DC=2x (BD es bisectriz 
interior), D en AC. Calcule el valor de “x”. 
A)1 Bj2  -C)j3 D)4 E) 5 
63 Enun tiángulo ABC se traza la bisectriz interior 
BD, D en AC; AB=4, BC=12 y míABC=90". 
Calcule AD. 
4)2 BNO C)3  DJ4  EJ6 
(O) En un triángulo ABC se traza la ceviana BD tal 


que la m<ABD=90", m<DBC=45" y CD=3(AD). 
Calcular la mx BAC. 
4) 26,5" B)30”. CJ387.  D)45  E)J53" 


(LO) Enta figura: NC=2(AN) y NB=4. 


D)2 


E) 4 


EN AA ESICLOPEDIA 2012 


A) 4 


Cj8 
(1) En la figura, calcular CD. 
B 


Bj6 D)9 E) 12 


¿e 
4)3,5 B)4,5 C)J4 D)5 EJ6 
a En un triángulo ABC se traza la ceviana interior 
AR y luego RE//AC y EF'// AR (E sobre AB y F 


en BR). Si: BF=5 y FR=3, calcular RC. 
AJ)2 B)2,4 C)J3 D)4 E) 4,8 


(E) En un triángulo ABC, recto en B, AB=5 y BC=12, 


se trazan la altura BH y la bisectriz interior AD las 
Cuales se intersecan en P. Calcular BP. 


A) 10/13 B)11/3 C)4  D)18/3  E)J45 
(U) Si: AD=5 y CE=12, calcular DC. 
B 
FP 
A DE E 
A)1 B)1,5 CJ2  —D)J2,5  EJ3 
Si: L,//L,//L,, 7(AB)=5(BC); DE=x+2 y EF=2x-2, 
calcular DF. 
A D L, 
B E L 
C F Les 
AJ8  B)12  C)16 D)20  E)24 
CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 


Dn A 5) 16)€ [78] 871 19) C110)n 
17m [12)8)13)a [29 El15) [16)0)17)0H8)019)D|20)5 


EDICIONES RUBRINOS 


Dg 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de : 


* Identificar si dos triángulos son semejantes y 
plantear la proporcionalidad de lados. 


a AA 
$ AA 


* Diferenciar entre congruencia y semejanza de 
triángulos. 


* Ver la importancia de la semejanza en la geometría 
y conocer su significado geométrico. 


* Conocer el significado geométrico de figuras 
semejantes y cuerpos en general. 


* Aplicar la semejanza de triángulos para calcular 
las longitudes de sus lados y medidas angulares. 


* Reconocer figuras geométricas de uso más 
frecuente en donde se note semejanza de triángulos 
y ver la relación adecuada de elementos homólogos. 


* Resolver los problemas relacionados con 
semejanza de triángulos. 


INTRODUCCIÓN : 


En un día de sol, los cuerpos producen sombra. ¿Te 
has detenido a pensar la relación que existe entre la 
altura de los cuerpos y la longitud de las sombras 
que éstos producen? 

Ya en el Siglo . VÍ a.C., uno de los siete sabios de 
Grecia, Thales de Mileto, se plantea esta y otras 
cuestiones: 


De la vida de Tales se sabe que era un rico 
comerciante de Mileto, que vivió aproximadamente 
desde el 640 hasta el 550 a.C. Tenía mucho éxito 
como hombre de negocios; sus tareas como 
mercader lo llevaron a muchos países y su ingenio 
natural le permitió aprender de las novedades que 
veía. Fue conocido por sus admirados compatriotas 
de generaciones posteriores como uno de los Siete 
Sabios de Grecia, muchas leyendas yanécdotas se 
reúnen en torno a su nombre. 


Se dice que una vez Thales estaba encargado de 
algunas mulas cargadas con sacos de sal. Mientras 
cruzaban un río, uno de los animales resbaló; al 
disolverse, en consecuencia, la sal en el agua su peso 
disminuyó instantáneamente. ¡El astuto animal, 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


ENTRIANGULOS 


CAPITULO 


[ES 


como es natural, se sumergió deliberadamente en 
el próximo vacío y continuó con este truco hasta que 
Tales atinó con la felíz solución de llenar el saco de 
esponjas. Este demostró ser un remedio eficaz. En 
otra ocasión, Tales que preveía una cosecha de olivas 
extraordinariamente finas, se apoderó de todas las 
prensas de olivas en el distrito, una vez obtenido este 
monopolio, se convirtió en el jefe del mercado y pudo 
dictar sus propias condiciones. 


Pero, entonces, según un relato, una vez demostrado 
lo que podía hacer, su propósito ya había sido 
conseguido; en vez de oprimir a sus compradores, 
vendió magnánimamente la fruta a un precio que 
horrorizaría a un capitalista de hoy en día, 


SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 


Dos figuras son semejantes ; si tienen la misma forma, 
pero no necesariamente el mismo tamaño, así 
tendremos que todos los cuadrados son semejantes, 
todas las circunferencias o todos los triángulos 
equiláteros son semejantes. Para que dos triángulos 
sean semejantes se requiere que sus tres ángulos 
sean respectivamente congruentes y su lados 
homológos sean proporcionales. Los lados 
homológos son aquellos que se oponen a los 
ángulos congruentes. 


Estos dos triángulos tienen los mismos ángulos , por 
lo tanto son semejantes, lo cual se denota así : 


AABC= ADEF 
* Sus lados homológos son proporcionales ;: 


Cuando dos triángulos son semejantes, se cumplirá 
que todos sus elementos homológos son 
proporcionales. Dentro de los elementos homológos 
están los lados, las lineas notables, inradios, 
circunradios y exradios. 


GEOMETRIA PLANA 


Donde : k constante de proporcionalidad. 


CRITERIOS DE SEMEJANZA DE 
TRIANGULOS 


Los criterios de semejanza de triángulos nos 
permitirán identificar a dos triángulos semejantes, 
estos criterios son : 


PRIMER CRITERIO DE SEMEJANZA: 


Dos triángulos son semejantes si tienen dos ángulos 
respectivamente congruentes. 


B 
A : 
A CM q 


m<A=m<M=a y m<C=m<Q=0 
> |AABC n AMNQ 


SEGUNDO CRITERIO DE SEMEJANZA : 


Dos triángulos son semejantes ,si tienen dos lados 
proporcionales y congruentes los ángulos 
comprendidos. 


N 
ne 
A b CM nb Q 
MN 
si e MG 


AABC= 


F, 


A 


TERCER CRITERIO DE SEMEJANZA : 
k : 


AMNQ 


Ez 


los son semejantes si tienen sus tres lados 
respectivamente proporcionales. 
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CUARTO CRITERIO DE SEMEJANZA : 


Dos triángulos son semejantes cuando dos lados de 
uno son proporcionales a dos lados del otro, y los 
dos ángulos opuestos a los dos lados mayores son 
congruentes. 


DEMOSTRACIÓN: 


Sizc>b;d>f 
* Además : E m<C=mxD 
bf 


*Sea AQ=ED=F y PQ//BC 


¿ABC - AAPQ 
* Tenemos : > pa. =d * 
* Luego : 


AAPQ= AEFD > |[AABC-= AEFD 


OBSERVACIONES: 


ID) Dos triángulos rectángulos son semejantes si 
Sepia un ángulo agudo congruente. 


QS 


Si: maC=m<D => ABC =ESEFD 


11) Toda recta secante a un triángulo y rRaralals DO 
de los lados, determina dos los semejantes. 


EDICIONES RUBIVOS 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


Si MN //AC > AABC = AMBN 
* También si : 
MN //AC => ACB -— Eo MNB 


TEOREMA I : 


En todo triángulo se cumple que el producto de las 
longitudes de dos lados es igual al producto de las 
longitudes del diámetro de la circunferencia 
circunscrita y de la altura relativa al tercer lado. 


Si un conjunto de rectas concurrentes intercepta a 
dos o más rectas paralelas, entonces los segmentos 
determinados en éstas , son proporcionales. 


DEMOSTRACIÓN: 
B 


y BP 
APBN 0 AQBO =$ = rc (1) 


* De (1) y (1): E= 1 pan 


TEOREMA HT 2 
Cuando los triángulos son de la forma indicada en 
la figura, de manera que AE // FB, se cumple : 


x CO 
AAC ABD > Da cia 
5 0D 


q a 


ACOE - ADOF 4 


* De (D) y (1D): a 


TEOREMA IV 2 


Si un cuadrado está inscrito en un triángulo 
rectángulo, de modo que tienen un vértice común, 
entonces la inversa del lado del cuadrado es igual a 
la suma de las inversas de los catetos. 


GEOMETRIA PLANA 
DEMOSTRACIÓN: 


NAMQ=hMABCO=>L= 
n c-a 


A Le CO 
>ac-an=cn>ac=n(a+c)>| —===+4+= 
n a e 


TEOREMA V : 


En todo trapecio se cumple que las bases son 
bisecadas por la recta que pasa por el punto de 
intersección de las diagonales y por el punto de 
intersección de las prolongaciones de los lados 
laterales. 


DEMOSTRACIÓN: ON 


* Se traza QR//BC, 
entonces se cumple que: 
QO=0R (PROPIEDAD). 


* Luego por propiedad , se cumple : 

BM=MC y AN=ND 
TEOREMA VI : : 
Si en el interior o exterior de un triángulo ABC se 
toma un punto P, por el cual se trazan PM y PN 
perpendiculares a los lados AB y BC, si además R 


es el radio de la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC, se cumple : PBXAC= 2RxXMN 
NELOSTERDION: 2 


poa 


-2R > AC 
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TEOREMA DE JOHNSON 


En un triángulo ABC , la mediatriz del lado AC 
interseca al ladoBCen el punto P y a la 
prolongación del lado “43 en el punto Q. Si “O” es 
el circuncentro del triángulo y R su circunradio. Se 


cumple ; 
R?*=0Px0Q 


TEOREMA DE VUIBERT 


Por un punto interior “0” de un triángulo, se trazan 
paralelas a los lados del triángulo, entonces se 
cumple: 


TP=ak ; OP=bk y OT=ck 


OH A 


AABC= 4QMO > == 
a b e 
OM=at ; OQ=bt y MQ=ct 
OMTB : romboide 
>0M=BT=at y OT=BM=ck=c-x 
E E 
e 5 
AQON : romboide E 
>0Q=AN =bt=b-2 > t=1 Goo (1D) E 
* Pero : rei EE 
y=at+ak => Í=t+h DE 3 


EDICIONES RUBINOS Jive buy 


* Reemplazándo (1) y (HI) en (IM): 


yz 


y z E 7 
-21-—+1-— EA 
a ; Me o te b 


x 
+%=2 
e 


TEOREMA DE PAPPUS 


En una circunferencia se traza una cuerda y por los 
extremos de ésta cuerda se trazan tangentes; 
entonces la distancia de un punto cualquiera de la 
circunferencia a la cuerda es media proporcional 
entre las distancias del punto tomado a las tangentes. 


DEMOSTRACIÓN: 


——eocoresasconecosorosarnesonos (E) 


ATEP - MQHP> 


a 
x 
x 


D PHT a PFQO ESG reennnsesenceriasaacasess (EL) 
* Igualando (1) y (A): 


22220 [ 138 
x 


TEOREMA VIH 2 


En un triángulo se traza la circunferencia inscrita, 
sobre ésta” circunferencia se toma un punto 
cualquiera, el producto de las perpendiculares 
trazadas por el punto tomadoa los lados del triángulo 
es igual al producto de las perpendiculares trazadas 
por el punto tomado a los lados del triángulo que se 
forma al unir los puntos de tangencia de la 
circunferencia inscrita. 


DEMOSTRACIÓN: 


MESA SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


* Por el teorema de Pappus : 


aly?=bxc... (| a |2? =aXb .... (11) 


* Multiplicando (1), (1) y (MU): 


(xy? =(abej? > 


TEOREMA VII 2 


En un cuadrilátero inscrito en una circunferencia, si 
por un punto cualquiera que se encuentre sobre la 
circunferencia se trazan perpendiculares a los cuatro 
lados del cuadrilátero, el producto de las 
perpendiculares relativas a dos lados opuestos es 
igual al producto de las otras dos perpendiculares. 


DEMOSTRACIÓN: 


Dz ARPA CHP 
A ico (1D 
n a 


“IN PQA «pro... A 777) 


* Igualando (1) y (ID) : L=£> 


a 
TEOREMA IX 7 
En la figura, se cumple : Y SN 


TEOREMA X 2 


En todo triángulo rectángulo, la longitud de la 
bisectriz interior relativa a su hipotenusa es igual al 
producto de las longitudes de los catetos 
multiplicado por la raíz cuadrada de dos dividido 
entre la suma de las longitudes de los catetos. 


DEMOSTRACIÓN: 


NBED isósceles : BE=ED=5V2 
NABC= DEC 
- A 

e 


> 


x x 
> q 2a=ac- zi20 


Cc a 
A larojmac SE ja o Led, l 
2 a+e x a b 
TEOREMA XI : 
En la figura, se cumple : 
e a x a e 
A D C 


TEOREMA XI 2 
En la figura, se cumple : 


x?*= 

bidones eos (H) 
* Igualando (1) y (II) : ab=cd 
TEOREMA XII : 
En la figura, se cumple : 
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x-a a+x 
SABE -RBCF => = 1. 


* Efectuando : x“=ab=>x=y/ab 
TEOREMA XIV 3 
En la figura, se cumple : 


O dl 
a+b+e 


DEMOSTRACIÓN: 


MER ia (1) 
pe 0 IE (11) 
ET A A (1) 
* sumando (1), (1) y (1D): 
m?+n?*+g*=x(a+b+c) PI il 
a+b+e 


TEOREMA XV : 
En la figura, se cumple : 


A Ci 
2R=r+r,+T3+T3 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


EDICIONES RUBINOS [penas Jisdisos 


DEMOSTRACIÓN: 

APBQ: [es incentro (Ie PQ) 

Apotema: OH =R -— ra 

* De modo similar, las longitudes de los otras dos 
apotemas son: R—r, y R- r; 


NS 


A T Cc 
* Por el teorema de Carnot : 
R-—r +R-ro+R-r3=R+r 
3R- R=r+r¡+r9+r3 >2R=r+r,+r3+T3 
TEOREMA XVI 2 
En la figura , se cumple : 


Si MN//AC;PQ//BC y EF//AB 


Se cumple :[T=r7475 +7] 


DEMOSTRACIÓN: 
AAQP - AMBN « AEFC - AABC 


* Usando propiedad de proporciones : 


2P(40r) +2 Pon; + 2P(grc) _ 2 Piano) 


T¡+T2+Y3 £ r 
— Pasco _2PaBo 
T¡ +Ta+Tg r 


TEOREMA XVWIX 3 
En la figura , se cumple: 


eS Ts HQ 
lx BEH - lx CQH > e EA (11) 
hara da E (1D) 
rg HQ 


X Multiplicándo (MD, (AD y (AM): 


na ER ATA] 
r¿XT¿xr¿  EHxHQxHF AAA 


' TEOREMA XVI 7 


En la figura , se cumple : 


A D C 
a AA 
m 
DEMOSTRACIÓN: 


AABC - AADB => 2 =" =|1? =mxn] 


TEOREMA DE BLANCHET 


Si, en un triángulo ABC, dos rectas 40 y CP se 
intersecan sobre la altura py , ésta altura es 
bisectriz del ángulo PHQ. 
DEMOSTRACIÓN: 


* Por el teorema anterior : R ; A; H y C son armónicos. 


GEOMETRIA PLANA REA 


'RQ: tranversal del haz armónico de centro B . 


>R:. ¿Ny Q es una hilera armónica 

* Por N trazamos L//RH 

* Por propiedad : EN=NF AEHF isósceles 
>4=0> HB : Bisectriz del < PHQ 

NOTA: 

En la figura, se cumple : 

* AMNQ : mediano o complementario. 


» F: punto de Feuerbach. 
+ F:circuncentro del 4, órtico o pedal del AABC, 


* F ¡Circuncentro del AMNQ 
» F : Centro de la circunferencia de Euler . 
*« F: Punto medio de HO. 
» F: Propiedad: R'=R/2. 
» H: Ortocentro del AABC. 
* G:Baricentro del AABC 
» O : Circuncentro del AABC 
» O : Ortocentro del AMNQ 
* H;F;G;0 son armónicos. 
HF HG 


* Proporción armónica : FG GO 


LA CIRCUNFERENCIA DE SPIEKER 


Esta circunferencia es análoga a la circunferencia de 
los nueve puntos, 


* AMNQ : mediano o complementario. 
* [ :incentro del AABC 

» G: baricentro del AABC 

» S :incentro del AMNQ 


» $ : punto de Spieker . 
» L: punto de tangencia de la circunferencia 


exinscritá al AABC relativa al lado AC . 
+ T : punto de Nagel 


* IM//BL; BT = 21M 
* I; G; S; T son armónicas 
IT 


a — ra 


» Proporción armónica : 


BARICENTRO DE UN 
CUADRILÁTERO 
MEDIANAS DE UN CUADRILÁTERO: 


Consideremos en llamar medianas del cuadrilátero 
a los segmentos rectilíneos que unen los vértices del 


cuadrilátero A,AysAzA, con los baricentros 
O; Oz; Oz; O, de los triángulos compuestos de 
los tres vértices restantes. 


Las medianas de un cuadrilátero concurren en un 
punto común y que este punto divide a cada una de 
ellas en la razón 3:1, con la porción más larga hacia 
el vértice. 


* O,: baricentro del AA,A3A, 

* O, baricentro del AA,A¿A, 

, AsO, y A¿O, son medianas del cuadrilátero 
AJAzAyAs: 

*«0» : es baricentro del cuadrilátero A,AyAyA,. 


A, y=3x A m=3n 


EDICIONES RUBINOS 


peo NES SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


DEMOSTRACIÓN: 


* Si "Oy" es baricentro del AA,A2A, 
> 0,A,=2MO,=2b 
* si "O¿" es baricentro del 44,443 
> Ay0,=2MO,=2a 
* Por el teorema de Menelao en el 4MA¿0y : 
ayXx2b=2axx3b> y=3x 
AMA¿O, : bmx2a=2bnx3a >m=3n 


NOTAS: 


El baricentro “0” del cuadrilátero ABCD, coincide 
con el centro de simetría *“O” del paralelogramo 
MPNO. 


MAJA Qe YD 
* MON CD=(N), tal que CN =ND 
+ MO=0N > PO=0Q 
DEMOSTRACIÓN: 


ADMC : G,/G,//CD 
* En el trapecio AG/G,¿C ; por propiedad : 
MONCD=(N) 
* Donde: CN=ND=k =>>0 e MN 
* Ahora por el teorema de Menelao en el 
ADMN (G¿Grecta secante) : 
2nxk=n yx2k >x=y 
Pero el cuadrilátero MPNQ es un paralelogramo, 
donde PQ y MN son diagonales y como: — 
MO=0N => PO=0Q 


En consecuencia; el baricentro **0” del cuadrilátero 
ABCD, coincide con el centro de simetría “0” del 
paralelogramo MPNQ. 


TEOREMA : 


Si “0”es baricentro del cuadrilátero ABCD, se 
cumple . . B 


* En el trapecio BAA'B”, por teorema : 
2R=a+D onssrecoesessesonsss (1) 

* En el trapecio MDD'*M”, por teorema : 
3y =2kR+Cocrcoroonsorosrossoss (A) 

* Reemplazando (1) en (MI) : 
Iy=a+DAFC cnscoonrsonosao roo (AI) 

* En el trapecio G,CC'G'G,, por propiedad : 


* Reemplazando (II) en (IV) : 
a+b+c+d 


dx=a+b+e+d>x= 4 
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"LÍNEAS ISOTÓMICAS Y PUNTOS 
0 CONIVGADOS ISOTÓMICOS 
Sean P y P* dos puntos en el lado AC del AABC 
tales que AP'=PC. Entonces las lineas BP" y BP 
son llamadas lineas isotómicas del triángulo. 
Re B 


Los puntos T y T* son los puntos conjugados 


isotómicos del triángulo. 
EJEMPLO: 


El punto Nagel y el punto Gergonne, son conjugados 


isotómicos. 
DEMOSTRACIÓN: 


K : punto de Gergonne 
V : punto de Nagel 
Por teoría : BQ=AT=p — b 
- 2 CQ y CT son líneas'isotómicas 
* También : BE=FC=p-b y AM=NC=p-e 
=>AEyAF; BN y BM son líneas isotómicas 
* Luego : y 
Vy K son puntos conjugados isotómicos de AABC 
SIMEDIANA Y PUNTO SIMEDIANO 


B 
Las lineas conjugadas 
isogonales de las medianas 
de un triángulo, son sus 


'. 
pa 
Emi 
a 


* BP es simediana > 

* BP y BM son isogonales . 

Puesto que las medianas son concurrentes, las 
simedianas también son concurrentes y su punto de 
intersección es llamado el punto simediano del 
triángulo 


El punto mediano y el punto simediano son puntos 
conjugados isogonales del triángulo. 


EXIMEDIANAS Y EXMEDIAVAS 


TEOREMA DE LEMOIVE 


En todo triángulo las tangentes a la circunferencia 
circunscrita en los vértices del triángulo , intersectan a los 
lados opuestos en puntos situados en línea recta. 


TEOREMA DE DESARGUES 


Si dos triángulos ABC y A'B'C se encuentran en un plano de 
modo que las rectas AA”, BB” y CC” sean concurrentes, 
entonces los puntos de intersección de los lados 
correspondientes o de sus respectivas prolongaciones son 
colineales. 


Si AA', BB', CC son concurrentes en O, entonces 
P, Q y R son colineales. . | 


PROBLEMA 1: 

> a” 

97 OS e 
D)6 


E)6,5 A 
RESOL q 
* Por el primer caso de semejanza: 


AABC - APQR, luego : > x*=36> x=6 
x 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
En la figura, calcular “BD” 
A) 1 
B) 2 
C)3 
D) 4 
E) 5 
RESOLUCIÓN: 
* Por el primer caso de semejanza: 
El AABC «- ABCD, luego :; 
2 > 24=6x > x=4 
* 3 E 
: RPTA: “D” 
PROBLEMA 3: M 
16 
Cc 
PR 


RESOLUCIÓN: 


* Como en el ¿-. ABC —.- MPQ, por el primer caso 
de semejanza , se obtendrá: 


2 >1*=144> x=12 


RPTA : 


16 
a Oleo 
PROBLEMA 4: . 8 

Calcular ““x” 


¿EJ6 A 


RESOL UCIÓN: 
* Como el AABC - AMBN, entonces: 
—- >1=12 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Calcular “ax” 
A) 8 
B) 10 
C) 11 
D) 2,4 , 
E) 16 A 
RESOLUCIÓN: 
* Dado que: AABC - ABMC, luego El >x=2,4 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 6: 

Si ABCD es un felolograro, calcular “QD” 
A) 8 EPA 
B) 4 
C) 12 
D)10 . 


RESOLUCIÓN: 


* Como ABQF -— AAQD, entonces: 
” z 19] 


B 12 


PROBLEMA 7: 
Calcular “x” 


RESOLUCIÓN: 
* Por el primer caso de peaojane: AABD - AABC,) 
* Luego: 
x 8 3 
===> E 
20% > 
> 1-4 


PROBLEMA 8: 
Calcular “x” 


AJJE B)2V3 
C)4. D)4/3 
E)2. 

: F— 12 — 
RESOLUCIÓN: 
* Como ¿APS —2.QRC ......... (Primer caso): 


— 4-4 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 9: 
En el triángulo ABC,AB=4; BC=6; se traza DE 
paralela a BC ('D" y "E" en AB y AC respectivamente), 
de modo que BE sea bisectriz del ángulo “B”. Calcular 
“BD”. 
AJ4 B)J3 
RESOLUCIÓN: 
* Como: DE//BC 
>maDEB=mxEBC=a 
maADE=maDBC=2a y, 


C)2,8 D)2,4 E)4,2 


4 7 ec 
* AEDB (triángulo Isósceles) DE=DB=x 
* Además : AADE - AABC oiomccioroo: (Primer caso) 
=> dx=6(4-x)> 4x=24-6x 
> 10=24 > x=2,4 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 10: 


Hallar la altura del apra 


PROBLEMA II: 
Según el gráfico rre BD, si AB=16 y y BO=9 


AJ6 
B) 18 
C) 12 
D) 14 
E) 20 A 
RESOLUCIÓN: 

* Nos piden “BD=x” 


* Argo  Ápgc 


=—: E >:x=12 
Y 2 


16, 


A 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 12: 
Sobre los lados BC y AC de un triángulo ABC, se 
ubican los puntos P y Q respectivamente tal que 
2BP=3PC, QC =8 y AQ = 22. Calcular maPQC, si 
maBAC=40" y PQ=4. 
AJ20* B)70* 
RESOLUCIÓN: 
* Trazamos BT // PQ 
> maBTC=x 
"ABC E icarsopos (T, Thales) 


m_3n 
A > m=12 > AT=10 


* Pero: ABCT «- APCQ > > BT= 10 


* Del AATB: Isósceles meABT=40* > x=80" 
RPTA: “C” 


C)80r DJ82* E)78” 


PROBLEMA 13: 


Si tiene un x rectángulo ABC, en la cual 
DE 1 AC, AD=10, DE y EC=8. Hallar BD. 
DB 

A)2 
B) 4 
C)6 
D)5 
E) 8 e 
RESOLUCIÓN: B 


* Cálculo de “AE” 


D, 


AE?*+8*=10* 
>AE=6 


* Entonces : AC=20 , 7 E | 


EDICIONES RUBINOS 
* Luego L-. AED- L-.ABC: 
0 AE_AB 6 


10+x de 
20 
RPTA: 


00 AD AC 10 
; “y» 
PROBLEMA 14: 
En el triángulo Isósceles ABC. Calcular el lado del 
rombo si: AB=BC=12 y AC=6 
B 
A)3 
B) 4 
C) 3,5 
D)J5 
EJ45 Aa ce 
RESOLUCIÓN: 


* Como, AAFE - AABC, entonces: 
B 


RPTA: ap» 
PROBLEMA 15: E 

Se tiene un triángulo de lados 20, 12 y 16; del vértice 
opuesto al lado menor se una bisectriz que corta al 
lado en el punto M y de M se traza una paralela al lado 
mayor. Hallar el perímetro del triángulo formado cuyo 
ángulo interior es el mismo que el triángulo dado. 


A) 32/2 B) 64/38  C)50/3 D)37/3 E) 68/3 
RESOLUCIÓN: 
* Como AMBN E: , luego: 

n E 35 "/ As B da 

20. 


La Y) 


*L _n_ Perímetro MBN 
1e89 * 20” Perímetro ABC 
80 
ME 

0 


Perímetro MBN 


64 
Perímetro MBN=* 
HO 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 168: 

Se tiene los triángulos semejantes : ABC y PQR ; de 
modo que m<«BAC=100". Calcular la suma de las 
medidas de 2 ángulos internos del triángulo PQR, si 
éstos son agudos. 
A) 100* B) 507 
RESOLUCIÓN: 
* Piden : a+f8 suma de la medidas de los ángulos 
agudos de APQR. 

* Por datos : AABC - APQR. 

* Por definición , los triángulos semejantes tienen sus 
ángulos internos respectivamente de igual medida 
(misma forma). 


C) 40? D) 90* E) 80* 


* Como m<BAC=100* > m+n=80"; de la definición 
de semejanza. 
m=a;n=f8$ > m+n=0a+8=80" 
RPTA : “E” 
"PROBLEMA 07 


El valor de x en cm de la siguiente figura es: 


A) 52 
B) 48 pa 
C) 47 yA 
D) 45 
E) 46 fem 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: x 
* De la figura : 

BC=TC =x 


PQ=QT=20........(T. Pitágoras en -APQ) 


: “D ” 


GEOMETRIA PLANA 
PROBLEMA 18 : 
Se tiene una semicircunferencia de centro O y de 
diámetro AB,se traza HA 1 AB, luego de H la 
tangente HC (C sobre la semicircunferencia), se 
prolonga AC hasta un punto D y trazamos 
HM 1 OD. Si: OM=2 , MD=6 . Calcule AB. 
46 BJ8 CIA/2  DJ5J2  EJ6J2 


RESOLUCIÓN: 
H 


bla +b)=16 onconioniccconenons (1) 


*ESHAO : x? =b(a + b) cucucanaso. (11) 
*De (Ml) y MD): x? =16 >x =4>AB=8 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 
En un triángulo ABC, AB = 6u, AC = 8u y BC= 4u. Se 
trazan las bisectrices AEy BD el rayo DE que 
intercepta a ABen P. Calcular BP 
A) 5u B)j6uú Cj7u DJ4,5 E)5,5u 
RESOLUCIÓN: P 


. 8 
* Por el teorema de Menelao , en el AABC (PD 
recta secante): 3mx4nxx = 2mXx3nX(x + 6) 
>x=64 
RPTA : “B” 
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PROBLEMA 20 : 
En un triángulo ABC(AB<BC), la mediatriz de AC 
intercepta a BC en Q y a la prolongación de AB en 


P.Si0O es el circuncentro y OQ = a, PQ = b, calcule 
el circunradio. 


RESOLUCIÓN: 


JOBP -— AOQB 
R € 2 == = 
> >? a(a+b)=>R= Ja(a + b) 


PROBLEMA 21 : 


En un triángulo ABC; AB, BC y AC al mismo nivel 
tienen sus longitudes en progresión aritmética de 
razón igual a 6. Calcular la distancia del incentro al 
baricentro. 

A)J15 B)J2 C)2,5 
RESOLUCIÓN: 


D) 4 E) 1 


* Pero como : 


DE 
am? >10//aC 


x_2n 
* AIBG - ADBM A 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 22 : 
En la siguiente figura, AB=m y CD=n. Calcule ER 
B 


m+n 


2mn 
E A 
RESOLUCIÓN: 


* AABE = AFEC >=? ÑOS 
xx. 


ABFE - AEDCO => E=Z ncccannaoo (M) 
: n b 


+) = (1): L=2>x=/mn 
a RPTA : “C” 

PROBLEMA 23 : 

En la figura mostrada triángulo ABC es isósceles : 

AB = BC. MN €s tangente a la sermicircunferencia. 

* SiAM =a y NC = b. Halle AC. 


B 
M, 
A 0 Cc 
A) /axb B) 2Laxb C)3/axb 
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RESOLUCIÓN: B 


* AAMO - ACON: 
>= > =ab>x=vab 
x 


* Luego : AC=2/ab 
| RPTA : “B” 
PROBLEMA 24 : 


Sean dos circunferencias tangentes interiores, sea T 
el punto de tangencia. Sean T el punto de tangencia. 
Sean A, B, C y D puntos de las circunferencias de 
radios r y R,r<R. Los puntos : T, A y C; y TB y D son 


colineales, Te L tal que LAAB=/M) y LACD=(N. 


"Si 3r = 2R y TM = 12cm. Halle MN 


A)J2cem  Bj4cm  C)6em  D)8em  EJi0cm 
RESOLUCIÓN: 


L 
2 12 2n 
AB//CD > AATB - ACTD > AS 
* Efectuando: x=6 4 
RPTA ; “C” 
PROBLEMA 25 : 
En el gráfico, BC=K(MB)=K(DL) y AB=K(AT)=K(CN) 
M 
D 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones, 

D) Se cumple que los cuadriláteros ABCD y TMNL 
son siempre semejantes . 

11) Si MNLT es un rectángulo, entonces será 
semejante a ABCD. : 

III) Se cumple que MNET es un paralelogramo, 

A) VFV B)FVV C)FVF  D)VVF E)FFV 
RESOLUCIÓN: 


=> MT = NL 
ESMCN = ESLAT ....... (LAL) 
> MN = TL 

TMAL es un paralelogramo. 


...LA PROPOSICIÓN ES FALSA. 
11) Sí MNLT es un rectángulo, entonces: 
MNLT — ABCD 

...LA PROPOSICIÓN ES VERDADERA. 
1) MNLT es un paralelogramo 

...LA PROPOSICIÓN ES VERDADERA. 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 26 : 
En el gráfico, A es punto de tangencia. Calcule x . 


2r=x/2 
(1) x (1): ZRr = £x? >x=V/Rr 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 27 : 


Exterior a un romboide ABCD se construyen los 
triángulos BFC y DCE semejantes (en ese orden). 


Calcul PES BFO 

Mee mn AFE 

A) 1 B) 1/2 C) 1/3 D)2 E) 2/3 

RESOLUCIÓN: 

. a d m 

*Dato: ABFC - ADCE >—=>T7=>— 
cb n 


* Pero : mx ABF =m<FCE > AABF -— AECF 
* Luego: mx AFB =m<xEFC = B 


 m<4BFC «a  m<xBFC 
* En consecuencia : MANE $ m<AFE 
ó RPTA : “A” 


PROBLEMA 28 : 

En un triángulo rectángulo ABC recto en B, se traza 
la altura BH y en los triángulos BHC y AHB se trazan 
las bisectrices interiores pp y AF, respectivamente. 
si PF AB=(M), calcule maAMP . 

A)J90” BJ45 C)60 D)75  EJ63* 
RESOLUCIÓN: 


A H 
*Si; AFAPB=(L). 2 


* Pero: mx APL + m<FAP = 90” >BC.] AD 

* AABP: Fes ortocentro > PM LAB => x= 90" 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 29: 


En el gráfico, PORS y MNLK son cuadrados. Si 
(AL)(BQ)=a? y 55 = rcalcule LN . 
B 

A) ayr 
B)a+r 
C)a-r 
D) 2r-a 
E) ar 


* (y Mm: 


2 -a?r>x=aJr 


>x 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 30 : 

En el gráfico , G es baricentro de la región triangular 

ABC. Si (AH)(HC)=(GH)(NH) y (ND)(BC)=36, 

calcule GD . 


AJ4 
B)8 


C) 4/2 
D) 12 
E) 8/2 


es equilátero. 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 
RESOLUCIÓN: 


HC GH 
“Dal == 
AH (m 
*ÍIXNDG -— ÍsNHC: 
x ND x HC 
ENE END NA ra E | 


* Esto demuestra que : 
ISNDG =D> AHG: 
: > m<GAH = a y m<AGH =0 
* Luego : A,G, y D son colineales , es decir el AABC 
BAN 


* Por condición del problema : 

(x/3 1(2x./3)=96'> 6x?=6x 16 

> 1*=16>x=4 
PROBLEMA 31: 
Los triángulos circunscritos a £ AQN y STD son 
semejantes y 9 4 y . Si la razón de las proyecciones 
ortogonales BC y CD sobre AQ y BD 
respectivamente es K , calcule la razón de las 


proyecciones ortogonales de AB y BC sobre AC y CT, 
respectivamente. 


RPTA : “A” 


GEOMETRIA PLANA 
RESOLUCIÓN: 


* Inradio común para ambos Es por condición de 
semejanza : m<A =m<D =« 
=> U=40N= DTS 
* Por otro lado : mx ACT = m<DBQ 
=>L1x4CL = ISDBK (ALA) 

* Por lo cual: CL= BK 

ISBLC= Is BKC (L.L.) >a=y 

EX BEA=15.CHD (ALA) >b=x 


a_ y 
==*=K 
07 x 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 32 : 


Sea un triángulo rectángulo ABC (recto en B); 
trazamos la bisectriz que párte del ángulo recto que 
interseca a la hipotenusa en el punto D, Si AB=c y 
BC=a, ¿cuál de las siguientes rélaciones es 
verdadera? 

A)BD(a+c)=ae B)BD(a+e) <ae €) BD(a+e) > ac 
D) BD(a+c) <ac E) BD(a+c )>ae 


RESOLUCIÓN: 2.. 


, BDía+c). , 
RPTA : “E” 


A partir de los datos indicados en los gráficos, 
calcular “a”. 


aA3 B)8/3 C)J5 D)10/3  EJ4 
(7) Los lados de un triángulo miden 6; 7 y 8, un 
triángulo semejante a éste tiene perímetro 84. 
Calcular su lado mayor. 
A) 32 B) 16 C) 28 D)7 E) 18 

Las bases BC y AD de un trapecio ABCD 
miden 4 y 6. Calcular la longitud del segmento MN 
paralelo a las.bases (Me AByNeCD), si: 
2 (AM) =3(MB). 
A)48 .B)J52  C)J46  D)J3,88  E)4,2 
(E) En un paralelogramo ABCD, en AD se ubica 
el punto F. Si ACA BF=1E) y 2(BE)=3(EF) , 
calcular AF/FD. 
A) 4/3  B)1 Cj3/2 D)J3 E) 2 


03) Las bases de un trapecio miden 2 y 3. 


Calcular la longitud del segmento paralelo a las bases 
comprendido entre los lados laterales y que contiene 
a la intersección de las diagonales. 

4)2,2 B)24  C)26 D)1,8  E)2,6 

(08) Se tiene un triángulo ABC: AB=5, BC=7 y AC=6 


Si M e AB, N e BC, MN // AC ylos perímetros de 
las regiones MBN y AMNC son iguales, calcular MN. 
4)48  BJ45  C)J5 D)3,6  EJ4,2 . 

(02 Si: AB=4 y CD=6, calcular MN. (PQ y M son 
puntos de tangencia) 


AJ46 BJ45 0148 DJ42 EJ 3 


EDICIONES RUBIVOS 


(05) Si ABCD y PQRD son cuadrados y CR=6. 
calcular BQ. 


B, Cc 
e 
Po 


AJ8 BJ9 C)J12  DJ6J3  EJ6J2 
(09 si: 2(48)=3(0B) y PO=6, calcular BC. S es 


centro) al 


A) 2 B)3 C)3,5  D)J4 E) 4,5 


10) Las medidas de los lados de un triángulo son 
tres números enteros consecutivos, la medida del 
mayor ángulo es el doble de la medida del menor 
ángulo. Calcular la longitud de la bisectriz relativa al 
lado mayor. 

A) 10/3 B)11/9 C)9/7  D)13/4 E) 23/6 


(05) Del gráfico mostrado, hallar el valor de “x”. 


e w 
LJ . 
PILAáA<-— 
a x 


b(b-c) a 
a 


ye tec) 
e a 


a Si: 2R=3r y AT=12, calcular TB. (T es E de 


tangencia) 2) 


A)10  B)16 C)9 D)18  E)24 


ac 
DF EJ? 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


43 Si T es punto de tangencia, BM=2 y BN=6, 
calcular R, T 


(0) B N 
AJ3 B)5 C)2 DJ2,5 EJ4 
(Q) En un triángulo ABC se traza la bisectriz interior 
BR (R en AC), luego se traza la ceviana AM que 
interseca a BR en su punto medio. Si BM=2 y 
CM=35, 
calcular AB. 
A) 20/7 B)10/7 C)4 D)3 E) 14/3 
(13) En un triángulo ABC se traza la altura BM,en 
MC y BC se ubican los puntos O y P, 
respectivamente, tal que: 
AM=DC, AB=2(PQ) y m3 ABM=m<QPC. 
Calcular mxC . 
A)J30*. .B)37 C)53 D)45”  E)60* 
P Q y B son puntos de tangencia, 
AB=3 y BC=2, calcular CD. 


a Q 
A ': PES D 
A) 8 B)9 C) 12 D) 10 E) 11 


(Ey) Dos lados consecutivos de un paralelogramo 
miden 6 y 16, la distancia entre los lados más cortos 
es de 8. Calcular la distancia entre los otros dos lados. 
A) 3 Bj4 C)5 D)6 E) 8/3 

(3) En un triángulo isósceles ABC, de base AC, se 
traza la mediatriz de AB que corta a la prolongación 
de AC en F. Calcular AC, si: BC=4 y AF=8. 

A) 1 BJ/2 C)2  D)J25 E) 1,5 

(E) Un poste de 5 m produce una sombra de 6 m, 
en ese mismo instante un árbol produce una sombra 
de 18 m. Calcular la altura del árbol. 
A)J9m B)i0m C)12m D)13m 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTE-11 
¿A EE on BiD0s Se DEO)A 


E) 15m 


800) 
11) Jl) 


GEOMETRIA PLANA [S(635 15] ENCICLOPEDIA 2012) 


TRANSFORMACIONES 
GEOMÉTRICAS 


Se denominan transformaciones geométricas a todas 
aquellas correspondencias en las que, tanto el conjunto de 
origen como el de llegada, están constituidos por puntos. 
En particular, en este capítulo se estudiarán 
transformaciones geométricas que son aplicaciones. Es 
decir , para cada elemento del conjunto de partida existe 
uno y un solo elemento en el conjunto imagen. Dentro de las 
transformaciones geométricas se estudiarán como más 


importantes : 


* Las translaciones. 

* Los giros. 

* Las simetrías axiales y centrales. 

Todas las cuales constituyen el grupo de las isométricas , 

con la propiedad característica de que si A y Bson dos puntos 

cualesquiera del conjunto de partida y 4'B” sus 
- correspondientes en la transformación geométrica de que 

se trate (giro, translación , simetría axial, etc.), debe verificarse 

que los segmentos AB y A'B” sean iguales. (Es decir, las 

isométricas mantienen las distancias.) Posteriormente se 

estudiarán otras dos transformaciones geométricas 


?* Homotecias. oz Semejanzas. 


que constituyen el denominado grupo equiforme, puesto 
que estas transformaciones mantienen iguales los ángulos y 
por tanto, la forma. 


Se dice que una transfomación geométrica es una 
isometría cuando para todo par de puntos 
cualesquiera A y B de la figura inicial a los que 
corresponden en la transfomación geométrica los 
puntos 4' y B' se verifica la relación : 


ABAB' mnncncccnón (**) 


Según la definición anterior ,en toda isometría se mantienen 
las distancias relativas entre dos puntos cualesquiera y sus 
asociados por la transformación. Como se ha visto, los giros, 

translaciones y las simetrías axiales son isometrías, ya 
el la propiedad (**) característica. Además, el 
into de las isometrías tiene con relación a la operación 
ti estructura de grupo no abeliano (no cumple con 
edad conmutativa). Dicho grupo se denomina 

las isornetrías . 


oa 


La homotecia es una transformación .de semejanza. 
Se denomina transformación de semejanza a toda 
aflicción del plano sobre si mismo en la que 
cualesquiera que sean los puntos A; B y sus 


correspondientes puntos A';B'*todos en el mismo 


plano; la razón AB/A'B' permanece constante. 
Esta razón se denomina “razón de semejanzas”. 
DEFINICIÓN : 


Dados un punto O y un número real K distinto de cero , se 
llama homotecia de centro O y razón K a la transfomación 
geométrica que hace corresponder a cada punto X del plano 


otro punto A” tales que los vectores YX” y OX verifiquen 
la siguiente relación: 


OX'=K OX 
Se dice entonces que el punto X” es homotético del X. 
* Si K>0, es decir, si K es positivo , la homotecia se llama 
directa o de razón positiva , y en este caso el centro O de la 
homotecia es exterior a los segmentos que unen cada dos 
puntos homotéticos. 
* Si K<0, K negativo, la homotecia se denomina inversa o 
de razón negativa. Cuando esto ocurre, el centro de la 
homotecia está situado en el interior de los segmentos XX” 
que unen cada dos puntos homotéticos. 
* Si K=1, se trata de una coincidencia, porlo que se descartará 
este valor de K. > 
EJEMPLO : 
Dado un centro O y el número real 2 , construir la 
figura homotética del segmento AB según la 
homotecia del centro O y razón 2;h(0;2). 
B B 
O 


A 
A 
El segmento 4'B* homotético del AB se construye 
fácilmente calculando los puntos 4” y B” por la 
definición de homotecia dada anteriormente : 
OA'=204 a OB'=20B 

y uniendo posteriormente dichos puntos . 

Si se tuviera que hallar la figura homotética del 
segmento PQ de la figura por una homotecia de 
centro R y razón negativa 3 se procedería de manera 


EDICIONES RUBINOS [PERS 
similar : 


OQ'=-30P  OP'=-30Q 
Pp: 


z Q' 
TEOREMA 1 2 

La transformación de semejanza aplica segmentos 
en segmentos; rayos en rayos ; rectas en rectas. 


TEOREMA 3 : 

La transformación de semejanza conserva la medida 
de los ángulos entre rayos correspondientes. 
Considere los puntos colineales O;A y 4' contenidos 
en cierto plano, tal que OA'= K(0A); la aplicación 
del plano sobre sí mismo que hace corresponder 
de esta manera al punto A' se denomina 
HOMOTECIA; el punto O se denomina centro de 


homotecia y el número real diferente de cero K , es 
la razón de homotecia . 


NOTACIÓN : 
H(0; K) es la homotecia de centro O y razón K; tal 


, 


vue OA 
al punto mediante la homotecia H(O;r) Se 
consideran dos casos ; según que el centro de 
homotecia sea exterior al segmento que une dos 
puntos homotéticos ; o que sea interior al segmento 
En el segundo caso la homotecia es inversa y la razón 
de homotecia se considera negativa. 


=X Se dice que el punto A se transporta 


04' 
OA 
transporta al punto A*mediante H(O; — r). En la 


Homotecia Inversa los segmentos OA y OA” tienen 
sentidos opuestos (suponiendo una orientación 
partiendo de 0), de esta manera la homotecia queda 


En la figura sea ; entonces el punto A* se 


[EE MOJO TECIA 


bien determinada cuando se conoce el centro y la 
razón de homotecia con su signo respectivo. 


HOMOTECIA DE UN PUNTO 
Dado que un punto fijo de O y una razón constante 
K se dice que un punto P” es el homotético de P, si 


=K 
OP 


P* pertenece al rayo OP y 


do 
E 


10) 
; — 0OP' 
Si PE OP y op AE ER) 
entonces P* es homotético de P, respecto de O y de 
razón K. 
NOTACIÓN :: 
.P'"=Hom.P(O;K) 


HOMOTECIA DE UNA FIGURA 


Dado un punto fijo O y una razón constante K se 
dice que una figura Ses la homotética u 
homotésica de la figura G, si para todo punto P” de 
G* le corresponde un punto P de 7, tal que P” 


OP' 
pertenece al rayo OP y op E 


A y 


Si VWP'e3'3unPeT/P'e OP y GE: 
entonces 3” es el homostético de <S , respecto de 
O y de razón K. 

> 5 =Hom.3(0;K) 
NOTAS : 
* Cuando K=1, las figuras coiciden totalmente por 
lo cual estamos ante una transformación identidad. 
* Cuando K=-1 ; la transformación es una simetría 
puntual o central . 
* Cuando K + 0, las figuras son denominadas 
semejantes, donde K es la constante de 
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proporcionalidad. ; OA in fp. 04” 

e z > Scuando K x 0 A'=Hom.A (o; 5) A"=Hom.A (o; de) 

* Dos figuras homotésicas son semejantes pero dos OA" OA" 
figuras semejantes no necesariamente serán  4”=Hom.A (0:34) SS Hom.A'(0; DA ) 
homotésicas. -: 


HOMOTECIA DIRECTA 
Dos figuras hometésicas tendrán homotecia directa 


GEOMETRIA PLANA ES 


* pero también podemos observar que : 


mE OA” 
A =1om.a(o; 22) 


si, kes mayor que cero .Si0<R<1,latransformación => Hom.A (0: 3)- Hom.A(0; e) Hom. a (0:77) 
es una reducción de la figura inicial . OA OA OA 
NOTA : 
De la figura : OA" _0A' OA" 
P OA 04 04' 


> Hom.P(0;r,)* Hom.Q(O;r¿)=Hom.P(O;r;,x r3) 


1 
: > SU; 2 entonces el producto de homotecias 
ap =E.-(0<K<1) 3'"=Hom.3(0;K) resulta una identidad. 


SiK > 1, la transformación es una ampliación de la - 1 p 
*Si Fa=- PS entonces el producto de homotecias 


1 
resulta una simetría. 


CON DIFERENTES CENTROS DE HOMOTECIA : 


——=K(K>1) 3'=Hom. 3 (0; K) 
HOMOTECIA INVERSA 


Dos figuras homotésicas tendrán homotecia inversa, 
si K es menor que cero. 


ES 3'=Hom.3(0;K) 


PRODUCTO DE HOMOTECIAS 
DE UN PUNTO : 
Es el producto de dos o más homotecias aplicadas 


a un punto. j 
CON UN MISMO CENTRO DE HOMOTECIA : 


=T, .02P"_ . OsP" _ 
A AG 


r3 


* del teorema de Menelao para el APP'P” se 
O,P' O,P"  O¿P 


OP “O,P"*O,P” > 


cumple 
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O¿P una simetría central. 


y E SN PR 
OPA O OBS CON DIFERENTES CENTROS DE HOMOTECIA : 

> P"=Hom.P(0g;rg)=Hom.P(Og;r,xr2) , » 
*Pero : , E 7'-Hom3 (0:04) A 9*-Homx (0,247) 
> Hom.P(O,;r,)* Hom.P(O,;ra) =Hom.P(Oy;r;, * Ty) 
donde O,;0, y Oy están alineados (colineales). 

*Si ra =- el producto de homotecias es traslación 
1 
paralela a la recta determinada por OO. 
1 
5 A el producto de homotecias es una 
1 
simetría, cuyo centro de simetría es colineal con 
O, y Os. 

LIZA Ñ O, O, O, 
DE UxA FIGURA E Del teorema de Menelao para el triángulo AA'A” 
Es el producto de dos o más homotecias aplicadas O,JA' O,A” 0.4 
a una figura. A 


OA “OA “O,A" 
entonces los centros O,; Oy y Oz son colineales 
>Hom.3(0,;r,) * Hom.3'(O,;r,)=Hom.3(0y;r3) 


CON UN MISMO CENTRO DE HOMOTECIA : 


donde T3=",xT2 Y O,30» y Oz son colineales 


s 1 X 
*Sia r¿=— asumimos entonces que el producto 


r 
$ Hom. (0; an ) de homotecias resulta una traslación (r,xr¿=1). 
= A ¿QA 
3"=Hom(0; O )=Homz(o; 3 ) 
OA, OA OA" 
=Hom.5/0; 91) Hom; 0r) Horn. e(o; os) 
NOTA : 
* De la figura : 
Si 3"=Hom.Z(0,5r,)* tom, 2) 
1 
í > 5"=Tras.3(0,0,;d) 
3'=Hom.T (0:25) 3"=Hom7|0; 24) * Pero ; 
OA OA' , 
OA' OA" a 24-014 -,_1>4=00 ES 
Hom [0; 24.) *Hom.t 0; 24; )=Hom:3(0;-1) 0/02 0,4" r; As r 
Si es que r, xT9=- 1 > Hom.3(0,;r,)* som. 0,; 2.) -Tras.5(0,054) 


=> Hom.3(0;r,)* Hom.3'(0O;r,)=Sim.3(0) 
entonces el producto de dos homotecias cuyas Donde d=0,0, 1-1 
razones son inversas y de signos contrarios nos dará Tr; 
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als o “significa que el producto de 


resul una simetría central. 


O,A' _0,A" 
Sea "OA 3 Ta OLA spero el teorema 


recíproco de Menelao para el AAA'A” 

O,A" OA" OSA” _ 

O,A “OA “OyAr 

Los puntos O; O, y O, son colineales , más al decir 
O,A" ¿OA _ 
O,A “O, A 


Si 


=1, 


que :7,xT3=-1> 


OA” _ - 
OA > => |O¿A|=|O¿A | 
concluimos que $<G” es el simétrico de GS respecto 
de Oy. 


7"=Hom.3(0,;r,)* Hom.x(0, ; =) 
1. 


Asumimos que 


3"=Sim.5(0,) 

> Hom.3(0,:r,)* Hom. ro 2) Sim.3(0y) 
Donde O, ;O, y O, sl ¿olineales. 
TEOREMA En y 


ADA 
Dos pares de puntos homólogos de dos figuras 
homotéticas, respectivamente, determinan rectas 


A 
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No a 
Si P'=Hom.P (0:24) y Q=1ome[0; 9) 


> PQ //PQ 
La trasformación puede ser una homotecia Directa 
o Inversa. 


FIGURAS HOMOTÉTICAS 


1) Se dice que dos figuras son homotéticas respecto 
aun punto 0 ; si a cada punto A de la primera figura 
le corresponde un único punto P ; de la segunda 


figura tal que O e AA' y la razón A permanece 


constante. 


=Fentonces r y F'son 


figuras homotéticas directas , donde F se trasporta a 
FF" mediante la homotecia H(0 ; r) . 
0M'_0N'_0P"_0 

o0M'_0N"_0P"_08'_ al =Rentonces F y F' 
son figuras homotéticas inversas tal que F se 
transporta a pr” mediante la homotecia inversa 
H(0; - K). 


2) En dos figuras homotéticas , el segmento que une 
dos puntos A y B de la primera figura y el segmento 
que une sus correspondientes puntos homotéticos 
A' y B' de la segunda figura , son paralelos y la 
razón entre sus longitudes es per a la razón de: la 
homotecia. ] 


En figura dado que —— 


entonces los triángulos OAB y 0 A' B' son semejantes 
de donde se deduce que : de 
AB//AB y 2-4. g 


NOTA : OA AB 


Dos figuras homotéticas son semejantes, pero dos 
figuras semejantes no necesariamente son 
homotéticas. 

3) La figura homotética de una circunferencia es otra 
circunferencia cuya razón de homotecia es la razón 
entre sus radios. 

* Circunferencia no concéntricas : 


Sea C el centro de la circunferencia C, y O el punto 
elegido como centro de homotecia , €” de C, así 
como el homotético P* de un punto P cualquiera de 
C, mediante la homotecia H(0 ; k); entonces por 


propiedad a , luego C*P*=k(CP) de lo anterior 


se deduce que C*P” es igual a una constante; por lo 
tanto el conjunto de todos los puntos P*. del plano 
tal que C"P"=constante, es una circunferencia C,. 


* Circunferencias concéntricas : 


Para dos circunferencias concéntricas el centro 0 
es el centro de homotecia directa e inversa , dado 
que: 


4 ya” son los puntos homotéticos de A 
respectivamente. 


TEOREMA : > 
Dado un triángulo 4,4,A,; sean M,M, y M, los puntos 
medios de los lados AzA¿; A¡Az y A¿A, 


respectivamente ; H,; H, y H, los pies de las alturas 
trazadas de A,; A, y A, respectivamente y N,; N, y N, 


Los puntos medios de A,H; AH y A¿H 


respectivamente; los nueve puntos M; M,; My H; 
H.; Hy Ns N,5 N,; son concíclicos. 


CENTRO DE HOMOTECIA DE 
DOS CIRCUNFERENCIAS 


P y Q son centros de homotecia directa e inversa, 
respectivamente, de las circunferencias €, y €, de 


radios Y, y r¿ y centros O, y Oz, P; Q están 
situados en la recta OO, y satisfacen las relaciones: 


OP_r, —0Q_r, 
OP rg ON ra 
La recta que une los extremos de dos radios 


paralelos de €, y 8, respectivamente, pasa por el 


centro de homotecia (directo P o inverso Q), esta 
propiedad es fácilmente demostrable). La propiedad 
recíproca también resulta evidente, porque esta recta 
es la tangente común (exterior o interior) trazada por 
Po0Q alas dos circunferencias ; y por ser 
perpendicular a sus radios en el punto de tangencia, 
estos son paralelos, 


P Le) 


EJE DE MOMOTECIA 


TEOREMA DE D'ALEMBERT : 


Los centrós de homotecia directo de tres 
circunferencias dadas , consideradas por pares, 
pertenecen a una recta que se denomina eje de 
homotecia. 


A 
7 


P; Q y $ son punto colineales 

“g: eje de homotecia de €, ,€, y €z 
DEMOSTRACIÓN : 
Sean €,;€, y 8, donde P; Q y $ son los centros de 


homotecia directa de(8,;€,); (4,8) y (€,; G,) 
respectivamente , por lo tanto : 


POr 72, Q0; _r1 SOs _Y3 

PO, r; *Q0; r3" SO, ra 
Entonces : > PO) 20, _SOy 
PO, “20, “SO, 


y el segundo teorema recíproco de Menelao , para el 
20,030 los puntos P; Q y $ son colineales (cuya 
recta que las contiene es g eje de homotecia de 


eye). io 


PUNTO DE JERABECK 


Es aquel punto de la región interior de un triángulo, 
del. cual se pueden trazar segmentos congruentes y 
paralelos a los lados (cuyos extremos están en dichos 
no: B 
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Si JM//AC; JN //AB; JQ//BC y IM=JN=JQ 
entonces Y es uno de los puntos de Jerabeck del 
triángulo ABC. 


TEOREMA DEL CONJUGADO 
ARMÓNICO 


En todo triángulo, al trazar tres cevianas concurrentes 
(una de cada vértice y que no sean medianas); el 
conjugado armónico de uno de los pies de dichas 
cevianas respecto a los extremos de un lado es 
colineal con los otros dos pies. 


PRIMER CASO : 


Sean AM, BN y CQ cevianas concurrentes en O, 


además P representa el conjugado armónico de N, 
respecto de A y C. 


A N C P 
Entonces, Q, M y P son colineales. 
DEMOSTRACIÓN : 


Si N y P son conjugados armónicos de A y C, 
entonces: 


a Pi A ES y y 


y según el teorema recíproco de Menelao los puntos 
P,MyQ son colineales . 


SEGUNDO CASO : 


EDICIONES RUBIÑOS MEN 


Sean AM; BN y CQ concurrentes en O, Si P NOTAS : 
representa el conjugado armónico de N, respecto de d+ Para 0'+0 de BP, existen M' y N' de AB y BC. 


AC; entonces, Q; M y P son colineales. respectivamente; tal que la intersección de 


DEMOSTRACIÓN : MN" y AC será el conjugado armónico de P 


respecto de A y C; pero como este punto es único, la 


* SiN y P son conjugados armónicos respecto de —'! : 
intersección se da en el punto Q. 


AC. entonces: AN _ AP 


NT ION sen. (1) 
* Del teorema de Ceva (segundo caso) : 
BQ CM AN_ 
AQ x BM x a A 1440) 


—— 2 2-1 2 1 En un triángulo ABC, las cevianas AN; BP y CM son 
concurrentes; si AS; BP yCR también son 


Basándonos en el teorema recíproco de Menelao 
fsemundo coso)aparaél AC alos panlor 0: My concurrentes, entonces las rectas AC; MN y RS son 
: A ' : concurrentes. ¿3 B 


P son colineales. $ R 
NOTA : 


Si P es el conjugado armónico de Q respecto de 4p, 
entonces M; N y P son puntos colineales. 


L ¿Lo y Ly concurren en Q. 
d% Si P es punto medio de AC entonces las rectas 


RS, MN y AC son paralelas. 


APLICACIÓN DE LA DIVISIÓN 


ARMÓNICA UN SEGMENTO e P o” 
ALAS 
AP _40 Z 1% 12 


Si 5AS mn. esto significa que P y Q dividen 
PC CQ 
CUADRILÁTERO COMPLETO 
En todo cuadrilátero completo, las rectas que 


contienen a sus diagonales se intersecan en puntos 
armónicos de dichas diagonales, respectivamente. 


armónicamente al AC . 


M, 
N 


A PC 
Py Q son conjugados armónicamente respecto del 
ACi¡por lo tanto, para P solo existe un único 
conjugado armónico que es Q y viceversa 


(AP + PC). 
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BMDN: cuadrilátero completo respecto al AABCD. 
AC; BD; MN: diagonales del cuadrilátero 
completo BMDN. 


P y $ : dividen armónicamente a 4C- 
Q y $ : dividen armónicamente a yy . 
Py S : dividen armónica mente a BD: 
DEMOSTRACIÓN : 
De los teoremas de Menelao y Ceva . 
* Para AMBN : dado que MC ; BO y NA son 


Cevianas concurrentes, AS y BQ dividen 
armónicamente . 

* Para el AABC: al ser MC; BD y AN cevianas 
concurrentes (exteriormente), P y S dividen 


armónicamente a 4C - 


* Ahora solo falta demostrar que P y Q dividen - 


armónicamente a BD. 

Para el triángulo POS , "AN es una recta secante, 
mientras que A y C dividen armónicamente a pg 
Basándonos en el teorema de configuración 
SD; PN y qc son concurrentes al ser O el punto 
de concurrencia . 


Según el teorema de Ceva y Menelao, para APQS, 


las rectas NB y SD dividen armónicamente PQ. 
Por lo tanto, P y Q también dividen mónicamente a 
BD- 

TEOREMA : 

Todo triángulo, al trazar tres cevianas concurrentes, 
los puntos de intersección de las rectas que pasan 


por dos pies, de dichas cevianas, con la prolongación 
del lado que contiene al tercer pie, respectivamente, 


son colineales. 


Sean AM, BN y CQ cevianas concurrentes en O, 
asumimos que B R y $ son colineales. 


DEMOSTRACIÓN : 


: B 
ESAN Cc 
Sabemos que : 
CN_ CR NA _AR 
NA =AR (Div. armónica de AC) >= CN CR 


* Análogamente para BC y AB , tenemos 
CM_ CP E BS 
O e y aa E 
* Multiplicando convenientemente, tenemos : 
NA CM «BR_ AR CP BS 
CN MB QA CR BP AS 
* Del teorema de Ceva para el AABC., 
NA. CM .BQ_ = 15% 
CN” MB Ga 
Según el segundo teorema recíproco de Menelao, 
P;RyS son colineales. 
TEOREMA : 


En todo triángulo escaleno, los pies de dos 
bisectrices interiores y el de la bisectriz exterior 
trazada desde el tercer vértice son colineales, 


, respectivamente. 


: bisectriz exterior 


BQ 


> N; M y Q: son colineales. 
DEMOSTRACIÓN : 
En el AABC del teorema de la bisectriz interior para 


AM: BM_AB 

MC a 
* Para CN : 

¿AÑ5S AC 


BN "BC A a 0 


EDICIONES RUBINOS [anos 


* Del teorema de la bisectriz exterior, para BQ 
—— aesecirisaroncosoosososso( MAL) 


* De (2); (ID) y (ID): 
BM_AN CQ_AB_AC BC_ 


MC "NB AQ AC BC AB 


y del teorema recíproco de Menelao, para el AABC, 
N; M y Q son colineales. 


TEOREMA : 


En todo triángulo escaleno, los pies de las bisectrices 
exteriores trazadas de los tres vértices son colineales. 


Si AB>BC>AC 
AN 
BQ 
CM 
> M;N y Q son colineales. 


DEMOSTRACIÓN : 
Del teorema de la bisectriz exterior 


: bisectriz exterior (BC) 
: bisectriz exterior (AC) 


: bisectriz exterior (BA) 


* Para AN 
BN AB 
CN y nnemecanieme (1) 
* Para BQ 
cQ_BC 
AQ AB AO $0 
* Para CM. 
AM AC 
e mirad 


* De (D); (1D) y (MI) : 
BN, CQ AM_AB BC. AC_ 


CN" BC” BM AC AB BC 


Del segundo teorema recíproco de Menelao, 
concluimos que M; N y Q son colineales. 


HEN HOMOTECIA 
TEOREMAS DE 
CONFIGURACIÓN 


Sean L¡ y Lg mediatrices de ACyAB. 
respectivamente, entonces O=%/n Lz (O es 


circuncentro del AABC. Al prolongar AB y AC, 


estos intersecan a Li y La en M y N, 
respectivamente. 


*Enel AABC : 

m<AMQ =maBMQ=a 

m<aMAQ =90" — a 

a ANH=m<«ANH=0 
* En el AANC: maCNH =m<«ANH=0a 
> El cuadrilatero NBCM es inscriptible (1) 
(m<BNC=m<CMB=2x) 

AABC O es circuncentro => BO=0C 
OBSERVACIÓN : 


Si BO=0C y MO es bisectriz de maBMC': 
entonces el cuadrilátero BOCM es inscriptible. 
ENTONCES: 

* Cuadrilátero BOCM : inscriptible 

* Cuadrilátero COBN : inscriptible 

Por lo tanto, del teorema de configuración, para las 
conclusiones (1); (11) y (AMI), los puntos N; B; O; C y 
M son concíclicos, es decir, pertenecen a una 
circunferencia (circunferencia de Mannheim). 


TEOREMA DE PAPPUS 


Sean A; B y C tres puntos que pertenecen a la recta 
z 1 Y D; E y F tres puntos que pertenecen a la recta 


Go Si P=AENBD;Q=BFNCE y R=AFNCD entonces 
O y R son colineales. 


los puntos B 
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B Q y:R:: son puntos colineales.. 
DEMOSTRACIÓN : 


Prolongamos AE y BF hasta que se intersequen 
en L. Observamos, además, que M y N son los puntos 
de intersección de CD  conBF yAE, 
respectivamente. 

Utilizando el teorema de Menelao en el AMEN , 

* Para la recta BD : 


LP ND MB 
NP MD” LB (1D 
Análogamente 


* Para la recta CE : 


ansosass( LL) 


arunnrsncrcanioss 


* Para la recta AF : 
A e ecc 1H) 

* Para la recta AC : 
LA _NC_MB_ 
AN MC LB 

* Para la recta DF : 


Bocaconcesonmosoncsocnanpidiós (TV) 


e PA habarnaccrcononns (v) 


* Entonces de ()x(1Dx(MID=(1VIx(V) « 
LP _ ND MB LE. NC QM LA RN MF 
— —A — E A __— E _ __ A LD A A — 
NP MD LB” EN MC QL 


LA NC 
= 


Por el teorema recíproco de Menelao en el ALMN 
los puntos P; R y Q son colineales. 

TEOREMA : 

Dado que los puntos A; E y C, pertenecen a la recta 


7, y E ByD,alarecta Ly; si AB/ED y EF //BC 
entonces AF//CD 


A 


Si AB//ED y EF//BC => AF //CD 
DEMOSTRACIÓN : 


ZA 


Sea: Ly NL:=0 


A 
* Para EF //BC : qe Se AA (11) 
* (1) entre (M1) : oc_o 
OA OF 


Del teorema recíproco del corolario del teorema de 
Thales para el AAOF: AF//CD 


TEOREMA DE BLANCHET 


En todo triángulo , los pares angulares formados 
por una altura y los segmentos que resultan al unir 
el pie de dicha altura con los pies de dos cevianas 
concurrentes con ella tienen igual medida. Dicho 


punto de concurrencia es distinto aun vértice. Si By 
altura, AM Y CN Ccevianas y BH, AM y CN son 
concurrentes en O, 
> m4 BHN=m<BHM 
B > 
M 


A H 
Si BH altura, AM y CN cevianasy BH, AM y CN 
son concurrentes en O, 


> m<x BHN=m<xBHM 


(EDICIONES RUBIÑOS PEL 
DEMOSTRACIÓN : 

* Por B trazamos la recta 2//AC, así resulta que 
HB 1 2 - Posteriormente , prolongamos HN y HM 


que intersecan a 2 en Q y P, respectivamente. 
Los triángulos QBN y HAN son semejantes y 


* Así también, los triángulos PBM y HCM son 
semejantes , por lo que : 
E 
* Del teorema de Ceva para las cevianas 
AM, BH y CN 
AN BM CH 


NB *x ma” HA? tenido nooo raiaalo (AAA) 


Como en.el triángulo POH (HgBes altura y 
PB=QB), resulta que : 
AQHP es isósceles y a=f4P 
> m<QHB=m<xBHP 

NOTA :' 
El teorema de Blanchet también se cumple cuando 
las cevianas AM y CN son exteriores; en este caso, el 
punto de concurrencia O está en la prolongación de 
BH. Se cumple, así, que 

> ma0HN=ma0HM 


PROBLEMA 1 : 
Dada dos circunferencias secantes, trazar por uno 
de los puntos P de intersección una recta, tal que la 
longitud de una de las cuerdas sea 1/3 de la otra. 


RESOLUCIÓN: 


ña] C 
Trazamos AG tal que Be AC 


En AC ubicando M tal que MC=3(AM) 
A es centro de homotecia de razón 1/4 


=> PP"_3 


AP 
Por L trazamos LR 


Por teorema AR//CL 
Por corolario del teorema de Thales 


- RL €s la secante pedida. 


PROBLEMA 2: 

Demostrar que dos triángulos no congruentes son 
homotéticos, si los lados de uno son paralelos a los 
correspondientes lados del otro. 


RESOLUCIÓN: 


cr - rr 10) 
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ABI) DE; BC //EFyAC // DF 
EOSHABO: > ADEF 


DE DF EF. 
=> 4ACO -= ADFO 


=>4BCO AEFO(L.A.L.) 
Luego mx EOF=mx BOC 
-. B, E y Oson colineales. 
Luego 
AABC y ADEF son homotéticos con centro de 
homotecia O. 


AB/¡DE; BC//FD y AC// FE 
=> ¿ABC ¿EDF 


A¿ACO =AEFO 

OF 0E_EF_ 1 
ñ OC OA AC K 
omo 


co BC 
DO FD =Kym<x0OFD=m=xOCB 


=>4BCO —aADFO(L.A.L:) 


Luego 
m<FOD=mxBOC 
-B, O y D son colineales. 


Loss ¿ABC y 4EDF son homotéticos con centro 
de homotecia O. 
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- QA 


(7 En un triángulo ABC recto en B esta inserito en 


el cuadrado MNPQ, tal que NP//AC si BM y BQ 


intersecan NP en E y F respectivamente si NE=1cm, 
FP=4cm. Calcular AQ//AN . 


AJ1 B) Ja C) Y3 
En un triángulo ABC de incentro la 


circunferencia inscrita es tangente a pc en N, sea M 


D)2 EJ4 


el punto medio de BC la recta MI interseca AN en 
Q. Calcular AQ/AN. 

A)1 B)0,5 D)0,25 
(78) En la figura , se muestran los cuadrados ABCD 
y CEFG. Si m4 ECD=40", calcule la medida del 
ángulo que determinan EG y BD. 


1 


C) 3 E)2 


B [e] 
G 
F 
A D 
AJ40" B)50" C)60* D)J45” EJ65” 


En un trapecio isósceles ABCD de bases 


BC y AD las diagonales se intersecan en P. 
SiAD= 10cm, BC=4cm calcular CD si en el triángulo 


ABD se inscribe el cuadrado PORS (Q yR en 
AD y S en AB. 
A)J3 B)J4 C)5 D) 3/2 E) 5/2 


En un trapecio rectángulo ABCD recto en Cy D 
si BC=CD y la m4BAO=60", en AC se ubica el 


punto F tal que la distancia de Fa AD es 4cm, 
Calcular la distancia de Fa AB. 

A)2 B)2 C) 2/3 D) 3/3 EJ 6 
En un triángulo ABC se inscribe el cuadrado 
MNPQ tal que NP //AC y en el triángulo NBP se 


EDICIONES RUBINOS 


A biz 


My MOJO TECIA 


inscribe el cuadrado RSTU tal que ST //NP. Calcular 
el lado del cuadrado menor si AC=b y NP=a 


2 2 

ANab BliJab a pe ye 

a+b a a 

(0) En la figura mostrada, m<ABC=80". 
Calcule m< ADC, si 0,B//0,M. 


B) 100? 


C)90"  D)130* 


A) 80* E) 140” 
(63) Sean ABC un triángulo acuntángulo y D un 


punto en su interior, tal que (AC)(BD)=(AD)(BC) y 


E (AB)JCD) 
m< ADB=90"+m=<ACD, determine (ACNED) 
AJ1 B)2 C)4 D) Ja E) 2/2 


09) Sean M, N y P los puntos medios de los lados 
BC, AC y AB (respectivamente) del triángulo ABC, y 
sea Q que pertenece a AM y sean D y E en AB y 
AC tales que QE// BN y QD//CP, calcular 
CE+AD, 

AJ1 B) 2 D)J2,5 


C) 1,5 E)0,5 


0 ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos 


medios de un segmento, tal que uno de los extremos 
permanece fijo mientras el otro recorre una 
circunferencia dada? 

AJUn segmento B) Un punto  C) Un eclipse 
D)JUna circunferencia E) Un círculo 


(05) En un triángulo ABC se traza la recta secante 


que interseca a AB, BC y la prolongación de AG 
en M ,N y Q. respectivamente luego se construyen 
los paralelogramos MBNS y MAQP. Por Q se traza 


QL //MS que interseca a PM en L ya psenR si 
ON=2MN calcular QR/RE . 

AJ1 B) 2 C) 1,5 
(E) En una recta 2 y se ubican los puntos Q ,R y 
S (RS>QR) diámetro QR y RS se 
semicircunferencias $, y Y2 hacia un mismo lado 


D)J2,5 E)4 


trazan 


de y la tangente común exterior interseca a 2 
en P desde P la secante en PABCD. A yBen g,;C 


y Den g¿(M y N son los puntos de tangencia en 


$1 y Fa)si la mDN—-mAM=20" , calcular la 
ma APM. 
AJ5” B)J10" C)15" D)20" EJ40* 


(E) Sean M ,N y P los puntos medios de los lados 
BC, AC y AB(respectivamente)del triángulo ABC , y 
sea Q que petenece a AM ,Da AB yEa AC tales 
que QE//BN y QD//CP. Si I es la intersección de 


AM y CP, calcular ANIQ . 
A)J3 B)2 C) 1,5 D) 2,5 E) 4 


(E) Dado un triángulo acutángulo ABC cuyos lados 
reflejan la luz , indique dónde debería estar situada 
exactamente sobre el lado AB una fuente luminosa, 
de forma que el rayo emitido después de reflejarse 
sucesivamente en los otros dos lados retornará a la 
fuente. » 

A) En el punto'medio de AB 

B) En el pie de la bisectriz interior trazada desde C 
C) En el pie de la altura trazada desde C 

D)En el punto de tangencia de la circunferencia 
inscrita con AB. 

EJEn el punto de tangencia de la circunferencia 
exinscrita relativa a AB con dicho lado. 


(3) Si construimos cuadrados externamente sobre 


los lados de un paralelogramo , entonces sus centros 
son vértices de un . 


A) Trapecio B) Paralelogramo 
C) Rectángulo D)Trapezoide simétrico 
E) Cuadrado 


Go) Dado un triángulo ABC se trazan las, medianas 


AM BN y CQ los cuales concurren en G luego en 
GM se ubica el punto Í y por dicho punto se trazan 


las rectas lym paralelas a BN y CQ 
respectivamente los cuales intersecan a AC y AB 
enEyF, si EF intersecan a 4 en Y. Calcular la 
altura 44, 

AJ 


A) 0,5 


B) 0,25 C) 0,33 D) 0,66 E) 0,4 


RELACIONES MÉTRICAS 


Para el estudio de la relaciones métricas entre los 
elementos de los triángulos, es indispensable saber el 
concepto de proyección. 


PROYECCIÓN ORTOGONAL : 


La proyección ortogonal de un punto sobre una recta, 
el pie de la perpendicular trazada desde dicho punto 
a la recta. Asimismo, la proyección ortogonal de un 
segmento sobre una recta es el segmento que une las 
proyección ortogonal de los extremos del segmento 
dado. 


P*: proyección ortogonal del P sobre 7 
AB": proyección ortogonal de AB sobre 7 
EN EL TRIÁNGULO RECTÁNGULO : 


de AH > Proyección AB desobre AC. 
he HC => Proyección BC de sobre AC. 


l7 eS 
E 


de dicho ca ho cal 


CAPI TULO 


25 


ID) En ios triángulo rectángulo, la suma de los 
cuadrado de las longitudes de los catetos es igual al 
cuadrado de longitud de la hipotenusa (teorema de 
Pitágoras). 

A 
111) En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la 
longitud de la altura relativa a la hipotenusa es igual 
al producto de las longitudes de las proyecciones de los 
catetos sobre dicha hipotenusa. 


h?i=mn 
TV) En todo triángulo rectángulo, el producto entre 
las longitudes de los catetos es igual al producto entre 


las longitudes de la hipotenusa y la altura 
relativamente ala hipotenusa. 


ac=bh 
PROPIEDADES 
1) 
n= 
HH mM 
x= mn 
2) 


EDICIONES RUBINOS 
* Si: P Q y T son puntos de tangencia.. 


> x=2/R.r 


* Si: P y Q son puntos de tangencia 
> PQ=MN 


5) 


EOI 


EE 


>a =m”"-n 


RELACIONES MÉTRICAS EN 
LA CIRCUNFERENCIA 


TEOREMA DE LAS CUERDAS : 


Si en una circunferencia se tienen dos cuerdas secantes, 
se cumple que el producto de las longitudes. de los 
segmentos determinados en una cuerda es igual 'al 
producto de las longitudes de los segmentos 
determinados en la otra cuerda. 

] B 

P 


(AT)TB) = (PINTO) 


q 
A 


TEOKEMA DE LA TANGENTE 


Si desde un punto exterior a una circunferencia se traza 
una recta tangente y una recta secante a ella, entonces 
el cuadrado de la longitud del segmento tangente es 
igual al producto de las longitudes del segmento 


secante y su parte extrema. 
* En el gráfico, se cumple 
T 
P 
(PT)? = (PM)(PQ) 
Q 
M 


an RELACIONES METRICAS L 
TEOREMA DE LAS SECANTES 


Si desde un punto exterior una circunferencia se trazan 
dos rectas secantes a ella, se cumple que los productos 
de las longitudes de un segmento secante y su parte 
externa son iguales. 


* En el gráfico, se cumple 


B 
A 
P 
a (PB)(PA)=(PR)(PQ) 
R 
T 
OBSERVACIÓN: 


PT: segmento tangente 
PB: segmento secante A 
PA: parte externa. 


PROBLEMA 1: 
Calcular “AB”. B 
A) 12 

B) 14 

C) 16 


D) 18 
E) 20 ANAL, Cc 


RESOLUCIÓN: 
* Por la relación métrica adecuada en un triángulo 
rectángulo, se obtendrá del ABC : 
B (9/5 )?=y(y- 12) 
> 405 = y? - 12y 


915 


Xx 9N5 > y? - 12y -405=0 
> (y- 27) (y+15)=0 
ÁS H y-12 € >y=276 y=-15 
y 
* Además : x%=12y > x*=12x27 > x=18 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
En unl trapecio rectángulo la base menor y la altura 
mide 8 y 14 respectivamente. Hallar la medida de la 
base mayor, si la diagonal menor es perpendicular al 
mayor lado no paralelo . 
A) 20 B) 30 
RESOLUCIÓN: 


C)J29,5  D)J32,6  EJ35 


14? =8(x -8) 
> 196=8x —64 
> x=32,5 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
En el gráfico mostrado , calcular “ 


DR=8 y RT=2. Además : DQ=5AQ. 
A)4 

B)3 a 

C) 4,5 
D)5 
E) 3,2 


RESOLUCIÓN : 
*Sea: AQ=a > DQ=50a y DA=4a 
* Por relaciones métricas en el +» .DTQ : 


RQ*=RTxDR 
230% 2x8>b=4 


* E-DRQ--DPA: 


> 1=5(4)=3,2 D .sa.0 AGO 
RPTA;: “E” 
PROBLEMA 4: 


Si ABCD es ún cuadrado, calcular medida de su lado, 
si se sabe que FA=4 y ira Cc 


RESOLUCIÓN: 


* Por aejaciones métricas en el L.FPD : 

Cc («-3)P=4xXx 
> 1? -6x+9=4x 
x  =>x*-10x+9=0 
> (x-9íx-1)=0 

x=9 


RPTA: *“C” 
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PROBLEMA 5: 


Siendo “O” y “O,” centros, PQ=4uyQS=9u, hallar 
“AQ”. 


A 
B) 5 
D) 8 A B 
E) 10 O, 0 
RESOLUCIÓN : 
* Si: AO > diámetro 

=> m<AQO=90" 


BG, 


* Si: AB > diámetro y 0Q LAT >AQ=QT=x 
* Por teorema de la cuerdas: 
ATyPS: 4x9=xxx >x=6u 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 6 : 


Una hoja rectangular de papel , de 20cm . de ancho y 
30cm . Delargo, se dobla de tal manera que dos vértices 
opuestos coincidan. ¿Cuál es la longitud del doblez? 


aj Vi3cm. 32 li3cm. O Tem. ES O Bones 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el rectangular : 


* Haciendo el doblez: 


(30—m) 
20. 
e RM 
“——————— 30 ————=. 
* Observamos en : 
AMN'M : Por Pitágoras: 
20%+m?=(30 -m)? > mE 
* Entonces : 
MN=30- ÓN MN=2 


*AMNR': Por Prágorasos 


EDICIONES RUBIÑNOS llyá AS 


PRE CIIGIDA 


ug 


(7) Los lados de un triángulo miden /2;/6 y /8. 
Calcular la longitud de la menor altura. 

AJ/2/2 B)6/2 CI/2  DJJ6  E)J8 

De la figura: AB=20, BC=22 y r=7. 

Calcular CT. B ¿E 


A D 
B) 17 E) 20 


D) 24 


A) 15 C) 21 


Los radios de dos circunferencias ortogonales 
miden 3 y 4. Calcular la longitud de la cuerda común. 
A)23 B)J22  CJ48  DJ24  E)J2,5 


((62 Calcule la medida del inradio de un triángulo 
rectángulo, si la hipotenusa y la altura relativa a la 
hipotenusa miden 10 y 24/5, respectivamente. 

A) 1 B) 2 Cj2,5 DJ15  EJ3 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B. La circunferencia inscrita es tangente a AC enD. 
Calcular (AB)(BC), si: (AD)(DC)=10. 

A) 5 Bj 10 C) 15 D) 20 E) 30 

(75) En urrtrapecio isósceles, calcular la longitud 
de la proyección de una de sus diagonales sobre la 
base mayor, si la suma de las longitudes de sus bases 
es 12. 

A)3 B) 4 C)5 D)6 E)9 


El producto de las longitudes de las bases de 


un trapecio isósceles es 64. Calcule la longitud del 
radio de la circunferencia inscrita en dicho trapecio. 


A)2 B)2/2 C)J3  D)3/2 EJ4 


ABCD es un rectángulo, BH=2 y HC=8. Calcule 


el valor de “x”. (T' es punto de tangencia) 
YE . 


el 


(6s3 MES RELACIONES METRICAS 


A)30”  B)53%/2 C)37/2 D)J53”  E)36" 


En un trapecio rectángulo ABCD 


(m<A=maB=90"), cuyas diagonales 
perpendiculares se intersecan en P. Si: 


CP=1, CD=465 y BC<AD, calcular AP. 
AJ2 - B)28 C)J3  DJ35 EJ4 
(0) Según el gráfico, AT=2 y TC=. 
Calcular AB. (T es punto de tangencia) 


B O 


A)J2  BJ3  C)1 D)JV/3S EJ/2 


En un triángulo ABC se traza la mediana BM, 
luego AP. perpendicular a BM (P e BM). Si: 
AP=3 y AC=10, calcular CP. 

AJ2/13  B)/73 C)/61  D)/70 EJ8,5 
a En un triángulo ABC, recto en B, se traza la 


ceviana BM, tal que: maBMC-m<BCM=90", 
además (AM)(AC)=18. Calcular AB. 
AJ9  B)6  C)6/3 D)3V3 E)3 


(E) Calcular la longitud de la altura relativa a la 


hipotenusa de un triángulo rectángulo, sabiendo que 
el producto de las longitudes entre la hipotenusa y 
las distancias del pie de dicha altura a los catetos es 
343. . 

A)8 Bj6 C)9 D)J5 E)7 

(E) En un triángulo rectángulo la mediana relativa 
a un cateto de longitud 2/6 se interseca 


perpendicularmente con la mediana relativa a la 
hipotenusa. Calcular la longitud de la hipotenusa. 


aJJe  B)2/6 Cj3  D)6 
(13) Calcule BO, si: AB=1 y BC=8. 


E) 9 
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03" BJ2/3  C)4/3 D)J8/3 E)2 


En la figura: A, B y C son puntos de tangencia, 
mDAC=mCB, DC=10, BC=8. Calcule AB. 


A)10 - B)11  C)12 D)13  E)14 
En la figura: AD=BE y BD=EC. 
Calcular “a”, B 


AN 
AJI  B)2  C)8 D)J4  EJ5 Sic 
 CJ45* 
(72) En la figura: A y B son puntos de tangencia, AS AN NN 
AB=3(BC), BD=3. Calcule AD. E ná ASA 


(Es) En la figura: 


mANB=mBC, AM=MB, MN=DE y AD=43 . 


Calcule AM. B 
C N. 
A A, D 
A)J4  Bj5  Cj6  DJ7  EJ8 A C 
En la circunferencia: AC=2(CD), BE=EC, BF=J2. 
Calcule CD. BIS 


ME BEE AE RNE 


03) En la figura: T es punto es tangencia y 


AC=2(AT). Calcule “x”. 


T P 


A)1 A 


C 'B 


A)45" B)30%  C)60%  D)J53%  EJ37 


L CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTICA! 


y y De E 


RELACIONES MÉTRICAS EN EL 
TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


TEOREMA DE EUCLIDES : 
PRIMER CASO: 


En todo triángulo,el cuadrado de la longitud del lado 
que opone a un ángulo agudo es igual a la suma de 
cuadrados de las longitudes de los otros dos, menos el 
doble del producto entre las longitudes de uno de ellos, 
con la proyección del otro sobre o 


* En el gráfico, se 57 


* Para: a<90* 
a*=b*+c*-2bm NS 
OBSERVACIÓN: 


* En el ls AHB:m=cCos a 
* Entonces: a?*=b?*+e? - 2bcCosa “ley de Cosenos” 
SEGUNDO CASO : * 


En todo triángulo obtusángulo, el cuadrado de la 
longitud dellado que se opone al ángulo obtuso es igual 
a la suma de cuadrados, de las longitudes de los otros 
dos, mas el doble del producto entre las longitudes de 
uno de ellos con la proyección de otro sobre aquel. 


* En el gráfico, se cumple: 


* Para: a>90" 


E 


OBSERVACIÓN : 
* En el ls AHB: m=cCosq: 
* Entonces: a*=b*+c? - 2bcCosa “ley de Cosenos” 


Reconocimiento de la Naturaleza de un Triángulo 
* Datosel triángulo ABC, donde AB=c, BC=a y AC=b " 
siendo a>b>c, entonces se verifica que: 
DSi: a?<b?+c? => el AABC es acutángulo 
1D) Si: a?=b*+c? >el AABC es rectángulo 
IN) Si: a?>b*+c? => el AABC es obtusángulo 


TEOREMA DE STEWART 


A C 
————— d ————— 

Si BF es una ceviana entonces se verifica la siguiente 
relación: 

cn+alm=x?b+bmn ocres (B) 
OBSERVACIÓN : 
Si el triángulo pe axtecclos con: a=c la expresión (f) 
se reduce a: a*=x*+mn 


TEOREMA DE LA MEDIANA 


La suma de los cuadrados de las longitudes de dos lados 
de un triángulo, es igual al doble del cuadrado de la 
longitud de la mediana relativa al tercer lado, más la 
mitad del cuadrado de la longitud de dicho tercer lado. 


* En el gráfico, se cumple 
* BM mediana B 


Y) at+e?= 2x1? o 
OBSERVAOI ON : 


Siendo las medidas de las medianas Im,, My, Y M, 8€ 
Cumple que: 
(m,)'+(m, PP +(m,)?= Htatrbtge ) 


TEOREMA DE HERO. 


En todo triángulo, la longitud rales 0 
al producto entre el doble de la inversa de la longitud 
del lado al cual es relativo con la raíz cuadrada del 
producto del semiperímetro y las diferencias de este 
con las longitudes de cada uno de los lados. 


cd el gráfico, se cumple : y ES 


> Jplp— al(p-b)(p-<) 


* Donde p es A 


POR 
2 
CALCULO DE LA BISECTRIZ 
INTERIOR 


En todos los triángulo, el cuadrado de la longitud de 
una bisectriz interior, es igual a la diferencia entre, el 
producto de las longitudes de los lados adyacentes a 
dicha bisectriz y el producto entre las longitudes de 
los segmentos determinados por dicha bisectriz en el 


lado al cuál es relativo. Y << 
Y e 


a A 


CALCULO DE LA BISECTRIZ 
EXTERIOR 


P= 


* En el gráfico, se cumple 


x=ac—-mn 


En todo triángulo, el cuadrado de la longitud de una y 


bisectriz interior, es igual a la diferencia entre, el 
producto de las longitudes delos segmentos 
determinados por dicha bisectriz' determina en el lado 
al cuál es relativo, y el producto entre las longitudes 
de los lados Lena a: dicha bisectriz. 


driláte o (convexo, cóncavo alabeado), la 
cuadrados de la medidas de los lados es 
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diagonales más cuatro veces el cuadrado de la mediana. 
S Z 


A D 


(AB)? +(BC)*+(CD)?*+(AD)*=(AC)*+(BD)*+4(MN) 


PROBVEMAS 


PROBLEMA 1: 
Calcular “ax” 
A) 9 9 
B) 10 
C)8 
D)J6 
E) 7 MENA E 
RESOLUCIÓN : 

* Aplicando el a de la mediana” 

5x* 


E —=> 200==5 


13 


9%+13*=2x%*+ 
>1x*=100 => x=10 


PROBLEMA 2: 
Calcular “a” 


A) 13 
B) 10 
C) 15 
D) 17 
E) 14 


RPTA: “B” 
13 


«14 —oja-7b] 
e 211 

RESOLUCIÓN:: 

* Por teorema de Stewart : 


21x?*=14(20)"+7(13)* -14(7)(21) 
* Dividiendo todo entre 7 ; 


_3x*=2(20)P +13? — 14(21) 
>1%2225>x=1f nera. => 


PROBLEMA 3: YES 
Hallar BM. Si: el diámetro de AC mide 107 


AD= e AM=MD, DN=NC 


- EEN 


EDICIONES RUBINOS 


B 
A65 
B)6 
C)7 
D)8 54 a 
E) 9 

N B 

RESOLUCIÓN : A 
* Datos AC=10 
* Pitágoras DLABC 4 C 
A a A 
* Por teorema de la mediana: sn > 
da E Rod am 
* Reemplazando (1) en (11): 10? =2x?+28 > x=6 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 4: 
En un rombo ABCD se ubica el punto medio P de 
BC, tal que AP?+PD*=250. Hallar AB 
A)6 B) 8 C) 10 D) 15 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: 

AP? + PD*=250 

Da 4D O ccccccccaiciarara (1) 


E) 20 


* Ahora por teorema 


de la mediana: 


Ls eclaláañda (1) en UD) 


"o gy2 
2502 L=10 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 5: 
Los lados de un paralelogramos miden 15 y 20, la 
diagonal mide 17. Calcular la medida de la otra diagonal. 
A)24 B)J27 C)J30 D)31 E)36 
RESOLUCIÓN : $ 


* Por teorema de la mediana en el AABC : 


2 2 

17 
16*+20%=2(5) ALE 
2 2 


* Resolviendo : x = 31 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Los lados de un triángulo miden 7m, 15m y 20m. 
determinar que clase de triángulo es y luego hallar la 
proyección del lado menor sobre el lado mayor. 
A) 6 B) 7 C) 7,2 D) 5,6 
RESOLUCIÓN : 
* Para saber que clase de triángulo es, tomamos el 
lado mayor que es 20 y comparamos: 202 con 152472 
como: 400>225+49 entonces el triángulo es 
obtusángulo . 


E) 6,4 


* Para hallar la. proyección del lado menor sobre el 
mayor entonces de preferencia dibujamos el lado mayor 
de base y proyectamos el lado menor sobre el lado 
mayor; “n” es la proyección pedida. 


* Aplicamos el primer caso del teorema del Euclides 
ya que a<90*, entonces : 
15%=7*+20? - 2x 20n > n=5,6 
RPTA: “D” 


(3 En la figura, calcular “x” 


A) 1 
B) 1/2 $ 
C)2 

D) 1/3 

E) 3 Ex 


RT E 


- (2) Enla figura, calcular “x” 


2 
(3) En la figura , calcular “h” 


12 


(O) Enla figura, calcular "g” 


A) 15" 

B) 30" 7 

C)37 

D) 45” 
E) 5328 
(5 En la figura, calcular me” 
a) 7 e 
B) 2,5 


C) 2 
D)3 


E /Ti 
(6 Enun triánpúlo isósceles ABC, AB=BC; la altura 


AF intersecta a la altura BH en el punto O, si OB=5 
y CH=1. Calcular OA . 


AJ2/3 BIS CI J6 DWNT EJA 
(5) Calcular PQ, si AB=21; R=17 y r=10. 


A) 6 
B)8 
C) 10 
D) 12 
E) 16 
(3) En un paralelogramo ABCD, AB=2 y BC=4. 
Calcular la suma de los cuadrados de sus diagonales. 
A) 40 B) 42 C) 46 D) 48 E) 50 
(£3) Calcular los lados de un triángulo rectángulo , 
sabiendo que el segmento que une el baricentro con el 
incentro mide 8 y es paralelo a uno de los catetos. 

A) 72:86 y 110 B) 72; 96 y 120  C) 54; 96 y 90 
D) 54:86 y 110 E) 60; 80 y 100 

(5 En un triángulo rectángulo un cateto y la 
hipotenusa se diferencian en 6 , si el inradio del 
triángulo mide 3. Calcular la longitud de la hipotenusa. 
A) 10 B) 12 C) 13 D)14 — EJ15 


EDICIONES RUBIÑNOS 


OBJETIVOS : 


Al finalizar esta unidad el alumno será capaz de : 
de Proyectar un segmento sobre otro . 


de Estudiar la aplicación de la semejanza de 
triángulos, para relacionar longitudes de segmentos 
y medidas angulares. 


de Saber aplicar las fórmulas de las relaciones 
métricas en el triángulo rectángulo 


de Aplicar las fórmulas de las relaciones métricas 
en los triángulos oblicuángulos 


de Conocer las relaciones métricas entre los 
elementos lineales de los triángulos y familiarizarse 
con las aplicaciones de estas relaciones en 
demostraciones y la solución de problemas . 


de Simplificar mediante teoremas , las relaciones 
entre figuras geométricas semejantes. 


de Determinar el tipo de triángulo en base a las 
medidas de sus lados . 


de Resolver problemas de relaciones métricas en 
triángulos. 


INTRODUCCIÓN : 


A diario nos damos cuentas que en nuestro entorno 
ciertos fenómenos o sucesos están relacionados de 
alguna manera. Por ejemplo en la naturaleza influye 
en los cambios de estado del agua ; en la sociedad, 
todo cambio en lo político y en lo económico esta 
relacionado con los cambios sociales. 

Así mismo analizar u observar diversos objetos nos 
damos cuenta que sus dimensiones se relacionan 
entre si de acuerdo a la forma que presentan dicho 
objetos. 

Es así, como en las figuras geométricas 
estudiaremos las principales relaciones entre las 
longitudes de las líneas que se asocian a ellas; las 
cuales también eran usados por el hombre en la 
antigúedad para poder hacer diversas medidas 
angulares o longitudinales relacionándolos con 
determinadas figuras. 


RELACIONES MÉTRICAS 


Para el estudio de la relaciones métricas entre los 
elementos de los triángulos, es indispensable saber 
el concepto de proyección : 


PROYECCIÓN ORTOGONAL 


La proyección ortogonal de un punto sobre una recta, 
es el pie de la perpendicular trazada desde dicho 
punto a la recta. Asimismo, la proyección ortogonal 
de un segmento sobre una recta es el segmento que 
une las proyección ortogonal de los extremos del 
segmento dado. 


P' : proyección ortogonal del P sobre L 


A'E' : proyección ortogonal del AB sobre L 


% La proyección ortogonal del punto **P” sobre la 
línea recta “0 ” es el punto “Q”, llamado pie de la 
perpendicular PQ sobre dicha recta “0 ”. 


Donde: —«Q» —> Proyección 
PQ > Proyectante 
CONSECUENCIAS : 


de 


GEOMETRIA PLANA a 
MN > Proyección de PQ sobre “1”. 


£ 


pe A 2 mr 
Donde: PM -> Proyección de PQ sobre “1 ”. 
qe 


e 


Donde : M-> Proyección de PQ sobre “1 ”. 
h 


Donde : 1 > Proyección de PQ sobre “4 ”. 
% B 


A: oo C 
Donde : AH Proyección de AB sobre AG - 
HC > Proyección de pg sobre AC - 
RELACIONES MÉTRICAS EN EL 
- TRIÁNGULO RECTÁNGULO 
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AH y CH: Proyecciones ortogonales de. ABy y BC 
respecto a AC respectivamente. SE 
Además: DXABH =—IXBCHÍxACB 
TEOREMA 1 : Sid 


En todo triángulo rectángulo , el cuadrado de la 
longitud de un cateto es igual al producto de las 
longitudes de la hipotenusa y la proyección ortogonal 
de dicho cateto respecto a la hipotenusa . 


patgráco faF=mxa] y 


DEMOSTRACIÓN : 
> e*=bxm] 
DSABC BHO => Ez 


TEOREMA 2.2 


En todo triángulo Mectángulo.. el cuadrado de la 
longitud de la altura relativa a la hipotenusa es igual 
al producto de las longitudes de las proyecciones 
ortogonales de los catetos respecto de dicha 
hipotenusa. 


De la figura , se cumple : h?=mn 


DEMOSTRACIÓN : 
> [hP=mxn] 


b 
DañBcoDaHB >= 
c m 


DanB haa > T=* 
h n 


TEOREMA 3 :? 


En todo triángulo rectángulo , el producto de las 
longitudes de sus catetos es igual al producto de las 
longitudes de la hipotenusa y la altura relativa a dicha 
hipotenusa . 

Del gráfico , se cumple : aXc = bxh 


DEMOSTRACIÓN : 


DCABCIMBHC 


EDICIONES RUBIÑSOS (lados 
TEOREMA 4 3 


En todo triángulo rectángulo , el cuadrado de la 
longitud de su hipotenusa es igual a la suma de los 
cuadrados de las longitudes de sus catetos. Este 
teorema lleva el nombre de teorema de Pitágoras, 
en honor a que demostró esta propiedad del triángulo 
rectángulo . 
Del gráfico, se cumple : a?+c*=b* 
TEOREMA 5 : 
En todo triángulo rectángulo , la inversa del cuadrado 
de la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es 
igual a la suma de las inversas de cuadrados de las 
longitudes de sus catetos . 
De la figura , se cumple : 

1 1 


1 
HTA 


a 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por teorema sabemos ca=bh elevando al cuadrado 
la relación anterior: 


CATS ir t (1) 
* Del teorema de Pitágoras , sabemos : 
Badr coocrncono A (1) 
* (MI) en (1) : 
dae=(d+c*)h? 
1 _(at+e?) 
Ja 


TEOREMA 5 : 


En toda semicircunferencia el cuadrado de la 
longitud de-una cuerda , consecutiva al diámetro , al 
producto de longitudes del diámetro y proyección 
ortogonal de la cuerda respecto a dicho diámetro . 


P 


Am —H d ¡ B 
Enla figura AH es proyección ortogonal de la cuerda 
AP, respecto del diámetro AB. | 
Se cumple : 

é=dxm 
DEMOSTRACIÓN : 
* Siunimos P con B mediante un segmento de recta, 


m< APB=90"; luego , en el Ez APB por relaciones 


PNN_RELACIONES METRICAS 


métricas se cumple que el cateto AP es media 
proporcional con el diámetro y su respectiva 
proyección ortogonal . 


(AP)?=(AB)x(AH) > ¿=dxm 
TEOREMA 6 : 


En toda semicircunferencia , el cuadrado de la 
perpendicular trazada desde un punto de ella hacia 
el diámetro es igual al producto de las longitudes de 
los segmentos determinados por el pie de la 
perpendicular en el diámetro. 


P 


En la figura PH 1 AB 
Se cúmple : 


> (PHJ=(AH)HB)> 


* DEMOSTRACIÓN : 
2+* Si unimos A con P y luego P con B mediante 


segmentos de recta , entonces < APB=90", luego 
por relaciones métricas en el Ex APB la altura PH es 
media proporcional con las proyecciones 
ortogonales (AH y HB) de los catetos AP y PB 
respectivamente con lo cual quedará demostrado el 


teorema. 
>[1*=mxn ] 


(PH)?= (AH)(HB) 
TEOREMA 7 : 
Dadas dos circunferencias tangentes exteriores , la 
longitud del segmento tangente común exterior a 
dichas circunferencias es igual a dos veces la raíz 
cuadrada del producto de los radios de dichas 
circunferencias . 


Si TM y N son puntos de tangencia 
=> |MN=2/Rr 
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eS 


Mos Dado que los centros y el punto de 
tangencia son colineales ; entonces, 0,0,=R+r . 
Sea R >r 


* luego trazamos OH 1 om 
-=>0,H=MN=t y O,H=R-r 


rr, 


* En el ES.0,HO,: por el teorema de Pitágoras 
2=(R+r)?-(R-r)? 


* operando : P£=4R x r >|MN=2/Rr 


OBSERVACIÓN : 


anterior 
(558,):(8;5%, )y (8 ¡S,) se cumple, 


pepe civamente 


Analógamente al caso para 


pe _MN=2 Rxr e ales > QN=2/pr 


TRIÁNGULOS PITAGÓRICOS 


Se llama triángulos pitagóricos a aquellos triángulos 
rectángulos donde las longitudes de sus lados son 
números enteros y positivos . 


mi e n* 
2mn 
mé-n* 
Donde: «m y n» son números enteros 


positivos (m>n) 
CASOS PARTICULARES 2 
1) z n +1 
n-1 2 
Es 
4 n 
Donde : “n'” esimpar y n>1 


=1 


2 
También; n < ds 


mn) 
E k+ 
k*-1 e 


2k 
Donde: *“R” es impar y k>2 
Tambien : 2k<k?-1 
ALGUNOS TRIÁNGULOS 
PITAGÓRICOS 


LS 20 $ 
5 27 

E Ro 65 $ Ls 85 
63 77 


e 5 


En todo triángulo rectángulo , se cumple que el cubo 
de la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es 
igual al producto de las longitudes de la hipotenusa 
y las proyecciones ortogonales determinadas en los 


EDICIONES RUBIÑOS 


catetos por los segmentos parciales determinados 
en la hipotenusa por el pie de la altura. 


4 H 

AH 
AM: proyección ortogonal de AH respecto 
de AC. 
BN: proyección ortogonal HB respecto de BC 


DEMOSTRACIÓN : 
* De la figura, sabemos que : 
(AH)?=(AC)xa a (BH)?=(BC)xb 
* Multiplicando se tiene : 
(AH)? (BH)?=(ACHBC)xaxb o.oooocccocoooo.. (1) 


* Pero : (AH)(BH)=h* y (AC)(BC)=c.h 


* Reemplazando en (1) : h*=chab > EN 


DEMOSTRACIÓN : 


OBSERVACIÓN : 
Elevado al cuadrado : 


(ACI=c(AH) » Aca 
* es decir ; 


(AC)I'=c?x (AC)xa ? 
> (ACI=c*x a => (ACIAZ xa? 
* Analógaméente : (BC)?*=c**x b?* 


* Como : (AC)'+(BC)=c? 
* reemplazando obtenemos : 


(Ve P=(La 4 (Vb Y? 


7 
LE ON 


EI IAEA 


Dr?=r?+r? ID rb=r,c+r,a 
1H) 0/03=r/2 IV) d(O; BH)=r3-r, 


DEMOSTRACIÓN : 


ESABH nm ExBCH Es ACB 
> c=r,Xk; a=raXk;b=rxk 
I) Como e+al=b? > r xk? +rixki=r? x h? 
> ritri+=r? 
I) eP=(r,x k)e;a?=(rz x hja;b*=(rx k)b 
lr, x c)k+(ra x a)k=(rxb)k >r, xc+r, xa=rxb 
1) E.0,HO, : O,H=r,/2 y O¿H=r, x/2 
> (0/0, )=(0,H)”+(0,H7 
>3(0/0,)” =2r] +2r=21? 
=: 0/0,=r/2 
TEOREMA 10 3 


a' x/2 Az b 
* Del gráfico : m*=ax= ESB (1D 


2 x= 
=bDx— ccoceonesos 
n x 3 


sapissosss (1) 


* Multiplicando (1) y (A): 
2 bxx? 


(mxn 4 


* Además los dos triángulos rectángulos 
sombreados son semejantes , entonces : 
m _x/2 a? 
—=— mMmxXNn=— 
x/2 n 
* De estas dos últimas expresiones : 
2 2 
2 a 
E bxz* >E:=axb 
4 4 4 


> |r=2/Jaxb 
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TEOREMA 11 : 


* Sumando (1) y (1): 
ri+ri=k? (at+c?)=k*xb? cnccccacionanons (IV) 
p? 
* Igualando (11) y (IV): rf +r3=r? 
TEOREMA 12 : 


E a a 
Y 


¡Xe+roaxa=rxb 


DEMOSTRACIÓN : 
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* En el gráfico: [XABH LxABC= IxBHC 
* Entonces : 1 =T=k 


* Podemos hacer : 


r, 
L=k>r¡=0xk>r,x0=0? xh comes (1) 
e 

A 

=h=ri=axk=> rm x=? xReoomionsos anses (11) 


¿> r=bxk => rxb=b? xke. cescorasos (DI) 


* Sumando (1) y (II) : 

ryxc+ryxa=k(a*+0?) > r,xc+r,x a=b?x Ba... (TV) 
pl 

* Igualando (II) y (IV) : r,xe+r3x a =rxb 


TEOREMA 13 2 
Si a y b son las longitudes de las flechas o sagitas. 


R 


TEOREMA 14 2 


En “n” circunferencias, se cumple : 


TEOREMA 15 : 


Existen «n» semicircunferencias , se cumple: 


TEOREMA 16 : 
En la figura , se cumple : 


EDICIONES RUBIÑNOS 


MS RELACIONES METRICAS 


DEMOSTRACIÓN : 
: m 


e 


Q 


n 
* Por el teorema de pitágoras : 
q e E y? 
O OS 10) 
b"=2"+q 
2_,2,,2 
=y + 
A AA 
n?=x*+q 


* De (1) tenemos :a?*+b? =(y?+2?)+(3?+g?) 
* De (II) en esta última expresión: 

da +b?=m?*+n? 
TEOREMA 17: (DE DOSTORK) 
En dos triángulos rectángulos semejantes . 


bxg=axn+cxm 
DEMOSTRACIÓN : 


* Como estos dos triángulos rectángulos son 
semejantes, establecemos inmediatamente la 
siguiente serie de razones iguales. 


* Hacemos : 
a=nxk > axn=n?xB commmccasmoso (1D) 


e=zmxk => cxm=m?xR momo (TI) 


b=qgxk > bxq=q* xk aesorserensesorsas (LTL) 
* Sumando (1) y (1): 
axn+texm=k(mi+n?)=q?xR ome (IV) 
IX _ 


a? 


* Igualando (HH) y (AV) concluimos: 
axn+cxm=bXq 


RELACIONES MÉTRICAS EN EL 
TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


TEOREMA DE LAS PROYECCIONES : 


En todo triángulo , la diferencia de los cuadrados de 
las longitudes de dos lados es igual a la diferencia 
de los cuadrados de las longitudes de sus 
respectivas proyecciones ortogonales respecto al 
tecer lado . 

PRIMER CASO : 


TRIÁNGULO ACUTÁNGULO 


* En la figura: 0<90* y a<90* 

AH y HC: Proyecciones ortogonales de AB y BC 
respecto a AC. 

* Se cumple : la? -c*=m*-—n? 
DEMOSTRACIÓN : 

* Por el Teorema de Pitágoras 

EBHC: a?=m*+(BH)? 

EABH: c*=n*+(BH)? 

* Restando (1) y (ID) : 

d-2=m- 
SEGUNDO CASO : 
TRIÁNGULO OBTUSÁNGULO 
B 


— fl ——= 


A AI 
En la figura : 0>90" 


AH y HC: Proyecciones ortogonales de AB y BC 


respecto a AC respectivamente . 


GEOMETRIA _ PLANA ES 


RENE STE 
DEMOSTRACIÓN : 
* Por el teorema de Pitágoras : 
IX BHC: *=4+(BH)? 
0 Rs ABH: c*=1*+(BH)? 
* Restando (1) y (ID) : 
al-e=82 2 
TEOREMA DE EUCLIDES 
PRIMER CASO : 


En todo triángulo , el cuadrado de la longitud de un 
lado que se opone a la medida de un ángulo agudo, 
es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes 
de los otros dos lados más el doble producto de las 
longitudes de uno de ellos y la proyección ortogonal 


del otro sobre aquel . 
Y) 


Si 0%<a<90" , se cumple 
Expresión geométrica : 
Expresión trigonométrica : 


DEMOSTRACIÓN : 


*NBHC; por el teorema de Pitágoras: 


A A (1D 
¿BHA ; por el teorema de Pitágoras: 
EVEN RA (1 


2 1 
ia 


A 


=0%+0*+2bm 
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ILBHA: cosa==> m=ccosa 


* Reemplazando en la expresión geométrica : 
a?t=b*+0? —- 2bccosa 

Esta es la expresión trigonométrica , conocida como 

LEY DE COSENOS . 


SEGUNDO CASO ? (EUCLIDES) 


En todo triángulo , el cuadrado de la longitud de un 
lado que se opone a la medida de un ángulo obtuso, 
es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes 
de los otros dos lados más el doble producto de las 
longitudes de uno de dichos lados y la proyección 
ortogonal del otro sobre aquel . 


Si: 90* <a <180*, se cumple : 
Expresión geométrica : a?*=b*+c*- 2mb 
Expresión trigonométrica : 


DEMOSTRACIÓN : 


PS 
m b 
ÍSBHC ; por el teorema de Pitágoras : 
A=h? (bem) cccicccacccnoncannons (1) 
5 BHA; por el teorema de Pitágoras: c*=h?+m? ... (1) 


* (1) - (1): 
a ?=h?*+b%-2bm + m* - h? -m? 
> =b*+0? +2bm 


COMO RECONOCER LA ? 
NATURALEZA DE UN TRIÁNGULO 


Siempre que : a> b > c y exista el triángulo. — 


a 


EDICIONES RUBINOS llyas p 


TrráyGULO KRECTÁVGULO 2 
Cuando se cumpla que : a?=b*+c? 
TRIÁNGULO ÁACUTÁNGULO 2 
Cuando se cumpla que : a?< b?+e? 
TriáxGULO OBTUSÁNGULO 2 

Cuando se cumpla que : a?> b?+e? 
EJEMPLOS : 


5 


3 Y  ARectángulo 
4 
7 
y 12) A Acutángulo 
6 
7 
3 D)  AObtusángulo 
5 
TEOREMA DEL COSENO (O DE 
CARNOT) : 


En todo triángulo , el cuadrado de la longitud de un 
lado es igual suma de los cuadrados de las 
longitudes de los otros dos lados menos el doble de 
producto de las longitudes de dichos lados y el 
coseno de la medida del ángulo determinado por 
ellos . 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por el teorema de Euclides : 
AABC :a?=b*+c? - 2bmM occcmooonoonoo (1) 
* Pero en el Es AHB;m=c.cos 0 
. Reemplazando en): 
a?=b?* +0? — 2bc x cos 
*En la figura , se cumple : 
a?=b?+c? — 2bcxc080 
Donde : 0?<8<180* 
OBSERVACIÓN: 


Si el cuadrado de la longitud del mayor lado de un 
triángulo es menor , igual o mayor a la suma de los 


EA RELACIONES METRICAS 


cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, 
entonces dicho triángulo será acutángulo , 
rectángulo u obtusángulo respectivamente . 


TEOREMA DE STEWART 


En todo triángulo , la suma de los cuadrados de las 
longitudes de los lados adyacentes a una ceviana 
interior multiplicados con las longitudes de los 
segmentos parciales opuestos a dichos lados 
determinados por la ceviana en su lado relativo es 
igual al producto del cuadrado de la longitud de dicha 
ceviana con la longitud de su lado relativo más el 
producto de las longitudes de dicho lado y el de los 
segmentos parciales . 


———0w 


C 


mm —=3l 


Hd 


En la figura gp: Ceviana interior del A ABC relativa 
al lado AC . 


AB y BC: Lados adyacentes a la ceviana interior BD. 


AD y DC: segmentos determinados por la ceviana 
interior BD en el lado AC. 


Se cumple : 


DEMOSTRACIÓN :; 


* Por el teorema de cosenos : 


AABD : c?=x?+m? - 2xm 0080 cosnsononoornooo (1) 


ABDC': al=x*+n*? - 2xnc08(1807 -0)o.ucicionoors (1) 


Como : cos(180*” - 6)=- cosó 


* Reemplazando y multiplicando (1) y (1D) por n an 
respectivamente se tiene : 


h 
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GEOMETRIA PLANA 1v5s 
Pn=xén + m?n- 2xmnx 0080 aumccrsesrs (aa) 
am min? m-—2xmn( —cos6)... 


* Sumando (111) y (AV) : 
Cn +am=x(m+n) +mn(m+n) 


*r A» o . 
. Ente igura: m+n=b 
NOTA : > en+alm=x*b+bmn 

Cuando la ceviana es exterior se cumple : 


OTRA VERSIÓN DE STEWART : 


a? b=a?m+cón—-mnb 


DEMOSTRACIÓN : 


. * Aplicamos el teorema de Euclides ; 
AABD: e o = 2D) eoressaissresanccón: (1) 


> a m+cn=mnb+x*b 


> | 
TEOREMA DE LA MEDIANA 


TEOREMA DE APOLONIO : 


En todo triángulo , la súma de los cuadrados de las 
longitudes de dos lados es igual al doble del 
cuadrado de la longitud de la mediana relativa al 
tercer lado más la mitad del cuadrado de la longitud 
de dicho tercer lado . 


B. 


L— Cc AL b—= 
A AA > 


Enla figura, Bm : Mediana relativaa 4C AB y BC: 
lados adyacentes a la mediana BM . 


2 
Lar 


DEMOSTRACIÓN : 
* Del AABC: Por el teorema de Stewart 


ele) (gara) 


bp? 
> cra?t=2m2+ 


2 
EJEMPLO : 
B 
bp? 
A TA 
a at+c"=2x"+ 3 
A >, 81 
HS 


b E 
DEMOSTRACIÓN : E 
* Aplicando el teorema de Euclides : SS 


, | 
AABM: e*-(3) cet 2(5)amo DE 


ABMC: at=(2) +mi+2(2 Jano ama) 


o ES 
Lao 


EDICIONES RUBIÑNOS 


d0Y) NA RELACIONES METRICAS 


* Sumando (1) y (II) : 


TEOREMA DE BOOTH 


En todo triángulo la suma de los cuadrados de las 
longitudes de sus tres medianas es igual a los tres 
cuartos de la suma de los cuadrados de las 
longitudes de sus tres lados . 


AM, BN, CQ : medianas del AABC. 
Sea: BC=a , AC=b y AB=c . 


Se cumple : AM*+BN*+CQ*=(atrbtre?) 


DEMOSTRACIÓN : 
* Del teorema de la mediana se cumple : 


a? 
c7+b?=2(AM? )+ S Ir rom Y $ 


2 
lo .- (11) 


era?= 
e? 
a?+b?*=2(0Q? AX ATA 


* Sumando (1), (1) y (MI) se obtiene : 


2 2 
2(a?+0*+0?)=2(AM*+BN*+CQ*) A 
> AMP+BN +00 = (a 4btr o? ) 
NOTA : 


Como G: baricentro 


2 2 2 
> AG=5AM; BG=BN y cG=5C8 


* Reemplazando en el teorema anterior : 


AG*+BG*4+CG*==(a*+0*+0*) 
(2do teorema de Booth) 


TEOREMA DE LA PROYECCIÓN 
DE LA MEDIANA 


En todo triángulo se cumple que el doble producto 
de las longitudes de la proyección ortogonal de una 
de sus medianas sobre su lado relativo y dicho lado, 
es igual a la diferencia de cuadrados de las 
longitudes de los lados adyacentes a dicha mediana. 


UNS 


Exa 
: a?- e*=2bx 
DEMOSTRACIÓN : 


* En las ecuaciones del teorema de la mediana, 
restamos (11)- (1); obtenemos : 


a? — c*= 2b(HM) 
E 


la? a | 
NOTA : > la? —-c*=2bx 


En el caso de que el triángulo sea obtusángulo, 
también se cumple el teorema anterior . 


RELACIONES MÉTRICAS EN 
LA CIRCUNFERENCIA 


TEOREMA DE LAS CUERDAS :< 


Al trazar en una circunferencia dos cuerdas secantes 
en un punto interior, se cumple , que el producto 
de las longitudes de los segmentos ACIeITanaDes 
en cada cuerda son iguales . 


GEOMETRIA PLANA les 


1 


q aX b=x X y 
DEMOSTRACIÓN : 


C 


A 


AAEC=ADEB: >2=2 
b y 


> 
TEOREMA DE LAS SECANTES 


Al trazar desde un punto exterior a una circunferencia 
dos rectas secantes , se cumple que los productos 
de las longitudes de un segmento secante y su parte 


externa son A 
AS 


edad 


DEMOSTRACIÓN : 


ds os DE LA TANGENTE 
eat: un punto exterior a una circunferencia 


HEN 


2 recta tangente y una recta secante-, se cumple, 
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que el cuadrado de la longitud del segmento tangente 
es igual al producto de las longitudes del segmento 
secante y su parte externa . 


* SimBM=2f8 => maN=m< ABM=f 
* Luego : AABM = AANB 
> A a“=ab 


TEOREMA I > 


Si desde un punto de una semicircunferencia se traza 
un segmento perpendicular a su diámetro , se 
cumple que el cuadrado de la longitud de dicho 
segmento es igual al producto de las longitudes de 
los segmentos determinados en el diámetro . 

E 


a 
a MA ===3 
En la figura, AB es diámetro y PH 1 AB; AH y HB 
segmentos determinados por PH en el diámetro AB. 
* Se cumple:  x?=mn 
DEMOSTRACIÓN : P 


A 


EDICIONES HOBISOS WES EN RELACIONES METRICAS 


* Se completa la circunferencia y se prolonga PH En la aa P, es el punto de intersección de dos 


hasta Q. lados opuestos . 

* Por simetría en la circunferencia : PH=HQ =x PByPC : Segmentos determinados por P enel 
Teorema de las cuerdas : x?=mn lado BC. 

TEOREMA IT 2 PA y PD:Segmentos determinados por P en lado AD. 


Al prolongar dos lados opuestos de un cuadrilátero Si: ab =mn 

inscrito o inscriptible de modo que se intersequen, => DABCA: inscriptible 
se cumple , que el producto de las longitudes de los DEMOSTRACIÓN : 

segmentos determinados por el punto de 
intersección en dichos lados son iguales . 


En la figura, AABCD: inscrito o inscriptible. Pes el  *En la figura, los triángulos APB y CPD tienen en su 
punto de intersección de las prolongaciones de vértice P un ángulo de igual medida. De la condición 


te ab=mn, se tiene 
BCyAD. ma > nxki m=bxk 


Se cumple : ab=mn m 


z * Por el segundo caso de semejanza : 
DEMOSTRACIÓN: AAPB=ACPD > m< BAP=m< DCP=4 


OABCA: inscriptible 
TEOREMA DE FAUKE 


A ON 


A 


* Como el GABCD es inscrito o inscriptible , al 
prolongar dos lados opuestos, PCB y PDA serán 
secantes a la circunferencia circunscrita a dicho 
cuadrilátero . 

* Por teorema de las secantes : ab=mn 


TEOREMA MIT : 


Si al prolongar dos lados opuestos de un cuadrilátero 
convexo hásta que se intersecan , se cumple que el 
producto de las longitudes de los segmentos 
determinados por este punto en dichos lados son 
iguales; entonces, el cuadrilátero será inscriptible . 


4R*=a +b*4c*4+d? 
DEMOSTRACIÓN : 


* En el triángulo reciángulo sombreado , 2 el 
teorema de Pitágoras : 


GEOMETRIA PLANA [pinos 


ES -R?- [ate] E >] 
E 2 2 
ES 4R*=(a+c)t+(d-b)? 
> 4R=a yb 4d i+Zac — ZA eonarnccnos (1) 
* Pero por el teorema de las cuerdas : 
TO AAA AAA y 1 1) 
* Reemplazando (11) en (A): 
4R*=a?+b%4+c*4+d*+2ac- 2ac 
> 4R*=a*4+b*+c*+d? 
TEOREMA DE EULER 


x¿=R(R - 2r) 


DEMOSTRACIÓN : 


* En el gráfico notamos que: 
MI=R-=x]. 
EN Masies sesos (1) 

* En la circunfere 

cuerdas : mxn=MIXIN ...omiorooissossoros 

* Reemplazafdo ") en a: 

E o mxn=(R-— x)x(R+x) 

s he > mxn=R a? cumaccccincanso (TI) 


Roi 2 =R -2Rr > x=R(B-2r) 


pop mayor por el teorema de las 


ssareansososonans sos (1) 


A 'CICLOPEDIA 2012 


d*=4R (r, - 1) 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por teoría “M” es punto medio de TÉ. 
* En elA OJE , por el teorema de la mediana: 
2 
a+ y*=2R%4+=> prnnennonenanos a) 


* Por el teorema de Euler: 
xX=R?- 2Rr 
* Reemplazando (11) en (1): 


2 
R?-2Rr+R*+2Rr,=2R 4% 
a 


y*=R?+2Rr, 


2 


Pano = 
TEOREMA DEL 
METACENTRO 


* G» Baricentro del AABC. 
* O» Circuncentro del AABC. 


d?=R? A 
g 


EDICIONES RUBIÑOS 


EN RELACIONES METRICAS 


DEMOSTRACIÓN : 


En el gráfico : 
“H”» ortocentro; ““G*» baricentro 
* Por puntos notables , sabemos que : 
HG=2xG0O=2d 
* Aplicamos el teorema de Stewart; enel AAOQ : 
d*(3x)=y?x2x + R?xx—ax2xx3x 


¡0”» circuncentro: 


>3d*=2y?+R? 6x7 encrncccinnooss Y) 
* Por el teorema de Pitágoras en el Lx-OOC: 
SRA Lean a 


* Reemplazamos (11) en (1): 
3d*=2R? -a?*/24+R? -6x? 


2 a? 2 
> 3d =3R* - Gx AS (1) 


* Por teorema de mediana ; enel AABC: 
2 
- a 
de e?t=2(30) ¿E 
2, 
a? 


d?+e? 
MAA ii 
> é 3 6 (IV) 


* Reemplazando (IV) en (MI): 
3d?*=3R? Ea? > Edo E 
2 3 


6 
* Reduciendo al máximo : 


d?=R? Le SS ] 
9 


RECTAS ISOGÓNALES 


Son dos rayos coplanares a un ángulo que tienen 
como origen el vértice del ángulo y que son 
simétricos respecto a la bisectriz de dicho ángulo ; 
es decir, forman con los lados del ángulos dado, 
ángulos de igual medida. 


De la figura : 
OP bisectriz del « AOB 
OM y ON : rayos isogonales respecto del « AOB. 


Se cumple por definición : 

m< AOM=m<BON 
La bisectriz del ángulo es considerado una 
autoisogonal. 


Donde además : OM : conjugado isogonal de ON 
respecto al <«AOB. 

ON: conjugado isogonal de O M respecto al <«AOB. 
NOTA. : 


Encla figura OP: conjugado isogonal de OP 
respecto al < AOB . Por ello , toda bisectriz de un 
ángulo es conjugada isagonal de si misma respecto 
a dicho ángulo (línea autoisogonal). 


ISOGONALES DE ALGUNAS 
LINEAS NOTABLES 


1) 


11) 


111) 
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TEOREMA DE LAS ISOGONALES 


En todo triángulo , el producto de las longitudes de 
dos lados, es igual al producto de las longitudes de 
los segmentos isogonales respecto del ángulo 
determinado por estos lados , de modo que uno de 
dichos segmentos isogonales se determina con el 
tercer lado y el otro con la circunferencia circunscrita 


al triángulo. 


En la figura BP y BQ son segmentos isogonales 
respecto del « ABC. 


Se cumple : ca=xy 
DEMOSTRACIÓN : 
B 


* De la figura : 


AABP “AQBC (A.A.A.) 
ea 
>==2 
y a ó 
TEOREMA DEL PRODUCTO DE 
LOS LADOS 
En todo triángulo; el producto de las longitudes de 
los lados es igual al producto de las longitudes de la 
altura relativa al tercer lado con el diámetro de la 
circunferencia circunscrita a dicho triángulo . 


ac=h(2R) 


ca=xy 


DEMOSTRACIÓN : 


=(2E) 23 
22 [axe=h8n) 


DABHADsQBC => > 


TEOREMA DEL CÁLCULO DE LA 
BISECTRIZ INTERIOR 


En todo triángulo, el cuadrado de la longitud de la 
bisectriz interior.es igual a la diferencia de los 
productos de las longitudes de los lados adyacentes 
a dicha bisectriz y los segmentos determinados por 
dicha bisectriz en el lado al cual es relativo , 


B, 


A D 
H— M————N———, 


€ 
En la figura, BD: Bisectriz interior del A ABC 
relativa al lado AC. 

Se cumple : x?=ca — mn 

DEMOSTRACIÓN : 


* Se traza la circunferencia $, circunscrita al A ABC. 
* Por el teorema de las ed en Ya A ABC. 


AS Lal 


EDICIONES ROBIÑOS HS [NN RELACIONES METRICAS 


* Reemplazando (11) en (1): de la ceviana exterior , el cuadrado de la longitud de 


la bisecteriz W, se expresa como . 
ca=+mn > x2=ca -mn o Pp 


2 
NOTA :. Wi=cxa| b 5-1) 
Otra manera de expresar el cálculo de la longitud de (ca) 
la bisectriz se desprende del teorema de Stewart. El qa be Babe -W,. 
cuadrado de la longitud de una bisectriz (W,) se Donde: P= +1 53=" 


expresa como : 


PP 
[ b : 
unos ES Ea 8 a es e : N S 2 
TEOREMA DE LA BISECTEIZ ATA 


EXTERIOR EN EL TRIÁNGULO 


En todo triángulo , el cuadrado de las longitudes de 
una bisectriz exterior (cuyos lados adyacentes a la 
bisectriz sean diferentes en longitud) es igual a la 
diferencia de productos de las longitudes de los 
segmentos determinados por la bisectriz en el lado 
al cual es relativa y los lados adyacentes a dicha 
bisectriz. 


x= AC=MM snrrccaccerosnrnss (D 


RETO be An= O 


* Reemplazando (11) en (1) : 


tl 
oc (2 2) mu] 


> ea EIA 8 0 tele te] 


(a+e)? (a+c)? 
A PAE Sr he (1) (2p)(2p - 2b) 2 4acp(p-b) 
* Por el teorema de las secantes : ES s*=0e| (a+eP ]> E arer 


mn=x(x+y) >mn=x?+xY c..0o0o.ooo. (NM) 3 [Zacpíp 5) 
E leamos do o == (p-b 
* Reemplazando (11) en (1) : 2 a RN a 


mn=x"+ac > 2=mn-ac 
NOTA : 


También de manera análoga al cálculo de la bisectriz 
interior, aplicando el teorema de Stewart. Para el caso 


Jacíp - ajp-e) 


TEOREMA DE HERÓN DE 
ALEJANDRÍA 


En todo triángulo, la longitud de una altura , es igual 
al doble de la inversa de la longitud del lado al cual 
es relativa multiplicado con la raíz cuadrada del 
producto del semiperímetro del triángulo con la 
diferencia de dicho semiperímetro y la longitud de 
cada uno de sus lados . 


EZ 
Ela 


a=5Jpíp - ap -b)(p-c) 


DEMOSTRACIÓN : 


des 


DSAHB; hif=c? —m? cnsnisicncionos (1) 
* Por el teorema de Euclides ; en el AABC: 
a =bi4c? — 2bm 
* Despejando m: fenmos: 
-bi4e? a? 
= ——————— opuncnsonasanonaco LL, 
2b (1) 
* Reemplazando (1) en (1): 
hize? A -a? ) áN pat -(bi4c? a? y? 
2b 4b? 


a (Qbe+b?+o? —a?)(2bc-b?-e?ra?) 
A 
LAA ((0+c)* —a?)(a? -(6-0)*) 
ee E db? 
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ala+b-cNfa+c—b) 
db? 


> ni Pp (2p—2a)(2p - 2c)(2p — 26) 
46? 


> m=>/plp=aJp-b)P=e) 


* Análogamente se demuestra que : 


n.=2 [pt -a)Jp-b)p-e) 2.2 pt -a)Mp-b)p-c) 


RELACIONES MÉTRICAS EN 
CUADRILÁTEROS 


TEOREMA DE EULER +: 


ID) CUADRILÁTERO CONVEXO : 


En todo cuadrilátero , la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los cuatro lados es igual a la suma 
de los cuadrados de las longitudes de sus diagonales 
más cuatro veces el cuadrado de la longitud del 
segmento que une los puntos medios de dichas 
diagonales . Cc 


el hi= (a+b+e)l(b+e— 


Á D 
En la figura, AABCA : convexo . 


Si M y N son puntos medios de las diagonales AC y 
BD respectivamente. 


Se cumple : B 


al+b0+c0+d*=m?+n?*+4x?| 


En la figura, AABCD: no convexo. 


Si M y N son puntos medios de las diagonales AC y 
BD respectivamente . 


Se cumple: a%+5%+c?%+d?=r 


q hey 


Et 


EDICIONES RUBIÑNOS 


A] RELACIONES METRICAS 


DEMOSTRACIÓN : 


== 


* Por el teorema de la mediana : 


2 
AABC: a?+b*= 2Bmr+ E (1 
2 
AACD: c+ d?*=2(DM+ ..ccccccnancaooo (11) 
* Sumando (1) y (AD) : 
ar+b?+c?+d?=2((MB)?+(DM?))+n? coccnonos (111) 
* Por teorema de la mediana : 
2 
ABMD: (BM)?*+(DM)?= 2 dal ..(1V) 
* Reemplazando (IV) en (III) : 
2 
a?+b?4+c?4+d?= 2(2:%+2)+n* 


> la?+b%+c?+d*=m*+n?+4x? 
* Para el caso de cuadrilátero no convexo, la 
demostración es análoga . 


ll) CUADRILÁTERO ALABEADO : 


a?+b?+c?+d?=AC?+BD?+4MN? 


IN) ROMBOIDE : 


A 
2(a*+b? )=AC?+BD? 


IV) TRAPECIO 2 


LES 


a?+e?+2bd=AC? +BD* 


TEOREMA DE KROCHAT 7 


m?+n?=2(x?4 y?) 


TEOREMA DE PTOLOMEO 


En todo cuadrilátero inscrito o inscriptible, el 
producto de las longitudes de sus diagonales es igual 
a la suma de los productos de las longitudes de sus 
lados opuestos . 


AABCD: inscrito en la circunferencia g 
AB=a; BC=b ; CD=c ;AD=d AC=m y BD =n 
Se cumple: mn=ac+bd 
DEMOSTRACIÓN : 


* Trazamos pp; tal que ma ABE =m<DBC=08 


*Si AAE=1> EC=m-l 
AABE A DBC (A.A.A.) 


AA A A A anno 1) 
e n 

AEBC -A ABD (A.A.A.) 

pan A O cn (10) 
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* Sumando (1) y (II) : 
y Il - Nl 


a os 
OTRO HÉTODO DE acid : 


Sea ABCD el cuadrilátero inscrito en g-. 
Trazamos el segmento CF de manera que CF // DB. 


Entonces los triángulos ABE y  ACD son 
semejantes y + 
AB_ BE 
ac pc >4B*DC= =ACxBE ocuconooo. (1) 


* También son semejantes los triángulos ADE y ACB 


AD _ ED 
AC CB — => DAxCB 


* Sumando miembro a miembro (1) y (II) : 
ABxDC+DAxCB=AC(BE+ED)=ACx BD 
> ACxBD=ABxCD+ ADx BC 


TEOREMA DE CHADÚ 


En todo cuadrilátero inscrito en una circunferencia 
o inscriptible , tal que tres vértices son los vértices 
de un triángulo equilátero , entonces la distancia del 
cuarto vértice al vértice más alejado es igual a la 
suma de las distancias de este a los otros dos vértices 
del triángulo equilátero: 

z, e B 


1 son enices del triángulo equilátero ABC y P 
to vértice del cuadrilátero inscrito CABP . 


* Se cumple que : 

PA=PC+PB > 
DEMOSTRACIÓN : 
* En el cuadrilátero inscrito ABPC: del teorema de 
Ptolomeo :cxl =ax0+bx0 >c=a+b 


TEOREMA VII < 


El cuadrado de la longitud del lado de un triángulo 
equilátero es igual a la semisuma de los cuadrados 
de las distancias de un punto cualquiera de su 
circunferencia circunscrita, a los vértices de dicho 
triángulo . 


Siel AABC es equilátero 


CRTR 
z ; 2 +b"+c 
co 


DEMOSTRACIÓN : 
* En el ABPC : teorema de cosenos 
1?2=a?+b? — 2ab cos120? 


>1=a?+b? -2b(-2) 


> zal+bitab cccccnicaomeccoicsiecsoeos (0) 


* Se sabe por teorema de Chadú : c=a+b 


* Elevando al cuadrado : 


2_a?-p? 


c?=a?*+b2+20b> ab=" corso 1) 


* Reemplazando (HH) en (1): 


c-a?-p? 


1%=a?+b*+ > 20=20*+2b*+c? -a? e? 


Ez 
2 
TEOREMA DE PACKEIN 


En todo cuadrilátero inscrito o inscriptible en una 
circunfererencia , la razón de las longitudes de los 
segmentos determinados sobre una de las 
diagonales al intersecarse con la otra diagonal es 
igual a la razón de los productos de las longitudes 


EDICIONES RUBINOS 


de los lados que concurren a los extremos de dicha 


diagonal respectivamente . 


* En la figura CAABCD: inscrito en la circunferencia. 
AP=x ; PC=y 


* Se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : 


AAPD A BPC (A.A.A.) 
De la figura: % 4 == E a AA y) 
m b b 
ACPD -ABPA (A.A.A.) 
Vi y (ID) 
m a b 


* Al dividir las ecuaciones (1) y (11) obtenemos : 


E 
TEOREMA DE VIETTE 


SEGUNDO TEOREMA DE PTOLOMEO : 


En todo cuadrilátero inscrito o inscriptible en una 
circunferencia , la razón de las longitudes diagonales 
es igual a la razón de la suma de los productos de 
las longitudes de los lados que concurren a los 
extremos de cada diagonal respectivamente . 


id 


RELACIONES DIETRICAS 


En la figura AABCD: inscrito en la circunferencia. 
AC=m y BD=n 


* En la figura 
CM+MA=m y BM+MD=n 
* Por el teorema de Packein : 


hrornrrsonananas (1) 


MA ad MA ad 
* Análogamente : 
BM_ab_. BM+MD _ab+cd (11) 


* Al dividir las ecuaciones (1), (UM) : 


m M ea be+ad 
BESAS E (ua) 


* Como AABM A DCM(A.A.A.): 


* Reemplazando en (HI) : 
O 
n)Xa aJlab+ed n_ ab+ed 


OTRO MÉTODO DE DEMOSTRACIÓN : 


YE ¡ER EEN CICLOPEDIA 2012 


+ Sé ubica M y Nen $ tal que : 
mAM=mCD=y => AM=CD=c 
mDN=mAB=0a >DN=AB=u 


BM=CN=m y MC=BH=AD=d 
* luego del teorema de Ptolomeo para : 


AMABC: mx=ad+bc ..... Adéncaos (1) 
ANBCD: my=ab+cd ...occco..... (11) 
* De (1) + (11): x ad+be 
y ab+ed 


TEOREMA DE FAURE 


En una circunferencia, la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los segmentos en dos cuerdas que 
se intersecan perpendicularmente es igual al 
cuadrado de la longitud del diámetro. 


De la figura, R: Radio de la circunferencia . 
Si AC 1 BD 

* Se cumple : 0+m?+y?*+n?=4R? 
DEMOSTRACIÓN: 


az a el diámetro DP, luego se une B y P 
r teorema : BP=y — x 


* Por el teorema de Pitágoras : 
Es DBP: (2R)?=(m+n)*+ (y-x)? 

> 4R"=m*+n2+2mn+v2- 2x9 +4 ccoococannoonono (1) 
* Por el teorema de las cuerdas : xy =MM..ami... (1) 
* Reemplazando (11) en (1) : 


a 4m*+y?+n?=4R? 
TEOREMA DE ARQUÍMEDES 


En un cuadrilátero de diagonales perpendiculares 
inscrito en una circunferencia , la suma de los 
cuadrados de las longitudes de sus lados opuestos 
son iguales al cuadrado del diámetro de la 
circunferencia circunscrita al cuadrilátero . 


En la figura, R : Radio de la circunferencia 
circunscrita al cuadrilátero ABCD 


Si AC 1 BD 


* Se cumple : 


4R? 


a?t+e?=b*4+d*= 
DEMOSTRACIÓN : 


* De la figura : 
* Por el teorema de Pitágoras : 


DCAPB: adm? icccccccccconicncacass (1) 


EXSDPC: di=yién ccocccciononccaóncóo (MN) 
* Al sumar las ecuaciones (1) y (1) : 
Ardsd+y+n+m....... (1D > 


[pad RES RELACIONES DEFTRICAS 


* Del teorema de Faure : 
Aim yen AR ccccccociconanonss (IV) 
* Reemplazando: -—>a?+d?= b? +0? =4R? 
TEOREMA DE MARLEN 


En un rectángulo, la suma de los cuadrados de las 
distancias de un punto cualquiera a sus vértices 
opuestos son iguales . 


1) 


En la figura, P es interior del 
rectángulo ABCD. 
* Se cumple : a?+c?=b*+d? 


DEMOSTRACIÓN : 


un punto 


* Por teorema de las proyecciones : 
ABPC: b? -c*=m* -n? ; AAPD: a? -d?=m? =n? 
* Al igualar obtenemos : 
e Pb >da4+e=bi+d? 
1) . dE 
5 m Y 


A D 
En la figura P es un punto exterior del 
rectángulo ABCD . 
* Se cumple: 1?+ y?=m*+ n? 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por el teorema de las proyecciones : 
ABPC: m? - y?=a? -b? 
AAPD: x?-n?*=a? -b? 
* Al igualar obtenemos : 


pa A 


OBSERVACIÓN : 


* El teorema de Marlen también se puede aplicar a 
un cuadrado. 


y? > a+y?=m?+n? 


* El punto P- puede ubicarse en cualquier parte del 
plano que contiene al rectángulo , incluso el teorema 
se sigue cumpliendo si P está en el espacio (fuera 
del plano que contiene al rectángulo). 


TEOREMA VII : 


E [(ac+bd)(bc+ad) - [(ab+cd)(ac+bd) 
ab+ed E bc+ad 
DEMOSTRACIÓN : 


* Por el teorema de Ptolomeo : 
AYZOCHDA Tar tnonceniracuncnianaronnos (1) 
* Por el teorema de Viette : 


> a (1) 


* Reemplazando (11) en (1): 


5 +ed 2_(ac+bd)(be+ad) 


(ab+cd) 


y be+ad 


_ [(ac+bd)(be+ad) 
a 
* Análogamente :|y= relacio eta 


OBSERVACIÓN : 
En la figura de esta última propiedad, se cumple ; 
abx  cdx 


HE lp a pb Mp =c pd) 


4R  4R 


> x(ab+od)=4R.(p-aMp-bMp-c)Mp-d) 


Jracroa E 


(GEOMETRIA PLANA] PLANA ON A ENCICLOPEDIA 2012) 


SS A 


* Reemplazando: 


A 
ba 
Jasbdbsrad] Vea ope Np-dl 
> Ti ES abrrcd)=4R. (p-aJp-bMp-cNp-d) 
> fab+cd)berad)jac+bd)=4R. fp -aMp-bNp -cMp-d) 
(ab+ed)(be+ad)(ac+bd) 
=3r-=- —_——— A 
OO blp-cMp-d) 
_a+b+e+d 
2 


TEOREMA DE SODDY 


Si se tienen tres circunferencias de cualquier radio 
que sean tangentes dos a dos , siempre es posible 
trazar una cuarta que sea tangente a las otras tres . 


NOTA: 


CURVATURA DE UNA 
CIRCUNFERENCIA 


Es la inversa de la longitud del radio , 
FÓRMULA DE SODDY : S 


La suma de los cuadrados de las cuatro curvaturas, 
es igual a la mitad del cuadrado de su suma . 


at+otrot4di=a +b+e+d)? 


Si: ea > x=R 
a 


Si: dz O 
x 


Luego a mayor curvatura menor radio y a menor 
curvatura mayor radio. 


NOTA : 


La expresión dada por FEDERICO SODDY , se puede 
transformar de modo que el cálculo del cuarto 
inverso sea más directo , dicha expresión es : 


d=a+b+c+ 2/ab+ac+be 


* La curvatura de la circunferencia que rodea a las 
otras tres se considera negativa . 


TEOREMA IX 2 
En la figura, se cumple : 


B 
E, 
o C 


x= b?*+c?- be 
DEMOSTRA CEA : 


Ac? H 


L54BH notable, si AB=c Z a 

A ABC, por el 1" teorema de Euclides: 
2014 b? — 2(5 Ju [> 

TEOREMA X 2 

En la figura, se cumple : 


B 
A 5 So 


x*=a+c*+ac 
DEMOSTRACIÓN : 


EDICIONES RUBIÑNOS | yoo 


DAHB notable, si AB=e =>HB=> 


AABC , por el 21 teorema de Euclides : 


Prerrra(Sa> 
TEOREMA XT 2 > 
En un A ABC se ubica el punto D interior al triángulo. 
Los puntos M y N son puntos medios de AC y BD 


respectivamente. Si AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, 
AC=m, BD=n y MN=x. 


Arbitro d=mi+n? +4 
DEMOSTRACIÓN : 


mi2 


A MBD'; por teorema de la mediana: 


ds Le? 9) 
AABC:d+b?=2y? + m/Z .....coo....... (ID 
AADC: +2 RUZ cocoa. (nm) > 
* Sumando (11) y (111): 

Arbltctrd=2 (yz) ml canino. (IV) 


*Reemplazando (A) en (AV) y ordenando obtenemos: 
A+bi+c+de=mt+n? +4 
. MISCELANEAS 


TEOREMA DE EULER 


En todo triángulo no equilátero, el ortocentro (H); el 
baricentro (G) y el circuncentro (O) son colineales. 
B 


A C 


Sean H; G y O: ortocentro , baricentro y circuncentro 


del AABCrespectivamente. Luego H; G y O son 
colineales . 


pas 


RELACIONES DIEOTRICAS 
NOTA : 


A la recta que pasa por H; G y O se le denomina la 
recta de Euler, en honor al matemático suizo Leonard 
Euler. 


DEMOSTRACIÓN : 


NP 
Como MN 7 MN // AB (teorema de los puntos 


medios) OM//BH y ON //AH entonces , los 
triángulos OMN y BHA son homotéticos inversos con 
centroenG . 


AMON = Hom.ABHA(G; - 05) > O= Hom. H(G;05) 
Concluimos que H; G y O son colineales , 
NOTA : 


“Si O=Hom.H(G;-0,5) 


GO 
——=0, HG=2 
> GH 5=> HG=2(GO) 
* También: HB=2(0M) . HA=2(ON) 
* Luego : B 
HG=2(GO) 


HB=2(0M) 


CIRCUNFERENCIA DE LOS 
NUEVE PUNTOS 
TEOREMA : 


En un triángulo, los puntos medios de los lados, los 
pies de las alturas y los puntos medios de los 


GEOMETRIA PLANA 


segmentos que unen los vértices con el ortocentro 


están en una misma circunferencia. 
A 
LA B - 


5 
R 


A'; B' y C': puntos medios de BC; AC y AB 
A"; B" y C": los pies de las alturas. 

A"¡B" y C”:los 
AH; BH y CH H: ortocentro del AABC. A partir 


puntos medios de 


de lo anterior, los puntos 
AAA” B;B"B";C5C"yC” . 5 0n 
concíclicos. 

DEMOSTRACIÓN : 

Sabemos que : 

1) 


N 
De la figura A”; B" y C” Son puntos medios de 
HM; EN y BL respectivamente. 
E B 


A'¡ A"; B";C"; C'¡ A"; B";B'" y C” sonlos 

homotéticos de P; M; B; L; S; A; N; Q y C 

respectivamente con centro en H y razón 0,5(r= 0,5) 
> € =Hom..(H;0,5) 

Esto quiere decir que los puntos mencionados 

pertenecen a una circunferencia homotética g de 

centro H . 


TEOREMA : 


El radio de la circunferencia de los nueve puntos es 
la mitad del circunradio del triángulo, al cual es 


DEMOSTRACIÓN : 
Sean g,elhomotético de g', respecto de H y razón 


0,5 y O el circuncentro del AABC'; entonces en HO 
se encuentra el centro de 8(0,) así : 

HO, =3=HO 
Por lo tanto, O, es el punto medio de HO como 


HB"=B"ByB"ee> om=z0B==> opt=t 


PROBLEMA 1 : 

En un triángulo ABC se cumple que “la 
m<ABC = m<BAC + 90", se traza la altura CH. Si 
AB = 5u y BH = 4u, entonces la longitud de la altura 
CHes: 


AJ5u -  B)J6u C)7u D)J8u E)J9u 
ESOLUCIÓN : 
Cc 
x 
90*+a 
O [07 
H B 5 A 
*IxCHB -IsSAHC %_9 
4. 
> =36>x=6 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 2 : 


En un triángulo ABC, se trazan la bisectriz exterior 
BP(P esta en la prolongación del lado AC) y la 


mediana MB, se traza PQ paralelo a MB (Q se 
encuentra en la prolongación de AB) y finalmente 
QR paralelo a BC (R en la prolongación de AP). 
Halle QR si: AB=83 y BC=2 


13 14 15 16 16 
A) 5 B) E Cif DG E 
RESOLUCIÓN : q 


A M e P R 


* Porteorema: 8_ AP _ ¿p=8n,CP=2n 
2 CP 


BM es mediana >4M = MC = 3n 


— +8 
BC//RQ => 5= e >= Ear E 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 3: 

En un triángulo ABC se trazan la bisectriz interior BP 
y la mediana BM,PQ es paralelo con MB (Q 
pertenece a AB), 9R es paralelo a BC(ReMC) 
sabiendo que AB=4 y BC=6. Halle QR. 
AJ4,2 B)J4,5 C)J4,8 D)5,2 
RESOLUCIÓN : 


E)5,6 


P Ba 
>A0 = 4k y QB=k 
RQ//BC = E > x= 4,8 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 4 : 
A ambas orillas de un río crecen dos palmeras, una 
frente a la otra. La altura de una de ellas es 30 y de la 
otra es 20. La distancia entre su troncos es de 50. En 
la copa de cada palmera hay pájaro. De subito los 
dos pájaros descubren un pez que aparecen en la 
superficie del agua, en la dirección entre las dos 
palmeras. Los pájaros se lanzanron con la misma 
velocidad y alcanzaron al pez al mismo tiempo. A 


que distancia del tronco de la palmera 
apareció el pez. 
AJ10 B)J15 C)20 D)J25 E)J30 


RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA PLANA Ls 


AO 
Cc 
30 
20 
B Q D 
 - - 
% 50-x 


AQ = vt y CQ = vt > AQ = CQ 
* Pero : 
AQ*=30%+x? y CQ? = 20?+(50- x)? 
* Igualando : 
30" +27 =20* + 50 - 100x + a? 
10'xx =2x10* + 5x107 - $x10 
>3x=4+25-9 >x =20 y 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 5 : 
En la figura. O es centro de la circunferencia , T es 
punto de tangencia, m < TMB = 90". 
Si CT=4u y TD=12u. Calcule OM. D 


A Mm 0 B 


18, 
AJ5u B)áu cra E) 2/3 


RESOLUCIÓN : 


D)3u 


D 


8 
Cc H 
4 
Mx 0 B 
- - A IA I/O 
8v3 


eS cup ; notable de 30" y 60”: > CH=8/3 
* Luego : AO=0B=0T=4,/3 


+ ES muO; notable de 30" y 60” : x=2/3 
RPTA : “E” 


¡320 NINE 
PROBLEMA 6: 


Aun lado de una calle de 5 de ancho se encuentran 
árboles separados a distancias iguales de 5. Justo 
frente a uno de los árboles , pero al otro lado de la 
calle se encuentra un matemático y observa que si 
retrocede «x» se encontrará a 13 del siguiente árbol. 
Halle x. 

AJ6 B)J8 
RESOLUCIÓN : 


C)7 D)J5 E)9 


PA R 


* IX POR :13? =5? + (x + 5)? 
* Efectuando :x =7 
; RPTA : “C” 


PROBLEMA 7: 


En un triángulo rectángulo , la suma de las longitudes 
de las alturas es 47 y la hipotenusa mide 25. Halle la 
longitud de la menor altura. 


A)12 B)13 C)12,5 D)J10 EJ8 
RESOLUCIÓN : 

A 

25 

C 

B a C 
*Dato:a+c+h=47 y b=25 
* Hacemos: 

(a + e)? = (47 - h)? 


>a? +0? +20 =(47 -h)? 25? + 2(25h)=(47 -h? 
* Efectuado: Ah = 12 yu 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 8: 


En un triángulo isósceles ABC(AB = BC). La altura 
AR intersecta a la altura BH en O.Si¡OB=5 y OH =1. 


Calcule OA. 


A) Í7  BJ2l7 
RESOLUCIÓN : 


037 DG 27 2 


EDICIONES RUBIÑNOS [ESE 
B 


*ESBHC -ISAHO : 


PEE 6 


1 a 
>1*-1=6>:1*=7>x=V7 


> 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
En una semicircunferencia de diámetro AB y centro 
O se ubica un punto F y en AF se ubica un punto M 
de tal manera qu e O 1 AB + Si el radio de la 
semicircunferencia es (2+/2 ) y la m<MBF=45, 


halle la longitud del segmento perpendicular a OF 
trazado desde M. 


AJO,5 B)1 C)2,5 D)J3 E)5 
RESOLUCIÓN : 
A 0 E B 
*ESMHO : OM=xJ2 cocccccoaao (1) 
*ESMOB: OM=J2 —cmanaocon (1) 
* De (D) y (1): 1x/2=/2>x=1y 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 10 : 
En la figura mostrada se cumple que : CD es 


diámetro. Si PB =7 y AD=24. Calcule QD. 
pe e 


[iva RELACIONES METRICAS 


D)25 


A)J19  B)21 C)23 E)27 


RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad : AQ = PB = 7 


*ISDAQ: x?=7? + 24? 
* Efectuando : x = 254 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 11 : 


Los lados consecutivos de un trapezoide miden 
2;3 y 4. Si las diagonales son perpendiculares, 
determine la longitud del cuarto lado. 


AJ5 B)3 CJ4 DJ) 7 E) J11 
RESOLUCIÓN : E 
*EXCHD:; mi+n?= 42 coccaccanoso (MU) 
* Sumando (1), (ID) y (AM): 

al+n? +20 +m?)=4+9+16 

a? 2 
Y +18=29>% =11> x=V11 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 12 : 

En un paralelogramo ABCDm<ABD=90", la 
circunferencia P de centro 0 inscrita en el 
triángulo ABD es tangente con AD 
en F,AF=4,FD=6,BC = 0C, OCNP =(E). 
Calcule CE 


GEOMETRIA PLANA 


aJ6 BJ5 C)9 D)7 EJ8 
RESOLUCIÓN : 
* IS ABD: (r + 4)? + (r +6)? = 10? 
*Efectuando:r=2>x+2=lI0>x= 81 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 13 : 
En la figura : AB=2 ,DE=3. 
Halle : GB 
G F 
E 
A B 10] D 
AJ5 B) 2/5 CB  DJ3/g  EJ4J2 
RESOLUCIÓN : 
*ESOFE: (a + 2)? =a(a + 5) 
* Efectuando: a = 4 : 
* [OFE : 27 =(4)(5)>x =2/5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 14: 

En un triángulo.ABC, recto en B, la circunferencia 
inscrita es tangente a BG en el puntoM, 
si: m<BCA = 2m < BAM. Halle m < BCA. 
AJ53* B)J37 C)J45* D)30* 
RESOLUCIÓN : 


E)J60* 


(ass 


ANCICLOPEDIA 2012 


*[XABN =Í=CTI >AB=TC=rw+a 
* ISABC: (r+a)?+(2r+0)?=(r+2a0)? 
* Efectuando : 2r = a 


A 
e PR 320 = 37" 


ár RPTA : “B” 
PROBLEMA 15 : 


ABC es un cuadrado de lado a. Se trazan los arcos 
BD y AC con centros A y D. Halle la longitud del radio 
de la circunferencia de centro E 


d NS E 
A ds 
a? m2 az e E 
8 6 5 4 > 3 
RESOLUCIÓN : 
OR 
E 
A x H a-x D 
AFD ; por el teorema de Euclides: 
(a + x)? = (a-x)? + a? - 2xa 
* Efectuando : 2-5 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 16: 


En un triángulo ABC , inscrito en un circunferencia 
de centro O y radio de medida 3u, se trazan: la 


bisectriz BD y altura BH, HO intersecta a la bisectriz 
BD en T. Si OT=2u y BH=6u. Calcule¿BT 
A)J2,6u  B)3u C)/i0uW DJ2/3u 


E)4u 
RESOLUCIÓN : 


sumado con la longitud del lado del cuadrado al 
cuadrado . 

AJK B) 4K 
RESOLUCIÓN: 


E) 2K 


CI 


D) Kl2 


* AHBO : 


* Por teorema : 1? =18-8=10>x=y10 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 17 : 
Según el gráfico, A y € son puntos de tangencia . 
Si PB=8, calcule PA . P 


m8 * Por dato; a? + b? =k 
B)4 * Se pide hallar: “x?+ y? + m?+n?4+n? 4+R?” 
C) 4/2 A * Por teorema de la mediana: 


ia INS | 


RESOLUCIÓN : 


> a+ 8l 2024 CEBA 02 40? =h=0R >et=t 
+ ANPM : 
y +m?=2R? + 
* AQPT : 
a?+n*=2R?*+ 
* Sumando (1) y (II): 
Armin? <BR 4 y min? + (28 =12R* 
item ¿lotto e 2% 


RPTA : “E” 


2 
CRE y? gm? =4R* 


_ in? =4R? ........(ID 


PROBLEMA 19 : 
KLMN es un cuadrado de centro O y lado a, si M es 


e] " 
/ / 
PR y q centro del arco NPL y MQ = QP, entonces OQ es : 
5d OS L 
* Por teorema de la tangente : NES 3 
- 2 =PNXxPM; y? = PNXPM 


>x*i=Y>x=y 
* ABPC isósceles : PB =8 =y=>x =8 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 18 : 
Sea P un punto que pertenece a la circunferencia K N 
inscrita al cuadrado. Si la suma del cuadrado de las 
2 2 2 2 
distancias del punto P a dos vértices opuestos del ys mel yal pa yal 


cuadrado es K, calcule la suma de cuadrados de las 
distancias del punto P a los puntos de tangencia 


RESOLUCIÓN : 


[sito NO TERIENCICLOPEDIA 2012 


GEOMETRIA PLANA 


* APOM , por teorema de la mediana: 4RJIO EDO A 
lal2)? +(aJ2/2)" = 00242 md 7 1003 28-250 225 50 
(a/2)* +(a/2/2)* =2x* + 3 RPTA : “A” 


PROBLEMA 21 : 


En un triángulo ABC, AB = 5u, BC = 7u, AC = 8u se 
traza la altura BH y la bisectriz interior BD. Halle la 
magnitud del segmento HD. 

7 


ns B)-u oa pe E £. 
7 dr 5 6 2 b 


RESOL UCIÓN : 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 20 : 
En el gráfico , B Q y T son puntos de tangencia . Si 5En+7n=8> EZ 2 
mÚOB=37* Y TH=2,/10 , calcule R . AABC ; por Euclides : > 


49=25+64-298)>y=% 
> Luego » JO ER 

3 2 6 RPTA : spy: 
PROBLEMA 22: 
En un cuadrante AOB de radio R = 2u y centro O. 
Enelarco AB se ubica P tal que AP=1u, 
calcule PB. 
AJ3u  B)/g8-Jl5u  Cl4u D)8-Jlió5u  EJóu 


RESOLUCIÓN : 
A 


* Por teorema de la tangente : 
20? = AQXAP .......... (1) 0 
*LP0R es inscriptible , se cumple : * AAPB ; por Euclides: 
AQXAP = RÍTO(4K) .............. 8=2+1+9 542 SE 77 
.0- (ID): 4RKJIO =400=> REJIO =10 ........... 


* Simplificado : e 


* Efectuando : a? 1430-/2 == Ja Ja 


3 2: 


_4R ARTO 
TE 


PROBLEMA 23: 

Se tiene dos circunferencias secantes de radios 21u 
y 36u cuya distancia entre sus centros es 301. Calcule 
la distancia de uno de sus puntos de intersección a 
la tangente común más cercana. 
A)3,2u B)4,2u  C)2,8u 
RESOLUCIÓN : 


D)3,6u 


E)3,8u 


A. ) 


+ 
b=V72x - x? 


15/3 =V42x-—x? +72x-x? 

* Efectuando : x = 3,21 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 24: 
En un nonágono regular ABCDEFGHI , se cumple 
IG+AB=2 . Calcule ID . 
4)J2 BJ) 2J2 
RESOLUCIÓN : 


C)2 D) 4 


E) J3 


* En el cuadrilátero ADGI ; por el teorema de 
Ptolomeo: z . 
xl =bl+tatox=a+b=2>x=2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 25 : 
En un triángulo ABC, recto en B, se traza la altura 
BH , luego se traza las perpendiculares HZ y HT a 


[EEES RELACIONES METRICAS 
AB y BC. Yespectivamente . Si se traza la 
circunferencia que pasa por A, £ y T que interseca a 


OH 
BH eno, calcule OB 
Y3 5 5-1 V5+1 
A A A 


RESOLUCIÓN : 


E) 1 


* Por teorema de las cuerdas : 


(sy) (Zn+x+y)=(x+y)? o... 2. (1) 
* También: xn = ab = (x + y)? 
LEE, A (11) 
* (1) en (0): Ae 
2 
ta y) tor y 


A 


* Simplificando: x?-—xy-y? =0 
* Completando cuadrados: 


2 2 2 2 
ay E 1] Dad 


4 4 4 
> 28306 yt E 
RPTA : “D” 


- PROBLEMA 26 : 


Un triángulo acutángulo ABC esta inscrito en una 
circunferencia de radio R.. Si las alturas AS, BT y CP 


GEOMETRIA PLANA 
se cortan en H y Q es circuncentro del triángulo TPS, 
calcule (HO)*+(0A)"+(0B)?+(0C)* 
AJ2R? - B) 3R? 
RESOLUCIÓN : 


C) ¿pr? 


D) 6r? 


* Por Euler: HB? =4R'(R, —r') 
* Por teorema de la mediana : DHQB : 


eta r E 


>0QB? +(R) -2Rr =2R(R, —r ) 
* De donde: QB? = R'(R'+ 2R,) 
* Análogamente : 

QA? =R(R'+2R,) QC? =R(R'+2R,) 

* También: q? — R'(R' + 2r') 
* Sumando miembro a miembro : 
HQ? +QA? +QB* +QC? =4(RÍ? +2R'(R, + R, +R.)-2R'r 
* Por Steiner: 4R'=R', + R, +R,—r 


z Reemplazando - 
HQ? +QA? +QB? +QC? =4(R JP + 2R (4R')=12(R' P 
* Pero en el 4HBO , por teorema de la mediana: 


NT HQ? +QA?*+QB?* +QC? =3R? 


2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 27 : 


En un paralelogramo ABCD se cumple : AB=3u , 
BC =5u y AC=7u. Halle la longitud de la otra 
diagonal. 


AJ/19  BlJ1i7 C)J/11  D)JJ21  E)J20 
RESOLUCIÓN : ; 
B, C 


TIA 
en ay 


A ES ANCICLOPEDIA 2012 


* Por Euler: 32 4+32+5+5=1324+7? 
>18 + 50-49=x* 
68-49=x?>19 =x*>x=WV19 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 28 : 


En un cuadrilátero ABCD,m < B=90",m < BCD= 120", si: 
CD=4, AB =2 y m<ACD = 90”. Halle el segmento 


que une los puntos medios de AC y BD. 


Wls+J3 BAS Ols+2J3 Dló-2/3 


RESOLUCIÓN : ¿ 
y 


A 13 D 


*ABCD : pp? =12+16+8/3 =28+8/3 
* Por Euler : 


4+12+16+32=16+28+8/3 +4x? 
> 4x?=20-8 (3 >? =5-2/3 => x=V5-2V3 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 29 : 


Sea ABCD un paralelogramo donde AB<BC y el 
ángulo BAD agudo. La semicircunferencia de 


diámetro AD intercepta a AB en Q y es tangente a 
BC enP 


Si BP = /5 y BO = 1, calcule la longitud del radio. 


2/5 B)3/5 CH DJ  El5 
RESOLUCIÓN : 
BOY P 


* Por teorema de la tangente : 
(45) =(11(1+ AQ)> AQ =4 
>25=R*+(R-J5)* 
* Efectuando : R= 2/5 


ES 


EDICIONES RUBIÑNOS 


(TARA ACI DATA 


¿z 


RELACIONES METRICAS EN EL 
TRIANGULO RECTANGULO 


(7) En un triángulo rectángulo ABC, por el vértice 
A se levanta una perpendicular a AC que corta a la 
prolongación de la bisectriz interior Cp en R. Si 
(RC)(RD)=288, calcular AR 

A)8 B)9 Cj10 D)11  E)J12 

(06) En el rectángulo ABCD, donde BC=2(AB)=8, 


calcular el valor del radio “xr” 
B € 


A 


A D 
A)2,6 B)28  C)3,0  D)J3,2 E)J34 
03) La bisectriz del ángulo recto de un triángulo 


rectángulo, cuyo perímetro es 60, divide a la 
hipotenusa en dos segmentos tales que la medida 
de uno de ellos es 2,4 veces la medida del otro. 
¿Cuánto mide la hipotenusa? 

A) 24 B) 15 C)30 D) 25 


(7) En la figura: O es eentro, AB es diámetro, 
DE=3 y BC=4. Calcular AO 


E) 26 


A O B Cc 
4135 BJ45  C)5 D)7 E) 12 
(03) Calcular AE, si ABCD es un cuadrado, BE=12 y 


a 


EN RELACIONES METRICAS) 
A)J9 B) 13 C) 14 D) 15 E) 17 

(06) En un triángulo acutángulo ABC: H es 
ortocentro. Si (AC)?+(BH)?*=100, calcular la medida 
del circunradio 

A)2,5 B)4 D)5J/2 EJ10 


(Er) En una semicircunferencia de diámetro AC se 
toma el punto B y se traza BH 1 AC. En BC se 
considera el punto Q y se trazan AQ; BP 1 AQ 
(P en AQ). Si: AP=5, AH=4 y AC=10, calcular PQ 
A) 1 B) 2 C)3 D)J2,5 EJ4 


03) Se tiene una semicircunferencia de diámetro 


C)5 


AB y en ella se ubica un punto P, desde el cual se 


traza una tangente. Calcular AP, si AB=9 y la distancia 
de Ba dicha tangente es 5 


AJ4  BJ5J2 C)3/5 D)J6  EJ8 
En un triángulo rectángulo ABC: BC=a, AC=b 


y BH es altura. Calcular la proyección de HC sobre 
BC 
A)a/lb B)a*/b? C) at*/b? D) a*/b* E) a*/b* 


(1) El lado del cuadrado ABCD es “a”, 


Calcular el valor de “a” 


AJal3  Bjal4 C)jal53 D)a/6  E)al8 

(Á) En un rectángulo ABCD (AB>BC), si: 
AB=a y BC=b, calcular la longitud de la proyección 
de la diagonal AC sobre BD 


yr -b*) B) a?o? o Va?+b? D) a? -b? y 24-07 ab 
Ja? +b? Ja?+b? ala? -b?) 2 /a?+b? Ja?+o? 
(E) En la figura, calcular el valor de “xr” 
B 
D 
b 
a, 


GEOMETRIA PLANA [vie 
3 3 
Alla d+ 6 ?-— BiiGlal+V0?)3 C) a 
- a 
3/2 
o ar+doz) mlar+ ji) 


En el gráfico: ABCD es un cuadrado, AB=6 y 
DH 1 Bp- Calcular DH 


B cd 
H 
A 'D 
AJ2/3 B)2/6 C)3/6  D)3/3 EJ3J/2 


(E) En un triángulo ABC, mxB=136”, se traza 
la altura BH, tal que: AH=5 y BH=3. Calcular HC. 
AJ13 B)15  C)16  D)12  E)5+/34 


E) Se tiene el triángulo equilátero ABC, tal que N 
es punto medio de BC; desde N se traza NP 1 BA 
(P en BA). Calcular la distancia de P al punto medio 


de AC, si AB=4V7 

AJ2/7 B)/21  C)J5 —D)7  EN1I4 

áo En el gráfico adjunto, calcular OT, si AP=4 
2 


A HO B 
4J4  BJ3  CJ5 . DJ2/2  EJ2J3 
(Ey) Se tiene un triángulo rectángulo ABC, recto en 


B y de incentro [,¿en el cual JA=1 e IC=2/2. 
Calcular la longitud del inradio de dicho triángulo 


AJ/IS B)2V/13 .C)2/13/13 D)J/13/18 EJ3/13 


CACA IRACNA DATES 


RELACIONES METRICAS EN 
TRIANGULOS OBLICUANGULOS 


Se tiene un paralelogramo ABCD, AB=3 m, 
AD=5 m y AC=7 m. Calcular la mo. A 


EA AN CICLOPEDIA 2012 


A) 60% B)30% C)45" D)538%  EJ87P 


Las bases de un trapecio miden 4 m y 10m, las 


diagonales miden 13 m y 15 m. Calcular la longitud 
de la altura 
A)10m B)12m C)13m D)125m E)8,5m 


03) En un triángulo ABC las medianas AM, BN y CQ 
miden 9; 12 y 15 cm, respectivamente. Calcular la 
longitud del menor lado del triángulo 

A) 10cm B)8cm C)9cm D)I2cm E)6cm 
((62 En un triángulo ABC, AB=6 y BC=3, se traza la 
altura BH, tal que: m< ABH=3(m<HBC). 
Calcular AC E 

AJT  BJ5S CIA DY ENIAZ 


Se tiene un rombo ABCD; sobre AC se toma el 


punto M, tal que BM=4 y AM x MC=33. Calcular el 
perímetro del rombo 
A)14  B)16 C)87 D)28  EJ4/17 


Si: AM=MC, AC=6 y (OA)*+(PB)*=13, calcular 


A 
AJ1  BWN3  C)2 D)2/2  E)3/2 
(Ó2) En un triángulo ABC, la bisectriz interior del 
ángulo A y la mediatriz de AC se intersecan en un 
punto P que pertenece al lado BC. Calcular AC, si: 
BP=4 y PC=5 
A)65 B)J7,5  C)J8,5 E)J7 
(03) Los lados de un triángulo miden 3 m, 10 m y 12m. 
Calcular la longitud del circunradio 
2 BJ2/2m  Cj4Jim  D)S/Zm 
69) En la figura mostrada, calcular AP, si: 
AB=5 cm, BC=6 cm y AC=7 cm 


x 
LA 


DJ8 


E)47m 


A 


1130 cm B)/32 cm 


C)/33 cm 
D)/34 cm E) /37 cm 


(Y) En un triángulo ABC, obtuso en €, se cumple 


que: at+b*+c*=2c*(a?*+b?). Calcular la mx<C 
A) 185% B)120* C) 150* D) 100?” E) 143" 


En un triángulo ABC: 


m<ABC=63, a? - c?*=cb, AB=c; BC=a y AC=b. 
Calcular la maBCA 
A)J30" B)40" C)J47? D)J89 EJ37" 


(E) En el triángulo ABC se traza DM perpendicular 
a la mediana BM (D en AB). Calcular la longitud de 
BM, si: (AB)? - (BC)?=8 m? y 2(m<AMD)=m<MCB 
A)J2m B)2/2mC)4m D)8m E)10m 

(E) En la figura mostrada: 


AQ=38 y (AB)?+(00)?=100. Calcular el radio de la 
semicircunferencia de centro O 


LA 


10) 
A)8 D)2/2 E)7 
(E) En la figura: AC es diámetro, A y C son centros; 
AB=2 y BC=4. Calcular el valor de “ar” 


B)6 C) 10 


A)4/3  B)2/3  C)1 D)1/2  E)2 
(E) En la figura: AB=5 y BC=3. Calcular BD 


C) 4/3 


AJ4  BJ6 D)J7 EJ4v6 


RELACIONES METRICAS 


PS Calcular el valor de “r”, si: AO=0B=R. (O es 
centro de la semicircunferencia) . 


B 


ze pra al 8 y 26 paz 


O: Calcular A valor de “r”, si: E EA m 


E 
ASA 


A) 2/5 B)3/7  C)7/11 D)7/10 E) 1/4 
Calcular el valor de “ax” en función de a y b 


2 2 
ya E)fa?+b%+ab 
(E) En la figura: ABCD es un cuadrado. 
Calcular PO, si AB=/10 m 


B ss 


A) /3m B)15m C)2m D)im E)3m 
77) Se tiene un cuadrilatero ABCD cuyas 
diagonales se intersecan en O, tal que: A0=2, OD=3 
y AD=4. Calcular BC, sila mx ABD=mxACD=090". 
A)0,6  B)J16  C)1,25 D)1 E) 3/4 
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A ENCICLOPEDIA 2012 


ATAR PARA TALA 


RELACIONES METRICAS EN LA 
CIRCUNFERENCIA 


(07) Calcular AB si: BF=3 m y FC=12 m 


e 
B 


A 19) D 
AMW8m'B)2/5m C)8m D)2V/5m E)J6m 
(72) En una circunferencia, de radio 13, se trazan 


dos cuerdas que se cortan en £. Si el producto de 
los 4 segmentos formados es 6253, calcular la 
distancia del punto £ al centro de la circunferencia 
A)12  B)11 C) 10 D)8 EJ6 


(E) Calcular BM, si: AB=AC y EF=4 m 
B 


A O e 

AJ8m B)J6/2m C)á4m D)4/2m EJ2/2m 
(7) En la figura mostrada: AB=BC=8 m y BF=3 m. 
Calcular HF - € 

A)3 
B)2 

C) 24/7 
D) 25/7 
E) 25/4 d 
(03) Calcular FA, si: 


B 


AB=6, BC=ED=8, ID=5, GF=4 y FH=3. (A es punto 
de tangencia) 


63) Se tiene un cuadrado ABCD, en el AD se 
considera el punto E, tal que: AE+EC=4/2. 
Calcular BE 
AJ2  Bj4  CjJ2/2 Dj6  EJ8 

Calcular FC en la figura, sabiendo que 
AB=CD, EC=16 m y BC=2 m 


AJ3 B)6 0)3/2+/2 
DJ3(J2-1)  EJ3(/2+1) 

(03) De la figura siguiente, calcular AC, si: 
AT=12 y CP=9 (T y P son puntos de tangencia) 


(8) 
T 
P 
A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17 
69) En la figura, calcular el valor de R, si: 
OE=4 y EL=21 
N 
L 
A)5 B)8 Cj9 D)J10  E)7 
Si; r.(DC)=6 y EM=MC, calcular DF (F es punto 
de tangencia) D e 


As 


EDICIONES RUBINOS 


RELACIONES METRICAS 


AJ2/3 BJ6/2 C)3/2  DJ6  EJ4J2 
(0) En la figura: AB=3(BC)=6. Calcular DT (T es 
punto de tangencia) 


SS 


e B)2/2  C)2/3 E 2 
(E) Calcular FG, si: AB=BC=CD y CF=9 (D es 
punto de tangencia) 


C)9 


Au6 D) 10 E) 12 
(E) En la figura: A y C son puntos de tangencia; 


BC=2(BE) y (AL)*+(LC)*=160. Calcular AB 


Sn 


A)2 Cj4 D)J5 
(E) Si: mAB+mBC=4(m< ADO), 
calcular ED 


A4  BJ5  Cj6  DJ8  EJ7 
Calcular AC, si: PA=2, AB=4 y BC=6 


B)8 


AB=5 y BC=4, 


B)4/3 
E)10/3/7 
En la figura adjunta, el triángulo ABC es 


equilátero, M es punto medio del lado BC y D es 
punto medio del AC. Sixe y representan las 


AJ6/3 C)8/3/3 


D)10/3/3 


longitudes de los segmentos DM y ME, 


respectivamente, calcular x/y 
A 


E 
A) 5/3  B)2 C)4 D)J8/3  E)7/3 


(Es) En un triángulo equilátero ABC. la 


circunferencia ex-inscrita relativa a BC es tangente 
en M y N a las prolongaciones de AB y AC, 
respectivamente; sobre el arco mayor MN se ubica 
un punto F, tal que: AF=10 m y MFXNF=18 m?. + 
Calcular AM 


A)j4m B)6m Cjó56m D)7m  EJgm 


CLAVES DE LA PRIMERA TAI 


PAnoBea 58 6)c (6 s)0 ¡8)E 
D)15)0 18)0)17)€. 


OBJETIVOS : 


* Conocer la definición de potencia de un punto 
respecto a una circunferencia. 

* Establecer cuándo la potencia es positiva o 
negativa. : 

* Comprender la definición del eje radical para 
aplicarla correctamente. 

* Definir el centro radical. 


INTRODUCCIÓN : 


La potencia de un punto con respecto a una 
circunferencia es el producto de las distancias 
dirigidas del punto a dos puntos cualesquiera de la 
circunferencia y colineales con aquel. Se sigue que 
la potencia de un punto con respecto a una 
circunferencia es positiva , cero o negativa, según 
que el punto esté en el exterior de la circunferencia, 
en ella o en su interior. Si el punto está en el exterior 
de la circunferencia , su potencia con respecto a ella 
es igual al cuadrado de la tangente que va desde el 
punto a la circunferencia ; si el punto está en el 
interior, su potencia con respecto a la circunferencia 
es el negativo del cuadrado de la mitad de la cuerda 
perpendicular al diámetro que pasa por el punto 
dado. 


NOTA: 
Si P está en la circunferencia C > d=R 


pes -PotE =d?*-R*=0 


2 
Pot? =PAXPB > Pot! (7) 


'>|Poth =d? -R?| ; 


Sea P un punto del plano de una circunferencia € 
de centro O y de radio R. Entonces, la potencia de P 


con respecto a C es igual a (OP)? — R? 
PotE=(OP)-R*=d?*-R*? 


d=0P 


La condición necesaria y suficiente para que dos 
circunferencias sean ortogonales, es que la potencia 
del centro de una cualquiera con respecto a la otra 
sea igual al cuadrado del radio correspondiente a 
aquella. 


SEGMENTOS DIRIGIDOS : 


Son segmentos que tienen un punto de inicio y un 
punto de final ; por lo tanto , tienen dirección y 
sentido. 

DIRECCIÓN ¿ 

se establece por la línea que lo contiene 
SENTIDO E 

es la orientación del punto de inicio al punto final . 


197) 
O : punto de inicio 
P : punto final 
P 


OP segmento de dirección 
O g y sentido de O aP. 


La longitud de dos segmentos dirigidos que tienen 
la misma dirección y el mismo sentido estarán 
acompañados de un mismo signo (+ ó -) , y de 
diferente signo si tienen sentidos diferentes . 


A B P A B P 


PA«PB=(+PA)(+PB)=(-PA)(-PB) PAsPB=(+PA)(-PB)=(-PAM+PB) 
Consideraremos como producto de segmentos 
dirigidos al producto de «sus longitudes 
acompañados con respectivo signo... e 
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ABxCD=( + AB)( + CD) 


POTENCIAS 


Es el producto de los segmentos dirigidos de un 
punto, a cualquier par de puntos en la circunferencia, 
tal que resulten colineales con él . 


NOTACIÓN : 

pot. P(€): potencia de Y dependiendo de la 
posición del punto P, respecto a al circunferencia 
€(O; R), tenemos . 

Si Pesexterior a una circunferencia g de centro 
Oyradio R.(8(O;R)). 


A e 
P: exterior a€ 
Act y Be8€;(AzB) 
hd A;ByP son colineales 


Pot.P(€ )=( - PA)x(-— PB) 


> |Pot.P(€ )=PAXPB 
OBSERVACIONES: 


*Sea una circunferencia «€ y un punto P 
contenidos en un mismo plano. Si P se traza una 
recta secante a Y enA y B; entonces ; el producto 
de las longitudes de los segmentos PA y PB es 
constante . 


e— A” 
(PA)Jx(PB)=(PA')x(PB')=...=cte. (PAMA(PB)A PA )x( PB )=...=cte. 

Esta propiedad característica de las relaciones 
métricas en la circunferencia no sugiere formular el 
concepto de potencia y , con ello , el concepto de 


segmentos dirigidos “4 
* Es 


* Por teorema de las tangentes : 
PAxPB =(PT) 
eRPTO: 
(PT)I=(PO)? - R? 


> Pot P(8)=(PT)? >|Pot.P(€)=(PO)? - R? 


*La potencia de P respecto de Y es igual a 
cuadrado de la longitud del segmento tangente 
trazadodePaY . 

* La potencia de P respecto de Y es igual a la 
diferencia de cuadrados, de la distancia de P al centro 
O y el radio R. 

Si P es interior a una circunferencia Y de 
centro O y radio R($(O,R)). 


P:interiora8 
ActyBe€;(ArxB) 
A; B y P son colineales 
Pot.P(€ )=(-PA) (+PB) 
> Pot.P(8)=- PAXPB 
NOTA : 


Pot.P(€) =(-PM)x(PQ) 
* Como : PM= 


* Entonces : Pof.P(€)=-(PQ)? 
(PQY=R? - (PO)? 
> Pot.P(€)=(PQ)? - R? 
> Pot.P(€)=(POJ? -R? yv  Pot.P(8)=(PO - R*? 


dh La potencia de P respecto de £ es igual a menos 
el cuadrado de la longitud de la semicuerda por P. 


% La potencia de P respecto de g es igual a la 


* También : 
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diferencia de cuadrados, de la distancia de P al centro 


[1í] si P pertenece a la circunferencia y . 
3 e 


Si P ER 
>P=B =PB=0 
Pot.P(€) =(PA)x(PB)=(PA) x(0) 
>Pot.P(€) =0 
OBSERVACIÓN : 
Pot.P(€) : (PO)? - R?=(RY? 
> pot.P(€) =0 


-R?*=0 


NOTAS : 


$ De $ y podemos concluir que la 


potencia de un punto P, respecto de una 
circunferencia g de centro O y radio R (€(0; R)), 
es igual a la diferencia de cuadrados de la distancia 
de P al centro (0) y el radio (R) de la circunferencia. 


Pot.P(€(O,R))=(PO)? - R? 
4 La potencia del centro de una circunferencia 


respecto a dicha circunferencia es igual a menos al 
cuadrado del radio de dicha circunferencia . 


Pot. O(€(O,R))=(-— OA)(+0B) 
=> Pot. O(€(O,R))=(- R)(R)=- 
== Pot.O(€(0;R))=-R? 
s juntos cuya potencia respecto de una 


circun n ncia en un valor fijo (K) pertecen a una 
dieniciaias concéntrica a la primera, si K>0.. 


T' : punto de tangencia para todo punto P 
Pot. O(O;R))=(PT)?=K 
OPT : (PT)? + R*=d? 


Como (PT)?=K=cte , y R es constante porlo tanto d 
es diferente . 


POTENCIA DE UN PUNTO 
RESPECTO DE OTRO PUNTO 


La potencia de un punto respecto de otro es igual al 
cuadrado de las distancias entre dichos puntos. 


Pot.P(0) 


Un punto es considerado como una circunferancia 
de radio nulo (circunferencia puntual), por lo que al 
ubicar los puntos A y B en la circunferencia 


colineales con P, A=B= O(O centrodeg€) 
De esta manera , PA=PB=PO 


> Pot. P(O) =(PO)J?=a? 
EJE RADICAL 


El lugar geométrico de un punto cuyas potencias 
respecto a dos circunferencias dadas sean iguales 
se llama eje radical de dichas circunferencias. 


A 


Consideramos dos circunferencias no concéntricas 
con centros O yO? y. radios (r y r') y es P 
un punto del eje radical de las dos circunferencias . 
Sea P a 00”. 


* Entonces : (por el teorema de potencias ) 
(PQY -(rJP=(PO'Y - (ri? 


EDICIONES RUBIÑOS [920% 


* restando (PQ)? de cada miembro tenemos : 


(0Q? - (r)?=(Q0'? - (r')? o sea 
(0Q+Q0)(0Q-Q0')=r) -(r'? en donde 


, (1? E r?) : 
ve=R9 -0Q+Q0' 


Ahora sólo hay un punto Q sobre go' que satisface 
la relación (1) , ya que si R es uno de esos puntos, 


tenemos 0Q-Q0'=OR-RO' o sea 
(OR+RQ)-QO'=OR-(RQ+QO0') o bien 
OR + RQ = OR-RQ entonces RO=0 , o sea 
que R coincide con Q , se sigue que si un punto está 
en el eje radical de las dos circunferencias está en la 
perpendicular a la recta que une los centros en el 
punto Q. Recíprocamente, invirtiendo los pasos 
anteriores, puede demostrarse que un punto que esté 
en la perpendicular a po: en Q estará en el eje 
radical de las dos circunferencias es la perpendicular 
a oo' en el punto Q. 


da El eje radical pasa por el punto medio P de los 


segmentos de las tangentes comunes a las dos 
cirunferencias son exteriores admilen cuatro 
tangentes comunes y los cuatro puntos medios de 
dichos segmentos están en la línea recta . 


dh Todo punto M tomado en el eje radical y exterior 


a las dos circunferecias , es el centro de una 
circunferencia a la dos dadas. 
e 


3 


Las tangentes MA; MA: son radios de éstas 
circunferencias ortorgonales. 


dh Si la circunferencias son secantes : El eje radical 
es la recta soporte de la cuerda común , pues los 
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puntos comunes tiene igual potencia (nula ) respecto 
a las dos circunferencias. Dicha recta es 
penpendicular a la línea de los centros. 


13 Si las circunferencias son tangentes : El eje 


radicales la tangente común en el punto de contacto, 
pues este punto tiene potencia nula respecto a las 
dos circunferencias , y la tangente es perpendicular 
ala línea de los centros . Las circunferencias pueden 
ser tangentes interiores o exteriores. 


ó% Si las circunferencias no tienen puntos 


comunes: En este caso el eje radical no puede tener 
ningún punto común con ninguno de las dos 
circunferencias , pues este punto tendría potencia 
nula respecto a una y no nula respecto de la otra . Si 
las circunferencias son exteriores el eje radical pasa 
por los puntos medios de los segmentos tangentes 
comunes a ambas circunferencias. Si una 
circunferencia es exterior a la otra, el eje radical es 
exterior a las circunferencias concéntricas está en el 
infinito(recta impropia). 


GEOMETRIA PLANA 
DEFINICIÓN : 


El eje radical de dos circunferencias coplanares y 
no concéntricas es el lugar geométrico de los puntos 
que tienen igual potencia respecto de dichas 
circunferencia . 


L.Fp) * lugar geométrico de los puntos P que 
tienen igual potencia respecto de Gy)Y Yo) 
entonces Pot.P(€,) = Pot.P(8s). 


4 PH 10/0,(PH : 2.4p)) 
4 Si 0,M=MO,, entonces MH es constante. 


DEMOSTRACIÓN : 
Si M es punto medio de AC. 


Ls dos 


Cc 
H A_M, 


Se cumple que para todo AABC (acutángulo u 
obtusángulo). 
CASO 1: 


Pot.P(€,)=Pot.P(8,) 
(PO,)? - RÍ=(PO3)? - Ré 
(20,1 po, *|-|n? ri 
2(0/02)(HM)=|Rj - R¿| 


E 
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Como M es un punto fijo, entonces H es un punto 
fijo de O¡0», Para todo P que satisface la condición 


inicial y donde PH 1 0/05: 
CASO 2 : 


Análogamente al caso anterior, H es un punto fijo de 
la recta 0/03, para todo P que tiene igual potencia 
respecto de 8, y 82, donde PH 1 0,05,- 

h El eje radical de dos circunferecias es 


perpendicular a la recta que pasa por los centros de 
las circunferencias . 


dh Si R, + Rz , entonces H es diferente de M. 
%h Si R,=Ra , entonces el eje radical pasa por el 
punto medio de 0,02 (segmento que une los 
centros de €; y 82). 

En) Las circunferencias no pueden ser concéntricas 


(0,02=0); de lo contrario MH es indeterminado, 
es decir , H se ubica en el infinito , por lo tanto , no 
está definido. 

El eje radical de dos circunferencias exteriores pasa 
por los puntos medios de las tangentes comunes 
interiores y exteriores a dichas circunferencias. 


EDICIONES RUBIÑNOS 


e(r)5 eje radical de €, y 82. M,N,P y Q son puntos 
medios de AB, CD,GH y EF , respectivamente. 
DEMOSTRACIÓN : 


Cir 


“AB: tangente común exterior de €, y 82. si M es 
punto medio de 4 p, confirmamos que MA=MB=t. 
sabemos : 

Pot.M(€,)=(MB)J*=t? 
Pot.M(€,)=(MA=t? 

>Pot.M(€,) =Pot.M(€s) 


Así, M pertenece al eje radical (€fr,) de €, y Ez. 


análogamente M, P y Q pertenecen a €f,). 


¿PROPIEDADES 


O Si desde un punto del eje radical de dos 
circunferencias se trazan tangentes dichas 
circunferencias los segmentos tangentes comparten 
igual longitud. 


Si Q € €(r) 

€(r) + eje radical de €, y €2. 
>Pot.Q(€,) =Pot.Q(€, ) 

*Esdecir:  (QM)?=(QN)? >QM=QN 


0 El eje de dos circunferencias secantes es la recta 
que pasa por sus puntos de intersección. 


€, N €,=(A;B) 


=> el AB esel €(r) 
€(r) : eje radical respecto de €, y a. 
DEMOSTRACIÓN : 
Pot.A(€,)=Pot.A(€z)=cero 
Pot.B(€,)=Pot.B(8,)=cero 
Dado que los puntos A y B pertenecen al eje radical 
de €, y 82 pero se sabe que una recta es 
determinada por dos puntos , entonces la recta AB 
es el eje radical respecto de €, y 82 
O Si: Pee, >PM=PQ. 
Resultando así que M y Q puntos de tangencia . 


0 El eje radical de dos circunferencias tangentes 
exteriores es la recta tangente común interior 


Sea PT la recta tangente común interiorde €, y 82. 

> PT : es el eje radical de €, y 62. 

DEMOSTRACIÓN : 

En €, : QT=QM (M y T : puntos de tangencia ) 
€2 : QT=QN (NyT : puntos de tangencia) 


>QM=QN 
> Pot.Q(€,)=Pot.Q(82) 
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Es decir Q pertenece al eje radical (€, ), asi también 
> Pot.T(€,) =Pot.T(€, )=cero 

Al erehecer Tal eje radical de €, y 8o. 

=> PT el eje radical de €, y 8. 


0 El eje radical de dos circunferencias tangentes 
interiores es la recta tangente común exterior. 


€) 
DEMOSTRACIÓN : 
En €,:QT =QM (T y M : puntos de tangencia) 
En 8, :QT =QN (Ty N : puntos de tangencia ) 

> QM =QN(€,) 

> Pot.Q(€,)=Pot.Q(€;) 
Es decir Q pertenece a €(,) (eje radical de 8, y 82), 
también Pot.T(€,) = Pot.T(8€2)=cero. por lo 
tanto , análogamente al caso anterior , “pr es eje 
radical de €, y 82. 


METODO GRÁFICO PARA HALLAR EL 
EJE RADICAL DE DOS 
CIRCUFERENCIAS INTERIORES O 
EXTERIORES 


Dadas dos circunferencias coplanares €, y €2, de 
centro O, y O, , Tespectivamente , que no tienen un 


punto en común. 
2) 


Se traza una circunferencia g que interseca a 
e. y een Ar; B, y Az; Ba, respectivamente se 
Pel parto de intersección de las rectas Aj3B;, y 


dy: o. .Larecta perpendicular ala 0/0) , trazada 
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por P es eje radical de %, y 82. 


INTERIORES (CASO D 


En € :(PA,).(PB,)=(PA2).(PB2) 
> Pot.P(€, )=Pot.P(€, ) 
Porlo tanto , Pes un punto del eje radical de €, y 82. 


Como €f) es perpendicular a la 0/0; . 
> PH: es eje radical de € y €. 

€(r) : eje radical de €, y 82. 
EXTERIORES (CASO M) : 


* En €: (PA¡) (PB,)=(PA2).(PB2) 
> Pot.P(€,)=Pot.P(€s) 
* Por lo tanto , P es un punto del eje radical de 


4y% 
Como €f,, es perpendicular a ala 0/05 - 


> PH es eje radical de €, y 82. 


OBSERVACIÓN : 


Cuando las circunferencias son concéntricas (caso 
particular de interiores), el punto P se encuentra en 
el infinito , es decir , el eje radical. 10, está 


determinado para este caso . AA 


EDICIONES RUBIVSOS [300% 


Sea O centro de q. 

>0,0 1 AB,;> Z1/| Lo 
entonces B que es la intersección de Ly y Lo, y 
se encuentre en el infinito 
Dos rectas paralelas se intersecan en el infinito (si 
al 2>202%=0). 
* En geometría proyectiva, el punto de intersección 
de dos rectas paralelas es llamado punto impropio, 


por lo que el eje radical para este caso en una recta 
impropia. 


CENTRO RADICAL 


Es el punto de concurrencia de los ejes radicales. de 
tres circunferencias tomados de dos en dos, 


O : centro radical respecto de €, ; 82-y Gz. 
PROPIEDAD : 


Dadas tres circuferencias coplanares no 
concéntricas, cuyos centros no son colineales , los 
ejes radicales de las circunferencias tomadas de dos 
en dos son concurrentes . 


€(r1): eje radical respecto de €, y Bo 
€(r2): eje radical respecto de €, y €z 
€(rg): eje radical respecto de 83 y €, 


DEMOSTRACIÓN : 
Sea P el punto de intersección de los ejes radicales 


eq ;% y 05%. 


Entonces : 


PotP.(€,)=Pot.P(€,) 
(POL? -RE=(POS) BÉ ooiccionic (0) 
Pot P.(€,)=Pot.P(€,) 
(POS? = RE=(POS? —RÍ cnica B) 
* De (8) y (8) : (PO)? - Ri =(POg)? - R5 
Entonces P pertenece al eje radical de Gz y 8,. por 
lo tanto, “py es eje radical de €z y €, ,conlo cual 
queda demostrado que los ejes radicales de 
€, €2;€2,€3 y €3;€, son concurrentes en E 
>P=0" 

O : centro radical respecto de %,¿% y 8 
EN PARTICULAR 3. 
1) 


€(r,): eje radical respecto de Y, y 8, 
€(ra ): eje radical respecto de 82 y €z 


€(ry): eje radical respecto de 6z y €, 
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JO; centro radical respecto de €, ; € y Eg. 


les” 1(r,) 


EN 
ES 


PROBLEMA 1 : 
Siendo : O>0,, Los centros de los círculos 


mostrados, calcular : Po,;o) 


A)J5m? 
B)10 
C)15 
D)25 
EJNA A O 3 


RESOLUCIÓN : 
* Para aprovechar el diámetro AB se traza 
AD y BC, entonces ; ADB=ACB=90" 


* Osea que las prolongaciones de AD y BC se 


deberán cortar en un punto “F” de la circunferencia 
menor , para que el cuadrilátero EDFC sea inscrito, 


ya que: C+D=180 

* Ahora , la circunferencia de Euler, del 4¿ABF, 
pasará por los pies “C”, “D” y “G” de sus alturas, 
siendo 00, su diámetro ya que el G es recto. 

* En consecuencia : 0,CO=0,GO=90* 

* Es decir que : O/C 1 OC, osea que los 2 círculos 
son otorgonales siendo O,C=5m, tangente al 
semicírculo, se tendrá que : 


1. 4 Y 
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RPTA : “D” 
PROBLEMA 2 : 
Se muestra 2 círculos tangentes de igual radio. 
Calcular: P(A;03) 


RESOLUCIÓN: : 
* Como “A” es punto exterior al círculo *“O,”, será 


entonces : Pr4;03 ,=AC* 
* Y Como se observa : AC=2R+BC 


Calculemos : BC - 
* Para ésto , se observa que en el Ex 0,Q/0, : $=30". 


Y3,_ 
RA 


Luego: BC=RY3 - R=R(V3 - 1) 
* Sustituyendo en el paso (2): 
AC=2R+R (4/3 - 1)=R(1+4/3) 
* Sustituyendo en el paso (1) se obtiene : 
P(A,Q9)=[R(1443)17 =R*(4+2,/3) 
PROBLEMA 3 : 
Se muestran 3 círculos iguales de radio “*R*” cada 


Entonces : Q,C= 2R( 


uno. Calcular : Pig; 03) 


A 0, O, O; 


8 p2 5 p2 > a 
AR" BIgR"  C)gr? Dl16R? ENA 
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RESOLUCIÓN : 
* Como “B” es punto exterior al círculo “O,”, será 


2? 
entonces : P¿g 9y,=BD 


Calculemos "gp". 
*Para aprovechar los radios se traza : 
O,E 1 BC y O,D 1 BD- 
* Entonces se puede plantear que : BD=BE+ED 
* Cálculo de BÉ: 


Cálculo de gp : 


* DAFO: AE= (sr AS E RY = RJ6 


* Luego: ED=AD - AE=2,/6R - 0% n= Ez ¡ 
* Sustituyendo en el paso (3) : 
BD== Lp, 26 1 n11+45) 
s Sustituyendo en Si paso (1): 
Paso =5 2 (742,6) 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 4: 
Se tienen 2, circunferencias tangentes exteriores en 
«B» y cuyos radios miden 3 y 7 se traza la tangente 
común exterior AC («A» en la circunferencia 
menor). Hallar la potencia de «C» respecto al centro 
de la circunferencia menor. 

A) 24 B) 36 C) 48 
RESOLUCIÓN : 

* La potencia pedida es : 


E) 84 


D) 54 


—2 
Pico AC 
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* Pero por un Teorema : : 
AC=2,/R.r=2,/(7)(3)=2/21 
* Sustituyendo en el paso (1) se obtiene : 
Pic;01=(2/21)P=84m* 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 5 : 
Un triángulo ABC, está inscrito a una circunferencia 
de radio ““R”. Se traza la bisectriz interior pg? cuya 
prolongación corta en «G» a la circunferencia 
circunscrita, tal que: BF=FG, también se traza la 


altura BQ=h. Hallar la potencia de «F'» respecto al 
centro de la circunferencia antes mencionada, 

si: R.h=10 m?. 

A) -2 B)-3 
RESOLUCIÓN : 
* Como “F”.es punto interior al círculo, será : 


Pe.o=- BF.FG=BF.BF=- BF" 
B 

UN 

¡AS Cc 


* Pero por el Teorema del cuadrado de la bisectriz : 
BF =a.c- AF.FC=(2R)(h) --BF.FG=(2R)(h)- BF” 
— _—_— A —— 


C)-4 D)-5 E) -10 


De donde: BF*=R.h 
* Sustituyendo en el paso (1): 
Pjo)=-R.h=-10m* 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 6: 


En el gráfico, fr es la circunferencia inscrita en el 
trapecio rectángulo. Si QS=4(PQ)=4 , calcule 


POT(M; €)+POT(T; 7) +POT(S; €) +POT(P; €) 


M P 
a SS 
ES 


A) 20 


E) 30 T 


RESOLUCIÓN : 
: F , 


Ss 
*Se pide :x=4+4+16+1>x =25 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 7: 
En el círculo de centro “O”: AB 1 CD 


Calcular : P(0,,03)- 


A) 7m* 

B) 14 

C) 21 A 
D) 36 

E) 2 


RESOLUCIÓN : 
* Como “0,” es exterior al círculo “O,” será : 
A? 
P(0,,02) z 0,0, 3 E? 


* Pero por un Teorema se sabe que en el cuadrante 
BOC el radio “r” es : 


* Entonces : OO,=4—r=4- 1=3m 
En consecuencia ; 0,0,=3+3=6m 
* Sustituyendo en el paso (1) se obtiene : 


P(o,,02)=6* - 1? =35m* 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 8 : 
Hallar la MINIMA potencia de un punto «A» con 
respecto a una circunferencia «O» de radio «R». 


z d R? R? 
qa —R2 ¡Es e 
sl pe E) Pe C)-R D) 2 E) 2 
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RESOLUCIÓN : 
* Se sabe que la potencia de un punto «A» respecto 
a una circunferencia es: P(A;O)=d? — R? 


'A 
* Ahora, para que la potencia sea MINIMA, como el 
radio de la circunferencia es constante, la distancia 
«db» del punto «A» al centro tendrá que ser también 
MINIMA . 


* Y la distancia «d» será. mínima cuando el punto 
«A» se halle en el centro, es decir que : d=0 


* Sustituyendo en el paso (1) : Pza;0,=0* — R? 
* Finalmente : Po =-R? 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 9 : 


En el 4ABC de incentro “FP” y circuncentro “O”, 
AQN BC en “P” siendo: Al=4m; PQ=9m 
Calcular 7p. 

A) 3m (47 

ES LIN 
C)5 4 AS 
RESOLUCIÓN : 


* Se sabe por un Teorema que : 
AI ,1IQ=2Rr donde : 
“'R” es el circundario y “r” es el inradio . 


* Llamado “'x”, a IP, se tendrá en el paso 
(1): 4(x+9)=2.Rur . 


* Luego para hallar “xr”, se debe calcular el 


producto: R.r. 
* Para esto se traza : IM 1 BC + siendo: IM=R 


[13006 
* Además se traza el diámetro QS, siendo: QS=2R 


* Ahora, llamando “2a” al Á ,como AQ esbisectriz 
interior del Á será entonces : BQ= Qc =20. 


* Y sí se llama "g" al € , entonces : AB=20 
*En consecuencia, se tendrá que : 


a 2a+20 2 
APB= == +0= ASQ=- ELL 40 
* Ahora, como : APB=ASQ será : 
r x 
Es SAQ — tx IMP, entonces : aa 


* De donde : 2Rr=x(13+x). 
* Sustituyendo en el paso (2) se obtiene : 
4(x+9)=x(13+x). 
* Efectuando : x=3m 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 10 : 


En el ÉxABC, de altura BH se sabe que : 
Peg;0,=9mM35 P,0,=16m* 
Calcular: P 


A) 7m? 
B) 14 
C) 28 
D) 35 
E) 25 
RESOLUCIÓN: 


Para aprovechar los radios, de cada círculo, se 
forman los 3 cuadrados sombreados . 


Entonces, se puede afirmar que : 


(8; 0) 


*Puoy="i =9m* entonces: r,=3m 
* Po os)=13 =16m* entonces: rg=4m 
A 
* Pago)" 
* Pero, por un Teorema : r?=r2+r2=3?4+4*=25 
* Entonces : Pyg,9,=25m? 


Cc 
RPTA “E” 
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PROBLEMA 11 : 

En el AABC, de incentro “7” y circuncentro «O», se 
sabe que MN n ala circunferencia inscrita en “P” 
y “Q”, siendo : PM.NQ=49 m?. 

Calcular el inradio “r”. 


4)3.5m 
B) 14m 
C)7m 
D) 21m 


RESOLUCIÓN : 


* Sabemos por un Teorema que : NI.IM=2Rr 
* Ahora , del gráfico se puede plantear que : 
(NQ+r)(PM+r)=2Rr 
* Efectuando: NQ.PM+r(PM)+r(NQ)+r*=2Rr 
* Factorizando: NQ. PM+r(PM+NQ)+r?=2Rr 
* Transformando el paréntesis : 
NQ.PM+r(2R - 2r)+r?=2Rr 
* Efectuando : NQ.PM+2Rr -— 2r*+r*=2Rr 


* Finalmente : NQ.PM=r*? Teorema 
* Sustituyendo el dato: 49 =r? 
De donde r=7 m 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 12: 
Un triángulo ABC está inscrito en una circunferencia 
donde | es el incentro y E el excentro relativo a 


e 1 1 
A Sora “POE” K calcule (AB)(AC). 


AJK B) 1/K C) 2/K 
RESOLUCIÓN : 


D)2K 


E) 3/K 
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* Por teoría : 
Pot 1(0) =R?-d* 
* Pero: d? = R?- 2Rr 
> Pot 1(0) = R?—R? + 2Rr 
=+Pot 1(O) = 2Rr ........... (1) 


Pot E(0)=dj —R* 
EPero- —d?—R*+2Rr, 


> Pot E(O)=R? + 2Rr, —R? =2Rr, ....... (1) 
* Por condición : 
1 1 
AA SFX ....... 113 
PotI(O) PotE(O) ais 
1 
* Reemplazando (1) y (II) en A 
* De donde ; Rrr, 1 
Da nedranrerrarenericerness TV, 
rr 2K eS 
* Por otro lado : 
S=n(p-a) ; S=pr A s-— 
* Tenemos: Sr, 2. 
br 
>Sr = r,(S-ar) > Sr = Sr, - arr, 
>S(r, —r) =arr, >S= 5 
7 
* También igualamos : 
E LI O 
yr 4R rn or 4 
* (MW) =(V:be_ 1, 5.2 
: ET RA 
RPTA: “C” 


PROMO RTACIRIRIGIOS 
(0) En un triángulo ABC de circunradio R=2 cm y 


exradio relativo al lado BC, r,=3 cm. Calcular la 


distancia del excentro relativo al lado BC al 
circuncentro del triángulo ABC. 
AJ2cem  B)3em  Cj4cm  D)5cm EJ6 cm 


(EE En un cuadrilátero bicéntrico ABCD de Incentro 


8 "y circuncentro O, JO=d y R es el circunradio. Si 
Ea Ra=is. Calcule el inradio del cuadrilátero 


ME as -B)10 


C)J8 DJ15 E)12 


63) En dos circunferencias secantes de centros Ay 


B donde la suma de los cuadrados de los radios es 
13, en el eje radical se ubica el punto P., siendo 
PA?*+PB? =49. Hallar la tangente PT a una de las 
circunferencias. 

AJ4 B)6 C)J8 D)J10 E)12 


En un cuadrado ABCD de centro O y lado 4, el 


cuadrante ADC de centro D interseca a la 
circunferencia inscrita en el cuadrado en el punto E. 
Calcular la potencia del punto medio de ED, respecto 
de la circunferencia inscrita . 

A) 1 B)J3 C)2 DJ5 E)J4 


En un triángulo ABC, de incentro / y excentro 


E (relativo a BC) g esla circunferencia 
circunscrita y 
a $ 1 1 


Pot.ME) POLE(E) K' 
Determine (AB). (AC). 


1 K 
A) K BJK C)-K D)-2K E) 3 


(20) En un triángulo ABC, la circunferencia $ pasa 
por B y es tangente a AC en T, tal que CT=2(AT), 
además g interseca a ga en N(BN=NC). Si BC=a, 
señale Pot. A(8) 


2 2 2 
me y DIS > 


2 
a 
A) —= == 
79 6 3 8 


(03) Sobre el radio OA de una circunferencia, se 


ubica un punto P por el.cual se trazan una 
perpendicular a OA y una secante BPC; las rectas AB 
y AC intersecan a dicha recta perpendicular en 
puntos M y Q respectivamente. Calcular el radio si 
PM=2; PQ=4 y PO=1. 

A) 1 B)2 C) 2,2 D)J3 E) 5 


03) Del gráfico T, M y N 'son puntos de tangencia 
OT=4cm, OP=2CM. Calcular PQ 


EDICIONES RUBIÑNOS 


43 B)4 C)5 DJ6 


09) En la figura mostrada A; B; C'; D, e [son puntos 
de tangencia ¿Qué punto notable es [ del triángulo 
PQR. : < RB 


A)Baricentro C)Ortocentro 


B)Incentro 
D)Cireuncentiro E) Punto de Brocard 


(17) Sean dos circunferencias tangentes exteriores 


8, y % (tangentes en T); además, A y B equidistan 
del eje radical de dichas circunferencias 


(Ace8jyBe8,). Si ABAG=1P)T es la 
proyección ortogonal de A sobre el eje radical y 
mTP=53*, indique la razón de radios. 

AJ1 B)2 C)J3 D)3/2 E) 1/4 
(05) En la figura, T es punto de tangencia, la razón 


de potencias de Q y B con respectoa $ ;es 
4 y PA = 1, señale AB. 


AJ1 B)2 D)J4 E)3/2 


(E) Dado un cuadrado ABCD, en su lado CD se 


ubica el punto medio M; AC y BM se intersecan en P. 
Calcular la potencia de P con respecto a la 
circunferencia inscrita al cuadrado cuyo radio es 
3cm. 

A)3cm* B)J6em? C)7cm?  D)J8cm? E)9cm* 
(E) En el cuadrante mostrado, M y N son puntos 
de tangencia . Si ON=a calcular la potencia de A 


respecto a la circunferencia de centro O. 
A 


C)3 


[NEO POTENCIA y EJE RADICA 
Bja C)aJ2 D)2a Ej2a* 
(E) Según la figura P, Ty S sonpuntos de tangencia., 
Si PT=5; TM=4; MC=3; BT = BS y AQ//TB. 


A4)3 


B)J4 C)J5 DJ6 E) 9 
En la figura mostrada T', es punto de tangencia. 


AJ90” - B)60* D) 45” E) 105” 


(9) En el gráfico mostrado calcule AB. AC. Si E es 


excentro, / es incentro del triángulo ABC y 
B 
1 


1 
Pot x(C) Pot EIC) * ROS E 
Cc 


C) 75* 


AJ2/Ik  B)1/k C) 3/k D)k E) 2k 


(Ey) En el gráfico P es punto de tangencia si 
AB=4cm y BC=5cm. Calcular AP . 


E)9 
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OBJETIVOS : 


* Definir el polígono regular , indicando sus 
elementos . 


* Conocer los teoremas fundamentales de un 
polígono regular. 

* Deducir la relaciones métricas entre las principales 
líneas asociadas al polígono regular . 

* Conocer a un polígono regular inscrito y 
circunscrito a una circunferencia y sus elementos : 
lados , apótema , ángulo central y área . 

* Deducir y usar las fórmulas de la apotema del 
polígono regular de «nm» lados , así como el lado del 
polígono regular de 2n lados . 


INTRODUCCIÓN : 


Desde la antigúedad. Se sabe que el hombre ha 
decorado sus viviendas con dibujos y ornamentos 
regulares. Estos gráficos repetitivos que nos dan la 
idea de prolongarse indefinidamente en el espacio 
se encuentra , hoy en día , en los tapices , en los 
papeles, pintados para empapelar paredes , en los 
enlosados y otros revestimientos del suelo , en los 
adornos arquitectónicos exteriores o interiores 
(mosaicos): también se usa las formas poligonales 
regulares en el diseño de las tuercas, en la 
distribución de los terrenos, ete. Inclusive hay 
poblaciones en las cuales la distribución de sus 
manzanas tienen una forma poligonal regular. 

La naturaleza también ños brinda ejemplos de estas 
figuras y de esa armonía de proporciones que 
satisface los sentidos; por ejemplo, los cristales de 
nieve, las ondas en la superficie del agua, el panal 
de abejas, etc.  ' 


POLÍGONO 


Se llama polígono regular al polígono equiángulo y 
equilátero ala vez. 

Todo polígono regular se puede inscribir y 
ir dira circunferencias concentricas , siendo 
e e de estas A el centro del 


YA 
no. regu 


En el gráfico, se muestra el polígono regular A,¡AAA, 
ad A, inscrito en la circunferencia de radio R y 
circunscrito a una circunferencia de radio r. 


* Del gráfico : 
AJA, =AA, = e.o0=4,4,=L, 


L, : Longitud del lado de un polígono regular de n 
lados. 


ELEMENTOS ASOCIADOS 
AL POLÍGONO REGULAR 


CENTRO(0) : 


Centro de circunferencia inscrita y circunscrita al 
polígono regular . 


ENRADIO (KR) 2 
Radio de la circunferencia inscrita al polígono regular. 


CIRCUNRADIO (K) : 


Radio de la circunferencia circunscrita al polígono 
regular. 


APOTEMA (0H) : 


Es el segmento perpendicular a un lado de un 
polígono regular, trazado desde centro. OH = a 


longitud de la apotema del polígono regular de n 
lados . 


EDICIONES ROUBINOS 


(7138 MES POLIGONOS REGULARES 


ÁNGULO CENTRAL (x<A,0A5): 


Es un ángulo que tiene su vértice en el centro del 
polígono regular , cuyos lados lo determinan que 
pasan por dos vértices consecutivos del polígono 
regular . 
* 8,: Medida del ángulo central de un polígono 
regular de n lados .. 360" 

n 


CA 


* n : Número de lados de polígono regular 
* Además , en todo polígono regular de n lados : 


* Medida del ángulo interior (4%, pijas L 00-22 
* Medida del ángulo exterior (£,) :Ja,= 22] 
TRIÁNGULO ELEMENTAL (44,04,) 


Es el triángulo determinado por dos vértices 
consecutivos y el centro de un polígono regular . 


APOTEMA DE UN POLÍGONO 
REGULAR 


* En el L.OHA(Teorema de Pitágoras) 


CALCULO DEL LADO EN FUNCIÓN 
DEL “KR” Y “g,” 


* En el AAOB(Teorema de Euclides) 
(L, P=R*+R? - 2Rm 


nn 


* pero, AHO : 
OH=m=Rcos0, 


* Reemplazando: 
(L,)*=2R? - 2RxRcosO,, 


* Luego : 
L, =R,/2(1-co80,, ) 


CÁLCULO DE LA LONGITUD DEL LADO DE UY 
POLÍGONO REGULAR DE 2n LADOS y EN 
FUNCIÓN DE SU CIRCUNRADIO Y LA LONGITUD 
DEL LADO DEL POLÍGONO REGULAR LYSCRITO 
DE N LADOS 


Conocido el lado £, de un polígono regular y el 


circunradio R, calcular el lado £,, del polígono 


regular de doble número de lados inscrito en la 
misma circunferencia . 


* En el triángulo AOB, aplicando el 1er . Teorema de 
Euclides, se tiene : 


/ 2_p2 
Lin=R*+R?-2Ra,, =>l%,=2R* a 


> (l9=/2R* - RAR? -£2 


CÁLCULO DE LA LONGITUD DEL LADO DE UN 
POLÍGONO REGULAR CIRCUNSCRITO y EN FUNCIÓN 
DE SU RADIO DE LA CIRCUNFERTENCIA Y DE LA 
LONGITUD DEL LADO DEL POLÍGONO REGULAR DEL 
MISMO NÚMERO DE LADOS INSCRITO EN DICHA 
CIRCUNFERENCIA 


Conocido el lado £, de un polígono regular y el 
circunradio R, calcular el lado £, del polígono 


regular del mismo número de lados pero circunscrito 
a la misma circunferencia . 
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* La semejanza de triángulos entre 4'0B' y AOB, se 


tela e 

ene: q. mn > 
¿ Y lt, R 

* Despejando :*2== 


* Sustituyendo 4), por sú fórmula se tiene : 
e =2tp R 


"Jarl 


CÁLCULO DE LA LONGITUD DEL LADO DE UN 
POLÍGONO REGULAR DE 2N LaDOS CIRCUNSCRITO 
y EN FUNCIÓN DE SU CIRCUVRADIO Y LA LONGITUD 
DEL LADO DEL POLÍGONO REGULAR EYSCRITO DE 
N Lapos 


Conocido el lado £, de un polígono regular y el 
circunradio R, calcular el lado £',, del polígono 


regular de doble número de lados pero circunscrito 
a la misma circunferencia . 


AB=£, ; NB=l,, ; N'B'=lo, 


* Por la propiedad anterior se tiene: 


* Sustituyendo £ y, por su fórmula, se tiene: 


se 2R [2R* —R Jar? - e 
2n= 
4R?-(2R? - RAR? - e? 
2R* — RÍAR? -£ 


2R?7+R/4R? - e? 


ESTUDIO DE LOS PRINCIPALES 
POLÍGONO REGULARES 


D) TRIÁNGULO EQUILÁTERO : 


En el gráfico, R es el circunradio del triángulo 


equilátero ABC. 
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En el LBCF (Notable : 30% A 609) 
2R 
1,2 go 


APOTEMA : 


* En el L.BCF(notable : 30% A609) 
a ¿FC > ÓN (Teorema de la base media) 
P3 2 


* pero : a _R 
Pp FC=R e (a, 5 


M) CUADRADO : 
En el gráfico, R es el circunradio del cuadrado: ABCD 
ÁNGULO CENTRAL : 


A 
> [0,907 o 


LADO : 
En el L 40B (notable de 45%) 


E, =Ry/2 
APOTEMA : 
En el 2 BCD(por teorema de la base media 


EDICIONES RUBIÑNOS 
HI) HEXÁGONO REGULAR : 


Medida del ángulo central (9¿): m< A,OA3=05 
3607 
0=—— > [05 =607 
STE > [94 =60* 
* Longitud del (4¿),4 A,OAyes equilátero :1¿=R 


* Longitud del apotema “p a 


Ap, = Es OPA, el notable de 30” y 60” : 


R 


IV) OCTÁGONO REGULAR U 
OCTÓGONO REGULAR : 


Media del ángulo central (9¿): m< A¡OA3= 05 


360" 
a 2 648 


* Longitud del lado ((¿): 


AA/0A) : teorema de cosenos 
(04)%=R?4+R? — 2(R)(R)cos45” 


Operando: 4 y = R/2=V3 


POLIGONOS REGULARES 
* Longitud del apotema 4», :4,,=0P 
* Se sabe que: 


1 
ao, = 31 Re ME Jar? - 23 
é pt 
=P /2+/2 
* Reemplazando y operando: 


V) DODECAGONO REGULAR : 


En el gráfico se tiene el dodecágono regular 
ABCDEFGHIJKL , de circunradio R . 


ÁNGULO CENTRAL : 


Lapo : 

En el A40B 
(Teorema de Euclides) 
(L;¿"=R*+R*-(2R)(OM) 


* Pero: OM= EE 3 
* Efectuando : 5 - /3 
APOTEMA : 


* En el L-.GNO (Teorema de Pitágoras ) 


(2, =-(73) 


* Reemplazando : 
2 fo — 
(a ] =e- (2678 a). =* (2413 
Pia 2 


“pj 


VIDDECÁGONO REGULAR : 


GEOMETRIA PLANA [ess 
EMedida del ángulo central (9,7) : 


MR 860 - 
| ip 10 > [010 =360*] 
* Longitud. del lado (l,7): 


Enel. AA¡OAjse traza la bisectriz interior “AM; así, 

los triángulos A,MO y MA,A, son isósceles, es decir: 
A¡M=MO=1l¡p > MA¿=R- lo 

*Enel A A,0A, se aplica el teorema de la bisectriz 


interior : R Lio 
Lio R=bio 
Operando : ty=e (YE 2) 
* Longitud del apotema (4 ,(10)) 
Sesabe: 4), => Jar? -E 
*Reemplazando y operando: [a, nz 10+2/5 


OTRA FORMA : 


Lapo : El lado del decágono regular es la porción 
área del circunradio. Esto es : 


lí, =R(R-L 0) 
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ES DECIR : En el triángulo isósceles AOJ, se traza la 
bisectriz interior JP, formándose los triángulos 
isósceles AJP y JPO. 


En el triángulo APJ, aplicando el Teorema de la 


bisectriz interior, se tiene : E Ex Elo 


Lj=R(R=L0)=> to (/5-1) 


* APOTEMA : En el triángulo OMG : 


, de donde: 


R? 
5-2/5+1) 
2 p2 llo Se a 
(2,,,) .e -[te ] > (87,0) pe: 4 
16R? -6R*+2/5R? R 
2 PAN IO 


VINPENTAGONO REGULAR 7 


Medida del ángulo central (0,) : 05= a =72 


* Longitud del apotema (%p, ) 
AA/Q0: (0,0)=R?*+R? — 2R(a, 


e ED ng: 
[SEAT =2R? -2R(a,,) 
2 5 


R 


* Longitud del lado (05): 


(1) 


* Reemplazando l,y= 


EsA,PO : por teorema de Pitágoras 
ly PE di 
s5| _p2_ E 
(+) e 
=R A 
Operando : lh=> 10-245 Ep 


EDICIONES RUBINOS 


POLIGONOS REGULARES; 


OTRA FORMA : 


3607 
* Ángulo central : m4 AOE a 


* Lado: El lado del pentágono regular es la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyo catetos 
son el lado del hexágono regular y el lado del 
decágono regular, Esto es : 


Lo=l5+Lio 


DEMOSTRACIÓN : 


Se toma F punto medio del arco DE. Se une F con 0 
y con E, formándose el triángulo isósceles EOF; en 


donde: EF=f ,y 


Haciendo centro en E y con radio igual a EO=R se 
traza un arco de circunferencia que corta a la 


Denda de EF en G, y a continuación se traza 
la tangente GT, uniendo finalmente O con G y con T; 
formándose así el triángulo isósceles OEG y el 


RoOTG . 


* Aplicando el Teorema de Pitágoras en el LLOTG: 
OG?=0T"+GP unmcocrocorossesorssosso (1) 


* Por relaciones métricas en la circuferencia , se tiene 

: GI?=GE.GF y como EF =/,, es la porción áurea 

del circunradio : Er?=GEXGF » luego: 
GT=EF=!0Újgorosioom.. seso (1L) 

* Por el caso LAL de congruentes de triángulos . se 

tiene : triángulo OEG =triángulo AOE . 

* Así: OG=AE=Í gonsooorori( IE) 

* De la figura : OT=R >0OT=£ greso (IV) 

* Reemplazando (11) , (1H) y (IV) en (1): 


212412 

*O sea: 05=05+1 70 
Y 2 
rt 24541) => 3.1 %+6R" -20 a -2/5R 


Se =E 10-25) > eE 10-25 


Arorema : Enel DxOMB: 
PB” 10-245) 


(0,,) =*-[] =(0,,)' =n*- 22 


E y- A R? >(a, y E 


> ( a 76 (0245) 


R R 
>= 6+2/5 => E 


MÉTODO GRÁFICO PARA ENCONTRAR EL LADO 
DE UY PENTÁGONO REGULAR 
En una circunferencia de centro O, se trazan los 


diámetros perpendiculares AB y CD. luego en AO 
se ubica el punto medio O. y se traza un arco CE de 


centro O, (E e OB); finalmente, se traza un arco 


CE de centro ( (L e CB)- El lado del pentágono 
regular buscado es CL . 


GEOMETRIA PLANA LAS 
ESCOE : teorema de Pitágoras Operando 
ñ 2 
o: mir 205-0) 
* Operando : 

== + (10-25 > m=l; 
OBSERVACIÓN : 
* Dela figura: - CO=0¿ nOE=1l,0 
TEOREMA 1 3: 


La longitud del lado de un pentágono regular es igual 
a la longitud de la sección áurea de su diagonal. 


Según la figura , ABCDE : polígono regular. 
AAOB: triángulo elemental del decágono regular. 


(En 


* 1; esla longitud de la sección áurea del segmento 
de longitud d”, donde d es la longitud de la diagonal 
del pentágono regular . 

TEOREMA 2 : 


En todo decágono regular, la longitud de su lado es 
la sección áurea de la longitud de su circunradio . 


(Tas E AAA NN CICLOPEDIA 2012 


Se deduce que l;¡p es la sección áurea de R. 


TEOREMA 3 : 


Si en un triángulo las longitudes de sus lados son 
las longitudes del lado de un pentágono regular, de 
un hexágono regular y de un decágono regular de 
un mismo circunradio, entonces el triángulo es 
rectángulo; donde la hipotenusa es el lado del 


pentágono regular. 
EN 
£6 


Si AB=1,; BC=1,p y AC=1, >0= 90* 


DEMOSTRACIÓN : 
* Se sabe que : 


= R 


* Tomando lg y lo: 


A R 
A ES : 2) > Ci+ejo= (10-245) He (1 
R : R 
e-(EJro- 2/5 ) > Es=(10 an EA A seres (EL) 


* Igualando (1) y (11): 

Li+ Liy=2% 
* Por llo tanto, se cumple el teorema de Pitágoras, es 
decir, 9=90". : 
OBSERVACIÓN : 
Método para calcular gráficamente la relación entre 
Lo Loy l;i- 


z 
ERA E a 


* Se sabe que AAOB es elemental de E z ee 


sE 


* Por semejanza de triángulos : 


E E 2 7 


R-£iw to 
* Según la figura , teorema de la tangente : 
a 5 LE TP ARA 1049) 
* De () y (1): (£,=m* =>m= yy 
* además : 
AOAC: A elemental de £¿. 
n=£l;5 
* luego DyOTC: £%=2%+£2, 


* Se sabe : 
BES ÉS L=20151) 


* De la relación : (L,”=t5+ Lio 


* Reemplazando: 


e 2 
PRE) > aga ED 
SS 0==J10=245 


CÁLCULO DE LA LONGITUD 
DEL PENTADECÁGONO 
REGULAR 


14 =R => mAD=60" 
to=E (45 - 1) > mAC = 24* 

ly = RJ3 , luego mCD = 24? > CD=1 ,5 
* Del 4ABC (Pitágoras) 


m?*=4R? —(£,p) 
* Reemplazando : 


m=3(/10+2/5).. de 0 


* Luego ¡ACDB (teorema de Ptolomeo) 
ml; =(£ 10) (Lg) HL ¡5 MER) oaooaro. (1) 
* Reemplazando (1) en (1) y operando : 


Ers= E l10+2./5 - J15 - J3) 


CÁLCULO DE LA LONGITUD DE UNA CUERDA 
CUYO ARCO DETERMIVADO MIDE 150" . 


Si mAB=150" 
* Según la figura , se ubica P en ¿B, tal que la 
mAP=60" y mPB=90". 

* Luego: AH=l¿(cos 45%) a HB=0l,(cos 30) 


* Se observa: AB=AH+HB 
* Reemplazando : AB=0¿(cos 45")+0¿(cos 30%) 
* Operando : 


CÁLCULO DE LONGITUD DE UNA CUERDA 
CUYO ARCO DETERMINADO MIDE 144" 


Si mAB=144* , Según la figura, se ubica Q en AB 


GEOMETRIA PLANA [4838 


AN, tal que AN=AO; asi el ANAO esel 4 
elemental del decágono regular . 


AL=LO=m=a, 


10 10 


* Se observa : 
R 
=m+m>AB=2-7 2(5+45) 


>4p=R (EE 2 an=2/10+ 2/5 


CALCULO DE La LOXGITUD DE UNA CUERDA 
CUFO ARCO DETERMINADO MIDE 135" 


Si mÁB=135", se ubica Ten AB, tal que : 


mAT=90" y mT[B=45*. Luego de traza TN, tal 


[720 TT AN CICLOPEDIA 2012) 
pr ra > 
y lal que la mAQ =mQB = 72". Luego se traza 


* Lo cual : 
=AN + NB > AB=0¿+05/2 


> AB=0,(14/2) > AB=04R/2—/2(14/2) 
* Operando : 
pe AB=RyWV2 + J2 


CALCULO DE LA LOGITUD DE UXA CUERDA 
CUYO ARCO DETERMINADO MIDE 108? 


Si mAB = 108", se ubica Ven AB, tal que 
mAV=72 y mVB=36"" 

* Luego se ubica Q : simétrico de V con respecto 
de AB- 

AVAQ :A elemental del decágono regular . 


a, =m =l5 10+2/5 
+ Pero: 10 El 
£,==J10- 246 > m= 245 a 149) 


AVBQ : elemental del decágono regular . 
a =n=* (J5+1) 
5 4 


Pp 
* Pero : Y 
5-1 R 
L£ ¡y =R| 2 NI enc ML, 
10 a 3 Jon 3 (11) 
* Lo cual : 


AVBQ : elemental del pentágono regular : 


* (1) y (II) reemplazando en (HI) : 


ap=2(/5+1) 


OBSERVACIONES : 


Para un polígono regular cuyo número de lados 
es una potencia de 2 se tiene : 0 e EN A 


EDICIONES RUBIÑNOS 


Y 734 | [a 


dy POLIGONOS REGULARES 


L,g=R |2- J2+ [24 12%. 
a 


(1) radicales 
donde “R” es el radio de la circunferencia circunscrita 
a dicho polígono regular . 
(E) Se denomina sección aúrea de un segmento a 


la división de dicho segmento en dos partes tales 
que la medida del mayor sea media proporcional 
entre las medidas del menor y el segmento total . 


A B Cc 

A A 

Q$EÁAKÁA A 
* Del gráfico : 


* Para el decágono regular se tiene que su lado es la 
sección aúrea de su circunradio. 


£ == (4/5 -1) 
Los lados del pentágono regular, hexágono regular 


y decágono regular inscrito en la misma 
circunferencia, forman un triángulo rectángulo . 


eyes 
ji 


PROBE. 


PROBLEMA 1 : 

En un triángulo ABC, mÁ=45" y el circunradio 

mide 4. Calcular BC . 

A) 4 B)6 

RESOLUCIÓN: 

+ Después de graficar, se deduce que : 
mBC=90" 

* Entonces L- BOC, 

es notable (L-. 45% y 459), 


* Luego : BC=4/2 


RESUELTOS 


CJ8  D)J4J2 E) 4/3 


PROBLEMA 2: 


En-un triángulo ABC, mÁ=60" y el circunradio 
mide 4, Calcular la distancia del circunradio al 


lado BC. 


A)2 B)3 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


C) 4 E) 8 


* Dato: 
mxA=60*;R=4 
>mBC=120" 
* El ángulo central : 
mBOC= mBC=120" 
* Del L- OHC(30* y 609) : 
> OH =2 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 3 : 


En que la relación están los apotemas del cuadrado 
y del triángulo equilátero inscrito en la misma 
circunferencia. 


A) J/2:1 B)/3:1  C)/2:2 D)J3:2 E) J2:3 
RESOLUCIÓN : 
* Se sabe, por la teoría : 
E 
2 A 


GEOMETRIA PLANA 1N385 


* Se pide : 
e pa RJ2 
y a DD 
Ñe J/2 
2 RPTA : “A” 


PROBLEMA 4 : 

En un triángulo equilátero cuyo perímetro mide 18 
V3cm, calcular el perímetro del hexágono regular 
inscrito en dicho triángulo equilátero. 


AJs/a  B)i2/3  C)24/3 D)6J3 E)18/3 

RESOLUCIÓN: 

* Graficando : 

* Se aprecia que el perímetro del triangulo es: 

9L=18/3 > L= 2/3 

* Se pide el perímetro del hexágono, el cual será: 
6L=6(2,/3)=12/3 


JS 
RPTA: “B” 


LA 


ES dl Pa ad Pis sa 


PROBLEMA 5: 
¿Cual es el polígono regular, donde su apotema es 
la mitad de su lado?. 


A)Hexágono _ B)Pentágono 
D)Octógono E)JNonágono 


RESOLUCIÓN : 


*Como el AAOB es Isósceles luego la maAOB=90" 
* Es decir el ángulo central mide 90”, entonces : 


C)Cuadrado 


; ES ES, 
*Conlo que se deduce, que se trata de un cuadrado. 


Ms E 
ATA RPTA: “C” 
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PROBLEMA 6 : 


En un triángulo ABC, mÁ=60* y el circunradio mide 
4. calcular BC. 
A) 4 B)6 C)8 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 
* Construyendo el ABCE , donde BE es diámetro , 
es decir : BE=2(R)=2(4)=8 
*Además como m«xA=60*, entonces por arco 
capaz, se tendrá que : mxaE=60* 

A 


D)4J2 E) 4/3 


Finalmente como m=«xC=90", entonces de L-. 30% y 
60”, se obtendrá : BC=4/3 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 7: 
En un triángulo ABC, AB=4/3,BC=4/2 y el 
circunradio mide 4.Calcular la medida del ánguloB. 
AJ45” B)60* C)75 D)90" E)105 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando: 
* Se deduce que: 


mBC=90" y mAB=120" 
* Por ángulo inscrito : 
mÁC=2(mxB) 
* Además: 
mAB+mBC+mAC=360" 
> 120*+90"+2(m-xB)=360" 
* Despejando : mxB=75" 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 8 : 


Calcular “x” si: AB=R, BC=RJ2, "0" es centro de la 
semicircunferencia , AO =R 


A) 10? 
B) 15* 
C) 20* 
D)30" 
E) 37 


POLIGONO 


RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que: 
mAB=60",mBC=90" y mCD=30" 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 9 : 


Si un cuadrado y un hexágono regular se inscriben 
en una misma circunferencia, la razón de sus 
apotemas €s: 
A)J2/3 B)3/2 C)2/3 
RESOLUCIÓN : 
S ts , por teoría: il a Y Log 2 
Se pide: RJ2 
2 _v2_y2 


EJS J3 5 
2 


D) /2/3 E) /2/3 


RPTA ; “E” 
PROBLEMA 10 : 


El radio de una circunferencia mide 8 . Hallar el lado 
del pentágono regular y apotema del dodecágono 
regular en la circunferencia. 


A)Ls=2/5  B)L,=4/2-/3  C)L¿=4/10-2/5 


a, =I12/2.- a 
12 


p =4/0-2/5 a, =4/24/3 
2 2 


Py 
RESOLUCIÓN : 
R 
* Por teoría: Ls=>3 10- 2/5 
* Luego para R = 8, se obtendrá : 
Ls=4/10- 2/5 
* Ahora : o, == J2413 


* Luego paraR =8 ; a, =4/244/3 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 11 : 


Del gráfico. Hallar : x, si: p=//2+/3 


RESOLUCIÓN : 


* Como 30% es la medida del ángulo central del 
dodecágono regular. 


* Como: x=L;2 > x=Ry/2-/3 
* Pero: R=/2+/3 , luego: x=/2+/3 /2- /3 


* Efectuando : 


a=/(2+/31(2-/3) => x=/(2)? - (43)? =1 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 12 : 


Hallar la medida del ángulo central del 
pentadecágono regular. 


AJ240 B)25" C)26* DJ27. EJ28" 
RESOLUCIÓN: 
360" 360" 
ES «B= = = o 
Como: 09,, = > 015 s5 24 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 13: 


En un polígono regular de 13 lados ABC ......LM. 
Si AD =m, AE =n. Calcule DJ. 


A) ¡m*+2n? B) In? +mn C)né +mn 
2h n2 

Dm E) don? 42m 

RESOLUCIÓN : 


*Dato: AD=m , AE =n 


*:Se pide hallar: DJ 

* En el cuadrilátero inscrito MCFJ, por el teorema de 
Ptolomeo : xXx =mXn + mXxm 

ca *d=m + mn> x= m +mn 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 14: 
El lado de un hexágono regular ABCDEF mide lem, 


desde B se trazan BP y BQ perpendiculares a 
CF y DF respectivamente. Calcule PQ (en m). 


J3 3 J3 J3 J3 
ss Bo ds DIG E-5 


RESOLUCIÓN : 


AFAB isósceles : 

m<A = 120” y AF= AB =1>BF=43 
* Cuadrilátero BPQF inscriptible, donde M es centro 
de la circunferencia circunscrito a dicho cuadrilátero, 


- Y3 

e ÁMPQ equilátero : ar 
RPTA :“E” 

PROBLEMA 15 : 
Hallar del menor ángulo formado por las diagonales 
de un cuadrilátero ABCD inscrito en una 
circunferencia de centro “O” (“O” está en el interior 
del cuadrilátero), ... 
siAB=L,yCD =L, 
AJ80? B)J81" C)J82" 


RESOLUCIÓN : 
== AB= 360? : 
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RPTA : “B” 
PROBLEMA 16: 


Sea ABCDEFGH un octágono regular inscrito en una 
circunferencia cuyo radio mide Jem, calcule la 
longitud de la cuerda EB (en cm). 


A) /4-/3 B)2+/2 C)/2+/3 
D) /3+J2 E) J4-/2 


RESOLUCIÓN : 


* E OEQ isósceles :0q=5q=2 


* ISBEQ: 
2 
* Simplificando: «=/2+Y2 . 


Sl 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 17 : 


Calcule la longitud de un polígono regular 
circunscrito a una circunferencia en función del radio 


de la circunferencia y de la longitud del lado del 
polígono regular del mismo número de lados inscrito 
en dicha circunferencia. 


L _2Rin B L,,= 2R£,, o) L,,= 2R1,, 
AL ==3> ) [n= ) lar? E 
RESOLUCIÓN: 


* En el gráfico 

L, : La longitud del lado del polígono regular de n 
lados circunscrito a la circunferencia de radio R. 
R,: Longitud del lado del polígono regular de n lado 
inscrito en la circunferencia. a 


OQ=R y OF=a, => ar? -£% 
* Reemplazando: 
EI R E 2R!,, 
pe Zar? dE E 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 18: 


En la figura mostrada se cumple AD=DC=BC=6 cm. 
Halle BD (en cm). 


B 
ÓN 
: D 
AJÍ 
Xo 
4) 5 /2-J3 B)3/2-/3 0) 3/3-J2 
D) 4 /3-.J2 El6l2-43 


RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad : 7a = 120% - a E 
8a = 120% >a= 15 
* ADBC isósceles : BD = 4, 
BD=6/2-./3 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 19: 

Un triángulo ABC está inscrito en una circunferencia 
y BC=6/10+2/5, m=xA =72". Calcule la longitud 
del radio de la circunferencia (en u). 


EDICIONES RUBIÑNOS PEN 725 PES 


A) 1 


POLIGONOS REGULARES 


5 
D3 


3 
B)2 C) 3 E)1,2 


RESOLUCIÓN: B 


* ED OMB: 
Jl10+2/6 _ J10+2./5 
MS == 


* De donde :R =2 
. RPTA : “B” 

PROBLEMA 20: 

Calcule la longitud del lado del dodecágono regular 


circunscrito a una circunferencia, cuyo radio 
mide (2+./3). 
AJ2 BI2/2  CIJ3— DJ2WJ3  E)J2 


RESOLUCIÓN : 


2+y3 
> =P +(2+/37 >a=2 2443 
* APOQO: 
€ yg =a/2-V3 >£,, =2 2 +/3x/2-J3 


>! ¡9 =2V4-3> flo =21 RPTA ¿A? 


GEOMETRIA PLANA 


PROBLEMA 21 : 


La figura muestra un cuadrado cuyo lado mide L, 
una circunferencia y cuatro semicircunferencias. 
Halle el perímetro de la región sombreada. 


Din 


* De la figura : 

LY 120 X. 1 _4 
20255 |> 2 ="Lx ¿> 8x= gal iaa 144) 
* También : 


ye IG > =3 
* (1) + (1): Br+4y=EmL+ mL 8x4 dy = Em 


ADocorrcrss (TA) 


RPTA“A” 
PROBLEMA 22: 
Halle el perímetro de un heptágono regular ABCDEFG 
si: EE E 
AE AC 6 
AJ40 B)41 C)42 
RESOLUCIÓN : e 


D)J43 


E)44 
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* Por el teorema de Ptolomeo en el cuadrilátero 
inscrito ACDE: ab = ax + bx >x(a + b) = ab 


PA O A AO A AS | 


== + — 2 === + =8 
x b A PS 


* Perímetro del heptágono regular será: 42 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 23 : 


Se tiene el hexágono regular ABCDEF inscrito en una 
circunferencia en el arco AB se ubica un punto B 


* Si PF=a y PC = b. Halle PD. Además a>b. 
a+b/3 _ braJ3 _ atb 

A) 3 B) 3 C) 2 

RESOLUCIÓN : 


*Dato:PF=a y PC =b 
* Se pide hallar: PD = x 
* Por el teorema de Ptolomeo en cuadrilátero inscrito 


FPCD: 0/3 
x2n=an+bnV3=2:=a+b/321= 5 
RPTA: “A” 


POLIGONOS REGULARES 
LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA 


¿Cuántos lados tiene un polígono convexo en 
el cual su número de diagonales excede en 8 al 
número de diagonales de otro polígono convexo que 
tiene un lado menos? 
A)J8 Bj9 C) 10 


69) En la figura mostrada se tiene 3 polígonos 


D) 11 E) 12 


regulares (ABCDE, BCFG, CDIH). Calcular “x””. 


Paán POLIGONOS REGULARES 


EDICIONES RUBINOS PLÚY 7237 NR 


B D 


A E 
AJ36”  B)50” C)64 D)60” E)75 
En un polígono equiángulo la relación entre 
las medidas de un ángulo interior y de un ángulo 
exterior es de 7 a 2. Calcular el número de diagonales 
del polígono. 


A) 18 B) 25 C) 27 D) 32 E) 36 
0D Se tiene un polígono regular de *“n” lados 
ABCDE ...... y otro polígono regular de (n —2) lados 


ABPQR ...... interior al primero. Si mxCBP=6", 
calcular “n”. 
AJ14%  B)16* 


(03) En un polígono equiángulo ABCDEF ..... las 
bisectrices de los ángulos ABC y DEF son 
perpendiculares. Calcular el número de diagonales 
de dicho polígono. 

A) 27 B) 35 C) 44 


C)1P”— D)J12  E)J15” 


D)54  E)J65 


69) La figura muestra parte de un polígono regular 
de “n” lados. Calcular el valor de “n”. 
A EN Y 


A) 40 D) 18 E) 24 


(02) Según el diagrama, el diámetro AC=16. 


B) 36 C) 45 


Si m<ABC=mDE calcular DE. 
B 


AR 
/) 


A C 
AJ8 BJ8J/2 C)8/3 :DJ4  EJ4/2 


(03) ABCDEFGH es un polígono regular donde el 
radio de la circunferencia circunscrita mide 
2,/24+/2.M y N son puntos medios de GH y EF, 
respectivamente. Calcular MN. 
A)2(/2+1) B)4(/2+1) 
D)J3(/2+1) E)4(/2 - 1) 
Se tiene una circunferencia de diámetro AE=2R, 
En AE se ubican los puntos B, C y D, tal que: 
BC//AD, CD//BE y BEA AD=1P). 

Si EP=/2(PB), hallar AC. 

A)J/2R BJV3R C)R D)(/3-J2)R E)2R 


(1) Según el gráfico, los polígonos mostrados son 
regulares. Calcular R/r. 


C)3+/2 


A)2 B)JJ/2 C)J3  D)2/2  E)3 
(E) Del gráfico, el triángulo ABC es equilátero. 


NC=8/2- /3 . Calcular AM. 


A 


A)2/3 B)4/3 C)2/6 DJ8 E)4/2 


4 Calcular el perímetro de la región sombreada, 
si: M, N y P son centros de las semicircunferencias. 


(GEOMETRIA Praia "ES 
A)34+34x B)54+27x C)331+56 
D)54+33x E)27+17x 


(E) En la figura, hallar-el perímetro de la región 
sombreada.* 


A)JR(1+3) B)2R(x+1) 
D)J3R(1+1) E)6R(1+1) 


(E) Del gráfico, calcular el perímetro de la región 
sombreada. 


C)R(x+ 2) 


3/2 


ata B)7+5x C)8/2+ 37 
DEJE E) /2x+6 


(E) Del gráfico, calcular el área de la región 
sombreada. 


A)11+67 C)22+12x 


D)l5+11lx * 
do Calcule la longitud del alambre que fue doblado 


en 6 semicircunferencias congruentes, tal como se 
muestra en la figura. 


B) 28+ 127 
E)18+12x 


OS 


By31x C)25x D)30x E)36x 
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(Ey) El triángulo equilátero ABC cuyo lado mide 3, 
empieza a girar sin resbalar, de tal manera que el 
punto A vuelve a tocar el piso. Calcule la longitud de 
la trayectoria descrita por el punto E. 


LN 


E 
A Cc 
A)J2x  B)3x Cjá4r —D)jóx  Ej7x 
(3) Calcular el perímetro de la región sombreada. 


A)2/2(x+3/2) B) a 


D)2/2(27+/3) E)2./2(1+/3) 
Calcular la longitud de la circunferencia, si: 
(OA)MNB)=16. 4 


(27+3/24+3) C)2/2(27 +32) 


(7 
0 


A)6x  Bj)10x C)12x D)8x  E)48x 


7) El perímetro de la región sombreada es 


(a+bx+c/3), donde a, b y c son números enteros. 
Calcule a+2b+3c, si M es punto-medio de OB. 


A) 11 B)12 C)18  D)J20  E)10 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 


DE(2)a [878294 ]5)0]6)0/)0/9)0 [DE 100) 
mirar od odiisela 


EDICIONES RUBIÑNOS 


OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad el alumno será capaz de : 

* Conocer la definición de área. 

* Calcular el área de regiones triangulares. 

* Establecer relaciones de áreas entre regiones 
triangulares. 

*Comprender las definiciones básicas y conocer los 
postulados fundamentales y teoremas relacionados 
con las áreas de regiones triangulares. 

*Aplicar las fórmulas correspondientes para 
determinar las áreas de las regiones triangulares . 
*Resolver problemas relacionados al cálculo de 
áreas de regiones desconocidas , ya sea sumando , 
restando o trasladando regiones , para formar 
regiones conocidas . 


INTRODUCCIÓN : 


A menudo al pasar por una calle habrás visto algunos 
carteles en la pared que dice: SE VENDE 300 m? o en 
algunos avisos publicitarios en los periódicos 
anunciando la venta de una casa o un terreno, en el 
cual te dan el área de cada uno de ellos y es que si te 
habras dado cuenta el tema de áreas es importante 
ya que se utiliza para poder realizar la compra o 
venta de un inmueble y para muchas cosas más. 


El historiador Griego Herodoto afirma que , el hecho 
de que todos los años con el desbordamiento del 
Nilo , se borrasen las lindes de los campos , fue lo 
que acentuó la necesidad de los agrimensores de 
volver a trazar los linderos de las tierras. 

Estas habilidades de los «tensores de cuerdas» 
egipcios fueron admiradas por Demócrito 
(Matemático notable). 


CAPITULO 


30 


En parte por la precisión en la construcción de las 
pirámides. Pero lo cierto es que en el papiro de Ahmes 
se muestra que , para calcular el área de un triángulo 
isósceles , hay que tomar la mitad de lo que nosotros 
llamaríamos la base y multiplicar por la altura. 


b 
S,=Xh 
2/8 
b/2 
y trata análogamente el caso del trapecio isósceles 
al2 12, PA p-a/2+—b/2-—, 
H—b/2 (al H——b/2——+a/23 


ez 


Sa=(5+*3 P)h=>So= ( )h 

En 1936 se desenterró una Es de tablillas, 
procedentes de SUSA (a unos 300 km al este de 
Babilonia), donde se compara las áreas y los 
cuadrados de los lados de los polígonos regulares 
de 3;4;5; 6 y 7 lados , de donde se puede deducir 
que la aproximación de p adoptada por el escriba, 
es de 3,730 ó 3 1/8. Este valor es tan bueno como el 
que adoptaron los egipcios. 


Hay alusiones a trabajos perdidos sobre la geometría 
plana de Arquímedes y hay razón para creer que 
alguno de los teoremas de estos trabajos han sido 
conservados en el LIBRO DE LEMAS , colección que nos 
ha llegado por los Árabes. Un escritor árabe dice que 
Arquímedes fue el descubridor de la celebrada 


fórmula, 
=/(S(S-a)(S -b)(S -c) 


del área de un triángulo en función de sus tres lados. 
Esta fórmula se halla en un trabajo posterior de Herón 
de Alejandría.Fueron muchos los aportes que , en 
diferentes épocas y culturas , se han dado para llegar 
a calcular las áreas de las superficies de las figuras . 


GEOMETRIA PLANA ES [ada 


Estas han permitido hacer prETUPUENOS en la 
ingeniería o en construcciones simples ; poder saber 
que cantidad de material se debe utilizar para 
tarrajear una pared, pintar un muro , saber qué área 
de un edificio se va a cubrir con vidrio, qué cantidad 
o porcentaje se va cubrir con concreto o madera, es 
decir la utilidad de conocer las áreas de las 
superficies es múltiple. 


Es aquella parte de una superficie plana limitada por 
una línea cerrada. 


superficie curva a “0 


ÉS 


R.triangular  R.pentagonal de 


REGIÓN PLANA 


En una porción de plano limitado por una línea 
cerrada, también llamada frontera de la región. Una 
región triangular es la unión del triángulo y su región 
interior. Las regiones principales a tratarse en este 
capítulo son las regiones poligonales. 


O. 


R, : Región poligonal(pentagonal) 
R,: Región curvilínea 
ÁREA DE UNA REGIÓN 
PLANA(S ó 2) 


Es la medida numérica de una región plana, la cual 
resulta de comparar dicha región con otra tomada 
como unidad (región unitaria). 

Entonces, para expresar la medida de una región , 
se tiene que disponer, en primer lugar de una unidad 
de longitud, por ejemplo, el metro (m) ; luego la 


E NCICLOPEDIA 2012 


unidad convencional de área es una región cuadrada 
cuyo lado tiene por longitud la unidad de longitud 
(m). Esta unidad de área es la unidad elevado al 
cuadrado por ejemplo, la unidad es el metro 
cuadrado. 


unitaria 


AO Región 
NY 


* En el gráfico si: 
Sy =n veces (11? )(n e N) > Szn(u?) 


So: área de la región pentagonal 


* De esta parte, podemos concluir que área de una 
región cuadrada es igual al cuadrado de la longitud 
de su lado: 


Gráficamente : 


Í 

L -y2 

| Soanco=L 
L D 
DEFINICIÓN : 
Se llama área a la extensión de una porción limitada 
de una superficie. Para medir las áreas se toma como 
unidad el área de un polígono determinando , y 


entonces la medida de un área cualquiera será la 
relación de esta área a la unidad. 


: Plstanpic 


A A A 
es 
te 


En general se toma como unidad de áreas, el área 
de un cuadrado cuyo lado sea la unidad de longitud: 


EDICIONES ROBISOS————IBB(731 ME AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


EJEMPLO : 
* La medida de una región triangular es igual a 125 
* El área de una región triangular es igual a 125u? 


FIGURAS EQUIVALENTES 


En forrma general dos figuras son equivalentes si 
tiene diferentes formas pero igual tamaño , para 
figuras planas , el tamaño se refiere al área es decir 
dos figuras planas serán equivalentes si tienen la 
misma área y para dos figuras espaciales el tamaño 
se refiere al volumen es decir dos figuras serán 
equivalentes si sus volúmenes son iguales . 


[7-6 


* Son regiones planas que tienen igual área. 
* Sus formas no son necesariamente iguales. 


* En el gráfico se muestra tres regiones R, , R, y R, 
de áreas S,, S, y S, respectivamente. 


R¡<>R¿<>Rz O A4,=4,= 4; 
REGIONES CONGRKUENTES 


Son dos regiones planas que están limitadas por 
figuras congruentes ; tienen igual área. 


* En el grafico, se muestra la región R, y R, de área 
S y S respectivamente. 


AXIOMA 1 2 


Dos regiones congruentes , tienen áreas iguales. 


S,: área de la región R, . 
S,: área de la región R,, 
Si en la figura «las regiones R, y R, son congruentes 


(R,=R,). Entonces 


Si dos figuras planas son congruentes , entonces las 
regiones determinadas por ellos tienen la misma 
área. 


A toda región poligonal le corresponde un número 
positivo único . 
AXIOMA 23: 
El área de una región plana es igual a la suma de las 
áreas de todas sus regiones parciales. 

R (región plana total) 


* Sean, Sy; S,; S,; y S, áreas de las regiones 
parciales y S, área de la región plana total. 


* Entonces :|S, +S,+S,+S,=S 


Tomando el principio de que todo es la suma de 
sus partes, podemos establecer que el área de una 
región plana es la suma de las áreas de las regiones 
planas que la componen. 


AXIOMA 3 : 


El área de una región cuadrada es igual al cuadrado 
de la longitud de su lado. 


AA 


El ABCD : Región cuadrada 
+ Entonces: 
TEOREMA 1 2 


El área de toda región rectangular es igual al 
producto de las longitudes de dos lados contiguos, 


GEOMETRIA PLZ MENS 


S nasco=(a)(b) 


En este caso se observa que basta multiplicar las 
longitudes de los lados adyacentes para conocer 
cuantas veces esta contenido la unidad de área en 
la región rectangular. 


DEMOSTRACIÓN : 


* Tomando dos lados consecutivos del rectángulo 
construimos cuadrados , relativos a dichos lados 


En la figura mostrada S denota el área desconocida 
del rectángulo, las áreas de los cuadrados son 
a? y b*? por el postulado anterior el área de toda la 
figura es (a+b)?, Por tanto , igual al mediante 
aplicación repetida del postulado de adición y áreas. 
a +24 + b? = (a+b)? 

de donde A=ab 

OTRO MÉTODO : 


Como los rectángulos son congruentes tienen la 
misma área 


¡1 4d 


4S+A=(a+b)?  ; pero A=(b- a)* 
545+ (b -a)"=(a+b)?> 4S=4ab => S=ab 
-—— ÁREA DE UNA REGIÓN 
poa PARALELOGRÁMICA 


EE a de una región paralelográmica o romboidal 
producto de una base cualquiera y la altura 
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correspondiente . 


* Si trazamos Bp y cQ perpendiculares a 4p 
entonces los triángulos ABP y DCQ son congruentes 
por lo tanto sus áreas serán iguales(axioma de 
congruencia) del axioma de Adición de áreas 
podemos concluir que el área región ABCD es igual 
al área de la región PBCO . 


Sracq=0Xh —, 
REGIÓN TRIANGULAR 


Es una región plana cuyo contorno es un triángulo. 
Ahora pasaremos a estudiar la principales 
expresiones para el cálculo de áreas de regiones 
triangulares en función de la longitud de ciertos 
elementos de triángulo. 


FÓRMULA BÁSICA : 


El área de una región triangular es igual al 
semiproducto de las longitudes de un lado y la altura 


a dicho lado. . 
* En el gráfico, pp es la altura relativa a AC 


* Si: AC=b y BH=h, B 


MITO 
entonces: 1apc= 2 A 


a SS e G 
ÁREA DE LA REGIÓN 
TRIANGULAR 


El área de una Región Triangular es igual al 
semiproducto de la longitud de uno de sus lados 
por la altura relativa a dicho lado. 


EDICIONES RUBIÑNOS INEA 


» Por el vértice B trazamos una paralela a ACy por 
C trazamos una paralela a 4, determinándose un 
paralelogramo ABDC y como los triángulos ABC y 
BDC son congruentes las áreas de las regiones ABC 
y BDC son iguales . 

Sinc=Spop=A 
* Del axioma de adición de áreas, el área de la región 
paralelográmica ABCD sería : 24. 
* Pero también : 

Ss ABCD= bxh=2A4 


bxh e 
* Entonces MA=—— yA es el área de la región 


2 
ABC por lo tanto : AR 


2 
OTRO MÉTODO : 


25,+25,=bxh> 2(5,+S,)=b.h 


ss 


DEN 
a 


AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


FÓRMULA TRIGONOMÉTRICA 


El área de una región triangular es igual al 
semiproducto de las longitudes de dos lados, 
multiplicados con el seno del ángulo determinados 
por dicho lados. 


* En el grafico : AB=b; AC=c y maBAC=0 


* Entonces: 76 


TEOREMA 3 


El área de una región triangular es igual al 
semiperímetro de las longitudes de dos de sus lados 
multiplicados por el seno de la medida del ángulo 
que estos determinan . 


A 
* Se traza la altura BH, enel = >. ABH : BH=asen0 
* Del teorema anterior : 


> Srurc= "seno 


GEOMETRIA PLANA Pza EN AN CICLOPEDIA 2012) 


BM €s una ceviana anterior (BM=m) y Bla  * En consecuencia : 


mediana del ángulo determinando por BM Y AC S=Jpíp-a)(p-b)(p-c) 


“ls de E amasen P *OTRO MÉTODO DE DEMOSTRAR : 
4 
2 


TEOREMA (FÓRMULA DE HERÓN) : 


El área de una región triangular es igual a la raíz 
cuadrada de los productos , de la longitud del 
semiperímetro , con las sustracciones de este con 
las longitudes de cada uno de sus lados . 


LO 


AO AP 

* Sea : 

p: longitud del semiperímetro de la región triangular 

des E a+b+e 

ESA * Por C trazamos CP1AC ,, tal que 
Siuwc=V/P(Pp- a) Mp-b)p-c) m<AOP=90" 

DEMOSTRACIÓN : *Enel AABC : . 
maAOC=904 2222 90 a 
>m<POC=a 


* Como AOCP es un cuadrilátero inscriptible : 
m<aCAP=maCOP=0 
I5.OBS - > RAC (A.A.A) 


r_p-b 
A A RA RC A E EA T 
7 (1) 
€ A ES HOM « [5 CPM (A.A.A) 
> ABH : h?=c?- m*? pantartarcnneracincasoss a) A Ss 
AABC ; a ne Led 2mb q m EPR e O A A ) 
E (1) * En el Ls AOM : relaciones métricas 
5:20 Ene P=(p-4)N occcooos ana aan a»... (MI) 
* Reemplazando (11) en (1) : * En la circunferencia CH=CS : 
ptm [04 -a? z po ibte? (bie? ay MAEN=P-C conononcononrenecnenacacannornano (IV) 
A E CRA ab? *De (D y (1D: r_p-b_n 
¡pl 2bc+b! +0 -a*)(2b0-b? -e*+0*) _ y, I(bt0? -a"Jla (0? -0*] q bm 
AA a db? Ñ M . 
Up CpM2p-2a)(2p-20N(2p-26) _ ¿+ 16p(p-alp-blp-0) * Al aplicar el teorema de proporciones, se tiene : 
E A >H O O 
> 4 Fl 
p-b_ n 


157 [Pp P-Dp 0) T—z= ernonanrnrrorrencrnrarnnsaso Yv) 


qe" p msn 
DPp-bkp=c) * Reemplazando (IV) en (V) : 


EDICIONES RUBIÑOS RES 
—-b n 
E e RO 


=g 
* Luego : p E y 


P,(p-b)__n ,(p-a) 
p Pp (p-c) (p-a) 
> px(p-aMp-bMp-c)=p*x(n(p-a)) 
* De la expresión (HI) : 
p(p- a)(p - b)(p - e) =pir 


Como > S agc=/p(p-a) JM p-blMp-c) 
NOTA : 


Triángulo heroníano: se dice que un triángulo es 
heroniano si las longitudes de sus lados y su área 
son números enteros. 

Así , tenemos los siguientes triángulos , cuyas 
longitudes de sus lados son (3 ; 4 y 5), (13;14 y 15), 
(4:13 y 15),.....pues sus áreas son: 6; 84; 24;... 


OTRA DEMOSTRACIÓN : 
(TEOREMA DE HERÓN) 


De la figura sabemos que AQ =p, siendo p la longitud 
del semiperímetro de la región ABC Al trazar la 
circunferencia inscrita del triángulo ABC de radio r. 


* También AT=p-a, TC=p< y CQ =p-b. 


* Se observa > ATO, - AAQO, (A.A.A) 
Tr 
p-b 
* Se presenta AO,TC= A0,0C (A.A.A) 
Fr _p-e 
p-b_ yu 
* Despejando r, : 
O (11) 
r 
* Reemplazando (HH) en la ecuación (1) : 
(p-aMp-bMp-e) 
r 


Ya. > pxr=(p -a) ATi oem.» (11) 
Pp 


>rXr,=(p-b)p-c) 
Ta 


pXxr= 


NES AREAS DE REGIONES TRIANGULARES) 
* Despejando r y multiplicado por p : 

pir?=(p-aMp-b)Mp-c)p e... 48) 
> 8” ano =P(p-arp-b)p-e) 


> |Sianc =y/P(p- a)(p-—b)Mp-c) 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO EN 
FUNCIÓN DEL RADIO 


El área de una región triangular es igual al producto 
de la longitud del semiperímetro de la región y su 


ma 7 


O 


=p X 
Donde SLABC=P Y 


_a +b+c : longitud del semiperímetro de la 
TO 
región triángular ABC. 
r : inradio del A abe 
DEMOSTRACION : 


*Sea: S AABO= Ss 

se traza AO 3 OB y OC Para obtener regiones 
triangulares parciales. y 

* Luego : S=S 108 +S1Bo0c+S 1A0C 


s= Ar axr , bxr > ar 
2 2 2 


> 
ÁREA DE UN TRIÁNGULO EN 
FUNCIÓN DEL CIRCUNRADIO 


El área de una región triangular es igual al producto 
de las longitudes de los tres lados entre cuatro veces 
su circunradio. 


atte] 
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GEOMETRIA PLANA [E 


- Donde: 

a; b;c: son las longitudes de los lados del AABC. 
R : circunradio del AABC 
DEMOSTRACIÓN : 


* Se traza la altura CH : 


X 
A 


* Enel AABC, del teorema del producto de dos lados 
axb=2RXxh 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO EN 
UNA FUNCIÓN DEL EXRADIO 


El área de una región triangular es igual al producto 
de la sustracción de la longitud del semi perímetro 
de dicha región con la longitud de un lado , y el 
exradio relativo a-dicho lado. 


p : semiperímetro de la región triangular ABC. 


Donde : 


r, :exradio relativaa BC 


DEMOSTRACIÓN : 


Sisc= Sanec” Spec 


> Sasc= Sage + Sarc” Spec 
b 
Sano e+ e E > Sapo=3 (bro — a) 
> Sanc="3(a+b+e-2a) > Sanc=2(2p-2a) 


> IS amc=r4(p-a) 


OTRO MÉTODO DE DEMOSTRAR : 


Hp -a— 
E O 


* Se traza la circunferencia inscrita al triángulo ABC 
* Se sabe que : 


ArT=01 
ABC) 
* Se observa : 


ISAO/N 5 AOT (A.A.A) 


=p (longitud del semiperímetro de la región 


* Entonces : 
iaa at 
Ta 

* Por propiedad : 


SraB0 = pr nana 


=> pr=(p- A Y 


EDICIONES RUT 
* De (1) y (1) : 
> S aráe=(p-a)r , 

* Análogamente se cumple que : 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO EN 


FUNCIÓN DE LOS EXRADIOS Y 
DEL INRADO 


El área de una región triángular es igual a la raíz 
cuadrada del producto de los exradios relativos a 
tres lados del triángulo con su inradio . 


= Sinc=yTr,Tir, 


DEMOSTRACION": 


* Según las expresiones anteriores; para calcular el 
área de un triángulo tenemos : 


Sisc= P Y + Same = r¿(P- a) 
Sasc = Tilp-b) 5 Sage = r.l(p-c) 
* Multiplicando miembro a miembro estas 
expresiones: 
Sisc="T¿Tyr, P(p— a)(p —b)(p -e) 
Sinc 
> Sipc="TATyT«S ánc 
> Sinc="TA¿TpTe 


== Sanc=/TTaTpTe $ 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO 
EQUILÁTERO EN FUNCIÓN DEL 
LADO 


El área de un triángulo equilátero es igual a la cuarta parte 
del cuadrado del lado por la raíz cuadrada de tres. 


AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


[iva "os 


S apo=L h/2 
*pero h=LJ3 / 2 


* reemplazando : 


L. EJ3 1* 43 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO 
EQUILÁTERO EN FUNCIÓN DE 
LA ALTURA 


El área de un triángulo equilátero es igual a la tercera 
parte del cuadrado dela altura por la raíz de 3 


DEMOSTRACIÓN : 
* Sabemos que : 


* pero : H=L/3/2 
* despejando : L=2H//3 


GEOMETRIA PLANA [ERES 
El mpizanao en(): 
2H_H H*J3 


A E > Sang 3" 


y 


PROPIEDADES ADICIONALES 


[Ain todo triángulo se cumple que la inversa del 
inradio es igual a la suma de las inversas de los 


DEMOSTRACIÓN : 
* Sabemos que : 


* También: 


Samc=Ya(Pp- a) >— . =(P-0) 


AS 
Ta Sanc . 


* Análogamente : 


1 EN - WE (IL) 
Tr Sar 4 
1_(6p-0) 


Te Sac 
* Sumando (11), (11D y (IV): 


een arona co rniomonn Fear dv noaronoonnas (TV) 


¡lo se cumple que la inversa del 


[B]in todo triángul 


inradio es AS a la suma de las inversas de las 
alturas. B 
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DEMOSTRACIÓN : 
* Sabemos que : 
1 
Ss ABC=Pr => ps 
* También: 


Pp 
A dd) 
Sano 


Sarnc= Ea > _—= seee. 


* Análogamente : 
1 b 
Ñan o nin ron coninnoncaniconinsacósacanos (AAL, 


E c 
> a sr (1V) 
* Sumando (10), (11) y (AV) 
1,1,1_atbte_1,1,1_ % 
PM. Po h. 2Spmc > Pa hh. 2Sa0 
E A Pp 
> + += ul Y) 
Pa Po Rh. 2Spc 
* Reemplazando (1) en (V): 
AI 
rn Ro By E 


[C | Exradios en función de alturas : 


[D] El área de una región triangular es igual a la 


raíz cuadrada del semiproducto del circunradio con 
las longitudes de las alturas relativas a cada lado de 
dicho triángulo. 


EDICIONES RUBIÑNOS ppLaeS 


Se Ehahyho 
Donde : 


h,; h, y h; son las longitudes de las alturas relativas 
a cada lado del AABC. | 

R : circunradio del AABC. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Sea Saripe=S 
* Se sabe : 


_bh, 


s=Te AM) 


* Las relaciones (1), (11) y (MI) se multiplican, para 
obtener 
Ss 3, abe hahyho hih, > 5?=2bc, Ehhh 


4 áR 2 
* Se sabe : 
ábe 3_«Rh,hjh 
S==->S"=5S 22 
4R 2 


FÓRMULAS DE ÁREAS PARA 
TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


El área de un triángulo rectángulo es igual al 


ex radio relativo a la hipotenusa multiplicado por el 
inradio, 


(739 | Ntra 


AREAS DE REGIONES TRIANGULAKES 
DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que : 
Sipc=Tal(P — O) occccocoroscorooaso (1) 
* Por el teorema 
de Poncelet : 
b+c=a+2r>a+b+c= Za + 2r 
>2p = 2a + 2r=>r =P - Qiscccocisim eno... (1) 


* Reemplazando (11) en (1): 


, 
[Gle área de todo triángulo rectángulo es igual al 


producto de los exradios relativos a los catetos. 


> |Sanc=TaYe 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que : 
2 

s ABC 

* También: S¿pco=TpT cossorsonoccnnacas (AL) 


TT PalpTa secocooo A $0) 


* Reemplazando (11) en (1); 
Sino ="aToSapc => 
LH] El área de un triángulo rectángulo es igual al 


producto de las longitudes de los segmentos que 
determina la circunferencia inscrita sobre la 
hipotenusa. B 


GEOMETRIA PLANA 
DEMOSTRACIÓN ¿ 
rasa B 


* Sabemos que : 
Sisc = pr 
A O E) A (1) 
* Por el teorema de Pitágoras : 
(m +1)? + (n + 1)? = (m +n)? 
* Desarrollando: 
m?+2mr + 14 n24+2nr +17 =m? + n? + 2mn 


>2mr + 2nr + 217 =2mn 
>r(m +n+ r) =mn ....... (11) 
*De (1) y (ID : 
Sigc=mmn 


ME área de un triángulo rectángulo es igual al 


producto de las longitudes de los segmentos que 
determina en la hipotenusa , la respectiva 
circunferencia exinscrita. 

B 


Sipp= e OL) 


2589 


(m+c)=(n+a) =>m-n= a-c 


* Elevando al cuadrado cada miembro : 

m?-2mn +n? = a -2Zac + ccoo... (1) 
* Por el teorema de Pitágoras : 

a? + e? = (m + n)? 

>+0=m?+2mn+mn?....... ascos (MI) 
* Reemplazando (HI) en (MM): 

m” —-2mn+n*=m*+2mn+n? -2ac 
>2ac= 4¿mn 


> + A e ARA (IV) 


De My a: 
El área de un triángulo rectángulo es igual al 


producto de los segmentos que la circunferencia 
exinscrita relativa a uno de los catetos , determina 
sobre la hipotenusa. 


axe 


2 a (1) 


* Fórmula básica : S¿gp= 


* Tangentes: CQ=CP 
a > 
c-m+a=n > a +c=mtn 
* Elevando al cuadrado : ; 
a+c?4+2ac=m*+n?+2mMR ccorarssrooosesers (1) 
* Por el teorema de Pitágoras: 
a?+c*=b*= (nm)? 


EDICIONES RUBIÑOS [Ivó30s 


* Desarrollando: 
a+ =m? +? 2mMR. cunooooo (AN) 
* Reemplazando (1H) en (IM): 
m?+ n? -¿mn+2ac=m*+n?+2mn 
>2a2c=4 mn 


ac 
=> > mn (VI) 


id 


[K] El área del triángulo rectángulo , en función 


de los inradios rr, y r, está dada por la siguiente 
expresión: 


DEMOSTRACIÓN : 


* Fórmula básica: 
bh 


Sac 2 siii (E) 
* Por propiedad: h=r +r, +r, 
* Para calcular «b» en términos de otros elementos, 
tenemos : 
c_K; 


DLABC=ls ABH > o (AL) 


DABC=IXBHC > ES RA E 
* Sumando (11) y (11): Á 
eta_rytry 
For 
* Por el teorema de Poncelet :a+c=b+2F «mo (V) 
* Reemplazando (V) en (IV): 
br2r="(r,+r3) br+2r*=b(r,+r,) 
2r? 


r¡+r3-r 


= PE O 
r 


> 2r*=b(r,+r> -r)>b= caprino 


* Reemplazando (VI) en (1): 


| 27? 3| r,tra+r 
Sipnc== (rer +12) > Sigc=r?| === 
'ABC A y + 'ABC ry+ro 7 


FE] AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO EN 
FUNCIÓN DE SUS MEDIANAS 


DEMOSTRACIÓN : 
B 


AGMB = AMLC occccncsoacrronoro  LA.L) 
* de la figura 6x= S ¿go > 2X= Soc 


* luego : 
6x=Sinc=3 Soo r.rcrorcccornonsansanizasas (A) 
* cálculo de S ¿,¿: por fórmula de herón 


2m, 2m; 2m, 
SaLc=, [Parc (pare = 3 pac z A > :) 


+m, +m, 
POTO: Zac (M, +, +M,) Pen RATO . +? 


Sa [mocos (mn tm 17%, ) (rra, bra, 11 ) (may him, —7m,) 
e 3 3 3 3 


* haciendo : M: Memo 


* reemplazando : 


pe - 2 HEM-2m,)(2M—2m,) (2M- 2m,) 
ESNSS 3 3 3 
> Soc 7 M-2m.)Z(M-2m)5(M-2m,) 


GEOMETRIA PLANA [pas 
>Sac=ó (M=m,KM=mM=m,)M 


eronlacando en (1): 


—Sane=o (5) M(M=m,NM=m,MM=m,) 


E Sarc=z MM -m MM=m,KM-=m,) 


[M] Área de un triángulo en función de sus alturas. 
B 


EIA 

r ha hy ho 

Le 

Ta b e a 

A E o EOS Ed 
y do E ME 

Pb Pa hi hy 

¡LAA A 

O 

Te ha h; He 2 


Sanc= 


lA A 


El área de una región triangular circunscrita a 


una circunferencia es igual al producto de la 
cotangente de la mitad de la medida de un ángulo 
interior del triángulo y las longitudes de los 
segmentos parciales determinados por dicha 
circunferencia en a lado relativo. 


SaAAaBc=mncot a 
Donde: 


0: mx ABC 
DEMOSTRACIÓN : 
B 


* Sabemos: 
SAABU=Z PT eooripoiiniacianóón AR EPR y $) 


S a1pc= /p(p-BC)(p-AC)(p-AB).uocoocorooo (1) 


* Según la figura : 
0 

p=m+n+reot( 2) 

* Del teorema de la circunferencia inscrita : 
rxcot (2) =p- AC 
m=p-BCAn=p-AB . ES 

* Reemplazando en (11) y ordenando tenemos: 


EDICIONES RUBINOS INES: 


SAABC= lo «(reo 2)im)tn) 


* Elevando al cuadrado : 
SA ABC =prmncot(Demaarcemsnnariens (HT) 


* Reemplazando (1) en (II) : 
ShABC=S AABc mneot(9) 
* Simplificando : 


SAABC = mncotlÍ. 2 


El área de una región triangular es igual al 


producto de dos de sus exradios y la tangente de la 
mitad de la medida del ángulo determinado , por 
los lados relativos a dichos exradios. 


Sa ABC = rartan(9) 
Donde : 


6 : medida del ángulo interior de B 
DEMOSTRACIÓN: 


* Sabemos : 
Sa ame =mncot(0/2) .cccooccoronaroo (E) 
* Del teorema de dos circunferencias exteriores : 


*En % y 8:MB =TC=n 


*EnS y 9: NB =TA=m 


* Luego , en el Es. 0,MB y E058B, 
respectivamente: 
n=r,tan (0/2) camconcccoorococonneso. (A) 


m=r, tan (0/2) ....... arc a... (HI) 


(743 ME AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


* Reemplazando (1H) y (1) en (Y) : 
Saañe =(r,¿tan0/2)(r,tan09/2)(cot0/2) 
> Suasc =r,r,tan(0/2) 


[0] El área de una región triangular exinscrito a 


una circunferencia es igual al producto de las 
longitudes de los segmentos parciales determinados 
por el punto de tangencia de dicha circunferencia , 
en uno de los lados adyacentes a él , y la tangente 
de la mitad de la medida del ángulo que se opone a 
dicho lado adyacente. 


Donde : 

0 : medida de un ángulo interior del A ABC. 
DEMOSTRACIÓN : 

* trazamos la circunferencia inscrita en el AABC ; 


* Sabemos que : : 
m=p : longitud del semiperímetro de la región 
triangular ABC 
* También : SAABC= MEF oommorrorrscrrro(D) 
* Del teorema de circunferencias exteriores : 
BQ=CT=n 
* Se observa en el Ex BSO , 
r=ntan(0/2) .......o.oo..... (1) 

* Reemplazando (11) en (1): 

S anasc =mntan(0/2) 


[Ple área de una región triangular es igual al 


producto del inradio , con uno de sus exradios y la 
cotangente de la medida del ángulo , que se opone 
al lado relativo a la circunferencia exinscrita. 


GEOMETRIA PLANA [esas MET a NCICLOPEDIA 2012) 


A C 
Donde 
6 : medida del ángulo interior en A. 


r y r, :inradio y exradio del AABC. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos : 
SAABC =(P-A)F q cooromenonorosnes (1) 


ES Amr: cot[2)=P 22 


E 
=> p-a=rcot [oc (1) 


* Reemplazando (11) en (1) : 
Sa anc=r,rcot(0) 
2 2 


RELACIÓN DE ÁREAS EN 
REGIONES TRIANGULARES 


Es la comparación de las áreas de dos regiones 
triangulares. mediante el cociente , esto 
comúnmente se determinan: enregiones triangulares 
cuyas dimensiones” o “medidas de determinados 
elementos ae cierta relación . 


Si dos regiones iHangulirés tienen un lado igual 
longitud , sus áreas serán proporcionales a las 
longitudes de los lados a los cuales son relativas 


Sean S,y S,las áreas de las regiones triangulares 
ABC y MNO respectivamente , se cumple : 


DEMOSTRACION : 
bh bH 
S 


Sy Sa; S, H 


* Sabemos que : 


* Dividiendo 


COROLARIO : 


La razón de áreas de las regiones parciales 
determinadas por una ceviana interior, en una región 
triangular , es igual a la razón de las longitudes de 
los segmentos parciales determinandos por dicha 
ceviana en su lado relativo . 


B 


al 
H—- a ——- b—, 


ceviana interior 


BM: 
SaAaBm =4 
SA MBC 

DEMOSTRACION : 


* Trazamos la altura BH del triángulo ABC , que es 
altura de los triángulos ABM y MBC : 


* Otra forma de demostrar : 


SA ABM = Bio. sena 


SA ABM = (EMO seno 


* Como a+0= 180" >sena =senb E 


INE] AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


EDICIONES RUBINOS EN 


SAABM_ 2 DEMOSTRACIÓN : 
1 * Sabemos que : 
OBSERVACION : Ss 
a Sn? > [SES 
Si Bm es mediana del ángulo ABC entonces las Sm  S 


regiones paralelas ABM y MBC son equivalentes . TEOREMA 4 :z 
pas 


Si dos regiones triangulares tienen uno de sus 
ángulos de igual medida o suplementarios , se 
cumple que sus áreas son proporcionales al 
producto de las longitudes de los lados que 


A AS C > E ú 
AS $ determinan a dichos ángulos 
BM : mediana , 

=> AM=MC=b 


TEOREMA 2 : 


Si dos regiones triangulares tienen una de sus alturas 
de igual longitud , sus áreas serán proporcionales a 
las longitudes de los lados a los cuales son relativas 
dichas alturas . 


DEMOSTRACIÓN : 


_ besena 
* Sabemos que: “1” — 9 


S, m 
* e [RA 
Se cumple : AA 
DEMOSTRACION : 
: mxh nxh 
* Sabemos que : S,= a S,= 
n 2 
S, _m 


* Division S, y S; A 
¿3 Nn 


TEOREMA 3 2 


En todo triángulo, la mediana divide a la región 
triangular en dos regiones triangulares equivalentes. 


B 
DEMOSTRACIÓN : 

besena 

* Sabemos que: S ES 
S,= mnsenó 
ps 
== A 3 7 * Dividiendo : So «DRA, 
Se cumple S mnsenód 


¿S,= S, * Pero si a4+0 =180" => sena =seng 


En todo triángulo al trazar las tres medianas , la 
región triangular queda dividida en 6 regiones 


triangulares equivalentes . 
, B 


* Será suficiente demostrar que : x=y. BQ mediana, 
entonces : 

Sina=S enc > EF M+wW=JY+N4Z > 2x=2y > [a=y] 
* Luego : 


TEOREMA 6 : 


En todo triángulo , si se une el baricentro «G» con 
los tres vértices se determinan tres triángulos 
parciales equivalentes. 

B ; 


tao 


Saca = Sac =Saoc =28 


E PLANA (RE 746 ME ci NOICLOPEDIA 2012) 


_. DEMOSTRACIÓN : 


Sarco 
15¡=S3=S7==2BC o 


TEOREMA 7 2 


En todo triángulo al unir los puntos medios de sus 
tres lados se obtienen cuatro triangulos congruentes, 
por lo tanto las cuatro regiones triángulares son 
equivalentes. B 


Sapc=45 
DEMOSTRACIÓN : 


A 
* Por ser congruentes los triángulos AMQ, MBN, QNC 
y QMN se cumple : 


S amo” S man" S one S qu” S 


TEOREMA 8 : 


Si dos triángulos son semejantes , entonces la razón 
de las áreas de sus regiones es igual al cuadrado de 
la razón de las longitudes de sus elementos 
homólogos. 


Sean S,y S,las áreas de las regiones triangulares 
ABC y MNO respectivamente . 

Ahora si AABC= AMNQ 

Se cumple : 


EDICIONES RUBINOS 


(ES AREAS DE REGIONES TRIANGULARES) 
=> O0HxBH=AHXHCo.omcocoromoioarosasoror (Y) 

* remplazando (1V) : 

S ac S roc=AC?XAH XHC/A cocccccnonoos (1) 


+ Dx AFC + por relaciones métricas 
FHi=AHXIBC ootinicramiicircicersicica id VA) 
* Luego en (1) : 
S asc X S roc=AC?x FH?/4 
> S ac X S roc=(ACXFHI/2)* 


Ss _aH 
MNQ= 57 
2 > 


A ZA TZ 


* Sabemos que : Sarco 


. ira sara a miembro : TEOREMA 10 : 
ABC — : 
Tn ==.” A (1) Si PR //AC y PQ // AB luego se cumple : 


* Pero como AABC A AMNO ; se cumple : 
== dad rss oceroi rr AL) 


* Reemplazando (11) en (1): 
a h? 


Sa En mi iS 


DEMOSTRACIÓN : 
ARBP -- AABC por semejanza de áreas 


2 

A A 
Sigo (m+n) Sic '"N+R 
AQPC =AABC 

N n? /N n 

= — = ———— 900000 11 

Sasc (m+n)? 5 4: paa mu+n ( ) 
* Sumando (1) y (1) : 

/M+W4/N _m+n 


=1 > VS mc=/M+/N 


Sanc m>+n 
TEOREMA 11 : 


Dado un triángulo ABC, inscrito en una 
circunferencia de radio R y su triángulo tangencial 
respectivo (inscrito en una circunferencia de radio 
r). La relación de áreas de la región ABC y la región 


Sarc=ACXFH/2 ....... (D , c  PQS es igual a la relación de radio r y de 2R. 


S ano ACXBH12 ....... (II) 
S oc ACX OHI2 «oo. (MJ | 
* remplazando (11) y (UI) : F > A 
S ac S roc = ACÍx BHX OHÍA ....coooco. (IV) lie - 7] 
OH_ AH 


DxAHO  ÍxBHC : HC BH 


GEOMETRIA PLANA (Tes JET NCICLOPEDIA 2012) 


Donde : 
B.Q, $ : puntos de tangencia 


'APOS : triángulo tangencial del AABC. 
DEMOSTRACIÓN : 


* Según la figura: 6+0=180" 
* Por teorema (Relación de áreas) ; 


Sarog _(r)(r) 
Sage (2) (e) 
>SAPOQ= = - S AABC. pad (1 
* Análogamente : 
+y=1800 > 34508 - (11) 


Sjañc (aJ(b) 


2 

> Sis0q=%S, E 1 
* También : - 

S.pQs _ -(r)(r) 

S.aBC —(b)(c) 


2 
os Sa ap Fam. (ID) 


be 


* Sumando las ecuaciones (O), (1D y ID : 
> dig 5 MUA 4 
SrpogtSsso9tS=r* Ez 


* De la figura , se observa : 
: Sirqs=S.roQ+S 1s0q+S POS 


)S.ano 


Ea: e 
a+b+e) 
Srpgs=S ano" OS ¿EA (IV) 


* Delos teoremas anteriores se sabe : 


* Reemplazando en la ecuación (1V) ; 


Sipqs _ r(r)(2p) _ (rp ($2) 
SaBc Canje ) 4R 
¿4R 
Supqs _ 
S ABC e 


TEOREMA 12 : 


Según la figura R y r, son el circunradio y exradio 
del triángulo ABC , además P , Q y $ son puntos de 
tangencia y la relación de áreas de las regiones PQS 
y ABC es igual a la relación del exradio (r,) y el doble 
del circunradio (2R) , respecto del triángulo ABC. 


Donde 
P;0Q yS: puntos de tangencia 


APOQS : triángulo tangencial externo AABC 
DEMOSTRACIÓN : 


* Según la figura : 


3 APQS =S APQE +S Pus 3 AQES sronvoso (1) 


* Del teorema , la relación de áreas con un ángulo 
de igual medida : 

E E ci 

Sapo ae 

Ss APES — TaY; 


arenero ALL, 
Siagc ab e 


EDICIONES RUBIÑNOS 


[EXA AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


* Del teorema , la relación de áreas con ángulos 
suplementarios : 


B+(a+0)=180" - 


SLQES _TaTa 
E RA AA AI (IV) 
Siamc be 
* Ecuaciones (1V), (1) y (ID) en (1) : 
2 2 2 


r, ir 
Siro Bano Br 
APQS AABC ac AABC ab AABC y 


Ss 
> (LL) 
AABC ac ab be 


* Efectuando operaciones y recordando que : 


e A (v) 
S aBC abe pS 
* Además : 
Sramc=(Pp -. a )r, carrrrorrrnnrcccocos (VD 
abe 
S amc= Ti OO AECA (VII) 
* De (VD) y (VID : 
p-a 1 
= —— ennnonnanonn ca TIT 
abe  4Rr, (ya 
* Reemplazando (VIH) en (V) : 
Siprqs 9,2 1 Sipqs _ Ya. 
S.ABC > 4Rr,, S ABC 2R 


TEOREMA 13 : 


El área de un triángulo es igual al semiperímetro del 
triángulo órtico multiplicado por el circunradio del 


triángulo. - 


NS 
Pas, Pin 


DEMOSTRACIÓN : 


Sazo=S amor + Samon + Syopc 


* El circuncentro es perpendicular a los lados del 
triángulo órtico : 


OB 1 MN;OA 1 MP a OC 1NP 

>S _OAxMP 4 OBxMN E OCxNP 
ad 2 2 2 

* pero : OA=0B=0C=R 


Sapc==(MP+MN+NP) 
> Sarc=(2Puxp) => 


TEOREMA 14 2 
En el triángulo mostrado se cumple : 


>| /Sump =/A + VB + YC 


DEMOSTRACION : 


* Como las rectas son paralelas aplicamos 
semejanza de triángulos : 
AE m 


A Es 
Sun» (m+n+L)* Sigo MiN+L 
* Análogamente : 

EL 
Sigc "M+n+L VSinc Mm+n+L 


* Sumando : 


> [Siop VA + B+J0 
MNP 


GEOMETRIA PLANA ESTO ET A LN CICLOPEDIA 2012) 


TEOREMA 15 3 > * Sabemos por teorema anterior que se cumple ; 
Del gráfico mostrado se cumple : SB EIA 2 (D 
B S, > 
E «(ID 
E (111) 
Sy Tb 
* Sumando (1) ,() y (1D) 
1 1 Y 
Ss —+ — + — |[=2R| =4 4 = 
ABC de S> =A [E To z) 


> |[Sipc=M?+N*?+P? * pero por propiedad : 121 ¿11 
r 


Ta Tb Te 

DEMOSTRACIÓN : 
* Sabemos por teorema que : * Remplazando : S 50% 5, 1 fa 

M”=S 12 XS 108 a O SS) rr 

N=S asc X S noc * además: Sañc 2R 

PS asc X S poc 1 7 Ss ER 1 1 
* Sumando : FEU | ABC 

> 503, *3,*3) s ”|s Ss, 5, 5, 


M?4+N?4P?= S cl S r0nt S oct S a0c) 


*Pero: (S 10g+ S goct S 10c)=S asc 

¿ -M?4N?4p?= 5? En la figura mostrada los segmentos interiores son 
Luego: M"4N"4+P"= S” age paralelas a los lados del triángulo respectivamente. 

TEOREMA 16 : a 


En la figura mostrada , se cumple : 


TEOREMA 17 : 


q. 


M 
* En la figura , existen triángulos semejantes. > 
entonces se cumplen : 2d nl 


2 
> e ol =T E e 
2 
> E “a a ES 
2 
A A a «(1D 
B_ n? JB n 


(A 
s Sung (min+ttnik [Sy min+tn+k 


* A esta última expresión lo multiplicamos por 2 : 
2/B 2n 
AAA m+n+t+n+k 
* Sumando (1) ; (1) ; (11) y (AV): 
VA+2/B+/C4J/D _ m+2n+t+h 
VS uno m+2n+t+k 


> [Sue JA EH CH D 


PROBLEMA 1 : 


Calcular el área de un triángulo equilátero, sabiendo 
que el inradio mide 2. 


AJ18u4? BJ8/3  C)12V/3 


RESOLUCIÓN : B 
* Graficando : 


D)16/3  EJ1543 


* Luego de considerar el triángulo rectángulo notable 
de 30? y 60”, se obtendrá: AC=4/3 
* Ahora aplicamos : 


1? /3 
4 


2 
Appc= > Arge EBÍNS 213 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 2 : 


Hallar el área de un triángulo ABC, si: 
m<A=37 ; maC=45" y AC= 

A)124 B)200 C)172 D)168 E)192 
RESOLUCIÓN: 


* De la figura : 


E AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


4a+3a=28 > 74a=28 > a=4 
* Luego: BH=3(4)=12 


read ¿pe= 28(12) 


=168 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 3 : 


En la figura , ABCD es un cuadrado y el triángulo 
BEC es rectángulo recto en E. Si BE y EC miden 
6cm y 8 cm , respectivamente , calcular el área de la 
región sombreada. E 


A) 64 em? 
B) 50 cm? 
C) 54cm? 
D) 76 cm* 
E) 74 em? 


RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico piden Á 


» maiBCE=37 


+» Por Esnotable a=10 


* Por R.M. Los >> 
(6)(8)=(h)(10) > Qs 


a “ aa 


> A=74cm? A: uE” 


GEOMETRIA PLANA 
PROBLEMA 4: 


se tiene tres circunferencias tangentes exteriormente 

dos a dos. Hallar el área del triángulo que se forma 
al unir sus centros, si se sabe que los radios miden 
23 y 4 cm. 


AW37em2  B)/17  -C)6J6 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos el teorema de 
Herón, considerando que: 
6+5+7 
2 


DJ9/5  EJ34 


> p=9 


* Entonces : 


> Arnc= /N9 —7)(9 — 6)(9 - 5) y 
> Aunc= /9x2x3x4=6/6 Cc 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 5: 


Calcular el área de la región de un triángulo 
rectángulo si la hipotenusa y su inradio miden 17 y 3, 


AJ452u* BJ)40 C)J50 D)J60 E)J80 
RESOLUCIÓN : 
* Por Poncelet: 
a+b=17+2(3)  C 
>3a+b=23 
a b 
-.B A 
s A A 
* Sabemos : 
AL ac=PXr [a 
AN 2 
SA amo xa =604* 
Ez RPTA: “D” 


PROBLEMA'6 : 

En la figura , PQRS es un cuadrado y QT=6 cm. 

Halle el área del triángulo sombreado, 
2: 


q 
A) 18 cm* J 
B) 24 em* 
C) 15 cm* 
D) 21cm* 
E) 12 cm? , Ss R 


RESOLUCIÓN : 


Ss 

En el Dx.Q7R, por relaciones métricas 
6*=ab > ab=36 cm* 

Nos piden el área del triángulo sombreado 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 7 : 


En un triángulo ABC, sobre AB y BC se toman 
los puntos “P” y “Q” respectivamente , tal que : 


AP=2PB; BQ=0C. 
AApgQ 
Hallar : Añand 
1 1 1 1 1 
A)— B)- CJ D)— E)— 
ó 2 ) 4 4 6 ) 8 ) 12 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando , para luego trazar la línea AQ, 
llenando las regiones considerando la relación se 
sus bases: 


* Siendo “S” el área del APBQ , entonces: 


PROBLEMA 8 : 


Si el área de la región triangular PBQ es $, hallar el 
área de la región triangular ABC, Además: 
AP=PB; BO=QN; AN=MN. 

B 
A) 8S 


BJ 68 A M 

C) 108 PE. 

D) 165 p / 
CC Sr - p 


E) 208 A 


EDICIONES RUBIÑOS : INES] AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


RESOLUCIÓN : 


* Después de llenar las regiones considerando las 
relaciones de sus bases”, se obtendrá que: 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 9 : 
Si el área total es 18u*m calcular “S” 


A) 2u* 
B)3 
C)1 
D)4 
E) 1,5 
RESOLUCIÓN: 
* Considerando la relación de las bases de cada 
triángulo , se obtendrá: B 
* Por dato : Ajy =18 
>188= 18 8S 

L_ pe gráfico 3 e 
2952 

A - Le e C 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 10 : 
En un triángulo ABC la hipotenusa BC mide 2cm y 
ángulo BCA miden 30, se traza la mediana AM y por 


los puntos A y B se trazan paralelas a BC y a AM 
intersectándose en P. Halle el área de la región APBC 
(en cm). 


/3 /3 3/3 3/3 


3 
NG MA DOE | BA 


2 4 
RESOLUCIÓN : 


* Se pide hallar : 


PROBLEMA 11 : 


En la figura, BM=MC y AO=0M. ¿Qué parte del área 
del triángulo ABC es al área de la región sombreada? 


pl 


2 3 3 2 1 
A) = B)= C)— —= — 
) 3 ) 5 ) 4 D) 5 E) 3 
RESOLUCIÓN : 
Área Sombreada 


Se pide: 
Pee” rea del RABO 


A 
se traza PM. 
Por razón de áreas 
Área(AOB) = Área(OBM)=IB 
Área(AOP)= Área(POM)=A 
Área(BPM) = Área(MPC)=4+1B 
Piden: 
Asomn _22+2B _ 2(4+BB) _ Asomp 2 
Botas 32+3GB"> S(AHB) " Aroras 3 


RPTA “A” 


PROBLEMA 12 : 
Calcular el área de la región sombreada si, 
AB=6u y BC=8u. 


RESOLUCIÓN: 


GEOMETRIA PLANA (ES(754 TES cc VUICLOPEDIA 2012) 


* Por Poncelet : 10 
6+8=10+2r > 2= r > PB=BQ=2 


- Ahora: 


=x2_6 
2 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 13 : 


En la figura , BN=2NC. ¿Qué parte del área de la 
región triangular ABC es el área de la región 
sombreada? B 


d 2 3 
> = Cc)J= D E 
M7 B) 5 a ) ) 


| 


RESOLUCIÓN 
En el gráfico , BN=2NC 


Se traza CP y porrelación de áreas tenemos que : 
Ascen _ 1(24) 
Aspen 2(24) 
también , como MB es mediana 
Arapr=ArpEC= GA 
* Luego, en AABC. 


O E 
Asanc SA 

“entonces: BP 64 2 

E Md IR E 

Ed . RPTA : “E” 


PROBLEMA 14 : 


En un cubo de 2m de arista, se unen 3 Serticos de 
modo que se forma un triángulo equiléteto, 
Determine el área de dicho triángulo. 


AJ)4/3m? B)2/3m? C)3/2m? 
D)J2/2m? EJ6/3m*? 


RESOLUCIÓN 3 : 
*Se pide 4, : área de la región equilátera. 


Se traza :AF =FC = AC 
En el gráfico mostrado, la región sombreada es 
equilátera. 
Por lo cual : 

A, = 222 


2 
202) Y3 > A,=2/3m* 


RPTA “B” 
PROBLEMA 15: 
En el rectángulo ABCD , BC=2acm. Calcular el área 
de la región sombreada. 


C 


"D 
e 248. 2 2,,.2 
A) em B)Ja em C)2a%.cm 
2 
yal emp? Ej? E om? 
RESOLUCIÓN : 
* En el gráfico nos piden 2M. ES 


EDICIONES RUBINOS 


KH_———__Á  /2 
+ ESBAH=Z ÉS. DCL (LAL) 
AH =LC 


+ AHSN <= ALRN (ALA) 
HN = NL 
» Por relación de áreas. 
Asun _ 1 
BL =—>4A =2M 
Asc 2 > BASNC 
a/3 a?/3 
tamo=am= (E ft Ss > : 


a?3 2 
4 cm 


> Área sombreada = 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 

En un triángulo ABC sus alturas miden 
h, = 12u, h, = 15u y h_=20u. Calcule el área de la 
región triangular ABC(en u?). 

AJ120  B)140  C)150 
RESOLUCIÓN z 


D)160 


E)128 


*Dato: h, =12;h, = 15 y h, = 2a 
* Reemplazando en la expresión que nos permite 
calcular el área de la.región triángular ABC, donde 


NT] AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


* Reemplazando valores y simplificando: 
Siuc= 1501 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 17 : 


Halle el área de una región triangular equilátera en 
función de la longitud de un ex radio r,. 


3 D)3r2J3 q 


aJ2r2 Bar? cjte£ eS 
RESOLUCIÓN : 


r2J3 
3 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 18 : 

En tres circunferencias tangentes exteriormente entre 
si dos a dos, cuyos radios miden: a, b, y c, halle el 
área de la región triangular que determinan los 
segmentos que unen los centros. 


A)ía + b + eje . B)/abe(a+b+c) 
C) 2 [abcía +b+c) D)a + b + eJa 
RESOLUCIÓN : 


2a + 2b+ 2c 
e e E 


p=a+b+c> 8 yyy Vabeía+b+c) 
RPTA : “B” 


GEOMETRIA PLANA ES 
PROBLEMA 19 : 

Los catetos de un triángulo rectángulo miden 6u y 
8u, halle el área de la región triangular cuyos vértices 
son ortocentro, incentro y circuncentro del triángulo 
rectángulo (en u?). 

A)1,0 B)1,5 C)2,0 
RESOLUCIÓN : 


D)2,5 


E)3,0 


A 5 M 5 Cc 
1 
Sam = 3242 M5)Sen8* =5/2x 


57% >8 Bm = 1? 
RPTA : “A” 

PROBLEMAS 20 : 

Hallar “EF” para que las áreas del triángulo “EBF” y 

el trapecio “AEFC” sean iguales ( AF // AC). 


A 


EE 
0)3V7 

A A == ñ 7 ES pee 
RESOLUCIÓN: 


D)5J2 
E)7 

* Dado que AEBF=AABC, entonces por 
semejanza de áreas se obtendrá : 


a >50=x? > 5/2=x 


> 10? 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 21 : 
Calcular: “S, +S,: R=2 
AB)6 ' 
B)2 

C) 12 

D)14 

E) 16 
RESOLUCI ÓN : 
* De la figura : 


poo ---- 


¡ENE NCICLOPEDIA 2012 


2.H +2- H)2 
2 


S,+S¿— >8/+S,=H+2 - H=2 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 22 : 
En la figura mostrada, calcular el área de la región 


triangular MNQ, si el área del triángulo ABC es 
160 p?., 


A) 48p* 
B) 32 
C) 52 
D) 64 
E) 46 
RESOLUCIÓN : 


* Primero trazamos la siguiente línea auxiliar: 


80=5k => k=16 


> 45=80 > S=20 


> 5P =3(40) + P =24 


e de 


* Finalmente reemplazamos en el triángulo original, 
el cual resultará: 


ES 20+24+64+x=160 
. > xa=02 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 23 : 


De la figura calcular el área de la región triangular 
APR sabiendo que AB=4, PQ=8 y QR=15 


A) 24? 
B) 36 
C) 30 
D) 28 
E) 34 


RESOLUCIÓN :: 


* Por el teorema de Pitágoras en el =. PQR : PR=17 


* Además por el teorema de la bisectriz: h=4 
: R 


* Luego: 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 24 : 


En la figura calcular el área de la región triangular 
ABC, si el área de la región triangular PQR es 6u? , 
además AP=PQ , PR=RC y BQO=QR 

B 


RESOLUCIÓN : 
* Datos S=6u? 


A Cc 
A RPTA : “B” 
PROBLEMA 25 : 
En la figura las regiones ABQP y PQC son 
equivalentes, calcular QC, si AC=/2 


4)1 
B) 2 
0)3 
D)4 
E) 1/2. 
RESOLUCIÓN : y 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 


Si en un triángulo las alturas miden 12 em, 15 cm y 
20 cm, entonces su área en em? es. 


AJ140 B)J200 C)150 D)J160 
RESOLUCIÓN : 

* Piden: Área AABC=S 

* De la figura : 


E)300 


>b=5K,a=4K,c=3K 
* Luego: AABC es rectángulo 


PROBLEMA 27 : 

En un círculo con radio de 4m con centro en H se 
traza dos diámetros JHP y VHT, luego se traza una 
cuerda JA que cortará a VHT en R, de tal modo que 
la distancia RH sea de 3m. Entonces el área del 


triángulo JAP es: 
A)30,72 m* B)11,20m* C)15,36m* 
D)8m E)J6m 
RESOLUCIÓN: 

, AJ)(AP, 
* Piden: Área; yyp AA ARS (1D) 


* De la figura: a?=(1)x(7) 
(Teorema de las cuerdas) 


GEOMETRIA PLANA Lisa 
a=V7 > AJ=27 > 
ye VOD 


* En L- JAP : Teorema de 
la base media > AP=6 
* Reemplazando en (1) 


ÁREA. 7 ño x(6)=15,36 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 28 : 


Según el gráfico, calcular el área de la región 
sombreada, si BC=3u y CD=1Ip (A y B son puntos 
de tangencia). 
A) 6u? 

B) 7,5p* 

C) 10,5u* 

D) 12p? 

E) 9p* 


RESOLUCIÓN : 
* Piden : 


A A D P 
2 2H — «e —— 
* Pero por teorema de la tangente 
(ADJ"=(4)(1) + AD=2 

y como: PA=PB=3+2 
* > BDP (Teorema de Pitágoras) 
(a+2).=a?+(4)? >a=3 > S.pmpc=7,5p* 

A A RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 
En el gráfico. 'MNLB es un cuadrado, calcular el área 
de la región triangular QMS, si QN=a 


A) 2a* y? q 

B)a*u? Ss ÑN sim ¿La 
C) E 

D) za uy? 


a 
AU o M B 


(758 E AAA O CICLOPEDIA 201 


RESOLUCIÓN : : 


m<BNL =m<QNS=45" 


* Se observa: =-—QSN: 
Isósceles (Notable de 45*) 
/2 


a 
¡S=SN == 
e 2 


* Pero: sy=om= 22 


2 
* Por fórmula básica: anqus= 22 )[9/2)0 
3 2 4 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 30 : 
El diámetro “¿pp de un semicírculo, mide 50 dm., se 
traza la cuerda Ap , cuya proyección sobre el 
diámetro (AB, mide a suvez 18 dm. Calcular el área 
del triángulo APB. 


AJ800 dm* B)900 dm* 
D)400 dm* E)J600 dm* 


RESOLUCIÓN : 
* Por la relaciones métricas: - 


PH?*=(AH)N(HB) + PH?*=(18)(32) + PH=24 
P 


C)1200 dm? 


A E 'B 
194 72H 25 
AB(PH)_50x24 _ 


n 3 600 


RPTA: “E” 


* Se pide : Supa= 


PROBLEMA 31 : E 
Hallar el área de la región sombreada, si el radio R 
mide 4/2m ” 


EDICIONES RUBIÑNOS 


[as os 


AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


A) 3/5m? 
B) 3/2 
C) 4J7 
D) 3/11 E 
E) 2/7 A _ AAA 
RESOLUCIÓN : 


* Enel AAPO, por el 
teorema de Euclides : 


(4/2 =(2/2)*+2(n)(4) >n=1 
* Ahora por el teorema del Pitágoras: 


h?+n?=(2/2) > h?+12=8 > h=V7 
* Se pide: Ssomp.= 25 = 22%)=47 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 32 : 
E A 


En la figura mostrada : FM 6 CG//QF,Gesel 


punto medio de MQ y el área de la región triángular 
PQM es 100m?. Hallar el área de la región sombreada 
(en m3). 


A) 1m? ñ 
B)8 
150 
as 
D) 31 
E) 23 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato: y 
P AF M 
7Kx2h 100 
= = Rkh==— 
* id . S, _RXh _ (2) 
Se pide: Sac 3 3 7 


PROBLEMA 33 : 


El área de una región triangular es 6/6 u?, las 
longitudes de los lados son números enteros 
consecutivos. Calcule la longitud del radio de la 
circunferencia inscrita al triángulo (en u: unidades) 


RESOLUCIÓN : 


¡A | 
A a+l e 


* Nos piden r. 
* Sea a un número entero y positivo. 
* En el AABC: 
BC=a; AB=a- 1; AC=a+1 
* Calculamos la longitud del semiperímetro del 
A ABC 


p-AB+BC+AC_3a 


2 2 
* Sabemos por dato que el área de la región ABC es 
6/6u? y del teorema de Herón tenemos: ([ABC] área 
de la región triangular ABC) 


[ABCI=6/6=./píp-alMp-a+IMp-a-1) 


3alY( alfa a 
6y6=, | == 11 —= == 
06 
* Luego , elevando al cuadrado tenemos : 
2/2 
a 1) 
414 


* Resolviendo la ecuación : a = 6 
* Luego , reemplazando en (1): p=9u 
* Como [ABC] es PXr entonces : 6/6=9xr 


* de donde : r= 


246 ,, 
3 

PROBLEMA 34 : 

En un trapecio rectángulo ABCD recto en A y B se 
ubica N en BD y se traza NM perpendicular a 
ABÍM en AB). Si (AM)(BC)=20, calcule el área 
de la región triangular CND. 

E) 42 


ay0  Bl10/2 “103 
RESOLUCIÓN : 


D)20 


GEOMETRIA PLANA PE(760 E AS 


* Según el enunciado se tiene : 


* Piden el área de la región NCD= A, 
*Dato: a Xb =20 


* Se observa : = =S 
* Se traza NH | AD 
Luego CI) MNHA: rectángulo 


4A,= 


> AM=NH=a 
ESNHD «- Es CQB 
== > ab=mxn > mxn = 20 
£ o en(D): A == > A,=10 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 35 : 


En un triángulo ABC se ubican M y NenAB y BG 


respectivamente. Si MN // AC; AM=3(MB) y el 
área de la región triangular MBN es A . calcule el área 
de la región cuadrangular AMNC. 
AJZA BJ9A C)j12A 
RESOLUCIÓN : 


* Según el enunciado tenemos : 


D)J15A 


EJ16A 


* Piden : AQAMNC=A, 

ia Dato: Ap MBN =A 

Setraza AN “AN 

a ->4 AMN=3 A(por relación de áreas) 
Él MN // AC 


E) S,= 


> NC=3(BN) o 
> ALANC=32m»—ABN > ASANC=12A 
* Luego : 

ADAMNC=34+12A > A=154 RA 
RPTA “D” 
PROBLEMA 36 : 7 
En un triángulo ABC se trazan las cevianas interiores 
AM y BD, AMA BD=1Q)- 

Si (MC)(CD)=(MB)(AD), calcule la razón de las 
áreas de las regiones ABQ y DOMC. 


A) 1/2 B) 1/3 C) 1/4 D)1 E) 2/3 
RESOLUCIÓN : 
Nos piden : > 
2 
CD_ AD 
*Sea BM=b y MC=a , del dato MB MC 


>AD=ak y DC=bk 
* Luego : 


AR E 
A Cc 


(arrz)a 

AABC 
E E ak+bk 
* Se deduce : 


RPTA :“D” 


PROBLEMA 37 : 
Según el gráfico, halle una relación entre S,,Sy y Sy 


A) S,=S2+53 
B) S¿=S,+S, 
C) S,=S2+Sy3 


D) S3= S/- So 
Sy =8S), 
2 


EDICIONES RUBISOS, WS 
RESOLUCIÓN : 


Soon =Sgrm+ 8 cn (1) 


* ()= 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 38 : 
En el gráfico, C es punto tangencia. Si BQ = CP y 
BC=JIO , calcule el área de la región sombreada. 
12 


A) 5 
B) 7,5 Cc 
C) 10 


D)J5/2 


EJ5J3B3 A 
RESOLUCIÓN : 


VIO n 
* Por teorema de la tangente : 
10=axJ10n >an=WN10 .......... (1) 
Sia NA ll (1) 
* (1) en (ID): S.. VIO lT6 bj? 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 39 : 


En el gráfico, mO0D=74". y AB=£. Calcule el área de 
la región sombreada. 


Y AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


7 e 


2L? de 
25 B) 5 25 25 


RESOLUCI e : 


+ * De la figura: max ABC =m<E = 74% 


* Pero: O = 53%; 
* Luego: 


2 
Sanc =34*Senzé > Sypc = Fx2SensTrxCos37" 


AB=BC=R 


e 4 124? 
ro SNE x—=> = 
ABC = 5 ABC 25 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 40 : 


En un triángulo ABC de incentro [ está inscrito en 
una circunferencia. Si las prolongaciones de 


CI y AT intersecan a la circunferencia en P y Q . 
calcule la suma de áreas de las regiones AIP y CIQ . 


Considere que m<ABC=60" y (AI)?*+(1Q)?=28 
A) 6/3 B) 7/3 D)9 E) 12 
RESOLUCIÓN : 


C) 8/3 


* Por dato : a? + b? = 28 


Pero AAPI y AIQC son Hs 
* Luego : 
8 + 8, = pan E, +5. Pía? +02) 
4 —— 
28 
>S,+S, =74/3/4 
OI O RPTA + B 


CDA A TARTA 
(62) En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 


trazan la altura BH y la bisectriz interior AP 
(P en BC) que se intersectan en Q. Si: BQ=2 y 
AC=10, calcule el área de la región triangular APC. 
A) 10 B) 12 C) 16 D) 18 E) 20 
(7) En la figura: P y Q son puntos de tangencia. 
Si: AC=4, calcule el área de la región sombreada. 


D)JV3 


(03) Ena figura, si PB=6, calcule elárea de laregión 
sombreada. p- 


AJ1  B)2 C)3 E)2 3 


:C)20 


(E) En la figura, calcule el área de la región 
sombreada, si P'és-punto de tangencia. 
» ; e 


4)18.  B)16 D)22  EJ24 


B) 10 


C) 12 


A)8 D) 14 E) 13 


(03) De la figura, si: S,+S,=6, calcule S,. 


[va EA NCICLOPEDIA 2012 


A) 4 B)5 C)6 D)7 E) 8 


(60) En la figura se muestra a un trapecio isósceles 
cuyas bases miden 8 y 18. Si P es punto de tangencia, 
calcule el área de la región sombreada. 


SS B 
EN 


A) 28 B) 39 C)36 D) 24 E) 42 


Calcule el área de la región sombreada, si L 
es mediatriz de BC. y 


A) 20 B) 18 


C) 22 


D)26 E) 24 


Se tiene un triángulo ABC, se traza una 
circunferencia que intersecta a BC en T y a las 
en .P. y Q, 
respectivamente, la prolongación de AT intersecta 
a dicha circunferencia en M. 

Si: CT=3, TB=2 y (AT)(AM)=81, calcule el área de 
la región triangular ABC. 
A)J3  B)J4 C)j3/6  D)J6J6  EJ4v6 
(7) Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, en AC se ubica el centro de una 
semicircunferencia que es tangente a BC y AB en 
P y Q, respectivamente. 


Si: AQ=1 y PC=4, calcule el área de la A 
triangular ABC. 


AJ6 B)7 C)9 D)J8 E) 10 
(o, En la figura: P y Q son puntos de tangencia. Si 


la m<ACB=37 y BC=8, calcule el área de la 
región sombreada. 


prolongaciones de ABy AC 


VS 


KUTEINOS 


EDICIONTS 


MES AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


Q 
C) 10 


A) 12 B) 11 


(UD En la figura, si: AB+BC=3(AC) y BH=16, 
calcular ““r”. B, 


A, 


H 
C)6 


D)8 E)6 


A)4 E) 8 
(E) Si T es punto de tangencia, BC=6 y AB=2, 


calcule el área de la región sombreada. 


B)5 D)7 


AJ3  B)2 CIJ/3  DJ2J2 ¿ EJ2J3 


(E) En la figura, si A, B y C son puntos de tangencia, 
calcule el área de la región sombreada. 


A) 72/15 B) 25/2 C) 18 D)36 E) 24 


En la “figura, si PQRS es un cuadrado de lado 
6 y RC=2(BR), calcule el área de la región 
sombreada. B 


A) 18 B) 27 C) 25 D) 29 E) 24 
Se tiene un triángulo ABC, tal que: 
m<aA=37, maC=8" y AC=12, se trazan las alturas 
AH y CF. Calcule el área de la región AFM, siendo 


M punto medio de AC. 
A) 20 B) 18 C) 16 D) 24 E) 22 


Si r y R son las longitudes del inradio y 

circunradio, respectivamente, de un triángulo 

rectángulo, entonces el área de dicha región 

triangular es: 

A) (2R - r)r B) (2R + r)r 

D) (R-r)r E) 2Rr 

La circunferencia inscrita en el triángulo ABC 

es tangente a BC en 7. Si el radio de dicha 

circunferencia es 4, BT=6 y TC=8, calcule el área de 

la región triangular ABC. 

AJ86  B)90 . C)104 D) 84 E) 96 
En la figura: ABCD es un cuadrado de centro 


O. Si: FO=a y OT=b, halle el área de la región 


sombreada. 
Br F 


C) (R+r)r 


A) 2ab B) 3ab C) a*b 
(CE) En la figura: € es punto de tangencia. 


Si: OD=0B, BM=1 y BC=3, calcule el área de la 
región sombreada. + 


D) ab 


E) ab* 


A MB 
A)J8 B) 10 D) 14 C) 12 E) 16 
ED En la figura, si T, B Q y R son puntos de 


tangencia y PT=b, halle el área de la región 
sombreada. 


GEOMETRIA PLANA 


AJb*  B)2b%  D)b!2  C)bY3 EJb?J2 


Si el área de la región APN es 20 sm?, calcule el 
área de la región sombreada. AN=2(NC), BM=MC. 
B 


A) 20 m* B) 40 m* 


(03) Sielárea de la región ABD es 8 m? y EC=2(AD). 
calcule el área de la región sombreada. 


C)60m* 


D)30m* E)50m* 


A=>5 


AJ8m* B)10m* 


D) 14m* 


C)12m* E)16m* 
(03) En la figura: AM=MC, BC=8, ME=6, AB=3(DM). 


Calcule DM. 


A) 1 B) 2 C)4 E)5 
El área - ae la región ADF es 10 m?, 
EC=2(BE), BD=2( AD). Calcule el área de la región 
sombreada. . PB, 


DJ 3 


4: 40 B) 50 D)30 
(03) En la igura: AB=3, AD=1 y BC=DC. 
Calcule el área de la región sombreada. 


C) 60 


E) 80 


aD 
412 B)L4 D) 1,6 C)18  EJ2 
(08) En la figura: PC=2(BP), AL=2(AC) y LQ=6. 
Calcule PQ. B 
P 
q 
L 5 C 

A)2 B)1 D)3 C)4 E) 65 


Si el área de la región ABC es 60, calcular el 


área de la región sombreada. BM=MC, NC=3(AN). 
B 


A N7 C 
AJ8 B)2 D)6 C)4 E)3 
(03) En la figura, calcular el área de la región 


sombreada, si el área de la región triangular ABC es 
72 m*, además: AE=EF y BF=FC. 


A)4m*? B)5m*? C)J6m?  DC)9m? E)8m* 


((9) Si el área de la región sombreada es igual a 4, 
calcular el área de la región triangular ABC. * 


ER AREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


B)9 D) 12 C) 14 E) 16 


Calcular el área de la región sombreada, si: 
AC=CD y BC=4. 


B 

A)6 B) 8 D) 10 C) 12 E) 4 
Calcular el área de la región sombreada, si: 
AP=BC y AN=6. B 
A N C 

A) 20 B) 16 D) 14 C) 18 E) 12 
(E) Calcular el área de la región sombreada, si: 
AD=6 y DB=2. ES 

As LL + 
A) 12 B)8 D)9 C)10" E) 16 


Calcular el área de la región sombreada, si: 
AD=6, DC=4 y BE=EC. : 


AJ3 B)4 D)6 C)8 E)5 


Calcular el área de una región triangular cuyos 
lados miden 5; 7 y 8. 
A)J6/3 B)10J/3  C)8 
Os 


sombreada. 


D)J9  E)12 


BD=6 y AC=7, cr el área de la región 


A) 42 B) 28 D) 35 C) 21 E) 14 


ío) Calcular el área de la región sombreada, si: 
BD=2; AE=4 y EC=8. 


A)J14/3 B)10/3 C)12/3 D)J9V3 EJ8N3 
Calcular el área de la región ABC, si: 


AH=4 y HC=6. 
7] A 
e 
A) 20 B) 40 C) 30 D) 50 E) 60 


E) Calcule el área de la región sombreada, si AD 
es bisectriz. 


8 
C)V7 
(CE) Si: AB=0C; B Q y L son puntos de tangencia, 
el radio mide 2. Calcule el área de la región AQC. 


A)JJ/15  B)V85 D)4  E)3 


PLANA 


GEOMETRIA 


OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad el alumno será capaz de : 
* Comprender qué son regiones cuadrangulares. 


* Diferenciar el concepto de una región cuadrangular 
con el área de una región cuadrangular, 


* Reconocer los teoremas que permiten calcular el 
área de una región cuadrangular en los problemas. 


* Conocer formas adecuadas de establecer la razón 
de áreas en dos regiones cuadrangulares. 


* Identificar ciertas figuras de nuestra vida cotidiana 
y saber relacionarlas con las regiones 
cuadrangulares. 


INTRODUCCIÓN : 


La comparación ha sido un mecanismo utilizado 
por el hombre para su desarrollo, por ejemplo para 
un incremento de' población de una ciudad 
específica se requiere una mayor cantidad de 
terrenos destinados para la vivienda ¿cuánto de 
terreno se requirió? 


En la actualidad, este problema es una 
preocupación permanente"ya que son escasos los 
terrenos que se pueden destinar para vivienda y en 
la mayoría de los casos se sacrifican terrenos 
agrícolas. 
En las civilizaciones antiguas la preocupación 
consistía en establecer cuantos terrenos agrícolas 
se deberían incrementar para satisfacer la demanda 
de alimentación de una población en constante 
crecimiento. 
Antiguamente diafstron formas rudimentarias 
para hacer mediciones, en principio para medir 
terrenos de forma cuadrangular y se vieron en la 
necesidad de estudiar este tipo de figura, con 
resultados sin mucha precisión. 
En la actualidad, podemos ver algunas de las figuras 
de forma cuadrangular, por lo cual al estudiarlas en 
cuanto al calculo de suárea (puertas, mesas, edificios 
pe ) nos damos cuenta que es importante 

onocer. para nuestro entorno. 

or ejemplo al colocar una puerta en nuestra 
habitación. necesitamos las medidas del largo y 
ancho de su respectivo marco. 


PES > On + 5 
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ÁREAS DE REGIONES 
CUADRANGULARES 


FÓRMULA GENERAL : 


El área de una región cuadrangular convexa o no 
convexa es igual al semiproducto de las longitudes 
de las diagonales , por el seno de la medida del 
ángulo determinado por dichas diagonales. 


I) Región cuadrangular ABCD convexa. 


A 
En la figura : 
d, y d, : longitudes de las diagonales del CAABCD. 


ey: medida del ángulo determinado por las 
diagonal es del [A ABCD. 
Entonces 

Saasco= ted sena 


DEMOSTRACIÓN : 


* De la figura : 
Saasco=S ¿ABD +S Anco 


te 


>S manco= 22 AA 


=> Ss AABCD= (h,+h,) al arsreremc( 1) E] 


Ex AQ: PR 03 


JP. 


* Reemplazando (11) en (1) 
>S MABCD= se sena 


CASO PARTICULAR : 
B ec 
, 
A uN D 


11) Región cuadrangular ABCD no convexa . 


En la figura : 
d, y d,: longitudes de las diagonal es del CAABCD. 


a Ó f: medida del ángulo determinado por las 


diagonales del (A ABCD. 


* Entonces : 
Saasco= ee sena 
DEM OSTRA CIÓN : 


* De la figura : 
Szasoo=SAABC+ Sanco 
> Szasmco= Le L + me S 
> Suanco= E MA (1) 
EXBOD : hy+h, =d¿5en O cucmeraansoss (11) 


5 Sarco” ACXBD 


RELACIÓN DE ÁREAS DE 
REGIONES CUADRANGULARES 


1) 


En la figura M, N, Q y L son puntos , medios de los 
lados AB, BC, CD y AD respectivamente . 


Se cumple : 
_ SEABCD 

SEMNQL= y 

El cuadrilátero MNQL es un paralelogramo 

DEMOSTRACIÓN : 


Si M, N,Q y L son puntos medios de los lados del 
FMABCD, entonces 1MNLA es un paralelogramo 
(teorema de varignón). 


* Sabemos que : 
SS] UA MNQL =absen O svnossorercanros 


'AC)(BD, 
E a sen 


ses(D) 


GEOMETRIA PLANA JE 
5 Pero AC=2a y BD=2b 


ES Sa AncD” E Cue ra O... (11) 


. 'De (y AN) se e 
Ss 
S maunaL= 
2) En la figura , se cumple : 


AAA NN CICLOPEDIA 2012 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por relación de áreas : 
ABCD : S2=(1/4)S gon 


* Sumando: 
S¡/+S¿= HS amntS co) > S/+Sy=2S pco asoma (1) 
SABCD 
* Análogamente : 4 
S2+S= Sanco prorrononrrsnconss (11) 
* De (1) y (1D) : 


S¡+S3=82+S, 


4) en la figura , se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que : A+C=B+D : 
(ALS HCO+S)(B+SH(D+S) 
S; S3 Sa 


Sy 
>/1S,+S325,+S, 


5) si M, N, P y Q son puntos medios de los lados 
del trapezoide mostrado luego se cumple: 


E Sam” Scon=A ;Sap= S arc=B 
* Es decir: 
Cc 1 
; Sanro=Spcor=>5 Sarco 
e * luego : 
S asro= Sacro S apo +M= S gep-M 
S, Ss 


A A En E MAA 
=MNX 
> [Sanco Pen 7) Si ABCD es un trapezoide P y R son puntos medios 
DEMOSTRACIÓN : y de las diagonales , luego se cumple : 


* Sabemos por propiedad que : 
S uv =MNXPOQ sen $ 
* Remplazando en (1): 


Sanco= A: 


7 
> [SancyHNXPO senj 


MNXxPQ sené 


6) Si P es. punto medio de la qegpnal luego se 
cumple : 


A 


AAQC : Sapq=Spoc=S, 

AARC : Sapr=SPRC=S>2 

* Luego : 

Sai0r=S1+S2+ S pon rai) 
S 1qr= S aqu/2 


*Pero: S00=S 1 t S soo 
* Reemplazando: 


GEOMETRIA PLANA 


Sagr=>(Sanco+S qc aia (11) 
"De My): , p 

S1+S2+S por==3 Sanco +5 Spec AR Y AS 
yA E Q 


S ascr= S anco! 2 
*Sumamos Sr * 


Sance+Sago=5Sanco*S qc ...... (a) 
* Del gráfico :S 100x725 +2 S, 
* Remplazando en (7): 


28 ,+25:,=8 men /2+ S poc remeros (av) 
* La expresion (11) y (IV) : 


25,+252+2S por=S ascot S poc ----"""- 


+ (V) - (IV) : 
25 por=S apco - Sanco!2 


1 
Spor=7Sago 


8) si ABCD es trapezoide de P y M son puntos 


medios, luego se cumple : A 


E y 5 
a 
Lo 


DEMOSTRACIÓN : e 
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ABCM : A+M=Z ah, DO 


¿AMD : B+N=> ahy A ap ie (1 


ACPD : X+M+N=>(2a)H 


> X+M+N=aH oncncccaos. uso aso (LIL) 

* (1) + (II) : A+B+M+N=1/2 a (h,+h,) 
* Pero: H=(h,+h,)/2 

A+B+M+N=axH onccnccooronosos 
* (111) - (AV): 

A+B+M+N=X+M+N>X=A+B 

9) Si ABCD es un trapezoide ;P; Q; R y S son puntos 
medios de los lados , luego se cumple : 


e 5 ET: a 


DEMOSTRACION : 


A Ss 


D 
AB ABC CDS y ACD E 


> Sanq*Scos=5Sanc +5 Saco 


> Sanq+Scos=5Sanco 
* Luego : 


1 
Saqos= 7 Sanco susoosrrsronasscorcanes (1) ee > 


* En el gráfico se observa : 
S 10057 S asco 2-S SS 50 12-S 1 SiS, 
* Remplazando : ñ 

Sagos= Sagco/2-5-53+ S agn/2-S iS ¿+ S,5S anco 12 
* Simplificando : S =S +S,+S,+S, 
10) ABCD es cuadrilátero cóncavo si M; N; Py Q 
son puntos medios , luego se cumple . 


1 
lr 


DEMOSTRACIÓN : 


* Por propiedad de los trapecios : 


* Del gráfico: Soy =X+y+2 
DABB'A : A+C=x+d 
OBCC'B' : B+l+s=y+2+m+n 
DADD'A' : d+n=x+y+l+c 
ODCC'D' : m=z+8 

* Sumando : 


A+C+B+d+l+s+m+n=2x+2y+2z2+m+n+d+s+14+c 
AER ==2EFDAR) coco ecororacameno noria crdosed (11) 


* De (1) y (MD) : 


5 Sincp= A+B 


1 


A z 44 

* Se va a demostrar que EG; LN; FH; MT se trisecan 
entre sí. : 

ABCD: MN//BD; MN =BD/3 

AABD : LT//¡BD;LT=2BD/3 

* Es decir : LT=2MN ; MN//LT 

ILMNT: trapecio 

RN_m 


ALRT - N. — a = coll, 
AM R=> EL 3m > RL 2RN ....(1) 


* Análogamente : QN=2L0 eonscornsrossronsennarassaaross (LA) 
* De (1) y AI): LO=QR=RN 
* El procedimiento es análogo para los demás 
segmentos ; luego : 
DDPRGT : romboide 

PR//GT pero GT//AC— GT=AC/3;PR=AC/3 
DDQMNS : romboide 

QS//MN pero MN=BD/3 ; QS=BD/3 

* Es decir: 
IPQRS:QS y PR son paralelas a BD y AC 


GEOMETRIA PLANA [si3 ES NCICLOPEDIA 2012) 
respectivamente y y su valor representa la tercera parte  * (I) +(1I): Ss aco+ S app=(h,+h(QN+MQ) 
si BD y AC forman un ángulo $: PR y QS forman el > S anco=MN(h, +h,) ' 
mismo ne $ por ser paralelas , luego 13) Si P y Q son puntos medios de las diagonales 
asco" ACXBD send = del trapezoide ademas O es punto cualquiera de PQ 


o Dividiendo : 


Sup ACXBD_  ACXBD 1 
ZABCD — a a == 
Srons PRXQS ACIBXBDIS > [o 29RS”gSanco 


12) En el trapezoide mostrado P y Q son puntos 
medios de las diagonales luego se cumple : 


A D 


> |Saon+Scon=Spoc+SaoD 


DEMOSTRACIÓN : Cc 


> |Sincp=MN(h¡+h3) 


DEMOSTRACIÓN : 


Saor=S 10m tSpom > So” OM + OMha 


Sron=0M(h, E it (1) 
1 1 
Ss =S Ss Ss =—ONh,+—ONh 
* Los triángulos rectángúlos sombreados son COn TF DON ODM 2 PLORE e E 
[e e A > Scop=7ON(h;+hy a (1) 
=S, pi =3QNxh += ZQNx 
2ec=Scqn Seco” z 2 “MD +0n: 
> Saco=L Nh ) Saon+Scon=7(hrth3H(OM+ON) 


E además : 


>Si0op+S; =MN( Hs Jeccocccaroncrl ALL) 
Ssco=2Seco > Sacp=QN(hy+ha) eun D) OS dde 


* Pero por brobledad: LS ES 
> Sa00=S en > Sang= 7 MQxh +7 MQXh, S ico =MN(h¡+hp) iciriocionincis Po «(1V) 
> Sao MQ(h;+hs) * De (11) y (V): SaogtScon=3Sanco 


Shoc+Sr00=3Sanco 


me . ¿py 
1589? [Sr0ntS000=Sp00tS 400] 


CUADRILÁTERO 
CIRCUNSCRITO 


El área de la región limitada por un cuadrilátero 
circunscrito a una circunferencia es igual al producto 


de la longitud de su semiperímetro (p) y su 
inradio (r). PS, 

5 

Y 
Donde : pe ERE 
2 

DEMOSTRACIÓN : 
* De la figura : 


Sa ascosS ¿argot S a¿moctS a con+S ¿40D 
axXr bxr cxr dxXr 


> 3 
Sara 7 + 


EN O 


>8Sn anco=PXr 
TEOREMA DE ISAAC NEWTON 
En todo cuadrilátero circunscrito a una 
circunferencia, el segmento yy que une los puntos 


medios de las diagonales "AC Y BD contiene al 
centro «O» de la circunferencia inscrita. 


DEMOSTRACIÓN : 


SrontScon= +3 =3(a+e) > SrontScon=> pr... (1) 
* También : 

SroctS ron + =2(6+d) > SroctSao0=> pr....(11) 

*De (D y (ID: 


S a0nt S cop" S soc* S aop 


* Esto muestra que los puntos M, O y N son 
colineales 


TEOREMA DE 
BRAMAGHUPTA 


El área de una región cuadrangular inscrita o 
inscriptible en una circunferencia , es igual a la raíz 
cuadrada del producto de las diferencias del 
semiperímetro de dicha región cuadrangular con la 
longitud de cada uno de sus lados. 


ES 


b? 


EEES 


* Pero: AAED =ACEB 


x y. ob xa+y b 
— E —Ú— AU y ZA 
d 


cty a+x d  x+y+a+c 


Sao er) 
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bía+c) 
d-b 

*Análogament x-y= a a 

* Reemplazando y simplificando: 


«De donde o x+y= 


48 6-0 teve.) 
2 ab Noa-b Kobra K bra 
> a Va a)(p-b)(p-c)(p-d).... (ID) 


* Reemplazando (11) en (1): 


2 2 2 
Saco" Le) b 36 0-I70 


d*-b? 


> |Sanco=/(P-aldp-bXp-eMp-d) 


* De lo general a lo particular : 


Sia;b;e y d son las longitudes de los lados del 
cuadrilátero inscrito o inscriptible y de semiperímetro 
p, el área de la región limitada es : 


Saarsco=J(Pp-a)J(p-b)(p-c)lMp-d) 


Si suponemos que d=0, nos encontramos con una 
fórmula muy conocida para el cálculo del área de la 
región triangular (llamada de Herón , en honor al 
matemático griego Herón de Alejandría). Así, a; b; c 
y p son longitudes de los lados .y.semiperímetro, 
" respectivamente. 


S napc=yp(p-a Mp-bMp-e) 
TEOREMA 3 


El área de la región triangular LMN , que tiene por 
vértices los puntos de concurso de las tres diagonales 
de un cuádrilatero inscriptible , está dada por la 


siguiente expresión : 


oo. 
ad beJicd ab 
DEMOSTRACIÓN : F 


* Veamos el caso más general : 


B 
*Sea: S uw=S., y S meo S 
* Por teoría : 
S, _MIXNLxsen0 —, $... E 
S BDxACxsenó  S =MLxNz 7, )( 36) he (1) 


* Por otro lado , sabemos que los puntos M; D; L y B 
son armónicos , entonces se cumple : 


* Aplicando proporciones : 
MD+DL _ ML+2LB 
DL LB 


2LCxAL 

LC- AL 

* Reemplazando (11) en (1): 

+ lla) 
S,_ a LBxDL ) LCxAL ) 

S “LB?*-DI? ALC? -AL? 


* Análogamente : NL= 


4 


>S,= a 
EA e) 
DL LBAXAL LC 


Ahora el caso partícular , es cuando el cuadrilátero 
ABCD es inscriptible , es decir se cumple : - 


EDICIONES RUEINOS l ¿BAS 


CUADRILÁTERO INSCRITO Y 
CIRCUNSCRITO (BICENTRICO) 
El área de la región limitada por un cuadrilátero 


bicéntrico es igual a la raíz cuadrada del producto 
de las longitudes de los cuatro lados 


Sa ABCD" yabed 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por la fórmula de Brahmagupta : 


S nasco= (PD — a) íp - blMp-clp-d) anacccl LD) 


* En el (A ABCD: Del teorema de Pithot : 
a+c=b+d 
* Reemplazando en : 
_a+b+e+d 


> p=a+c=b+d 


* Luego : 
p-a=c ; p-b=d. p-c=a ; p-d=b 
* Reemplazamos en (1) y ordenando : 
Sa asco=Vabed 
NOTA : 
En la figura , si 2p=a+b+c+d , se cumple : 


CUADRILÁTERO EXINSCRITO 


El área de la región limitada por un cuadrilátero 
exinscrito o exinscriptible es igual al producto de la 
diferencia de las longitudes de dos lados opuestos y 
el radio de la circunferencia exinscrita. 


AD 
Según la figura CAABCD: exinscrito a la 
circunferencia. 


r,: longitud del exradio , entonces : 


S nasco=(4 — e)r, 


* En el CAABCD , del teorema de Steiner. 
a-c=d-b 


* Por lo tanto: 
S m asoo=(d — b)r, 


DEMOSTRACIÓN : 


P, y P, : longitudes de los semiperímetros de las 
regiones ABN y CDN. 


* De la figura, podemos observar que : 
Saaéco+tS a CONS A ABN 
e SaaeotS a CONF (Pr = (d+£)r,, O Y) 
* Se sabe que : S] AcpN=Í P2- Ur, eerscosess (1T) 
* Restando (1) y (1): Sa anco=[P1- P2-b)r, 
* pero : p,- p,=d 
* Reemplazando se tiene : 
> Sa anco=(d —b)r, 


CUADRILÁTERO INSCRITO 
Y EXINSCRITO 


El área de la región limitada por un cuadrilátero 
inscrito o inscriptible y exinscrito es igual a la raíz 
cuadrada del producto de las longitudes de 
sus lados. 
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FAP AAA 
Sa anco=| > )h NES 


DEMOSTRACIÓN : : ¿7 
* Primer método ; 


BBC 


Según la figura : 
O ABCD: inscriptible y exinscrito , entonces 


S masco=Vabed 

DEM OSTRACIÓN : 

* Se traza la diagonal AC , luego se tiene : 
Saasco=S narc+S ¿paco 


2Xh, axh 


+b 
> 5 sancor[ Jn 


* SEGUNDO MÉTODO : 


=S 


mm 


Como el CAABCD es inscriptible , entonces 


trazamos la circunferencia que contiene a los cuatro HE a ——b ———= 


vértices, Ñ 3 = Le 
* Del teorema de Steiner : 
a<=d-b =>a+b=c+d h 
LA ABCD : 2p=a+b+c+d bs : , 
> a ATREA! 7) o —BaS 

a * Dado el CAABCD 
* de la fórmula de Bramhagupta : Se traza MNDC el simétrico de ABCD respecto de O. 
nen lp - alMp- bp - eMp=d) ..aa..... (IM (O: punto medio de Cp) formándose el (JABMN. 
* De (1): * Como CAMNDC = CAABCD 

pa=b;p-b=a . p-c=d;p-d=c > Smamun=2S marco 
* Reemplazando en (ID: - * Pero : b 

Sa acooa abed Anamun=(b+a)h  = Barco” Ja 
REGIÓN TRAPECIAL ÁREA DE UN TRAPECIO 


El área de la fegión trapecial es igual al producto de El área de un trapecio es igual a la longitud de su 
la semisuma de las longitudes de sus bases (a yb) mediana por la longitud de su altura . : 
a altura Hed 


Sasco=[(a+b)/2] H 

* Pero : M=(a+b)/2 

* Remplazando: Sipco=MXH 
TEOREMA : 


El área de una región trapecial , es igual al producto 
de la longitud de un lado lateral y la distancia del 
punto medio del otro lado lateral hacia él . 


DEMOSTRACIÓN : 
¿H 


Es MHN bx CqD 


- 22 > MXh=dAXRB onsaronnrosacrsro ol LD) 
hn 


* Por la nota anterior : 
Siscp=mXh ia) 


* De (D) y 1D): Sygcp=dxn 
PROPIEDADES VALIDAS PARA 
LOS TRAPECIOS 


D Si la figura mostrada 
cumple : 


es un trapecio se 


> [5.557 


DEMOSTRACIÓN : 


Saco=S pnc= 3 BOXH > S¿+n=S,+n > 


II) Si ABCD es un trapecio entonces se cumple : 


A — D 
= Sinco=(/M+V/N Y? 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sabemos que : 
S 1087 S coo" S 


_* Luego: S nep =MENH2 SS cosoncsnrererananaso (1) 


* Por propiedad : MXN=SxS 


> S?*=MN > S=/MN 
* Remplazando es (1): 
=> Sianco= (¡MÍN Y? 


TIT) Sí ABCD es un trapecio y P es punto medio de 
AB , luego se cumple : 


A 
D 
> Syco=5Sanco 


DEMOSTRACIÓN : 


De 


> Spco=3MXH. e re E (11) 
* Luego de a) y an : Srco=3Sanco 


IV) el área de un trapecio es igual a un lado oblicuo 
multiplicado por la distancia trazada del punto 
medio del otro lado oblicuo hacia el lado tomado 
como base . 


> Sirncp=CDxXH 
figura , se cumple : 


A 


b 
* En el trapecio ABMN : 
+b 
S,= ES p o ci) 
* En el trapecio NMCD: 
S,= Es NA 7747) 


*De () y ): S,=S>) 
VI) En la figura , se cumple : 


DEMOSTRACIÓN : 
B 


S ampq = MXÓ concncrancnanonccanconrononarns (1) 
* En el trapecio QPCD : 
S qpco = MXh conccononconarannos (1) 


* De () y AD: [Sanro=Serco] 


VID) En un trapecio, S; S, yd representa 
respectivamente la semisuma de las longitudes de 
las bases , la semisuma de las longitudes de las 
diagonales. y la semidiferencia de las longitudes de 
las diagonales. Demuestre que el área q de E 
trapezoidal está dada por la fórmula . 


A=(S+S/)1(S- QUITE 5) Ra 


DEMOSTRACIÓN : 


* Si MNPQO es un trapecio , entonces : 
S unro = S ano 


* Por dato : st? sS,= A d= E 


* Del fi =Aty ato 
Del gráfico: P=37+=5 S+S, _at. 


a A 1 1 $) 
=> p=S4S pocmmionosicaconos o 4) S+S/+S), hb? 
* de (1) por proporciones : 


* También: A 


2 => S+S/-5_P-a*_ Ss, _-a 
S+S, a? SiS, a 


A $ 11 9) 


yx ,a+b_ a+b (y-x)_ 
E 2 + 2 =d+S A ATAR =S -d * de (II) aplicando proporciones-: 


ISS AS ASAS) biox? Sy  bi-a*? 
* También: A A a 
2 
* (1) +(V): q po. 
* Reemplazando en la fórmula de Herón : ÁREA DE UNA REGIÓN 
aA=(SESIONS -S IAS NAFS) PARALELOGRAMICA 
REGIÓN ROMBOIDAL 


>|A=/((S+S,1(S -S,Md+S Md-S) El área de una región romboidal es igual al producto 


de las longitudes de un lado y la altura relativa a dicho 
VIII) Si BC//MN//AD se cumple : lado. y 
a 


b 
Sao: P%| > [Sasop=abiena] 


DEMOSTRACIÓN : 


GEOMETRIA PLANA [3d 


Sanco=2S app + arorernccrnn.ss (D) 
na A AL) 
* (Den (D: 


o Samco= ies 


REGIÓN ROMBAL 


El área de una región rombal es igual al SAAPDZ a 
semiproducto de las longitudes de sus diagonales. S srmcp=bXh. 


Simco=2S arc emomecronss eosracosnsos! (1) 
pa (de ) (2) ya qm E (11) 
* (1D) en (1) : 


PROPIEDAD 1 7 
En una región pa: al 


1 d _d,Xd, 
Eur ¿con( 2) > [uo 


ES 


nn + 


NCICLOPEDIA 2012 


DEMOSTRACIÓN : 


PROPIEDAD 2 : 


*De (My AD: Sa app= 


* Según la figura , el cuadrilátero ABCD es un 
paralelogramo y P es un punto interior. 


* Se cumple : 


—Smarco 


DEMOSTRACIÓN : 


m+n 


* Según la figura : 


bxm bxn 


Sa actSa Pco= 3 


Sa PABTSA POD 


Ss ancD=0 (m +n) eo...» 


* De (y (1D: 
>SA PABt+S A PcD= 


PROPIEDAD 3 : 


min) 


2 
00) 


AS s..» (LL) 


S mañcD 
2 - n 


Según la figura , el cuadrilátero ABCD es un 
paralelogramo y P es un punto exterior. 
Se cumple : 


Su Anc 
SarantS arca= 2 


PROBLEMA 1 : 


En la figura , ¿qué parte del área del paralelogramo 
ABCD es el área de la región sombreada? 


3 2 
A)5 BJ 


RESOLUCIÓN : 
Piden: Área de la región sombreada 


Área [JABCD 
Recordando que : 


N Q 
si CAMNQP: Trapecio IS 


Si LJ MNPO: Paralelogramo — Y, pe 


M q 
En la figura se observa LJAECD: Trapecio 
> ÁreaA = ÁrealB 


EDICIONES RUBINOS [js405s ET AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


Realizando un traslado de áreas , tendremos : 


Luego , la región sombreada inicial es equivalente 
a la región OCD. 
entonces Área región sombreada _ 1 

Área [JABCD 4 

RPTA:“D” 
PROBLEMA 2 : 
Se tiene un trapecio cuyas bases miden 20cm y 34cm. 
Si además sus lados laterales miden 13cm y 13cm, 
entonces sus áreas es (en cm?). 
A)324 B)172 C)170 
RESOLUCIÓN : 
B 20 C 


D)320 E)400 


A 14 D 
Se traza BE // CD 
S añk =04> 20 -84h=12>85=240 


* Luego : Sip = 84 + 240 = 324m* 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 3 : EA 
En la figura , M y N son puntos medios de BC y 
DC respectivamente. ¿Qué parte del área del 
cuadrado ABCD es el área de la región sombreada? 


AY Bo 


7 7 
7 B)J5 


7 
0% 


9 5 
DG pik 


RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA PLANA 
es ABCD es un cuadrado 


Reemplazamos : - 


AAA 


RPTA: 


“ap” 
PROBLEMA 4 : 


Calcular el área de la región sombreada, en el 
exágono regular de lado 2u. 


A) /3u2 
B)3V/3 
C) 2/3 
D)3 

E) 4/3 
RESOLUCIÓN: 

* Considerando los ángulos internos : 


+ 'NCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 5 : s 


Hallar el área de la región de un rombo. si su 
perímetro es 116 y una de sus diagonales 42... 3 
A)920  B)840 C)720 D)800 E) 980. 


RESOLUCIÓN: 

* En un rombo se verifica : 
Perímetro = 4 ( medida de su lado) 

> 29=L 


3 116=4L 
* Ahora grafiquemos : 


* Por el teorema de 

Pitágoras en el h-.ADB: 
n?+ 217=29* 

>n=20 y BD=40 


* Luego el área de rombo, será : 
_Dxd_40x42 _ 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 6 : 

En el gráfico : AC = 2 y CF=1. Silos triángulos “ABC” 
y “CEF” son equiláteros. Hallar el área del 
cuadrilátero “ABEF”. 


yz 
MN % F 
pr B)7/3 eE p 28 E) 14 
RESOLUCIÓN: 
* Trazando la altura de 2 , la cual medirá (debido 
a 30" y 607): 5 
* . 
Entonces : _2/3 243 2 
Aaa)" + PEER, 


* Que al operar resulta: 


7/3 


Aa 


—RPTA: “D” 
PROBLEMA 7 : : ne 


En un trapecio ABCD(AB//CD) ,calcular el área de 


la región triangular AOB, si las áreas de la regiones 
triangulares ABC y ACD miden 10 y 15u*;(“0”) es el 
punto de corte de la diagonales). 
A) 2 B) 4 C)6 
RESOLUCIÓN: 

* Recordando la propiedad de los productos 
cruzados en cualquier 
cuadrilátero.............. (referente A áreas) 


* Entonces : 6 


D)8 E)10 


B 


x*=(10-x)(15-x) 
>x?=150- 26x+x? 


25x=150 >x=6 
=% Má RPTA : “C” 


PROBLEMA 8 : 


El área del rectángulo ABCD es 24 cm? y “O” es 
centro del círculo, calcular el área del cuadrilátero 
sombreado: 


A) 8 cm? B e 
e (EEN 

C) 10 AA 

D) 12 PARADA 
E)9 


RESOLUCIÓN : 


* Colocando la variable en cada región , 
considerando “O” como centro: 


* Pero por dato : 

B 
Arnco=24 
> 8S=24 A 
> S=3 


* Se pide : 25 = 2(3) = 6 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 9: : 

En el cuadrilátero ABCD; E; F; G y H son los puntos 
medios de los lados AB; BC;CD y AD 
respectivamente, Si EF=8 cm, HE=4 cm y la medida 
delángulo HEF es 90*, hallar el área del cuadrilátero 
ABCD . 


AjJ64cm? B)J60em?  C)72em? D)70 em? E)54 em? 


EDICIONES RUBINOS [pass [Nioos 


AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 
RESOLUCIÓN : C 


* Piden Alagco- 
OBSERVACIÓN: 
B 
N 
Cc 
Mi 
A Q D 


En el gráfico. si M; N; P. y Q son puntos medios 
de AB; BC; CD y AD, respectivamente, entonces 
MNPOQ: paralelogramo Asarco=2(Ámunpo) 

En el problema: 


Aaapco= 2 (Aer Gu) oo +. .ommsssronsornsossrananos (L) 


Del dato m«HEF=90" 
=> EFGH: rectángulo 


Luego: Ár EFGH=(81(4)=32 
Reemplazamos en (1D): 4 aanco=64 em* 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 10 : 
En la figura , AEDC es un cuadrado y el área de la 
región sombreada es el doble del área del triángulo 


BC A 
ABE. Hallar AC* 
ec 
Le E 2 
vy3 13 ob 


RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA PLANA [16320 
Por dato Barpoz = 2(/A, 4zg)=2S 


Trazamos BH BH L ED; entonces, por relación de 
áreas de las regiones rectangulares AEHB y BHDC 
se tiene que AB=2k nBC=kR. 

E H D 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 11 
Si: BO//AD y S,=S,, calcular “x”. 


A) 2 
B) 4 
C)6 
D)8 
E) 5 


8 8 


15+ 2 ja 
2 2 


y > l6+x=27 —x =>x=6 
z RPTA :*C” 


(734 EN EEE NN CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 12 : 


Calcular el área de la región de un Drleicado 
ABCD, si: m«xA=45* y la distancia del centro del 
romboide al lado mayor es 4 y al lado menores 6 . 


AJ72 — B)72/2  C)84/g  DJ96/2  E)76J3 


RESOLUCIÓN : 


C 


A Sr E D 


* Del ln> ¿yy + isósceles 
AB=8/2 


* Además : AB=CD=8/2 
> Área de 7 apop=8/2(12) 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 13 


En la figura , ¿qué parte del área del cuadrado ABCD 
es el área de la región sombreada? 


B 18] 


A 
1 1 1 1 1 
= L EA DI" RN) 
de 9 Su NE 6 13 
RESOLUCIÓN : 


En el gráfico ABCD: cuadrado. 


Además , en todo cuadrado MNOP se cumple... 


Se traza NR , entonces O: centro del cuadrado 


además T:punto medio de ON, luego 
Auyamo=12S. 
Area sombreada __ 4S _ 1 
Anaco “az Ss) 12 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 14 : 
Dado un cuadrilátero ABCD, se sabe que las distancia 
del punto medio de '4B a los puntos medios de 


BC, CD y AD son respectivamente 4, 5 y 3. 
calcular el área de la región cuadrangular ABCD . 


A) 20u? B) 32 C) 16 D) 24 E) 48 
RESOLUCIÓN: 
* Graficamos : 
* Como: QM =P =PN 
> QM=PN 


* Entonces MNP es un 


triángulo rectángulo. 


P C 
* Además: QP = MN = 4 
* Se deduce: 
Ao =4X 3 =12 
* Se pide: 
Asco = 2(A quwe)=2 (12) =24 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 15 : 


según la figura, calcular el área de la región cuadrada 
POHB, si DH = 2 y HC = 8 


A) 16u? 
B) 12 
€) 20 
D) 10 
E) 15 


RESOLUCIÓN: 


+ * ER todo trapecio : 


£2=2Xx8 > l=4 


* Se desea: 
Ausro= 4 =16 
E La AE 
A 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 16 : 


El gráfico muestra 3 cuadrados, calcular el área de 
la región cuadrada mayor, si el área de la región 
sombreada es 50? y que “O” es centro del cuadrado 
mayor. 


A) 100u* 
B) 80 
cJ60 
D)120 + 
E) 90. 
RESOLUCIÓN: 


y AraL 
2 


(2a+b+ b) 
2 
> 100=(a+b)? 


* Se pide: 
Amayor=(a + b)?=100 


1 
50= x(a+ b)= 
(a 3 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 17: 
En la figura, RS es la mediana ; el área de la región 


3 
triangular CTS es y 2em* , y el área de la región 


triangular ARTes 9./2 em? . Determine el área dela 
región trapezoidal ABCD . 

A)84/2 em? B C 

B)42./2 em* 

C)21/2 em? R 

D) 42 cm? 

E)J21cem? 4 D 


GEOMETRIA PLANA PRESAS 
RESOLUCI ÓN: 


* Piden área IMABCD . 
Datos: 


Área Ah ART=9J2 y Área crs=32 
* Por teorema. 
Área [hmABCD=(RS)(AE)=(a+b)2h 


3/5 


* En ATCS 
3/2 _bh 
A 1) 
* En AART 
LAN ERAS (11) 


Sumando (1) y (II): 
21/2=(a+b)h > (a+b)2h=42/2 
> Área BA ABCD=42/2 em? 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 18 : 


Si ABCD es un cuadrado y PQ < QR. Hallar el 
área de la región sombreada. 


RESOLUCI N :; 
* Piden el área de la región PQO=Aa poo 


cl NCICLOPEDIA 2012) 
Del a si ABCD es un cuadrado y MNLP es:un 
rectángulo , entonces 9=45" 

* En el problema: 


ES.SDR: notable de 45* > ES=3V2 


EX QCR: notable de 45" > Qr= 242 
* Luego: 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 19: 
En la figura, ABCD es un rectángulo ; M y N son 
puntos medios de BC y CD. respectivamente. Si P 


es punto medio de AN, ¿qué parte del área del 
rectángulo ABCD es el área de la región sombreada? 
M 
B, 


7 


A 
1 3 
A)= B)=— 
) 8 , 16 
RESOLUCIÓN : 


can PAP 
En el gráfico piden Mare 
B M Cc 


A D 
BM=MC —CN=ND.  AP=PN 
Sea el A sota =16S 


Se determina que : 


1 1 > 
AR men = 5" Botar=25 Bs anu" Piotar=48 


Datos 


1 
Bapun 32 Bsamn =3S 


. PLz ES. 


1 
Bis a0n=¿* Por =48 


> Relación pedida es 3/16 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 20 : 


En la figura , ABCD es un rectángulo , AB= 12cm y 
BC=18cm. Si M y N son puntos medios de BC y 


CD respectivamente. Calcular el área de la región 
sombreada. 


M 

A) 30 em* B PEN a 
B) 36 cm? 
C) 42 em* A N 
D) 25 em? 

o 
E) 32 cm* A 
RESOLUCIÓN 
Piden Arc + lA ¿Gen 

yO áÓ á o OO 


B MmP 2m C 


A Q 2m D 
* Del gráfico: G es bariceñtro del AABC 
> GD 2 
Luego, como Ary =33S, entonces , 


MA ocp= 6S. Además, PG //CD. 
MP 1 
Por el teorema de Thales PC73 
AmPG-Acqn=> Puura - 1 
JA ¿con 4 
En el E MOD: 9s= > s=6 


Piden: 58 = 30 cm? . 
> Área de la región sombreada=30cm? . 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 21 : 
En la figura , M es punto medio de AB. Si el área del 


paralelogramo ABCD es 360 cm”, ¿cuál es el área de 
la región sombreada? 


BM=MA=a y Az ancp= 


* Si ABCD: Paralelogramo. 
ÁS c 


A FEA MEAR 
1 


Entonces : Ascm= 73 40 ABCD 


Se traza MN//AD , entonces 

N: Punto medio de Gp. 

Además , O: Punto medio de yy 
* Luego: 
Areco=3 Aomacn=15 


Aro=35 Acano=16 

Finalmente: 

Aregión sombreada = 30 > 30cm? 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 22 : 
En la figura, el trapecio ABCD tiene área igual a 
128m?, su altura mide 8m y AD=20m . Halle el 
área del trapecio AEFD si su altura mide 2m. 
A) 38m* B (ej 
B) 39m* 
C) 32m* 
D) 34 m* 
E) 37m* 


E F 


A D 
RESOLUCIÓN : 
En el gráfico : 


126 


Área ancp)=128 
> Ec208- 198 => BC=12 
Se traza MN , base media del trapecio ABCD 
>MN=2 218 
En el trapecio AMND, EF' es base media 
> EF= a =18 
Piden : Área ¿yyy 


= a0(12:20) 2-9 


PROBLEMA 283 : 

En la figura, ABCD es un trapecio cuya altura mide 6 
em , AB=10 cm y DC=14 cm. Si MN y PQ son 
paralelos a las bases del trapecio y lo dividen en tres 
partes de igual qe , la altura del trapecio PABQ es 


RPTA “A” 


48 


Go 
a 


GEOMETRIA PLANA [ies BR cr NCICLOPEDIA 2012) 


Piden SQ=x es 
Prolongamos DA y CB hasta L.— 0 


Asun (107 _25 
A¿ALB =ADLC Fa - (19) == 
> Aspe MIA) 49 
Luego, si Aryzp = 25A , entonces, las regiones 
trapeciales tienen área de 8A 
¿ALB —A4PLQ 
254 _(10Y 
A £ = 2441 
41A ( 2) val 
2 
MBarañe = 3 Povasc 
(A a ¿) t 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 24 : 


Tres semirrectas OA, OB, OC, tomadas en un plano 


forman entre sí ángulos de 120”. Desde un punto P 
en el interior del ángulo AOB se trazan las 


perpendiculares PM, PN, PL a dichas semirrectas, 
respectivamente, donde M, N, £L, son los pies de las 
perpendiculares. 

Si: OM=2m y ON=6m. Calcular el área del 
cuadrilátero de vértices O, M, L, N. 
A)j16/3 B)s/3  C)10/3  D)25J/3 
RESOLUCIÓN: 

* Prolongamos NP y OL hasta su corte en T.. 
=> TPE ; isósceles (tiene dos ángulos iguales) 
> TL=LE ............ 10S) 


E) 19/3 


=ONT: OT = 2(ON) 
>0T =12 ........(IM) 


*AEMO: OE=2(0M) > OE=4 
> TI=LE=4 y OL=8 


EDICIONES ROBIÑOS HD 
* de (1) en (ID) : 
AORM: RM=/3 y AOHN: HN=3/3 
* Entonces : 
Somn=SowL + Sonz, 
( (OL)(MR) , (OL)(HN) 
E 2 


an 80543) 10% 


> Somin= 


O E RPTA : “4” 


PROBLEMA 25 : 


Sea un cuadrilátero ABCD ; los puntos medios de 
sus lados determinan el paralelogramo PQRS ; los 
puntos medios de los lados de éste determinan otro 
paralelogramo MNLT . Si los puntos medios de este 
último determinan un rombo de área 72 m?, 
entonces el área de cuadrilátero ABCD, es: 
A)J144m* B)188m* C)288 m* D)376m* E)J576m* 
RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad : 4reg PQRS=%e2 ABCD 
2 


* Entonces : 
Área ABCD=2 (área PQRS) 
> área ABCD=2 (2 área MNLT)=4(área MNLT)=4(2X72) 
> área ABCD = 576 

RPTA: : “E” 
PROBLEMA 26 : 
Sobre los catetos de un triángulo rectángulo ABC, 
de longitudes 5 y 7 respectivamente, construimos 
dos triángulos rectángulos isósceles ADB y BEC, 
tomando AB y BC por hipotenusas. Calcular el área 
del polígono resultante . 
A) 30 B) 26 C) 28 
RESOLUCIÓN : 


D) 36 E) 45 


* Se observa que D, B y E son colíneales. Trapecio 
rectángulo ADEC : 
S= da ¿2 52-96 
PTA SDE 
PROBLEMA 27: 


En un paralelogramo ABCD, se trazan las bisectrices 
interiores de los ángulos, cuyos vertices son A y B, 
que se intersecan en P. Calcule el área de la región 
paralelográmica, si el área de la región BPC es 38. 


A) 38 B)76 C) 114 D) 142 E) 152 
RESOLUCIÓN : 
* Dato : So¿=x+y=38 E (1) 
+ peto :S agp =x y Sarc =y 
“e Luego: Saco = 2x + 2y 
ls Se pide: SABCD = 4(x + y) ..........(11) 
* 1) en (1D): S cp = 4(38) 
> co = 1524 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 28 : 


En el gráfico, AB=/5. Calcule el producto de áreas 
de las regiones sombreadas . 


A) 20 

B) 102 
C) 20/2 
D) 25 

E) 25/2 
RESOLUCIÓN : 


EP zab 5 ab=6 

: Ñ S-2aV5 il (D 

ALA (11) 
A E 


MED: SS 258/25 
A RPTA : “E” 
PROBLEMA 29 : 

En el gráfico, (AP)(BD)+16=(AB)*+(PL)?. Calcule 
el área de la región paralelográmica ABCD . 
pRrtaS al 


RESOLUCIÓN : 


B: Ortocentro del AAPD 
>3m X(APL = mYADB = 6 

ALAP = AABD (ALA) 

: >PL=AD=c y AP=BD=a 

* Por condición : 


= be + cr 16 cnc cca. (1) 
* AABD ; por ley de cos 10S: 
a i=bi4 ch 2bcCos 450 
ar =0 FO PLANZ ca (1) 
*De (y (D: po l3=16=be=8/2 ..... (11) 
PASA 
Ahora: Sasco = cx 2 lá (IV) 
11) en (AV): : y 
E : RPTA : “C” 


EMA 30 : 
O, CN=3(BN). Si el área de la región 
's $, calcule el área de la región 


PA NN OICLOPEDIA 2012 
paralelográmica ABCD, Pes EE 


RESOLUCIÓN : 


* Por dato : S 1 
9 
* Luego: S ,., =(4a)(5h)= 20 ah 
* Pero: aan 
' 5 2 24 
4 Reemplazando: Sanco - 20 [5 ps 259 


b(4h) > bh = - 


13 


4 
1 
y 


de 


SED 


Ñ 
(0) Se tiene un paralelogramo ABCD, tal que la 
m<BCD=53, m<BDA=48". Si: CD=5, calcule el 
área de la región ABCD. 

A) 28 B) 29 C) 30 D) 32 E) 64 
63 Se tiene un paralelogramo ABCD, tal que la 
m<BAC=45", AB=4. Calcule el área de la región 
ABCD, si la mediatriz de CD contiene al vértice B. 

AJ16 B)24 C)32 D)20  EJ16J2 


En la figura, si (AP)(QC)=16, calcule el área 
de la región sombreada. E 


A) 12 B) 14 C) 15 D) 16 E) 18 
En el rectángulo ABCD: 3(BD)=4(CM) y CD=6. 
Calcule el área de la región ABCD. 
Bi C 
A M D 
A) 36 B) 42 C) 48 D) 54 E) 60 


En la figura, si O es centro del rectángulo ABCD, 
PC=2(AB) y AO=4, calcule el área de la región ABCD. 
P 


A) 8 B) 12 C) 14 D) 16 E) 20 


(o) Se tiene un paralelogramo ABCD, en AD y CD 
se ubican los puntos medios F y M respectivamente, 
tal que: FM n BD=(P) . Calcule el área de la región 
BFP. 

A) 20 B) 10 D) 18 


(es) En la figura, si P y Q son puntos de tangencia, 
calcule el área de la región sombreada. 


C) 15 


AJ8/2 B)10/2 C)14/2 D)15/2 E)16/2 
63) En la figura, si (AC)(BD)=10, calcule el área 
de la región sombreada. 


E) 24 


EXA AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 
09) En la figura, si A y C son puntos de tangencia, 


PH=1 y AP=3, calcule el área de la región 
sombreada. 


AJ6 B)8 C) 8,5 E) 10,5 
Dado un trapecio ABCD, en CD y la base AD 
se ubican sus respectivos puntos medios M y N 
AMA BM=(P). Calcule el área de la región 


triangular BMP, si las área de la regiones 
triangulares BCM y APN suman 8. 
A) 6 B) 7: D)8 
(44) Calcularelárea de la región sombreada si ABCD 
es un cuadrado de lado 10. 

B 


D) 7,5 


C)9 E) 10 


A) 12 B) 13 


C) 14 


D) 15 E) 16 


42 Se tiene un cuadrilátero ABCD circunscrito de 


centro O. Si las áreas de las regiones triangulares 
BCO y AOD son 4 y 6, respectivamente, calcule el 
área de la región ABCD. 

A) 10 B) 15 C) 25 


D)30 E) 20 


En un trapecio isósceles, la longitud de la base 
mayor es igual a la longitud de su diagonal y además 
la base menor tiene la misma longitud que su altura. 
Calcule el área de la región trapecial, sabiendo que 
su altura mide 9. 

A) 54 B) 36 E) 98 


CLAVES DE LA E PRIMERA PRACTICA 


C) 108 D) 100 


GEOMOTRIA PLANA 


[yd 


Ueió ¿4 


OBJETIVOS 


Al finalizar la unidad el alumno será capaz de : 

* Definir el círculo y calcular su área. 

* Establecer teoremas que permiten calcular el área 
de las partes notables del círculo. 

* Utilizar correctamente dichos teoremas en la 
resolución de los problemas. 

* Relacionar con la realidad el concepto de 
perímetro. 

* Desarrollar la capacidad de abstracción, utilizando 
el concepto de área y perímetro de regiones planas. 


INTRODUCCIÓN : 


Antiguamente se planteó la teoría geocentrica de 
Claudio Ptolomeo (griego que nació 85 a.C y murió 
16 d.C.) que con el transcurrir del tiempo se 
demostró que era falso, 


Esta teoría manifestaba que la tierra era el centro del 
universo, y que todos 103 planetas giran alrededor 
de la tierra describiendo orbitás circulares, se 
entiende que en esa época se tenía limitaciones no 
se puede comparar con nuestra actualidad, en dicha 
teoría de Ptolomeo se puedé ver el uso del concepto 
de círculo, aunque él lo entendió como 
circunferencia. 

Nosotros sabemos que en la actualidad el círculo 
no es lo mismo que circunferencia por lo cual vamos 
aclarando definirlo de tal manera que no tengamos 
inconveniente en formular, resolver, formular y 
resolver un problema que involucra al círculo y a 
una circunferencia. . 

Además vamos. a estudiar. analizar y abstraer 
problemas que esten relacionados con el término 
perímetro y que ién vamos a delucidar, 


- REGIONES POLIGONALES 


a interior - 


AR CICLOPEDIA 2012 


AREAS OEI REGIONESTENCUVARES 
57 ES 


4 CAPITULO 


A 3 2 
como el producto del semiperímetro por el radio de 
la circunferencia inscrita . : 


DEMOSTRACIÓN : 


A ABxr | BCxr CDxr 


AÁrea= + ——— ono nono 
2 2 

> Área=(AB+ BC+CD ......) 

=> Área= =P => Área=pxr 


p : semiperímetro de la región poligonal 

NOTA : 

Si el número de lados de un polígono circunscrito 
tiende a infinito , el perímetro tiende a la longitud de 
la circunferencia (2 xr) y el área de la región 
poligonal tiende al área del círculo (7rr?). 


TEOREMA 2 


Si el número de lados de un polígono regular inscrito 
en una circunferencia se aumenta indefinidamente, 
el apotema tiende hacer el radio , mientras que el 
perímetro va a coincidir con la circunferencia. 


CAE 


EDICIONES RUBINOS INEAES 


OABCD... : polígono regular de n lados. 
OH: apotema del polígono regular (a, ) 
Sim tiende al w, entonces OH tiende a ser el radio 
r y OABCD tiende a coincidir con la 
circunferencia $. 

NOTA : 

* En dos polígono regulares semejantes : 


Cc 
Estos dos polígonos regulares tienes números de 
lados iguales a n 


p y p' : perímetros de las regiones circulares 

C y C': longitudes de las circunferencias 

a, y a”, : apotemas de las circunferencias . 

r yr”: radios de las circunferencias 

Según la condición del teorema : 

Si n tiende al «o, entonces p y p* tienden a C y C, 
respectivamente. 

a y a' tienden a r y r”, respectivamente. 


o EE 
* Luego , de un teorema anterior : CF 
r 


EN A 


* La expresión (1) es el resultado de la comparación 
de dos polígonos regulares semejantes del mismo 
número de lados ; en general , esto significa que : 
de 
2r > 
Posteriormente , C=2r (cte.) 
Sea la constante igual al valor del número pi (7). 
> C=2r(x) 


TEOREMA : 


El área de una región poligonal regular es igual al 
semiproducto del apotema y el perímetro. 


— 


Ss 24 a Pp x2 P( reg. .) 
poligonal 2 
DEMOSTRACIÓN : 


Sea n: número de lados del polígono regular 
1 : longitud de un lado del polígono regular 
* Se observa la figura : 
Sreg.  "(Sar0B) 
e nal 


y E 


> Se 
* y como.se sabe : 
£ xn=2p (región poligonal) 
* Reemplazando en (1) obtenemos : 


Sreg. — =G pXPireg poligonal 
poligonal 


SECTOR POLIGONAL REGULAR 


Es la región del plano que encierra una línea 
polígonal regular , llamada base , y los extremos de 
los radios de la circunferencia circunscrita a dicha 


. línea. 


TEOREMA : 


El área de todo sector poligonal es igual al 
semiperímetro de la base y la apotema. 


DEMOSTRACIÓN : 


* Sea el sector poligonal ABCD de «m» lados, 
originado por una poligonal de apotema «a» y 
longitud del lado «L,». 


* El área «S», del sector poligonal será m veces el de 


la región AOB. Js 


Las Áreas de dos regiones poligonales semejantes 
son entre sí como los cuadrados de las longitudes 
de cualquier par de elementos homólogos. 


0 


* Es decir : 

AB” 2 BO CDA 

Ss, (A'B')? (B'C'y? (0D') eta 

PERÍMETRO DE UNA REGIÓN 
PLANA 

Es la longitud de la línea (o líneas) que conforma el 
borde o contorno de una región plana. 
EJEMPLOS 


A z 4 Age $ pe 
Perímetro de la región sombreada 
AB+BC+CD+DE+EA * 


Perímetro de la región sombreada ; €eircunf 


J 


Perímetro de la región sombreada OA+OB+2 AB 


B 


Perímetro de  l 
- AB+BC+CA+DE+EF+ 


[o [NTAREAS DE REGIONES CIRCULARES 


Perímetro de la región 
AB+ BC+AC+ 0 eircunf 


A 


Perímetro de la región 
AB+BC+CD+DA+MN+NL+LM 


sombreada 


sombreada 


Perímetro de la región sombreada 
AB+BC+CD+DA+EF+FG+GH+HE 


Perímetro de la región sombreada 
AB+BOHCD+AD + ircrinf 


Perímetro de la región sombreada 
AB+BC +AC +L8 +SL +KN+NL + £ circunf 


EL ÁREA DE UN CÍRCULO 


CÍRCULO : 


Es el conjunto de puntos de la circunferencia y de 
su interior. De otra manera , un círculo o una región 


- circular es la reunión de una circunferencia y su 


interior. Cuando hablamos del «área del círculo», 
queremos decir el área de la región circular 
correspondiente. (Este es el mismo modo de 
abreviar que se utiliza cuando hablamos del «área 
de un triángulo», queriendo decir el área de la región 
triangular correspondiente). 

Por brevedad , diremos simplemente : área de un 
círculo , en lugar de área de una región circular. Ahora 
, 0btendremos una fórmula para el área de un círculo. 


o 
Pín-1) 


Dada una circunferencia de radio r, inscribimos en 
ella un polígono regular de n lados (n—gono regular). 
Como se acostumbra , denotamos el área del n-gono 


por S, , su perímetro por 2p, y la apotema por ap, 


A 


2p. xa 
S,= Br PX (py x ap) 
> [P=55a,] 


Esta fórmula contiene tres cantidades , cada una de 


las cuales depende de n,sonp,, %G,, y S,. Para 
obtener la fórmula para el área de un círculo , 
tenemos que hallar a que límites se aproximan estas 
tres cantidades a medida que crece indefinidamente, 
¿Qué le sucede a S? 


S, es siempre un poco menor que el área del 
círculo, porque siempre hay algunos puntos que 
están dentro del círculo , pero fuera del polígono 
regular de n lados (n-gono regular). 

Sin embargo , la diferencia entre S', y S es muy 
pequeña cuando n es muy grande , porque entonces 
la región poligonal cubre casi completamente el 
interior de la circunferencia. Así es de esperar que : 


DU tea (1) 


Pero lo mismo que en el caso de la longitud de una 
circunferencia , esto no puede demostrarse , puesto 
que no hemos dado todavía una definición del área 
de un círculo. - 


DEFINICIÓN : 


El área de un círculo es el límite de las áreas de lo 
polígonos regulares inscritos en la circunferencia 


correspondiente. 
definición. 


¿Qué le sucede a l la apotema Lp, ? 


SS 


Así pues, S, >S, por 


ba apotema a pa es" siempre un poco menor que r, 


sto que la longitud de un cateto de un triángulo 
rectángulo es menor longitud de la hipotenusa. Pero 


la a lrencia entre 0), y r es muy pequeña cuando 


POr q ; sl 
4 el MET? Re 
Pope 


po 
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cincunferencia , porlo tanto; > 
2P, = 2xr 
Pr A TO 
* Reuniendo los resultados (an y (MI): 
PyX0,, ——Aar)r 
> PnXQp,, —> nar? 
* Pero, como S,=p,X ap, entonces :S, =S;en 
consecuencia : S=7ry* 
Así , la fórmula se ha convertido en un teorema 


ÁREA DE UN CIRCULO 


El área de un círculo es igual a 7 multiplicado por el 
cuadrado del radio . 


> [s=rR*] 


DEMOSTRACIÓN : 


Sabemos que el área de un polígono circunscrito a 
una circunferencia esta dado por la siguiente fórmula 
TD rsirmmissicnnmca la) 

Donde: > 
p= es el semiperímetro del polígono y 
r>>es el inradio 
Si el número de lados del polígono tiende al infinito 
pasaría a ser una circunferencia cuyo semiperímetro 
es igual a TR 
* Reemplazando en (1): 

S=xwRxR>S=xR* 


ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


[4305 PES AREAS DE REGIONES CIRCULARES) 
RxL DEMOSTRACIÓN : 

* Además :=> Sector 5 

DEMOSTRACIÓN : 


* Para calcular el área de un sector circular se hace 
una regla de tres 


360" —>xR* 
HS, sector 
_AR% 
sector" “ano 
NP R$ * Se observa : 
además: L= 360 Saa” S <408- S ñ,1308 
* remplazando en la expresión anterior tenemos : E OR” . 
RxL Saa” 360. 2 
> S, sector — 2 
ES : ÁREA DE UNA CORONA 
Área de algunos sectores circulares £ CIRC 


: > |Scorona = HR? —r?) 
SEGMENTO CIRCULAR 
ON + [Seoroma = 2AT* 
Es aquella porción del círculo limitado por una 


cuerda y su correspondiente arco. DEMOSTRACIÓN . 


2 


== 2 
O CORONA =TR*—rr 


PROPIEDAD . => O CORONA = r(R? == A a 
El área de todo segmento circular es igual a : * además en el triángulo OAT por pitagoras : 


— OK? -Risenó pose 
Sas” 360 2 9<180" * remplazando en (1) OS o CoRONA-= AT? 


GEOMOETARLA PERA [1325 


TRAPECIO CIRCULAR 


Es aquella parte de una corona circular limitada por 
dos segmentos de radio de dichas circunferencias 
concéntricas y dos arcos. 

PROPIEDAD : 


Trapecio circular 


DEMOSTRACIÓN : 


* Se observa ; 
Sy” S-=<408" SAcoB 


FAJA CIRCULAR 


Se llama zona circular o segmento circular de dos 
bases , a la porción de círculo comprendida entre 
dos cuerdas paralelas. 


área de una faj ircular que no contenga el centro 
de la circunferencia es igual a la diferencia de las 
áreas entre el segmento circular correspondiente a 
la cuerda mayor y el segmento circular 
correspondiente a la cuerda menor. 

Si el centro de la circunferencia estuviera dentro de 
la faja circular, entonces se hallaría el área de la faja 
restando del área del círculo el área de los 
segmentos circulares correspondientes a las dos 
cuerdas... : 


gún la figura, DC//AB 


Ed CICLOPEDIA 2012) 
PROPIEDAD : 

S=Sg Sarico"S man 

R? 


A O] 


* como : 


Tr J 
> 5-2" [x- (0 a)+ Z(sen0 + sena)| 


maAOB=fB AmaCOD=0 


Bar?  r?senB)_(axr? _risena 
3602 2 360 2 


AB//CD 
m<AOB=au 
maCOD= $ 
Área=ar? -W-— Zeconnonomincanana (DD) 
*Pero : w= asr* - r?sena (11) 


360? 2 


rÍsena LEA IE 
== S = 
TEOREMA 2 


Sien dos segmentos circulares de diferentes círculos, 
los ángulos centrales tienen la misma medida; 
entonces la razón de sus áreas es proporcional a los 
cuadrados de las longitudes de sus elementos 
homólogos. PAR 


DEMOSTRACIÓN : 


a DB 


* Se observa: AAOB -—ACO,D (A.A.A) 


*Luego: <AOB"=COD 
* Entonces : 
O 
Tb 
* Sabemos : 
(7) sen0 
saw" [335"- 2 Ja 
* Posteriormente : 
Sas _ a _ RY_ A 
Saco” 3 = = sn... = 


TEOREMA DE PAPPUS 


Dado el triángulo ABC, al ser VB = TU; el área de la 
región paralelográmica ACRS es igual a la suma de 
las áreas de las regiones paralelográmicas ABMN y 
BCPQ. 


SDaccn= S Tamun+S Tagcrq 


DEMOSTRACIÓN : 
- V 


Sacurc = Savacr =S2 
> Suacon = Savaart Sayacr +" (D 
* SmaBMN= Savmaz » Segcrq= Savacr 
* También, Sy acres = Sr AcoH oo.......oroooososonssas (AL) 
* Reemplazando en (1) : 


Sarcrs=S marmn FS a BcrQ 


El teorema de Pitágoras es un caso particular del 
teorema de Pappus. 


EL TEOREMA DE PITÁGORAS 


Es más conocido Pitágoras por su famoso teorema 
referente al triángulo rectángulo. Las culturas 
orientales conocieron la propiedad de ser 
rectángulos de aquellos triángulos de lados cuyas 
longitudes son 3-4- 5 y 5- 12 - 13 unidades; se 
admite que fue Pitágoras quien generalizó y encontró 
la relación constante entre las longitudes de los lados 
de un triángulo rectángulo, afirmando que: 

El área del cuadrado construido sobre la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo es igual a la suma de las 
áreas de los cuadrados construidos sobre los catetos. - 


Existe hasta ahora algo más de cuarenta 
demostraciones de este teorema, siendo una de las 
más sencillas la del matemático hindú Bhaskara, 
quien basándose en la figura adjunta demostró que: 


A continuación, la demostración del teorema de 
Pitágoras, en el cual se cumple: 


DEMOSTRACIÓN: 


3 


* En la figura observamos que: 
ATIAC <= ABAE > Siro = Sar o..o..... (D 
TAxAB 

2 


*Pero: CR=AB >Sic= 


*Luego : 
S apar =2xSc eronrorncenonos covóno (11) 

* Análogamente: Spyp= == ALA 

=> S 'EAPQ=2 x S, BABE “retro... donmascccnccnssss ( 111) 
* Ahora de (1); (11) y (a: 

y SEAPQ = Shar bo ina Y) 
Era. por aña! ygía se demuestra que : 
' Sorco =$ arco A AS 


las áreas de las superficies que determinan, son entre 
S “como los cuadrados de las Queue de sus 


+ homólogos. 


le par de figuras da semejantes, 


La suma de áreas de las regiones semejantes ,que 
tienen como elemento homólogo los catetos de un 
triángulo rectángulo , es igual al área de la región 
semejante cuyo elemento homólogo es la 
hipotenusa. 


Según la figura : 
AB y € son las áreas de las regiones 


semejantes. 
¡C=A+B| 


DEMOSTRACIÓN : 


Si A; B yC sonáreas de las regiones semejantes; 


A_ B_E 
entonces —3==3=53 , por propiedad de 
ec a Y 
proporciones: 
BA+B_T 
=D rororoncnroitonorecinono “*(1) z 
cta? b? 


* Luego en KABC: a? + c= Bi ouaonooo (1) 


A+B =£ 
>|A+B=C| Tí 
e 


PROPIEDAD 1: 


Se observa que A,; A, y As son las áreas de 
las regiones semejantes. a e 


EDICIONES RUBINOS lisis [NENA 
Así: => Sapo=S2— Si 


DEMOSTRACIÓN : 


LÚNULA 
Es una región no 
convexa limitada por 
dos arcos de * 
circunfererencias Ma Ñ 
secantes de diferente (X.  » 
centro. kar / 
xp 
PROPIEDAD 2 : * Por teorema : 
Si en un triángulo rectángulo sobre sus lados se M+T+S, +5, +N + W=T + W+ S, 
construyen exteriormente semicircunferencias se M+S, +N=S,-S, 
ii | 


cumple que la suma de las áreas de las lúnulas 
formadas es igual al área del triángulo rectángulo . 


SABC 
> Sanc=S)2 - S, 
2) En la figura, se. cumple: 


ZA y IB : son áreas de las lúnulas . 
Sh : área de la región triangular ABC. 


>1|Sh =/A+IB de S=S/+S2+S3 
DEMOSTRACIÓN : : DEMOSTRACIÓN : 


Sis 8 E print 0D) 
TA E. PARA AA 


* Como los semicírculos son semejantes, aplicando  *De (A) y (AI): 


el teorema anterior : E S-S,=S,+S, >= |[S=3,+5,45, 
Som +: e, + HB 3) En la figura, se cumple: 


> 
PROPIEDADES ADICIONALES 
1) Enla figura , se cumple : 


AREAS DE REGIONES CIRCULARES 


GLEOPJIETRIA PLANA [xs a] 


TS apo S ¡FS FSG3+S4 
Y ocima CIÓN : 

E (1) 
ES TES pomo rrcidrdraro casonas (11) 


* Sumando (1) y (11): 
Sum+tSguo=S/+S2+83+S, 
> Sanc=S/+S2+S3+S, 
4) De la figura, AOB es un cuadrante. 


S,=S/+S9+S37 E 


DEMOSTRACIÓN : 


2 
SRA? >s.=.2 A EA 7 
AR? (RR? xr? R 
e as (IL, 
AN A ] pe 
* De (1) y AD) : 


SS, =S¡+S2+S3 


5) Sien un círculo se trazan cuerdas perpendiculares 
se cumple : (O es centro) 


AB 1 CD 
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DEMOSTRACIÓN : 


Como AB CD 
(AD+BC)/2=90" 
(AD+BC)=180" 
(AOD+BOC)=180" 


* comparación de áreas de los triángulos AOD y BOC 
por tener ángulos suplementarios : 


RxR 
RxR 


> Srop=S poc 


Sion _ 
Soc 


6) Si ABCD es un cuadrado , luego se cumple: 
A SN 


/ > 


B 
DEMOSTRACIÓN : 


A 3 


B 
Semocuo=r(a/2=xa*/4 
> Semcuno=ra? /4 
> xa 4=X+Moomimmmsensss 109) 
Sevanrante=0* 14 
> Sevaoranre= A+ 1B+C- +1M o... (11) 
*(D=(1D): 
NX IM=A+ BE IM > | M= A+ BE 
7) Si ABCD es un cuadrado luego se eUcgoS 
B 


[000 NENA 
DEMOSTRACIÓN : y e S opo=PQXHIZ conunscoooros (1) 
A E ISA N S 1po=PQXhy/2 
A/=S ancp — ScuADRANTE 4 S poc=PQxhy/2 
Aj=S ¡neo 70 A cocinas Mm 
e E S apo + S poc= PQ (h,+h,)/2 
Ad * Pero :H=(h,+h /2owoos..mediana 
As=S secror e Saco “41=(1, 2) eemmnnsonro 


S aro + S poc=PQx(2H)/2=PQxH 
* Remplazando en (1) :S op9 =CS so + S por)/2 
10) De la figura mostrada , se cumple : 


_r(al2)?  Sigcn za? Sanco 
o ETA A Ayz= 7 7 en) 


*(a+B): A, +As=S ancp!2 
*en(1) :S,=S gcp/2 
8) En la figura mostrada , se cumple : 


> [5,557 


de Saa XF2 (rtr il 


DEMOSTRACIÓN : 


RONP=SOMP mb LA * De la figura se tiene AC 1 BD 
Sonr=Somq > S¡+M=S,+IM El S 22 EL 
co a) 


fi trada O es centro le : 
9) En la figura mostrada centro se cumple donde dar de 


* Por propiedad : pp) - PQ=MN=2./fr, r; 
* Reemplazando en (1) : 


y Tira 


Sasco= (Tr, +T2) 


11) En la figura mostrada , se cumple : 


> [MM 


PROBLEMA 1 : 
Hallar el área de la región sombreada , donde O es 
el centro del círculo 


A) 6(27 -3V3 Jem* 
B)2(67 - 3/3 Jem* 
C)(27 — 3V3 Jem? 
D)6(3/3 — 27 Jem* 
E) 3(27 - 343 Jem”? 


RESOLUCIÓN : 
De acuerdo al problema : 


* Las regiones sombreadas son equivalentes. 
S ,: área de la región del sector AOB. 
S3: área de la región triángular ABO. 
25: área de la región pedida. 
S=S/-S, 
I(x 2 
>S=-=|=|(6)' —- 
25Jo 
>5=6x - 18 ES 


> 25=2(67 - 9/3) >.28=6(27 - 3/3 Jem? 
RPTA : “A” 


6x6 ¿on E 
2 3 


PROBLEMA 2:; + 


En la figura calcular el área de la región sombreada 
si AB = 2m siendo ABCD un cuadrado . 


Ar-2 

B) 2-3 
C)2(x - 2) 
D)2(x-1) 
E)3x-2 
RESOLUCIÓN: 

* Piden : Área(región sombreada) = 25 


1 
je") 


* Se observa ; D 


S = Área ¿;, 49.) — Área 
A oa IX Lo 
s= ¿(2% E >S= 1-2 


(hs ADC) 


* Luego: Área región sombreada) =2(7r — 2) 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 3: 
En un jardín circular de 60 m de diámetro se han 
podado dos anillos concéntricos y simétricos ; 
además determinan en el radio del jardín segmentos 
de 6 m de ancho. 


¿Cuánto es el área que falta podar? 
A)25xm?  B)250x  C) 10% D) 5407 
RESOLUCIÓN : 


E) 25x 


borde dol jardín 


Se muestran los dos anillos concéntricos y 
simétricos cuyos espesores es 6 m , donde la región 
sombreada es el área podada. 


Luego 
Asalta podar=Atotal 5 Abodada = Ajardín = Aregión sombreada 
> Asatta podar=1(30)* - [1(24? - 187 )+x1(12* -6* )] 


> Asalta podar =540x m* 
PROBLEMA 4 : 


En el trapecio isósceles ABCD, cuyas bases BC y AD 


miden 6 y 8 unidades respectivamente. Calcular el 
área de la región sombreada . 


RPTA : “D” 


Cc 


A) 10 m2 
B) 12 m2 
C) 16 m2 
D) 24 m2 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando el teorema Pitágoras en el 4APB. 


0 
HH—3 + 3 +14 
12+(2R=7P>R=2/3 
* Se pide: So arenio = Sirio = (2/3)? =12 
RPTA : “B” 


A D 


PROBLEMA 5: 

En la figura , ABC es un triángulo equilátero cuyo 
lado mide 6 cm y O es centro del círculo inscrito y 
circunscrito al triángulo ABC. Hallar el área de la región 
sombreada. B 


C) 97 cm? 


B) 127 cm? 


A) 37 em? 
D) 67 cm? E) 157 cm? 
RESOLUCIÓN : 

* Dato: AABCes equilátero además AB=6 se 
deduce que AA onorcaga = TR" —ar? =m(R*—r*) 


En el LDxAHO: 


AN 
| 


A-|] 3 3H 
Del teorema de Pitágoras , se tiene R?-—r?=9 
Reemplazamos en lo que nos piden 


AN AREAS DE REGIONES CIRCULARES 
2 2 
MAsombreada = T(R” —r”) 


=x(9) 


> Asombreada 28 = 97 cm? 


RPTA : *“C” 
PROBLEMA 6: 


Si cada cuadradrito tiene 1 cm de lado . Calcular el 
área de la región sombreada . 


A) x-—2 

B) (x+ 2)/3 
C) 2(1+6) 
D) 81+2 
E) 2-4x 


RESOLUCIÓN : 


* Se puede apreciar que lo pedido equivale al área 
de 2 triángulos más el área de un semicírculo de 
radio 2. 


SS romtredo'=2 (S4) + So 


ml. m(2)? _ 
2 2 


SS atoato =2 | 


PROBLEMA 7: 


En la figura , el perímetro del triángulo equilátero 
ABC , circunscrito a la circunferencia de centro O , 
es 9 cm. Hallar el área de la región sombreada. 


A) Al (3/3 —rr)em* 
AS 
C) : (3/3 —r)em* 
D) 7 (243 —xjem' 
7 (243 Ejem 


RESOLUCIÓN : 


GEOIEOTRIA PRLoANA [HN 


Piden'el área de la región sombreada ZAs. 


Del dato: - AB=3 

: oa 

Eo AH== 43 3> pal 

Luego: A -AR* 

8 Y3 (13 9 
64 4 > q 3 - Sa 
>4,=3A= Pecosde 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 8 : 


Hallar el área sombreada, si: ABC es un triángulo 
equilátero de lados igual a 4, además “M”, “N” y 
“P” son puntos medios . 


A)3/3-1 

B) 3(/3 -x,) 
C) 2(2/3 —x) 
D) 4(/3+x) 
E) 4(2,/3x) 


RESOLUCIÓN: 
* De la figura, se deduce que : S=A ¡yo 3V 


> S=4V3 - 27 


PROBLEMA 9: 
En la figura AB es diámetro del semicírculo y 
A0=0B=2m. Haciendo centro en A y B se ha trazado 


los arcos DO y To, respectivamente. Halle el área 
de la región sombreada. 

AJ(Í3 - 21)m? 
B)(2/3 - x)m? 
C) (4/3 jm? 
D)(3/3 - 2x)m* 
EJ(24/3 - 2x)m* 
RESOL UCIÓN : 


A _— 


ls NON CLOPEDIA 2012 


ele 
A 2 (0) 2 Cc 
B 
EN, : 
0] 


55 x2 ae 
2 


> Asomz =24/3 V/3 7 
RPTA “B” 


AsouaB= 


PROBLEMA 10 : 


Hallar el área de la región sombreada en función de 
R. 


2 
a Et J3) 


2 
8) 55 -3) 


R? 
C) tr 343) 


RESOLUCIÓN: 


* De la figura : 


A =()+ (5) 


Z2 
120 E 


360" 
oo 


2 Sumando (ás 348) RPTA: “0? 


EDICIONES RUBINOS 


PROBLEMA 11 : 

Encontrar el área de la región sombreada , si : 
PQ =4cm. A 
A) 3Xcm? 
B)2x 
C)4x 
D)8x 

E) 167 Aj O 
RESOLUCIÓN: 

* De la figura , se deduce : 


x(a+b)? za? pr? 
A Asomb 23 TO 
> Asomp=7 ab 
* Luego : 
* Por relaciones métricas en el A: P 
4*=2ax2b 
> 4=ab 


> Asomy=rab=4xcm? 
, 2a  Q2 
E  RPTA: “C” 
PROBLEMA 12 : 


En la figura, AB Y AD Son diámetros de circulos ; 
C y D son centros de arcos de circunferencias. ¿Qué 
parte del área del cuadrado ABCD es el área de la 
región sombreada? 


1 1 1 2 3 
A) 7 B) $ C) 3 Ei E) 5 


RESOLUCIÓN : 


¿D)(24— tr Jem? 


por traslado de áreas (regiones equivalentes) 
E brenda “A E 
Avageo 2 


PROBLEMA 13 : 


En la figura , AB=6cm y BC=10cm ;P , Q y T son 
puntos de tangencia. Calcular el área de la región 
sombreada. 


A) (18-2x Jem? Bi 
B) (24-21 Jem? 
C) (18-4x)Jem?  p 


RPTA ; “C” 


E) (24—x Jem? > 


“RESOLUCIÓN :: 


Piden A eg. sombreada 
ESBAC notable 37%; 53% => AC = 8 
ESsBAC : Teorema de Poncelet 


> 6+8=10+2r >r=2 
Denmtriate =Ax - Ao 
6x8 
=> (2 
reg sombreada y x(2)” 


AA og. sombreada “A 41 > Arogombreada =(24 - 4x Jem? 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 14 : 


En la figura , P y Q son centros de los círculos 
congruentes. Si AP= PB=2 cm y P es punto de 


[$e 
PUESTOS; calcule el área de la región sombreada. 


ar T-2)Jem* 

B)2( 7 - 2)emt 
C) (xr + 2Jem* 

D)2(7 + 2Jcm* 
E) (27 - 3Jem*? 
RESOLUCIÓN : 
Notamos que el 4QPC es equilátero 


mPC = 60" 
Además, mBC = 30* 


Por < inscrito 


m<aCAB = 15” 
¿APC isósceles A 
m«LCP = 15" ;mLP = 30* 


D = - 
segmento AD 1qc /Atque 


e. 2x2 
> Anemento 2 


> Aomnio = (12) em* 


elreular 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 15 : 
Se tiene un hexágono regular de 320 m* de área. 
Uniendo los puntos medios de los lados , se obtiene 
un segundo hexágono. Uniendo los puntos medios 
de los lados del segundo exágono , se obtiene un 
tercero y así sucesivamente. Halle el área 
comprendida entre el primer y el cuarto hexágono. 


A)215m* B)iG5m! C)i85m*? D)J190m* E)205m* 
RESOLUCIÓN : 
Sea: 


AA, :área limitada porel primer hexágono 
ZA, :área limitada pos el cuarto hexágono 
Piden: A, - A, 
Dato: A,=320m? 


NAIPES SN OICLOPEDIA 20 12 


PrSMERIEAS A: 
Al (264) a ¡8s 
Luego : A, ; 
— A,=320m* -135m* > A, - A,=185m? 
RPTA “C” 


PROBLEMA 16 : 

En la figura, ABCDEF es un hexágono regular. De 
cada uno de sus vértices se trazan arcos de 
circunferencia , donde M; N; P; Q; R y T son puntos 
medios , hallar el área de la región sombreada, 


A) £2 (3/3 -xJu? c 


2 
B) (3) (3/3 =xJu? N, 


2 
c) (6/3 Ju? B 


g2 
D) G3v3 — Ju? 


gl 
E) 7 (a- 43 Ju? 
RESOLUCIÓN : 


A P F 
Piden: área de la región sombreada= A, , 
A,=Agarcoer- CA omar A AA 


pero 2 
Aeancoer=BAaror=8 (Ejes 
* Luego , en (1): 


A=30JS3- o(=(5) x 


Pa ; 
> A (343 — Ju? 


1209 
3607 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17 : y 
El lado del hexágono regular inscrito en una 


circunferencia mide 8/3 cm. Hallar el 3 pe 
hexágono regular circunscrito. 


EDICIONES RUBIÑOS 


MÉS AREAS DE REGIONES CIRCULARES 


AJ376/3cm? B)464/3 cm? C)296/3 cm? 
DJ384/3cm* E)428/3 em* 5 
RESOLUCIÓN 


Piden A 
Siendo lA el área de la región ABCDEF 
Pero A= 6(A,cop) 

Como el ACOD es equilátero 
ae 

E a 


(1) 


>/MA= al 


También : NH = HL= 4/3 

ts CHL es notable de 30? y 60? 
>CL=8 y DL=8 

* Luego : CD=16 

* Reemplazamos en (1) : 


2 
e ee 


)> lA =384/3 cm?” 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 18 

Calcular el área de la región sombreada, si: 


mÍ1M=90", FP=3 y MQ = 4 


RESOLUCIÓN : 
* Trazando los radios : 
* Del gráfico : 


EEE 


* De donde se deduce: 
257 25. 25 

A Ses —_—_ 3 0 
ER a ie 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 19 : 
En la figura, A, B, C, D y E son puntos de tangencia. 
Si los radios de las circunferencias miden 2 cm y 3 
cm respectivamente , hallar el área del círculo 
sombreado. 
A e 


B)26x (5 - 246 J.em? 
D)25 x(5 - 2/6 )?em? 


A)34x(5 = 2/6 ?em? 
C)33 x(5 - 2/6 )?em? 
EJ36x(5 - 2/6 )?.em? 
RESOLUCIÓN 
2,(2)(3) 


2/2r 2V3r_, 


En el problema, el punto L debe ser punto de 
tangencia para que pueda ser resuelto 

Piden 4,si A es el área del círculo de radio r, 
entonces. A=xr* 

Teorema : d 


O —Ó 
T P 
col 


(GEOIOETRTA PRAGA WS AS AAPES  CICLOPEDIA 2012 


SiB BT 9 gon puntos de tangencia 

BS >d= =2/Rr 
En el problema: 

De?, y €,: AB=2/2r 

De? y 24: BC=2/8r 

De?, y 2,: AC =2.((2)(3) 

> 2./02)(8) = 2/6 

AB+BC =AC > 2/27 + 2,/3r =2./6 

> V2r+4/3r =/6 > Jr(/2+4/3)= 26 


J6 t E 
dr = 775 = VE 2) = 1? =36[(/8 42) E 
=r?=00(5-2/67 >[A=00x18-2J6P om] 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 20 : 


Calcular el área de la corona circular, si PQ = 
siendo T punto de tangencia . 
A) xu* 
B)2x 
C)6x 
D)J8x 
EJ4x 


RESOLUCIÓN : 


* Además : 


R-rA=2* 
* Se pide : e 
A=x(R - 1) = 1 (2%) = 
> RPTA : “E” 
PROBLEMA 21 :. 
ABCD, es un cuadrado de lado 3 cm, calcular el área 
de la región sombjeaga . 


ar 
o B 
A) e jj 
17 
B) 2 +) 
25 
E A) 


25 
D) 100 *") 


A 
RESOLUCIÓN : 


22571120 

4 
* Además : 

45 
A+B mar? 
> apt Se (1D 
* Luego : p_ar?_r? 
7 
* (1D en MD) ; 
E REL 
EJEA E 16 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 22 : 


Si C,, C, y C, son semicírculos de radios iguales, 
entonces el áre rea de la figura sombreada en función 
del lado L del cuadrado , es : 


RESOLUCIÓN: 
* El área pedida equivale al semicírculo 


LLE 
s.-3r(3) 


L2 
S. E 
A 8 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 23 : : 

Si el lado del cuadrado inscrito en el circulo €, es £, 
entonces el área sombreada de la figura mostrada , 
en función de radio R de la circunferencia C,, es: 


EDICIONES RUBIÑOS 


AA AREAS DE REGIONES CIRCULARES 


2]? 
C) E 7ja 


y PRE Y 
p, (4-5) 


E) =p 
RESOLUCIÓN: 
* El área pedida : S=4? — gr? 
* Siendo : 


RY xñ 
al ajo ? 
$0 4 RPTA : “g” 
PROBLEMA 24 : 
Calcular el área de la región sombreada, si 
AB = 20cm. Además ABCD es un cuadrado. 


D C 
A) 100(x - 1) 
B) 100(2+x) 
C)100(4-x) 
D) 100% 
E) 100(x-1) A B 


RESOLUCIÓN : 

* Piden: A=Área, aBcD) - 48 
* Donde: 

A : área de la región sombreada 


S : área de la región cuadrantal 
DET 


- * Calculando : A 
A = Área may — Área; man 


Área canco)=(20)=400m* 
S=% (10) =25xcm? > A=400- 4(251) 
> A=100(4-—x) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 25 : 


En la figura, el área de la parte sombreada es: (ABCD: 
cuadrado). 
A) R? (7-2) 


B) R* (7 +2) 
C) 2R*(x-2) 
D) R? (3x3) 
E)R* (2-1) 
RESOLUCIÓN : 

* De la figuran: Piden 84 
* Donde : a 


A'= Área del segmento circular 


E a-(2) eE (5-2) 
4 2 


SA=2R*(x -2 
E id RPTA : “C” 


PROBLEMA 26 : 

En una circunferencia de centro O y radio R se tienen 
los diámetros perpendiculares AB y DC porA se 
traza un arco CD de radio AC, calcule el área de la 
región exterior al arco fp e interior a la 
circunferencia. 


C)/2R?2  D) EA 


RESOLUCIÓN : 


R? 
Vi BR E) J3r? 


same tE TRAER (RAZA 

pe ES ue 2 4 2 

* Simplificando: S=R? . 
Ea S 3 RPTA : “B” 
PROBLEMA 27 : 

En el diagrama adjunto las áreas de las 3 


semicírculos R, R, y R, son: 4, 9 y x 
respectivamente. 
Halle el valor de x. 
AJ8 B)9 C)10 D)11 E)12 


RESOLUCIÓN : 


+ ES ABC ; por Pitágoras: 
b? + 4d? = (b + 20)? >d = be + e? 


* Pero : e —rb? arc? 
PT PO PA 
2 2 2 
[BEAN y 
A 'RPTA : “C” 


PROBLEMA 28 : 


En la figura si AB=L, es el área de la región 
sombreada, * 5 


2 Ñ ye 
aÉm- D B) e 


RESOLU SCiÓN z 


AAA NCICLOPEDIA 2012 
L 


_L 
S=33(6r 643) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 29 : 
En una-semicircunferencia de diámetro AB donde 


> AB =20 se ubica el punto C en el arco AB tal que 
m -<BAC=18, Me AC, AM = MC, halle el área de la 


región limitada por MC, MB, BC-(en u?). 
AJl5m* Bj4mu*? C)12m* D)10mu* 
RESOLUCIÓN : 


E)J8n* 


A 10 0 EEES] 


S(EzMCB) = S(AOCB) . (OM // BC) 
* Área pedido : 
S= rr(10)*(36) = 10r e 
200 RPTA : el 


PROBLEMA 830: 


ABCD es un cuadrado de lado a; M y N son los sitos 
de tangencia de la circunferencia inscrita, con los 


lados ABy AD. Sean E y F los puntos de 


intersección de BN y CM con la circunferencia. 
Halle el área del segmento circular ER. 


EDICIONES RUBINOS 


Aja*(p - 2) 
RESOLUCIÓN : 


a? a? 
B) Pri 2) C) > 


mME=mÍTF=a 
* Pero : mMET =mETF=a+0=90 


* Luego: mMmaEOF= a +0 = 907 
2 L, 2 
* Ahora 2 E > =S7(m-2) 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 31 : 


Un sector circular de 60? de ángulo central tiene 184? 
de área. Halle el área del círculo inscrito en el sector 
(en u?), 

AJ9 BJ12 C)6/5 
RESOLUCIÓN : 


D)14 EJ15 


* Por dato : 


TR? _18> w(8r)? =6x18> wr? =12 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 32: 


En una circunferencia cuyo radio mide ¿m, se 
ubican los puntos consecutivos A, B y C tal que : 


mAB=72, mBC=54"» 
Calcule el área de la región limitada por AB, 
BC y AC (en m?). 


AJ2x B)3x C)4x 
RESOLUCIÓN : 


D)J5x E)J6x 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 33 : 
Se tiene una semicircunferencia de diámetro AB y 
centro O, en la cual se inscribe la circunferencia de 
centro O” que es tangente al arco AB en C y al 
diámetro AB = en D, luego se traza la cuerda BC que 
Intersecta a la circunferencia inscrita en E. Si 
O0'C=2m, OB = 6m. Calcule el área de la región 


limitada por AC, CTE, EB y AB (enm). 


a13+s +6 o7+s Djx+8  EJx+9 


RESOLUCIÓN : 


360 2 
s=.48 
3 


s.PO,63_ a PE 


* Simplificando : 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 34 : 
En el semicírculo de diámetro AB y centro O, se 
trazan los radios DG yop con OD bisectriz de 
<AOC: Si los segmentos circulares determinados 


por AD y BD tienen por área A, y A,, calcule el área 
del sector circular BOC, 


GEOMNTRIA PLAWVA PA s11 EN AAA CICLOPEDIA 2012 


A,+4, 
B) 2 


A, +24 
it 


' Ñ E >” 
4JA,-A, C)A,- 24 
0 

Y 2 : 
RESOLUCIÓN : 


pÉ 


A 0 B 
0D //BC > S¿40ca)=3 ¿40cs) 
* Área pedido : Scop = 42- 4, 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 35 : 
Sea el sector circular AOB(OA=0B=R)cuyo ángulo 


central mide 30. 

Se trazan BD |0A Y AE LOB- 

Si BD y AE se intersectan en P 

Calcule el área de la región del triángulo mixto APB. 
r r r* 

A) =3(m-18+123) B) 7 (7+18-1248) C)G(7+12+6/3) 


RESOLUCIÓN : 


0 e 
Área pedido : $ 


a s3 xR/6—3/3xR/2- 1 
+simplcado AS r? cf 18-12 3) 


RPTA : “B” 


En la figura mostrada ABCDEF es un hexágono 
lar de lado igual a /6 u, haciendo centro en A se 


trazan los arcos CE y BF. EEE elárea de la e 
sombreada (en u?). D 


CJ (3/3 +1) 


A 
B) (2/3 —) 
RESOLUCIÓN : D 


A) (3/3 —r) 


On 
2 


6 


ONE aea dica 
4 2 6 3 
* Simplificando : y = 3/3 -—w 


RPTA ; “A” 
PROBLEMA 37 : 

En la figura, haciendo centro en A y B se han trazado 
los arcos de circunferencia BC y AP 
respectivamente. Si AB = AC = 2/2 em , halle el 
perímetro de la región sombreada. 


E (5x4 12)cm a 


B)J2/2(1+6)cm 


ers 10)cm 


D)/2(21 +3)cm 
EJE (5%+12)cm 


RESOLUCIÓN : 25 , EN par E 


EDICIONES RUBINOS 


E sis MEN AREAS DE REGIONES CIRCULARES) 


En el gráfico, el AABT es equilátero de lado 2/2, 
además, m < ABC=45"; entonces, m <EBT=15". 


Perímetro de la región sombreada : 
latlpt BE 

15 | rf2 

> la = ES = A” 


*£7 =2n(2)| 5) - Le cr 
* BE =2./2cm 
Perímetro de la 
zona sombreada 
_, Perímetro de la /2 


> zona sombreada (or +HAlgn 
RPTA; “A” 


2/2 + se + ae, 


PROBLEMA 38 : 
En la ALEA haciendo centro en C se ha trazádo el 
arco AD Si AB es diámetro del semicírculo , 
AB=BC=2cm y CD = DE , calcular el perímetro 
de la región sombreada. 

A)J(9+ 27) cm D 
BJ8+3x) cm 


Cc 10+82) 
X 2)" 
D 8+52) 
J8+55) em 
E)J10+3x) cm 
RESOLUCIÓN : 


* En el gráfico: | 
| 
09 


Nos piden el perímetro de la región 
sombreada= pd + 
A 2x(1) _ 
aa 2 
2(4) _ 
* Entonces: 


Perímetro de la región sombreada=4+4+2+x+ 27 
=> perímetro de la región sombreada es : 
(10+3x) cm 

RPTA “E” 
PROBLEMA 39 : 
En un rectángulo ABCD, con diámetro Ap ,se traza 
una semicircunferencia interiormente tangente a Ba 
en T, luego se ubican a P y O como puntos medios 
de AB y AD- Si OP y Oc intersectan a la 


semicircunferencia en E y F, calcule el área del 
segmento circular de arco EF. Considere que AT=2 


at, 217% 3v10 
oa! 360 10 
D).2(x - 2) E) 2(x- 1) 


RESOLUCIÓN : 


xr 
B) + C) 


A R (0) R D 
ES AT=2=Ry/2 > R= 42 
- . 

PAO: mxaop= 53 


2 
* ES CDO : m<COD = 45? 


E 40145180 > E, 
* Luego : 
_xR%a R*Sena x(2Ja_ (2)Sena 
S- 360 E 


8-22 sena => S 72 —Sen(108,5%) 


217% 217x 
A E 300 —Cos(18,5") 
79 3 as 3/10 


A RPTA : “0” 


GLELODOTIRIA PRLANVA Pa s16 EN ERE A CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 40 : 
En el gráfico, P y T son puntos de tangencia. 

SiAN = NB y OB=/17 . calcule el área de la región 
sombreada. 


4)9% 
B)8x 
C) 10% 
D)12x 
E) 15x S 
RESOLUCIÓN : 


2/2 


*Por Teorema de la angenes PB? = 
PB=2a/2 

* ES OTA :R?—r? = 8a* 

*DOHB: 


Qa)(4a) 


17 =(3a)? +(2a/2)? 
>17 = 94 + 84? = 1704>a=1 
* Luego : ¡S=mR- ri) = 28(1) = 8x7 


sE RPTA : . “gg” 
PRIMERO DIRIGIDA 
(de lado de un cuadrado mide 10. Calcule el área 
de la corona circular formada por sus circunferencias 
inscrita y circuñserita. 
AJ18x  B)19x C)25x  D)386x  Ej49x 


(12) Calcule el área de la región sombreada, si M y 
N son puntos de tangencia, AB = NC =3. 


Á 
sus B) A/2. C)x/3 D) 3/2 E)x 


(75) Las medidas de los catetos de un triángulo 


suman 10 y la hipotenusa mide 8. o el área 
del círculo inscrito. 


Ar B)Jr/2 C)x/3  D)2x EJ3x 
Cde: círculo inscrito en un triángulo ABC es. 


tangentea ACen M. Si: AB=6, BC=10 y 
MC= 3(AM), calcule el área del círculo. 
AJ2x B)J4x C)6x D)8x E)J9x 


(63)En la figura, si A y B son puntos de tangencia, 
AB?=8, calcule el área de la región sombreada. 


AJ3x  B)J6x  C)J7x  D)9%  E)i2x 


Se tiene tres circunferencias que son tangentes 
exteriores entre sí y sus radios miden 1; 2 y 3. Calcule 
el área del círculo que contiene los puntos de 
tangencia. 

A)2x B)3x C)x D)x/3 E)r/2 
(QDEn la figura, si BP = PC = 4, calcule el área de 
la región sombreada. y 

A)21/3 
B)4xJ3 
C)6x/5 
D)5x/3 
E)x/2 


(O) En la figura: mAP =mPB, NH=4 y HB=2. 
Calcule el área de la región sombreada. 


A 


0 y 


265 : 
35 * DA aa =D) == 72 HF. EJ 36 E 


260 260 


4) 
(09) De la figura: O es centro. Calcule el área de la 


región sombreada, si: BC=CD=DE. . a 0 SS 


AJ3x-3/2  B)4x-2/3 C)6x-4J/3 
D)J6x-9/3 EJ6x-6J2 

Men una semicircunferencia, de diámetro AC. 
se traza la cuerda AB tal que mx BAC = 20" y M es 
punto medio de "AB. Si AC = 10, calcule el área de 
la región limitada por MB, MC y BC. 


24x 


a ze 


257 

pp poa 
) 9 E) 

O: Se tiene un círculo inscrito en un cuadrilátero 


ABCD, de modo que: mxBAD = 90", mx ABC =53", 
BC=6 y AD= CD. Calcule el área del círculo. 
AJ2x BJ3x Cl4x D)J5x E)J6x 


Aden la figura: P es punto de tangencia. Si 
AB=BC=3, Sr el área de la región sombreada. 


= 


A) x 63x 27x 36x 


me a tz mé 


Qu la figura: AP = PB. Calcule el área de la región 
sombreada. 


AJ4(x-2) B)J6(x-2) C)8(1—2) DJI0(1r—2) E)12(x-2) 
((dDe la figura, calcule el área de la región 
sombreada. 


A)2x B)3x C)x 


Á3)En la figura, si BR=2 y PQ=246, calcule el 
área de la región sombreada. 


7 x 
DJS ES 


A)6x -3 B)4x-2 C)6x+3 D)8x+4 E)8x-8 

ÁOEn la figura: P y Q son puntos de tangencia. Si 

AP = 2/3 , calcule el área de la región sombreada. 
B 


Cc 


E Ja mz o%- VS DE 2 2 E)2x-J3 


Se tiene un triángulo ABC, se ubican los puntos 


M y N enloslados AB y BC. respectivamente, 
de modo que AB = BC, CN = 6 y 


m<AMN = 2 (mx MAN)=90". Calcule el área 
del círculo inscrito en el triángulo BMN. 
A)J6x Bla C)8x D)J9x 


CLAVES DE LA PRIMERA PRÁCTICA 


De da 0) 
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OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad el alumno será capaz de: 


* Tener un concepto más claro de la figura 
geométrica en el espacio . 


* Establecer las distintas propiedades entre puntos 
y rectas ubicadas en plano . 


INTRODUCCIÓN : 


La geometría del espacio presenta a veces gran 
dificultad de comprensión, debido a una escasa 
visión espacial. En gran parte, esta dificultad es 
consecuencia de tener que representar sobre el 
plano lo que se ve en el espacio. Por tanto, conviene 
tener muy claros los elementos fundamentales de la 
geometría del espacio, que son el punto, la recta y el 
plano. 

Existen en la actualidad gran número de 


impresionantes grabados, en los que se explotan 


CAPITULO 
magistralmente ilusiones geométricas, que en último 


término consisten en la exclusión velada de algunos 
axiomas de la geometría euclídeana 


EL CONCEPTO DE ESPACIO 


Como resultados del los trabajos de Gauss y 
Reimman , entre otros , el mundo matemático se 
adaptó a la idea de que aquello que llamamos 
espacio no es más que un caso particular de otro 
caso más general con inúltiples dimensiones 
cuantitativas. 

Por ejemplo , el espacio que corresponde a la vista y 
al tacto es una multiplicidad de tres dimensiones. 
Por consiguiente , cualquier punto que le corresponda 
es posible de ser definido por tres datos distintos e 
independientes . 

Pero también puede concebirse una multiplicidad 
cuádruple o múltiple en general análoga al espacio. 
Este concepto es muy importante ya que de él se 
desprende que las propiedades del espacio 
efectivamente percibido se presentan como objetos 
de la experiencia . 

Queda así destruidas las “teorías” de la geometría 
que intentan sostener esas propiedades sobre la base 
de argumentos puramente metafísicos . 


GEOMETRÍA DEL ESPACIO O 
ESTEREOMETRIA 


Estudia la forma y extensión de las figuras 
geométricas cuyos puntos no están en un mismo 
plano (espacio tridimensional). 


ESPACIO 


Extensión indefinida y sin limites conocidos , que 
es el medio en el cual se hallan cuantas cosas 
existen en el universo y tiene naturaleza material . 


IDEA DE UN PLANO 


En algunas actividades cotidiana se utiliza 
intuitivamente la palabra plano , esto se puede 
apreciar cuando los niños o personas adultas eligen 
un lugar plano para practicar su deporte el fútbol, 
para apoyar ciertos objetos materiales de manera 
que permanezcan fijos, estos se eligen teniendo la 
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intuición de horizontabilidad . 

Los geómetras, considera un plano como una 
superficie perfectamente lisa y de extensión ilimitada 
en todas sus direcciones , esto es ideal . 

Pero desde el punto de vista físico un plano puede 
ser representado por diversos objetos, así tenemos, 
la pizarra , las paredes , el espejo , una plancha de 
triplay , una mesa , el tablero de dibujo , etc. 


REPRESENTACIONES 
GEOMÉTRICAS DE UN PLANO 
Un plano geométricamente es representado por 


cualquier región plana, convencionalmente se 
considera la región paralelográmica . 


Para denotar un plano, se ubica una letra en una de 
sus esquinas, luego se identifica así: 


Notación: 
Plano H:/7H 


El plano puede considerarse como ilimitado en los 
sentidos, no tiene figura alguna y sería imperceptible 
para nuestros sentidos si no séñalaramos en él ciertos 
límites , los límites con que señalamos una parte 
del plano son arbitrarios así podemos limitarlo en 
forma de triángulo de polígono , de círculo , pero la 
costumbre de limitar un plano la mayor parte de las 
veces por un rectángulo o romboide como se ve , 
en el suelo , paredes , en los cuadros , en la mesas 
etc. 


DETERMIVACIÓN DE UN PLANO 


Determinar un plano significa ubicarlo o fijarlo en 
un determinado lugar, así por ejemplo , como ubicar 
la pizarra en la pared de manera que quede fijo ; 
para ello es necesario clavar en tres de sus esquinas 
o vértices . 

Entonces geométricamente ubicar tres puntos no 
colineales . 

El plano es una superficie ilimitado en todas sus 
partes que contiene exactamente a toda recta que 
pase por dos puntos cualesquiera de dicha superficie 
la idea del plano , la recta y el punto es un concepto 
intuitivo puramente experimental . 


A continuación veamos los elementos necesarios 
para determinar un plano ; 


[) Tres puntos no colineales determinan un plano . 


* Sea A, B y C puntos no colineales. 

* Entonces con dichos puntos se determina el 
plano H. 

II) Una recta y un punto exterior a ella determinan 
un plano. 


*Sea: Ag L 
* Entonces A y <£ se determinan el plano P. 
1I) Dos rectas secantes determinan un plano 


2, Lo=1A) 
* Entonces <£, y <£g determina el plano M. 


IV) Dos rectas paralelas determinan un plano 


*Si: L;//L,>L; y L, determinan 7/5 . 


GENERACIÓN DE UN PLANO 


* El plano puede considerarse como generado por 
una recta que se mueve resbalando sobre dos rectas 
secantes o paralelas . 


* El plano puede considerarse como generado por 
una recta que se mueven resbalando sobre una recta 
y pasando constantemente por una punto fijo exterior 
aella. 


* El plano puede considerarse como generado por 
una recta que se mueve resbalando sobre una recta 
y permaneciendo siempre paralela asi misma . 


* El plano puede considerarse como generado por 
una recta que se mueve girando alrededor de una 
recta fija y permaneciendo constantemente 
ra dicha recta . 
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POSICIONES RELATIVAS 
ENTRE RECTAS Y PLANOS 


En el espacio , se puede analizar las posiciones 
relativas entre dos rectas, entres dos planos y entre 
una recta y un plano . 


D ENTRE RECTAS / 


Dos rectas pueden ser paralelas, secantes o 
alabeadas, ya se analizó las posiciones relativas entre 
dos rectas paralelas y dos rectas secantes, las cuales 
son coplanares porque determinan un plano. 

Luego, si dos rectas no son coplanares entonces a 
dichas rectas se denominan alabeadas o cruzadas. 


a) RECTAS SECANTES : si tienen un punto común 


Son aquellas rectas que tienen un sólo punto en 
común. Existe un sólo plano en el cual están 
contenidos dichas rectas. 


Si: anb=(A) 


> ay b: secantes 


b) RECTAS PARALELAS : si no tienen ningún punto 
común y forman plano 


Son aquellas rectas que no tienen puntos en común 
y existe un solo plano que las contiene. - 
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> m y n : paralelas 


C) RECTAS ALABEADAS O RECTAS 
CRUZADAS. 


no tienen ninún punto común y no forman plano 
L, 


L, y L, son rectas cruzadas o alabeadas . 


Son aquellas rectas que no tienen puntos en común 
y que no son coplanares. L 
2 


Y Si; En L,=4 Y 
L; y L, : no coplanares 
> L, y L;: son alabeadas o cruzadas 


ÁNGULOS ENTRE DOS RECTAS 
- ALABEADAS 


El ángulo entre rectas alabeadas, es el ángulo 
determinado por dos rayos respectivamente 
paralelos a dichas rectas, siendo su vértice un punto 
cualesquiera del espacio . 


* Sean: L, y L, las rectas alabeadas 


*Si: OM//L, y ON //L; 


FEFECTAS Y PLANOS 


>m«MON . Es el ángulo entre E, y E, y la 
mxMON=0:es la medida del ángulo entre L;, y E; 
NOTA : 

Si: 9=90">L, y L;: 
ortogonales . ; 
EJEMPLO : 


son perpendiculares u 


* En el gráfico se muestra una casa, en la cual se 
observa rectas paralelas como <L,, La y Lsy 
rectas alabeadas como: 

La y Lo, La y Lo Li y Lo. 
IM) ENTRE PLANOS : 


Dos planos pueden se paralelos o secantes . 
a) PLANOS SECANTES: si tienen un punto común 


son aquellos que tienen en común un conjunto de 
puntos que forman una recta. 


(AB) 
b) PLANOS PARALELOS : si no tienen ningún punto 
común 


uHnuP= 
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Son aquellos que no tiene punto en común. 


oA/oP +UHnoP=4 
UI) ENTRE RECTA Y PLANO : 


Las posiciones relativas entre una recta y un plano 
pueden ser, recta secante al plano, recta contenida 
en el plano y recta paralela al plano. 
RECTA CONTENIDA EN UN 
PLANO 


Una recta está contenida en un plano, cuando todos 


los puntos de dicha recta pertenecen a dicho 
plano . 
Si: AjeL 
A¡e o>MlieN 
>LcoM 


NOTA : 


Si dos puntos de una recta pertenece a un plano 
dicha recta está contenida en dicho plano . 


a) SECANTES : si tienen un punto en común 


Una recta y un plano son secantes , cuando ambos 
tienen un punto en común, denominado punto de 
intersección . 
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*Si: 7HMnL=[P) 


>Ly.>M son secantes 


b) PARALELOS : sino tienen ningún punto en 
común A A 


Cuando ambos no tienen punto en común . 


<£ // plano H + Z2() plano H =4 
NOTA : 


La condición necesaria y suficiente para que una 
recta sea paralela a un plano es que dicha recta no 
contenida en el plano sea paralela a una recta 
cualquiera contenida en dicho plano. 


rs 


a 


*Sea L/coH, LavH, y 2//; 


*>2£//7H 


PARALELISMO ENTRE RECTA Y 
PLANO 


Para que una recta sea paralela a un plano es 
necesario y suficiente que la recta sea paralela a una 
recta contenida en el plano. 

AE AS 
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si L//|m 
macP 


Si una recta es paralela a un plano , dicha recta no 
será paralela a cualquier recta contenida en el plano 


PARALELISMO ENTRE DOS 
PLANOS 
Para que dos planos sean paralelos es necesario y 
suficiente que dos rectas secantes contenidas en 


uno de ellos , sean paralelas a dos rectas secantes 
contenidas en el otro plano . 


(2] 


*mll,nlís y man, Ins 


PERPENDICULARIDAD ENTRE 
RECTA Y PLANO 


Se define como aquellas perpendiculares a todas las 
rectas contenidas en el plano, 


Si: LioH 
Entonces: 
ES 
LADs 
TALE 
LIE, 


HegroprO 


Para que una recta sea perpendicular a un plano es 
necesario y suficiente que esta recta sea 
perpendicular a dos rectas secantes contenidas en 
el plano 


INES FLOTAS Y PLANOS 


silim Llimymnn 


Si una recta es perpendicular a un plano será 
perpendicular a cualquier recta contenida en el plano 


CONDICIÓN NECESARIA Y 
SUFICIENTE PARA QUE UNA 
RECTA SEA PERPENDICULAR A 
UN PLANO 


Una recta será perpendicular a un plano , si y sólo si 
, es perpendicular a dos rectas secantes contenidas 
en dicho plano, luego dicha recta será perpendicular 
a todas las rectas contenidas en dicho plano . 


* Sean: L¡coH y L¿co 

H', además E, y L¿ son secantes en A 

*Si: ELL, y L LL, , entonces, L1=H 

PERPENDICULARIDAD ENTRE 
PLANOS 


Para que dos planos sean perpendiculares es 
necesario y suficiente que una recta contenida en 
una de ellos sea perpendicular al otro plano 


silLlim LlinyLcQ 


TEOREMA 1 : 


Si tenemos una recta paralela a un plano, todo plano 
secante al plano dado y que contiene a la recta 
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determina una recta de intersección que es paralela siP//Q a/, 
a la recta dada : 
, 


TEOREMA 4: TEOREMA DE 
THALES 
Si tres o más planos paralelos son interceptados por 


dos rectas secantes los segmentos que se determinan 
entre los planos son proporcionales 


siLIP y PQ 


TEOREMA 2 : 


Si tenemos dos o más planos paralelos 
interceptados por un plano secante , las rectas de 


fe TEOREMA 5 : 


, Por un punto exterior a un plano se pueden trazar 
- si: P/Q (AB // CD una sola perpendicular al plano , 
TEOREMA 3 : 


Sean dos o más planos paralelos son interceptados 
por dos rectas paralelas los segmentos 
comprendidos entre los planos paralelos son iguales 


TEOREMA 6 2 


Por un punto exterior a una recta se puede trazar 
infinitas perpendiculares a la recta . 


DEMOSTRACIÓN : 


m1 Pluego  trazamos L//m luego L es 
perpendicular al plano P donde : 

LTOFED 

Li2>21£ 

Li3>31L 


* Es decir del punto A se pueden trazar infinitas 
perpendiculares a la recta L. 


PROYECCIÓN 


proyección es la intersecceión de la línea visual con 
el plano de proyección 


p 
A: objeto rg 


X : plano de proyección 

A, : punto de proyección de A en el plano de 
proyección X , 

AA, : proyectante 


TIPOS DE PROYECCIÓN 


1) PROYECCIÓN CÓNICA : 
Los rayos proyectantes parten de un punto 


KEOCTAS Y PLANOS 


1) PROYECCIÓN CILÍNDRICA : 


Los rayos proyectantes son paralelos entre sí 
formando estos un ángulo cualquiera con el plano 
de proyección. 


1) PROYECCIÓN ORTOGONAL : 


Los rayos proyectantes son paralelos y además 
perpendiculares al plano de proyección el tamaño 
de la proyección es menor al tamaño del objeto . 
será del mismo tamaño siempre y cuando el objeto 
y el plano de proyección sean paralelos . La 
proyección ortogonal se utilizará en geometría del 


espacio . 
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PLANOS DE PROYECCIÓN 
PRIVCIPALES 


I) plano horizontal o de planta (H) 
1) plano frontal o de elevación (F) 


III) plano de perfil o lateral (P) dichos planos son 
perpendiculares entre si 


PROYECCIÓN DE UN PUNTO EN 
LOS PLANOS «M. Y «F» 


* COTA : distancia del punto A al punto horizontal 
* ALEJAMIENTO: distancia del punto A al plano 
frontal 


PROYECCIONES PRINCIPALES DE 
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PROYECCIÓN ORTOGONAL DE 
UN PUNTO Y UNA RECTA 


La proyección ortogonal de un punto sobre un plano, 
es el pie de la perpendicular trazada de dicho punto 
hacia el plano, La proyección ortogonal de una recta 
no contenida en el plano es el conjunto de puntos 
del plano que son las proyecciones de los puntos 
de la recta sobre el plano . 


Plano de Proyección 
* P' : proyección de P sobre el plano H(P ¿>H) 


* A'B' : proyección ortogonal de (AB sobre el plano 
H.(ABorhH). 

* MIN : proyección ortogonal de MN sobre el plano 
H.( MN axH) 

NOTA : 


La proyección ortogonal de una figura sobre un plano 
es el conjunto de puntos del plano que son las 
proyecciones ortogonales de los puntos de la figura 
en dicho plano . 


* Línea MN'T: es la proyección ortogonal de MNT 
sobre el plano H, así como A'B'C'D'E' lo es de 
ABCDE . : 


LÍNEA DE MÁXIMA PENDIENTE 


Se llama recta o línea de máxima pendiente de un 
plano “P” con respecto a otro ““Q” al cual intersecta, 
a la recta "2" del primer plano “*P** que es 
perpendicular a la intersección AB de los dos 
planos. EAS 


Esta línea "£", por ser perpendicular a AB en uno y 
otro plano, es la recta del primer plano que forma 
con el segundo un ángulo máximo . 


0>a 
"2"; Línea de máxima pendiente 


ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 
CRUZADAS ALABEADAS 


El ángulo entre dos rectas se determina en una 
proyección donde se vean las dos rectas en su real 
magnitud. 

Es decir el ángulo entre dos rectas alabeadas, es el 
ángulo determinado por dos rayos respectivamente 
paralelos a las rectas dadas y cuyo origen es un punto 
cualquiera en el espacio . 


si m//OA y n//OB. 

Entonces "gr es la medida del ángulo formado por 
las rectas “m>” y “n”., 

NOTA : 


El ángulo entre dos rectas alabeadas se determina 
en una proyección donde se vean las dos rectas en 
su verdadera magnitud . 


PROCEDIMIENTO 1 : 


Para calcular el ángulo formádo por dos rectas 
eruzadas se toma un punto arbitrario en el espacio y 
por dicho punto se trazan paralelas a las rectas 
cruzadas de modo que el ángulo formado por las 
paralelas es el ángulo formado por las rectas 
cruzadas 


sim//L, n//L, 
luego $ es el ángulo formado por las rectas L, y L, 
PROCEDIMIENTO 2 : 


Se toma un punto en una de ellas y por dicho punto 
trazar una paralela a la otra recta obteniéndose el 
ángulo que forman las rectas alabeadas 


y 


si m//L, f es el ángulo formado por L, y L, 


OTRA FORMA DE UBICAR EL 
ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 
ALABEADAS 


Se considera un punto cualquiera en una de ellas y 
por dicho punto trazamos una paralela a la otra recta, 
obteniéndose el ángulo que forman las rectas 
alabeadas . 


A ZAS 


Si por “P” trazamos a//m , entonces la medida del 
ángulo formado por “m” y “n” es "9". 


NOTAS : 
DSilt 1H. 
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* ug! es perpendicular a “n” 

* “m' es perpendicular a “n” 

* “m'” es perpendicular a “y” £ 
* "yes ortogonal a “m”. 

11) En el ortoedro : 


"g" es ortogonal a “m”. 


EJEMPLO 1 : 


Determinar la medida del ángulo formado por la , 
diagonal de un cubo y la diagonal de una cara, 
sabiendo que éstas se cruzan . 


RESOLUCIÓN : 


+ AC: Diagonal del cubo. 

* PO: Diagonal de una cara. 

* Trazamos MN, por el teorema de los puntos 
medios en el AABC: MN//AC. 

* Entonces el ángulo entre AC y PQ es PNM , 
donde la 4PNM=4. 

*El APMQ es isósceles PM=MO. 

* Pero PN=NQ, etonces MN es mediatríz de PQ 
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* Finalmente se deduce que : «=90* 
ÁNGULO ENTRE RECTA Y PLANO 


El ángulo entre una recta y un plano es el formado 
por la recta y la proyección de esta sobre el plano 


$ es el ángulo que forman la recta «L» y el plano 
«P» 


ÁNGULO ENTRE PLANOS 
( DIEDRO ) 


Es la figura formada por dos semiplanos la recta 
común se denomina arista y a dichos semiplanos 
se denomina caras 


P y Q son las caras del diedro AB arista del diedro 
* NOTACIÓN : diedro AB 


ÁNGULO PLANO O ÁNGULO 
RECTILIVNEO DE UN PLANO 


Para obtener la medida de un diedro se toma un 
punto cualquiera de su arista y se levantan 
perpendiculares a la arista en cada uno de los 
semiplanos el ángulo formado por las 
perpendiculares es el ángulo formado por los 
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RECTAS Y PLANOS 


Es decir si por el pie de una recta perpendiculares a 
un plano se traza una segunda perpendicular a una 
recta contenida en el plano , el pie de la segunda 
perpendicular con un punto cualquier dela primera 
perpendicular se determinará una recta 
perpendicular a la recta contenida en el plano . 


LI1P ABim>BC 11m 
> |x=90" 
DEMOSTRACIÓN : 


semiplanos . 


* 4 ángulo plano del diedro AB 


* AB h_ plano S 

NOTAS: 

% Un diedro puede tener infinitos planos 

perpendiculares sin que varíe su medida * tomamos BD = BP 

% Ángulo entre dos planos se medirá en una AABP =AABD........ L.A.L 

proyección donde los dos planos aparecen de canto AP=AD 

estando la recta de intersección de punta de ÍN ACD EE 

E nes Ss hb AS A. 

PERPENDICULARES 


oO ACPD: CB es mediatriz >x=90* 
Si por el pie de una recta perpendic aun plano, s 

se traza otra recta perpendicular a una de las rectas OTRO MÉTODO : 
contenidas en dicho plano, entonces, toda recta 
trazada por el pie de ésta última recta y un punto 
cualquiera de la recta perpendicular al plano, será 
perpendicular a la recta contenida en dicho plano. 


y E; 1LL(L, coH) 
>Lj¿l1L;jia=90" jL 


si ACLP=>AC1m=>m_LAC 
>ABim=>mZlAB 


como «m» es perpenducular a AB y a AC luego «m» 
será perpendicular la plano formado por AB y AC 


mL plano ABC >m BC 


> [x=90*] 
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MENOR DISTANCIA ENTRE DOS 
RECTAS QUE SE 
CRUZAN(MÍNIMA DISTANCIA) 


Si dos rectas del espacio se cruzan existe una recta, 
y sólo una, que es perpendicular a ambas; y el 
segmento de ésta perpendicular que tiene sus 
extremos sobre dichas rectas es menor que cualquier 
otro segmento análogo (con un extremo sobre cada 
una de las rectas mencionadas) 


* Sean «m» y «n» las rectas que se cruzan . 
* Por un punto cualquiera de «n» tracemos la recta 
a//m. 
* Si P es el plano determinado por «n» y «a» 
tendremos m //P . 

AA': Mínima distancia 
NOTA : 


La misma distancia entre dos rectas cruzadas es el 
segmento de recta perpendicular a ambas rectas 


M EEG L; 


si L, y L,son rectas cruzadas MN es la mínima 
distancia entre L, y L, 
PROCEDIMIENTO PARA 
CALCULAR LA MINIMA 
DISTANCIA ENTRE DOS 
RECTAS CRUZADAS 


HAhPaso(I) : se escoge un plano que sea 
perpendicular a una de las dos rectas 


d Paso(1I) : dicha recta perpendicular al plano se 
proyectará como un punto en dicho plano. la otra 
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recta también se proyecta al mismo plano 


dh Paso (II) : en el plano escogido se encuentran 
las dos rectas una como un punto y la otra como 
una recta de proyección de modo que la distancia 
del punto a la recta proyectada viene a ser la mínima 
distancia entre las dos rectas cruzadas 
EJEMPLO : 

Calcular la mínima distancia entre L, y L, siendo la 
figura un cubo. 


D 
RESOLUCIÓN : 
* Paso (1) : escogemos el plano ABCD que es 
perpendicular a £,. 


A B 


D e 
* Paso (1) : proyectamos las rectas L, y L, en el plano 
escogido ABCD . 
* Paso (1H): enel cuadro ABCD se encuentyra la recta 
L, como un punto B y la recta L, luego la mínima 
distancia será la perpendicular de B a AD 


NOTA : 


en algunos casos es difícil ubicar un plano que sea 
perpendicular a una de dos rectas alabeadas en éstos 
casos se ubica un plano en el cual dos reclas 
alabeadas se proyectan como paralelas luego en el 
plano en la cual las dos rectas sus proyecciones son 


paralelas la mínima distancia será la perpendicular 
a ambas rectas 


plano de proyección 
AB : mínima distancia 
EJEMPLO: 


Si ABCD y ABEF son cuadrados de lados iguales a 
6m y forman un ángulo de 60”; determinar la mínima 


distancia entre AE y CD. 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato , la medida del ángulo diedro es 60”. Por 


esto NH es perpendicular en el centro del cuadrado 
AFEB. 


* Luego la mínima distancia entre AE y CD es 
NH. 

* Finalmente en el LxMHN: x=3/3 m 
NOTAS: 


4 Se dice que una figura plana se proyecta en 


verdadera magnitud (V.M.) sobre un plano , cuando 
el plano que la contiene es paralela a dicha figura 
plana . 
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RECTAS WYrPLANOS) 


4) Se dice que un plano se proyecta de canto , sobre 
otro plano , si le es perpendicular. 


A 
* El plano P es perpendicular al plano Q. 
* La proyección de canto del plano P sobre el plano 


O es la recta AB. 


4 Si dos planos perpendiculares entre sí se 
proyectan de canto a un tercer plano , entonces dos 
rectas , cualquiera en los dos primeros , tienen sus 
proyecciones perpendiculares entre sí, en el tercer 
plano. 


* "MN Proyección de AB en MNQH. 
a NQ proyección de CD en MNQH. 


4 Si dos rectas perpendiculares se proyectan sobre 
un plano paralelo a una de ellas , entonces sus 
proyecciones son perpendiculares entre sí . 


simln=>m'1n' 

OBSERVACIÓN : 

El caso recíproco también se cumple, es decir si dos 
rectas m y n se proyectan sobre un plano y sus 
proyecciones m?' y n” forman ángulo recto, entonces 
las rectas m y n son perpendiculares entre si. 
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4 Si el plano P se proyecta de canto sobre el plano RESOLUCI JONS E 
Q yla recta ¿ perpendicular al plano P se proyecta * La proyección de p sobre ABCD es p?. 


en verdadera magnitud sobre Q, entonces ambas + En el Ex ACD;M y Nson puntos medios, entonces 
proyecciones son perpendiculares en Q. pq. 


PROCEDIMIENTO PARA 
CALCULAR LA MINIMA 
DISTANCIA ENTRE DOS 
RECTAS ALABEADAS 


(OTRO PROCEDIMIENTO) 


Para encontrar la mínima distancia entre dos rectas 
alabeadas directamente, a veces no es posible, en 
estos casos necesariamente tenemos que hacer lo 
siguiente: 

1) Si dos rectas alabeadas se proyectan sobre un 
plano perpendicular a los planos paralelos que las 
contienen , entonces sus proyecciones son rectas 
paralelas , y la mínima distancia entre dichas rectas 
alabeadas es igual a la distancia entre: las 


proyecciones paralelas == [x=2./2] 


2) Si una recta y un plano son paralelos , y se 
proyectan sobre un plano perpendicular a la recta , 
entonces dicha recta se proyecta de punta y el plano 
de canto . 


EJEMPLO :. 

En el siguiente cubo , determinar la mínima 
distancia entre las rectas “p” y “q”, siendo la longitud 
de la arista del cubo igual a 8 unidades . 

y p 


ÁREA DE LA PROYECCIÓN DE UN 
TRIÁNGULO SOBRE UN PLANO 


El área de proyección de un triángulo sobre un plano 
es igual al área del triángulo multiplicado por el 


EDICIONES KUBINOS 


coseno del diedro formado por el triángulo y su 
proyección 


Área cn, = Área, nc, Cos) 


DEMOSTRACIÓN : 
Area cc) =1/2 ACXHP 
Área ¡,9)=1/2 ACXBP 
* Dividiendo: 
Area(ACH) _ HP 
Area(ABC) BP 
INPHB : cos f =HP/BP 
* Remplazando en (1) : 
AreB rem 
Área nc) 
> Area (aci =Área yc) cos 1) 


EN FORMA GENERAL : 


qsapacoracianos (1) 


=C084 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES 


PROPIEDAD 1: 


Dos rectas perpendiculares al mismo plano son 
paralelas entre sí . 


RECTAS Y PLANOS 


a 


PROPIEDAD 2 : 


Si dos planos son paralelos cualquier recta 
perteneciente a uno de ellos es también paralelo al 
otro plano . 


PROPIEDAD 3 : 


Si dos rectas son paralelas , todo plano que corte a 
una de ellas , corta necesariamente a la otra . 


se 


PROPIEDAD X 2 


Dos rectas pertenecientes a un mismo plano pueden 
ser paralelas o cortarse 


[== 


PROPIEDAD 5 : 


Dos paralelas entre síen el espacio, sus proyecciones 
sobre un plano de proyección serán paralelas o 
aparecerán como puntos . 
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e > 
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- 
Ed Me 
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PROPIEDAD 6 : 


Una recta exterior a un plano y paralela a cualquier PROPIEDAD 10 : 
recta de este es también paralela al plano Si dos planos son perpendiculares , una recta 
perteneciente a uno de ellos y perpendicular a la 


BS ——___—_—_—_—_—_—_— 
intersección de los planos será también 
Y 3 


PROPIEDAD 7 : 


Si una recta es perpendicular a uno de dos planos 
perpendiculares es paralela al otro plano. 


PROPIEDAD 11 ? 


Si una recta es perpendicular a un plano ; todo plano 
que pase por dicha recta será perpendicular al primer 


plano . 
PROPIEDAD 8 : 
Si una recta es paralela a dos planos secantes , será 2 e 
paralela a la intersección de estos 


PROPIEDAD 12 : 


Ninguna recta del plano puede tener una pendiente 
mayor que la del plano . 


PROPIEDAD 9 : 


Si un plano es perpendicular a dos planos secantes 
es también perpendicular a la intersección. 
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PROPIEDAD 13 : PROPIEDAD 17 < 


Si dos rectas son paralelas : la intersección de los Desde un punto exterior a un plano, se pueden trazar 
planos que pasan por dichas rectas serán paralelas una sola perpendicular a dicho plano . 
a la recta dada . 


PROPIEDAD 18 : 


2 Una recta que forma ángulos iguales con otras tres 
PROPIEDAD 14 : rectas que pasan por su pie ; es secante al plano 


Por un punto exterior a una recta se pueden trazar formado por las tres rectas . 


infinitas perpendiculares 


LA) 0 
NX 


PROPIEDAD 19 : 
PROPIEDAD 15 : Por una recta paralela a un plano se puede trazar un 
Si una recta es paralela a un plano , todo plano que plano perpendicular al primero . 


pase por la recta intercepta al plano según una recta 
paralela a la recta dada . 


PROPIEDAD 20 : 


PROPIEDAD 16 : Si dos planos son paralelos la intersección de estos 
con un tercero son paralelos , 
Una recta y un plano perpendiculares a una misma 


recta son paralelas . 
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PROPIEDAD 231 : PROPIEDAD 25 : 
Dos planos perpendiculares a una misma recta son Si dos rectas son paralelas a un plano ; las rectas 
paralelos entre sí . pueden ser cruzadas , secantes o paralelas . 


O 
pj 


| 
Plat AN 
PROPIEDAD 22 : pas 


1 

J 

1 

SS 
$. 


Dos rectas paralelas que cortan a un plano forman 
con él, ángulos iguales , 
PROPIEDAD 26 2 


El plano determinado por dos paralelas a otro plano, 
puede ser secante o paralela al plano dado . 


PROPIEDAD 23 : | 


Por un punto de un plano pasan infinitos planos que PROPIEDAD 27 : 
le sean perpendiculares . 


Por una recta oblicua a un plano se puede trazar un 
solo plano perpendicular al primero . 


PROPIEDAD 24 : PROPIEDAD 28 : 


Porun punto de una recta solo puede pasarunplano  Unarecta paralela a uno de dos planos que se cortan 
que le sea perpendicular . perpendicularmente ; puede ser paralela o 
; perpendicular al otro plano . 


Es 
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PROPIEDAD 29 : 


Los planos paralelos a una recta dada pueden ser 
secantes o paralelas entre sí . 


PROPIEDAD 30 : 


Si una recta es perpendicular a tres rectas dadas, las 
tres rectas pueden ser paralelas, cruzadas o secantes. 


=. 


PROPIEDAD 31 : 


si dos planos son perpendiculares todo plano 
perpendicular a uno de ellos es paralelo al otro . 


Pp. 


PROPIEDAD 32 : 


Si dos planos son perpendiculares toda recta 
perpendicular a la intersección de ambos no 
necesariamente esta contenido en uno de ellos . 


> 


PROPIEDAD 33 2 


Si dos planos son perpendiculares no todas las rectas 
de uno de ellos son perpendiculares al otro plano . 


5 


PROPIEDAD 34 : 


Si dos planos son perpendiculares todo plano 
perpendicular a su intersección es perpendicular a 


PROPIEDAD 35 : 


Si dos o más rectas forman el mismo ángulo con 
un plano , estas rectas no necesariamente son 


paralelas . 


PROPIEDAD 36 : 


En el espacio dos rectas perpendiculares a una 
tercera ; pueden ser rectas cruzadas, secantes o 
paralelas . 
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PROPIEDAD 37 : 


Si un plano es paralelo a una recta , toda recta 
perpendicular a la recta dada puede ser secante o 
paralela al plano . 


PROPIEDAD 38 : 


Si un plano es paralelo a una recta , toda recta que 
es perpendicular al plano tendrá que ser 
perpendicular a la recta. 


PROPIEDAD 39 : 


Si un plano es paralelo a una recta , toda recta 


paralela al plano puede ser.cruzada , secante o 


paralela a la recta dada. 
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EJERCICIO 3 , 
Indique el valor de las siguientes proposiciones. 


I) Por un punto cualquiera del espacio se puede 
trazar una recta secante a dos rectas alabeadas. 


II) La distancia entre dos rectas paralelas es igual a 
la distancia entre los planos paralelos que contienen 
dichas rectas. 


111) Si las proyecciones en dos segmentos sobre un 
mismo plano tienen igual longitud, entonces dichos 
segmentos son paralelos. 
A)JFFF B)FVF C)VVV D)FVV E)FFV 
RESOLUCIÓN : 
[) Veamos en un ortoedro. 

P l 


PEA R 


L QNm 
L y £ son rectas alabeadas. 
Por el punto P pasa la recta m el cual no es secante a L 
yl. PROPOSICIÓN FALSA 


a ambas. Distancia entre las rectas L yes a 
perpendicular a ambas . 

Luego: a + d 

Pes PROPOSICIÓN FALSA 


Proyección de m sobre H es m. 
Proyección de n sobre Hesn. - 

Además : mn y no son paralelos. sa E 

PROPOSICIÓN FALSA 

A 
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PROBLEMA 1 : 

Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 

D Dos rectas paralelas al mismo plano son paralelas 
entre sí. 


1) Por un punto de un plano solo se puede trazar' 


una recta perpendicular al plano. 

111) Todas las rectas paralelas entre si son coplanares. 
A)JFVF B)FFF  C)VVV D)JFVV E)VFF 
RESOLUCIÓN : 


DSi dos rectas paralelas al mismo plano; las rectas 
pueden ser cruzadas, secantes o paralelas. 


PROPOSICIÓN FALSA 


II) Veamos el caso recíproco; por un punto de 
una recta solo puede pasar un plano que le sea 
perpendicular. 

PROPOSICIÓN VERDADERA 
1) Las rectas que pasan por los puntos de la 
circunferencia dada se llama a directriz de la 
superficie cilíndrica , dicha recta son paralelas 
entre sí y no son coplanares. 

PROPOSICIÓN FALSA 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 2: 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

[) Si tres o más rectas son concurrentes, entonces 
dichas rectas son coplanares. 

II) Una recta alabeada a la arista de dos planos 
secantes es secante a ambos planos. 

II) Si tres rectas son paralelas, entonces son 
necesariamente coplanares. 

IV) Si dos rectas determinan un plano una recta 
exterior a dicho plano es paralela a dichas rectas. 


A) VFVF B)FVFV C)FVVF D)FFFV E)FFFF 


RESOLUCIÓN : 


I) Ejemplo de rectas concurrentes en el plano , las 
bisectrices interiores de un triángulo. 
Ejemplo de rectas concurrectes en el espacio, los 
rayos incidentes paralelos al eje convergen hacia el 
foco de un espejo cóncavo, 

PROPOSICIÓN FALSA 


R//H;R y LE son alabeadas. 


> 10 - 14) 
PROPOSICIÓN FALSA 


111) m 


En el rectoedro podemos poner como ejemplo tres 
rectas paralelas y no son coplanares necesariamente, 

PROPOSICIÓN FALSA 
1V) 


L, 11 L, determinan el plano H ;a y b son rectas exteriores, 
los cuales no son paralelas a las rectas /, y £,. 
PROPOSICIÓN FALSA 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 3 : 
Indique verdadero (V) o falso (F) 
) n puntos determinan como máximo C;¿ planos. 
II) n rectas determinan como máximo C3 planos. 
III) n puntos y n rectas determinan como máximo 
nm+C3+C3' planos . 
A) VVV”B)VFF C)VFV .D)FVV E)FVF 
RESOLUCIÓN : 
D) Un plano queda determinado por tres puntos no 
colineales , n puntos determinan como máximo €; 
planos. 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
II) Un plano queda determinado por dos rectas 
paralelas o dos rectas secantes , n rectas 
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determinano como máximo Cz planos. 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
II) n puntos y m rectas determinan como máximo 
el producto de ambos aumentado en Cz y Cz. 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 4 : 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 
I) Dos rectas paralelas a un mismo plano son 
paralelos entre sí. 
11) Dos rectas perpendiculares a una tercera recta 
son necesariamente paralelas entre sí. 
111) Por una recta cualquiera del espacio se puede 
trazar un plano perpendicular a otro plano dado. 
AJFVV B)VFV C)VVF  D)JVVV EJFFV 
RESOLUCIÓN : 
1) Si dos rectas paralelas a un mismo plano; las rectas 
pueden ser cruzadas , secantes o paralelas. 
PROPOSICIÓN FALSA 
1I)Dos rectas perpendiculares a una tercera recta; 
pueden ser : 
Rectas cruzadas , secantes o paralelas. 


1) 


El den P contiene a R y es perpendicular a Q. 
- PROPOSICIÓN VERDADERA 


AA 


RPTA:: “E” 


PROBLEMA 5: 

Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones : 

ID) Dos rectas cruzadas determinan un plano. 

II)Todos los planos paralelos a un plano dado son 

paralelos entre sí. 

111) Por un punto del plano , se puede trazar solo 

una recta perpendicular al plano. 

AJVVV B)FFV  C)FFF  D)JFVV 

RESOLUCIÓN : 

1) Dos rectas cruzadas están en planos distintos. 
PROPOSICIÓN FALSA 

II) PROPOSICIÓN VERDADERA 

111) Por un punto de un plano pasan infinitos planos 

perpendiculares al plano dado , la recta de 

intersección de dicho plano es perpendicular al 


plano dado en dicho punto e 
PROPOSICIÓN VERDADERA 


RPTA : “D” 


EJVFF 


PROBLEMA 6: 


Indicar la proposición correcta : 

A) Dos rectas que no tiene un punto en común son 
paralelas. 

B) Dos rectas que no tienen punto en común son del 
mismo plano. 

C) La rectas paralelas son coplanares. 

D) Ninguna. 

E) La rectas paralelas pueden ser concurrentes. 


RESOLUCIÓN: 

* Por teoría : 

Rectas paralelas 

£: Lo: coplanares 


Ln La=(0) 


<£i  Lz: coplanares 
Lin La= lp) 


Ed Li AL: no coplanares 
Li L:=1p) 


% 


(EDICIONES RUBINOS | 
* Luego : 

A) FALSO : (pueden ser alabeadas) 

B) FALSO : ' (las rectas alabeadas, no son del mismo 
plano) 

€) VERDADERO: (las rectas paralelas pertenecen a 
un mismo plano) 


D) FALSO : 
E) FALSO : (las rectas paralelas, no tienen ningún 
punto en común) 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 7 : 
Un triángulo equilátero ABC está en un plano 
perpendicular a un cuadrado ABDE , siendo AB el 
lado común de ambos polígonos . El segmento de 
recta que une el punto medio del lado 'AC del 
triángulo con el punto medio del lado ¡gp del 
cuadrado mide Im. ¿Cuál es la longitud del lado del 
triángulo o del cuadrado? 
A) Ja B) Ya 
RESOLUCIÓN : 
* Como los planos del triángulo y cuadrado, son 
perpendiculares y pB es perpendicular a la 
intersección, entonces pg es perpendicular al plano 


del triángulo, por lo que DB | BH - 


C)J1,5 D)1 E)2 


* 0 HBN: 


a +(x/3)=1? 
=>4x*=1 - 
>= >AE=2x=1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 8: 
De las siguientes afirmaciones cual(les) son falsas: 


I) Dos rectas perpendiculares a una tercera 
necesariamente son paralelas. 

11) La intersección de tres planos es necesariamente 
una recta. 

III) Dos planos que forman ángulos iguales con un 
tercero son paralelos entre sí. 

IV) La intersección de dos planos paralelos con un 
tercero determina dos rectas paralelas. 

A) Sólo 1 y 1 B) Sólo Iy 1! C) Sólo 1 1 y HI 
D) Sólo 1 y UI E) Sólo II y IV * 
RESOLUCIÓN : 


h RECTAS Y PLANOS 
D on FALSA : E 
Ejemplo: mL L,n1L y no 
Necesariamente m // n 


II) Proposición FALSA : 
(puede ser una recta o un punto) 
EJEMPLO 


AB:RnQnT 
HI) Proposición FALSA : 
IV) Proposición VERDADERA : 


(PH: HnaRnS 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 9 : 
Tres planos paralelos determinan sobre una recta 
secante L,, los segmentos AE Y EBy sobre otra L,, 
secante, los segmentos CF y FpD. Si AB=8m, 
CD=12m y FD - EB=1m. Hallar el valor de CF. 
A) 4m B)7m C)5m D)im  E)J9m 
RESOLUCIÓN : 
FD =12-x,y como: EB = FD- 1 
>EB=l1- x 
* Por el teorema de Thales : 


AB_CD 

EB FD 
A EA 

ll=-x 12-x 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 10 : 


Indicar la proposición verdadera: 

A) Dos planos pueden tener un único punto común. 
B) Si dos planos son distintos y tienen por lo menos 
un punto en común, entonces son secantes. 
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C) Dos planos secantes pueden ser paralelos. 
D) Si dos planos tiene por lo menos un punto en co- 
mún, entonces son coincidentes. 


RESOLUCI ÓN : 
* Por teoría, dos planos pueden ser: 
Paralelos Secantes 


An>B=()>rAno>oB=[2) 

* Luego : 

A) FALSO : (dos planos secantes, tienen infinitos 
punto comunes) 


B) VERDADERO : (dos planos secantes, tiene 
muchos puntos comunes). 

C) FALSO : (por teoría, dos planos paralelos no 
tienen puntos comunes). 

D) FALSO : (no existen, planos coincidentes) 

E) FALSO : 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 11 : 
Dos puntos A y B, situados a uno y otro lado de un 
plano x, distan de dicho plano, 6cm, y 9cm, 
respectivamente. Si la proyección del segmento “44 
sobre el plano es 30cm . Hallar la distancia entre los 
puntos A y B. 
A)J156J6 BJ15  C)1243 
RESOLUCIÓN : 


D)12/5  E)12 


* Trazamos BH//A'B' 
>HAHB: 
AB*=BH*+HB? 

> AB?=15?*+30* 

> AB=15/5 


PROBLEMA 12 : 

La distancia entre las proyecciones de un segmento 
de recta AB sobre un plano x, y sobre una recta 
perpendicular al plano es igual a 7cm. Si el segmento 
'AB Mide un centímetro más que su proyección 
sobre x, ¿Cuánto mide el segmento 48?. 

A) i3cm  B)5em  C)10cm  D)8cm E) 12em 
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RESOLUCIÓN : 


* Incógnita : AB 

Del gráfico : AE =PQ =a-7, (a > 7) 
EB=AB'=a 

* End AEB : 


AB?*=AE?*+EB? > (a+1)?=(a -7).+ a? 


* De aquí : 
a? -16a + 48=0 
> (a-4)J(a-12)=0 > a=12 
* Luego: 
AB=a+1=13 


Y RPTA: “4” 
PROBLEMA 13 : 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 
[) Tres puntos determinan un plano. 
1I) Dos rectas cruzadas están contenidos en un plano. 
111) La intersección de tres planos pueden ser un 
punto. 
AJFFV  BJFVV GC)VFV  D)JVVF 
RESOLUCIÓN : 
Tres puntos no situados en línea recta determinan 
un plano. 


EJFFF 


PROPOSICIÓN FALSA 
II) Dos rectas que se intersecan determinan un plano, 
pero dos rectas cruzadas están contenidos en dos 
planos distintos. 

PROPOSICIÓN FALSA 
II) Si dos planos diferentes se intersecan, su 
intersección es una recta. 

PROPOSICIÓN FALSA 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 14 : 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
A) Dos rectas perpendiculares a una misma recta 
son paralelas. 
B) Dos rectas perpendiculares al mismo plano son 
paralelas. 
C) La intersección de tres planos es un punto. 


A)JVFF  B)FFF  C)VVV  D)FVV EJFVF 
RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBINOS PLN ses PES 


A) 


(Ll y bil >arb : 
PROPOSICÓN FALSA 
B) 0 


Si 11 HyL1H 
> ¿IL a 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
C) La intersección de tres planos es una recta. 
PROPOSICIÓN FALSA 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 15: 


Si una recta perpendicular a tres rectas dadas, 
entonces: 

A) Las tres rectas tienen que ser paralelas, 

B) Las tres rectas tienen que estar en un mismo pla- 
no que contenga a la perpendicular. 

C) Por las tres rectas pueden pasar planos paralelos 
entresí. 

D) Por las tres rectas no pueden pasar planos para- 
lelos entre sí. 

E) Las tres rectas son perpendiculares entre gí. 


RESOLUCIÓN : 


* Si una recta perpendicular a tres rectas dadas , las 
tres rectas pueden ser paralelas , cruzadas o secantes. 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 16 : 


Sidos ó más rectas determinan ángulos congruentes 
con un plano , entonces es siempre verdad : 

A) Las rectas tendrán longitudes congruentes. 

B) Las rectas son paralelas. 


REOCTAS Y PLANOS 


C)Las rectas son perpendiculares. 

D)Las rectas no necesariamente son paralelas. 
E)Las rectas serán paralelas únicamente cuando el 
ángulo que determinan con el plano mide 90". 


RESOLUCIÓN : 
Las rectas no necesariamente son paralelas. 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17 : 
En las siguientes proposiciones cuales son 
verdaderas o falsos : 
ID Si las proyecciones ortogonales de una figura 
sobre dos planos perpendiculares son rectas , 
entonces dicha figura es una recta. 
11) Si dos planos son perpendiculares a un tercer 
plano, entonces los dos primeros planos son 
paralelos. 
II Si las medidas de los ángulos entre una recta y 
dos planos son congruentes , entonces dichos 
planos son paralelos. 
AJFFF B)FFV  C)FVV  D)JVVV 
RESOLUCIÓN : 
D 


E)JVVF 


Las proyecciones ortogonales del plano H sobre dos 
planos perpendiculares son rectas. 
PROPOSICIÓN FALSA 
II) Si dos planos son perpendiculares , todo plano 
perpendicular a su intersección es perpendicular a 
ambos. . 
PROPOSICIÓN FALSA 


1) 


PROPOSICIÓN FALSA 
RPTA : “A” 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 
PROBLEMA 18: 


Dadas las siguientes Se: ¿Cuáles son 
correctas?. 


Todos los planos paralelos a una recta son 
paralelos entre sí. 


II) Si una recta E; es paralela al plano B un plano Q 


194885 


contiene a L, y Q intersecta a P en una recta L,, 


entonces £,es paralelo a £, . 
III) Dos rectas perpendiculares a una tercera 
necesariamente son paralelos. 


A) Solo 1 B) Solo 11 
D)Iy HH E) 1,1 y II 


RESOLUCIÓN : 


[) Los planos paralelos a una recta dada puede ser 
secante o paralelas entre si. 


ÁS 


SY 
cod 


C) Solo III 


PROPOSICIÓN FALSA 


nm) 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
un 
Puede ser 
alabeadas o 
cruzadas. 
PROPOSICIÓN FALSA 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 19 : 


Proposición 1 : Si dos planos son paralelos a la 
misma recta, entonces ellos son paralelos entre sí. 


Proposición 2 : Dadas dos rectas que se cruzan, 


(85 


eiacaatd NCICLOPEDIA 2012 
entonces siempre existe una recta perpendicular 
a ambas. 

Proposición 3 ; Si la recta K es paralela al plano P, 
un plano Q contiene a K y Q intersecta a P en una 
recta m, entonces m es paralela a K. 

Proposición 4 : Una recta que intersecta a una de 
dos rectas que se cruzan, siempre intersecta 
también a la otra . 

A)FVVF B)FVVV C)VFFV .D)FVFV E)VFFF 
RESOLUCIÓN : 

* PROPOSICIÓN 1 : FALSA 


Ejemplo: P//7;0Q//7 y no necesariamente P//Q 


8 


* Proposición 2: VERDADERA 


* Proposición 3: VERDADERA 


Hipótesis : K//p: K cQ¡QnP:m 

* Tésis: m//K 

* Demostración: supongamos que m y K son 
secantes. 

> tendría un punto común, el cual pertenecería a 
K yP, contradiciendo la hipótesis de que : 

K //P, luego, y K no pueden ser secantes 
>m/K 

* Proposición 4: FALSA : 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 20 : 


Un punto P dista 12cm de un plano . Un segmento 
de recta AB = 8cm está en el plano . Encontrar la 
distancia, en cm desde AB al pie de la A 
bajada desde P, si A 


AP = BP = 13cm 

A) 2 B)2/2 C)3 
RESOL UCIÓN ES 
*0H=? 

* Por ser AP = BB H cae con el punto medio de AB 
* > HOP: OH? = HP?-12 conoci (0) 

* L-BHP: HP? = 13 4 oococucosrm (1) 

* De (1) en () : P 


D)3J2 EJ6 


0H?*=13? -4? —-12* 
> 0H=3 


B 
PROBLEMA 21 : 


Si un plano es paralelo a una recta: 

A) Toda perpendicular a la recta será paralelo al 
plano. 

B) Toda recta paralela al plano será paralela a la 
recta dada. 

C) Todo plano perpendicular al plano dado, será 
paralelo a la recta dada. 

D) Toda recta que es perpendicular al plano tendrá 
que ser perpendicular a la recta 

E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es 
correcta. 


RESOLUCIÓN : 


* Sea : Ey, plano M lo que implica que también es 
paralela a “m>” (por estar “m” contenida en M). 
* De la figura : 
mi A, >41 m 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 22 : 


Hallar la menor distancia entre EC Y AB enla figura 
mostrada. 


A) 1cm 
B) 2cm 
C) 2,4em 
D) 3,5cm 
E) 5em 


RPTA : “C” 


PES RECTAS Y PLANOS 
RESOLUCIÓN : 
* Como el plano ECD es paralelo a la recta AB 


entonces la mínima distancia entre 4B y EC €s la 
que existe entre AB y el plano ECD. 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 23 : 
Si dos o más rectas forman el mismo ángulo con un 
plano: " 
A) Estas rectas tendrán longitudes iguales 
B) Estas rectas serán paralelas, 
C) Estas rectas serán paralelas únicamente cuando 
el ángulo que forman con el plano es 90". 
D) Estas rectas no necesariamente tienen que ser 
paralelas. 
E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es 
correcta, 
RESOLUCIÓN : > 
* De la figura : 


* Sean “L,” y “L,” rectas son el mismo ángulo de 
inclinación con respecto a “P” . 

* Observemos que L£, y £L, no necesariamente son 
paralelas. 


RPTA : “D”. 
PROBLEMA 24 : 
En el plano P se mide el triángulo ABC, cuyo ángulo 


A mide 60”, Se tiene un punto $ fuera del plano P. si 
las distancias , de $ al punto A es igual a 25cm, de S 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [ie 


allado AC igual a 20cm , y de S allado Hp igual a 
Zem. Hallar la distancia de $ al plano P. 


A) /37em B) /S9cm C) /38cm D)6cm Ej J3icm 
RESOLUCIÓN : s 


2 AAFS: AF=15 
*AAES : AE=24 


«Maz ¿AL =48> FL = 33 E 


+ AHFL(30", 60) : FH = 11,/3 
* Asup: h*=20* - (11/3)* > h=/37 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 


Si una recta es perpendicular a dos rectas: 

A) Estas rectas son paralelas entre si: 

B) Estas se cortan . 

C) Todo plano paralelo a una de las dos rectas será 
perpendicular a la primera recta. 

D) Todo plano perpendicular a una de las dos rectas 
será también perpendicular a la otra de las dos 
rectas. 

E) Ninguna de las afirmaciones anteriores completa 
correctamente a la proposición inicial. 
RESOLUCIÓN : 

(A) Proposición FALSA : 

Hay más de una posibilidad : 


(1?) las dos rectas paralelas 
L 


(2%) La dos rectas no paralelas 
(B) proposición FALSA : (por la anterior) 
(C) Proposición FALSA : 
Hay infinitos planos paralelos a £L, (ó a L,) y no 
necesariamente perpendiculares a L.. 
D) Proposición FALSA : 


Sólo es en (1*), todo plano perpendicular a L,, lo 
será también a L,.. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 26 : 


En una mesa se coloca perpendicularmente una 
lámina rectangular apoyada sobre su base. Si la 
altura y la base de la lámina mide “a” cm y “b” cm, 
respectivamente ¿Qué relación debe de existir entre 
estas longitudes de tal manera que si la lámina 
empieza a girar sobre su base , la proyección sobre 
la mesa en algún momento sea un cuadrado? 


A)a<b B)a=b C)a>b D)a=J2b E)b=J2 a 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico:  * A 


* Las distintas posiciones de gF son paralelas al 
plano de la mesa, por eso sus proyecciones tendrán 
longitud “b”. 
> el cuadrado ABCD tiene lado “b” 
* En AADE': a>b 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 27 : 
Todos los segmentos son iguales y perpendiculares. 
La única diferencia entre 1 y H es que CD es 


perpendicular al plano /f , Hallar la relación entre las- 
distancias AD en [ y la distancia AD en II. 


A)5/3  B)V5//3  C)J3/2 
RESOLUCIÓN : 


* AACD : AD=ay3 


DJ1  EJ1/2 


2D 


RPTA: “B” 

PROBLEMA 28 : 
Según el gráfico de ABCD y POMN son cuadrados . 
si PB = 6, ND = 8 y QM = R ¿Cuánto dista $S de 
NQ?. 
A) 10 
B) 14 


C) 13 
D) 15 


E) /114 


DPBQ= IQCM= -IMDN= <I¡NAP 
> OP=5/2 
* En PSB :-> SP=8 


* 4SPO :(08).=8?*+(5./2)? + OS=/114 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 29 : 
En una circunferencia de centro O y radio 4 se tiene 


el arco AB cuya medida es 60, se traza OE 
perpendicular al plano de la circunferencia tal que 


que OE = 4. Calcule la distancia entre AE y OB. 


3 
7/21 27/7 oa D)7N7 E) /7 
RESOLUCIÓN : 


La distancia entre 
AE y DBesla 
distancia de O al 
plano EHA que 


contiene a AE, 

es decir DT. 

ES EOH : 
PATTI IES 
e 42 (2 NE ? 


* De donde : «=Í/21 
7 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 30: 


En un triángulo ABC, lam<B = 90, AB = 6u y 
BC =8u., Por su incentro l se traza 1H perpendicular 
al plano ABC. Si IH=3u. Calcule HC(en u). 


AJ6 B)7 CJ8 E)12 
RESOLUCIÓN : 


D)10 


* ES ABC ; por Poncelet:6 +8 =10+2r >r=2 


*EITC notable aproximado: > TC =6 y IC=2,/10 
ESHIC : 22 =3? +(2/10)? 
* De donde :x =7 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 31 : 
ABCD y CFED son regiones cuadradas contenidos 
en planos perpendiculares, M puntos medios de EF 


y N punto medio de BM. Si AB = 2a entonces DN 
miden : 


MELO múZa UE, Ba ma 


RESOLUCIÓN : 


Y NA SN OICLOPEDIA 20 12 


«EX MHD :x? = 47 + y? canso (1) 
* (D) en (ID): 
ear a IN = a 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 32 : 
Se tiene un cuadrado de centro O y un triángulo 
equilátero BCE, ubicados la longitud de OM si Mes 
punto medio de CE y AB = 4, 


AJJ2  BJ8 C)2 D)3/2  E)2J2 
RESOLUCIÓN : 
E 
B S 
Se trata MQ 1 BC MQ =/3 (TPM) 
* EX 0HO: 0Q=J5 : 


* ÉSMOO ; por Pitágoras: 


(37 +(d5)? >? =3+5=8>x=2/21 * 


ho RPTA : “E” 
PROBLEMA 33 : 
¿Cuál de las afirmaciones es correcta?: 


A) Si una recta toca un solo punto de un 
circunferencia y es perpendicular al radio que pasa 
por dicho punto, ésta recta será tangente a la 
circunferencia . 

B) En todo tetraedro, la sección reproductiva por un 
plano paralelo a una de las aristas, es un 


C) Por una recta se puede trazar un plano 
perpendicular a otra recta dada. 

D) Por dos rectas que no son paralelas y no se cortan, 
pueden pasar más de dos planos paralelos entre sí. 
E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es 
correcta, 


RESOLUCIÓN : 

A) para que sea tangente : 

La recta debe ser coplanar con la circunferencia, 
EJEMPLO : 

R 1 Lpero, no es tangente a la circunferencia. 


> A es FALSA 
B) La sección puede ser paralelogramo o triángulo . 


L 
EJEMPLO : 
A 
<XN/ 
PARALELOGRAMO TRIÁNGULO 
> B es FALSA 


C) Para que ocurra, las dos rectas deben ser 

perpendiculares . >C es FALSA 

D) Sólo puede pasar 2 planos —>D es FALSA 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 34 : 


Según el gráfico , BC=EN, BM=BD y a«+0=100". 
Calcule x. 


A) 80? 
B) 100” 
C) 60* 
D) 140? 
E) 160" 


EDICIONES RUBINOS 


RESOLUCIÓN : 


11cd00% 


*DxABC: hé=ANXAC comenmusesinssesor (1) 

h? = AMXAD enuscoccsssissessos (1) 
* (1) = (11): ANXAC = AMXAD 
Esto demuestra que el cuadrilátero CNMD es 
inscriptible, donde 

m<XACD = m<NMA = a 
A4NAM: x+g+0=180" 
dato :> 100? 

x=80" 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 35 : 
El cuadrado ABCD y el triángulo ABM se encuentra 
en planos perpendiculares . Si en AD se ubica el 
punto L , tal que equidiste de las regiones ABM y 
BMC, calcule CD. Considere que DL=2; BM=4J5 y 
AB=AM . 
A)3 B)6 Cj4 
RESOLUCIÓN : 


D)5 E)7 


a? =(1x-2) +(2/5 => =x -4x+4+20 
>4x=24>x=6 


RPTA : “B” 


155096 RECTAS Y PLANOS) 


PROBLEMA 36 : 


Se tiene el rectángulo ABCD, donde 2(AB)=AD=8. 
Si se ubica el punto P exterior al plano que contiene 
a dicho rectángulo. tal que P equidista de A; B; Cy D 
y el triángulo BPC es equilátero , calcule la distancia 
entre AD y el plano que contiene al triángulo 
equilátero. 


A) Za B) 2133 C) 10043 
RESOLUCIÓN : ?, 


pre 


* ÍXPHC: p? 


= 64-20 =44> h= 2/11 


* EXMOQN - ido ' 


_2 3133 
rs Ed 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 37 : 
Se tienen los rectángulos ABCD y ABEF ubicados en 
planos perpendiculares; con diámetro AB. Si se traza 
una semicircunferencia en ABEFy se ubica el punto 
R en dicha circunferencia, calcule la medida del * 


ángulo determinado por RG y el plano ABCD. 
Considere RC=12 : FM=4 y 
ME=39 (M e FE y RM 1 EF) 

A)45” B)J37 C)53% D)30”  EJ60* 
RESOLUCIÓN 42 : 


(GEOMETRIA DEL ESPACIO | 
En la e 


= (4)(9) =36 > RH =6 
o ; notable de 30" y 60. 
>0=30" 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 38 : 


Por el incentro de un triángulo ABC se traza MN 
paralelo a CA(M e AB y N e BC), luego se traza CP 
perpendicular al plano del triángulo , tal que la región 
triangular PMN y la región cuadrangular AMNC sean 
equivalentes. Si AB=13 u ; BC= 15 u y AC= 14 u, 
calcule la medida del ángulo diedro determinado 
por las regiones triangulares ABC y PMN 

4)53% BJ37 C)45 D)60” EJArcCos(2/5) 
RESOLUCIÓN : 


I: Incentro del AABC. 
r: Inradio del AABC. 


Sao = /21(21-13)(21- 14)Q1- 15) > Sa = 84 


(21)r=84>r=4;BH = 12 
* Por condición : Saw =3S yc 
* Pero: AABC —- AMBN 


DD —-z— > a! 
14 12 3 
* En la condición : 
Ao Ja y AE 
2 4 


«ESPCL: Cosli= q >0=areCos 5) 
10 5 


4>a=10 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 39 : 

Una circunferencia de diámetro AB está en un plano 
Q porel punto Á se traza AP perpendicular al plano 
Q y en la circunferencia se ubica el punto C; calcular 
PC, si PB=13cm y BC = 5cm. 
AJ13 B)8 Cj 10 D) 12 
RESOL UCIÓN : 


* PC =x, estáenel APCB 


E)14 


+ ¿Qué tipo de SEO es PCB? 
* Dando el diámetro AB , tenemos meACB=90* 


* Entonces por el teorema de las tres rectas 
perpendiculares, tenemos : 


>PA10DQ 
AC 1CB>PC CB 
* Luego en el -4PCB:; x2=13? -5* > x= 12 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 40 : 


Hallar el lugar geométrico de los pies de las 
perpendiculares bajadas desde un punto dado del 
espacio, a las rectas que se encuentran en un plano 
dado y que se cruzan en un punto. 

A) Es un triángulo equilátero. 

B) Es un círculo. 

C) Es una circunferencia. 

D) Es un cuadrado. 

E) Es una elipse. 


RESOLUCIÓN: 


* P es el punto exterior al plano dado N, en el cual se 
halla la rectas secantes en $. 


*PQIN>con el teorema de las 

perpendiculares se grafican PE, PT ....... 

* Como QFS=QES=90" 

QTS+QFS=180", etc. 

TS, E, E .... pertenecen a una circunferencia 
RPTA : “C” 


tres 


>0,7 


EDICIONES RUBINOS [ALE 


PROER OR CUERDAIIDS 


(GBPor el vértice B de un triángulo rectángulo ABC, 
recto en B, se traza pp perpendicular al plano de 
dicho triángulo. Calcular la distancia de P al punto 
medio de 4G. si PB=8 y AC=12. 


AJ15 B)14  C)9 D)10 E) 5/2 


())se tiene un cuadrado ABCD y un triángulo 


equilátero ABQ ubicados en planos perpendiculares. 
Si AB=2, calcular la distancia de Q al punto medio 


de Cp- 

ANG BW5S -BW7 D)2/2 E)3 

(3)se tiene un triángulo rectángulo isósceles ABC 
recto en B; se traza BQ perpendicular al plano que 
lo contiene. Calcular el área de la región triangular 
AQC, si: AC=6 y BQ=4. 

A)J12 BJ15 Cj20 D)24 E)18 

(Dse tiene un cuadrado ABCD y se traza AQ 
perpendicular al plano que lo contiene. Si 
AQ=AD=2, calcular la distancia de A hacia QC. 
ANG 9 DWNT ENS 

(03)se tiene un cuadrado ABCD y un triángulo 


equilátero ABQ ubicados en planos perpendiculares. 
Si AD = 6, calcular la distancia entre los centros de 
dichos polígonos 


AJN/3 pa C)2/3 -DJ34/3  EJ5/3 


(IES tiene un rectángulo ABCD y un triángulo 
equilátero ABQ ubicados en planos perpendiculares. 
Si el ángulo entre QC y el plano del rectángulo mide 
30” y QC= 2/3, calcular el área de la región 
rectangular ABCD 

AJ4/2 BJ6/3 C)2/6 DJ3/5  EJ4/3 
((dse tiene un cuadrado ABCD cuyo lado mide 6; 


a un mismo lado del plano que lo contiene se trazan 
AE Y CF Perpendiculares a su plano. Si AE = 2 y 
CF = 4, calcular la distancia del punto medio de gp" 


hacia D. 
A)J5 B)2/3 C)3/3 DJ2J7  EJJG 


(03)Por el baricentro G de un triángulo rectángulo, 


BJ2/5  C) 


(Sss1 PES RECTAS Y PLANO 


recto en B, se traza Gp perpendicular al plano que 
contiene al triángulo. Si 3(BH) = 2(AC), calcular el 
ángulo entre ¿pg y el plano del triángulo. 

A)60% B)J53"  C)J76”  D)J45  EJ36” 


ODsi mAC=16" ; AB=6 ; OP=4 y OP es 
perpendicular al plano que contiene al cuadrante, 
calcular el área de la región sombreada. 


E)5J2 


B)16 C)24 D)3J6 
ÁO)En un plano H están contenidos los segmentos 


A)12/2 


BC Y DG; 4 es un punto exterior a dicho plano. Si 
'AD €s perpendicular al plano dado; AD=24 y 
BC=10 , calcular la longitud del segmento que une 
los puntos medios de 4B Y DC - 

A)J13 Bj15 C)11 D)10 EJ12 

ÁDse tiene un triángulo ABC contenido en el plano 


P; se trazan AD» BF Y CE Perpendiculares al plano 
P situados a un mismo lado del plano. Si AD=1; 


BF=7 y la mediana gy del triángulo DEF es paralela 
al plano P, calcular CE. 

ANT BJ2/2 C)3 DIJG EJ4 

(CES tiene un cuadrado ABCD y se traza yp 
perpendicular al plano de dicho cuadrado, siendo 
M punto medio de Ap. Si AB=2 y MP=/3 , calcular 
PC. 

A)2/2 B)3 CJJ5 D)J6  E)J7 

ÁB)se tiene un triángulo equilátero ABC y una 


semicircunferencia de diámetro AB ubicados en 
planos perpendiculares; en AB se ubica el punto P, 


tal que: mAP= 60” y AB=4. Calcularla distancia entre 
los puntos P y €. 

AJ6 B)2/5 C)2/3  D)3/5  EJ4 

(ES tiene un hexágono regular ABCDEF de centro 
O; se traza pp perpendicular a su plano, tal que 
PD=2(AB). Calcular la medida del ángulo entre pg 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [iva 
“y dicho plano. 

AJ30"  BJ60”  C)90”  D)J37”  EJ53* 
(13)Por el vértice C de un cuadrado ABCD se traza 


la perpendicular CP asu plano. Calcular la medida 
del ángulo que forma gp con el plano que contiene 
al cuadrado, siendo O centro del cuadrado, además 
AB=2 y PA=J10- 

A)J30” B)37 C)60? D)J53"  EJ45" 

(IES tiene un cuadrado ABCD y un Rectángulo 
ABEF ubicados en planos perpendiculares. Si 
m< ECB = 60" y AD= 4, calcular el área de la región 
rectangular FECD 

A)32 B)36 C)24/3 D)J12/6  E)25/2 
(CES tiene un cuadrado ABCD y se traza pg 
perpendicular al plano que contiene al cuadrado. 
Calcular el área de la región PMC, si AB= 2/5 y 
PB=3 (M es punto medio de 4pB). 

AJ15 Bj17 Cj10 D)J12,65 E)J8,5 

Á3)se tiene un triángulo rectángulo AOB, recto en 
O, se traza pm perpendicular al plano que lo 
contiene. Si OA=0B=0M=2, calcular el área de la 
región triangular ABM. 

AJa/6 B)2/2 C)J2/3 D)J/6  EJ3N/7 
(AD)Por el vértice B de un rectángulo ABCD se 
levanta una perpendicular gp al plano del 
rectángulo; AC=10 ; mx AOD= 127" (O es punto 
de intersección de “AC Y BD), PB=4. Calcular S opc): 
AJ10 B)10/2 C)10/3 D)20. EJ10J5 

EN Dado un triángulo rectángulo ABC: mx A=90"; 
AB=6 y AC=8; 7p es perpendicular al plano ABC 
(Il es incentro del 44BC);, 1H=3. Calcular HC. 

AJ3 B)4 C)9: D)7 E)J8 


(OTARIOA ¿AA ATA 


(G2) Dados 20 puntos no colineales y no coplanares, 


calcule el número máximo de planos que se 
determinen con estos puntos. 
A) 1140 B)1150 C)1160 D)1170  E)1180 


(09) se tiene 10 rectas secantes y 8 puntos no 


colineales y no coplanares. Calcule el número 
máximo de planos que se pueden determinar. 


EN AAREE NOICLOPEDIA 2012 


A)180  B)181 C)182 D)183 E) 184 


(03) indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

( ) En todo plano hay infinitos puntos y rectas. 

( ) Dos rectas perpendiculares a un plano son 
paralelas entre sí. 

( ) Dos rectas cruzadas pueden estar en un mismo 
plano. 

A)JVVF B)VFV C)FFF D)JVVV  E)VFF 


(GDindicar verdadero (V) o falso (F): 


(_ ) Dos rectas paralelas al mismo plano son 
paralelos entre sí. 

([.  ) Por un punto de un plano sólo se puede trazar 
una perpendicular al plano. 

E )Todas las rectas paralelas entre sí son 
coplanares. 

A)FVF B)VVV C)FFV D)FFF E)VFF 


(03) Un punto P dista 12cm de un plano. Un 
segmento de recta AB está en el plano, Calcular la 


distancia desde AB al pie de la perpendicular 
bajada desde P al plano, si: AP=BP=13 y AB=8. 


AJ2  B)J2/2 C)3J2 DWG  E)3 


O0si una recta es perpendicular a tres dadas: 


AJLas rectas dadas tienen que ser paralelas. 

B)Las tres rectas dadas tienen que estar en un mismo 
plano que contenga a la perpendicular. 

C)Por las tres rectas pueden pasar tres planos 
paralelos entre sí. 

D)Por las tres rectas dadas no pueden pasar planos 
paralelos entre sí. 

E)Las tres rectas dadas deben estar contenidas en 
un mismo plano. 


(O2)Determinar el lugar geométrico de los pies de 
las perpendiculares trazadas desde un punto del 
espacio a las rectas que se encuentran en un plano 
dado y que concurren en un punto. 

A) Triángulo equilátero B) Un círculo 

C) Una circunferencia D) Un cuadrado 
EJUna elipse 


O3La figura que a continuación se presenta es un 


cubo. ¿Cuál es la medida del ángulo que forman 
EG y CH? B 


EDICIONES RUBINOS hi 


AJ90? 
ODen una mesa se coloca perpendicularmente 


una lámina rectangular apoyada sobre su base. Si la 
altura y la base de la lámina miden a y b cm, 
respectivamente, ¿qué relación debe existir entre 
estas longitudes de tal manera que si la lámina 
empieza a girar sobre su base, la proyección sobre 
la mesa en algún momento sea un cuadrado? 


AJja<b Bja=b C)ja>b D)a=/2b EJb=/2a 
Ád)a proyección de un segmento de 17cm de 
longitud sobre un plano, mide 15cm. Determinar las 
distancias de sus extremos al plano, sabiendo que 
la suma de tales distancias es 28cm. 


A) 11 y 17 B) 15 y 13 
D) 12 y 16 E) 10 y 18 


BJ45" C)30" D)60"  EJ53" 


C)23 y 5 


(UDDesde un punto exterior a un plano se trazan 
cuatro segmentos oblicuos congruentes de 15cm de 
longitud, de manera que sus pies son los vértices de 
un cuadrado de 36/2 cm de perímetro. Calcular la 
distancia del punto al plano. 

A) 10 B) 11 C) 14 D) 12 


ÁAia figura representa una caja. En el punto H 


sobre la cara ABFE se encuentra una hormiga, y en 
el punto [ sobre la cara EFGK se encuentra su comida. 
Calcular la mínima distancia recorrida por la hormiga 
para llegar a 1. 

B 


E) 16 


CJ8 D)JJ/65 
(E el plano P se tiene un ángulo ABC de 60” ; S 
es un punto exterior al plano, tal que sus distancias 


al vértice B y los lados BC y BA son 25; 20 y 7, 
respectivamente. Calcular la distancia de $ al plano 


AJ6+/5  B)2+/37 EJ9 


AN37  BW39 CW38  DW3i  EJ6 
(E) Indicar con (V) si es verdadero o con (F) si es 


falso: 


( ) Toda recta paralela a un plano, es paralela a todas 
las rectas de dicho plano. 


mm Las 


RECTAS Y PLANOS 
(DSi a/uPAbcP>a//5 


()SiacOP;5cQAIP//DQ > ab 

( ) Si una recta es perpendicular a dos rectas 
contenidas en un plano, entonces la primera recta 
es perpendicular a dicho plano. 

A)JVVVV B)VVFF  C)FFFF  D)VFVF  E)VFFV 
(13)Dados los segmentos de recta AB y CD 
alabeados; AD=21 y BC=30. Calcular el máximo 
valor entero del segmento que une los puntos 
medios de AB y CD. 


A)J25 B)27  C)28  D)26 E)30 


(16)Dados dos planos no paralelos, se toma un 
segmento AD perteneciente a uno de los planos. Si 
BC es la proyección de AD sobre el otro plano, el 


BC 
área de la región ABCD es 60m* y A 
calcular AB. 
Aim B)2m C)3m  D)J4m E) 5m 


Áz asco es un rectángulo y AE es un segmento 
perpendicular al plano de dicho rectángulo. Calcular 
la menor distancia entre EC y AB, si: AE = 15 y 
AD=20. 

A) 10 B) 11 C) 12 D) 13 E) 14 

ÁS)En la figura: SP=PO; AB=1; BC=/7 y S0es 
perpendicular al rectángulo ABCD. Calcular la 
medida del ángulo que forman pp y el triángulo 
ASC. si SC forma 60” con el plano del rectángulo. 


A)J30"  BJ87”  Cj45%  DJ53  EJ60" 
CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
DIM 2)0 [338/90 15)0/6)4 [23€ /8)A [DAJ10)4) 

11)E [1234]13)1 [POB|15)E [16)4)17)0115)0119)8 120,0) 
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"1 [IO MO $ 


Reconocer a un ángulo DIEDRO , ángulo TIEDRO y 
en general ángulos poliedros . 


INTRODUCCIÓN : 


Si observas la habitación en la que te encuentras 
puedes ver cómo dos paredes contiguas junto con 
el techo se encuentran en un punto . 

El espacio en torno a ese punto que está 
comprendido entre las paredes y el techo se 
denomina triedro o ángulo triedro. 

En general se llama ángulo poliedro a la región del 
espacio limitada por tres o más planos que se cortan 
dos a dos según rectas concurrentes en un punto 
(vértice). al igual que ocurre con los ángulo diedros 
los ángulos poliedros tienen caras y aristas. 

Según el números de ángulo diedros el ángulo 
poliedro se llamará triedro, tetraedro, pentaedro, 
hexaedro, heptaedro, etc. 

Cada uno de ellos puede ser también cóncavo o 
convexo según que la sección producida por un 
plano que lo corta sea un polígono cóncavo o 
convexo, respectivamente. * 


Al igual que en un ángulo diedro hablábamos de 
ángulo rectilíneo del diedro en los ángulos poliedros 
hablaremos de los ángulos de las caras. 

Dadas tres medidas cualesquiera a, b y c sabemos 
que para que exista un triángulo cuyos lados midan 
a, b y c es necesario que se cumplan ciertas 
condiciones. 

Al igual que ocurre-con los triángulos, dados n 
ángulos cualesquiera no siempre existe un ángulo 
poliedro en el que los ángulos de sus caras coincidan 
con ellos. 


ÁNGULO DIEDRO 


Es la figura geométrica formada por la unión de dos 
semiplanos que tienen en común una recta de origen 
a la cual se le denomina arista del ángulo diedro. 


NOTACIÓN : 
* Ángulo diedro, “43 ángulo diedro H-AB-F 


* <woy : ángulo plano o rectilíneo del ángulo diedro 
* 4: medida del ángulo diedro . 
PLANOS PERPENDICULARES 


Dos planos son perpendiculares cuando la medida 
del ángulo diedro es de 90” . 


IHl1oD0P>a=90 
UN PLANO BISECTOR DE UN 
ÁNGULO DIEDRO 


Es aquel plano que contiene a la arista del ángulo 
diedro y que determina con las caras otros ángulos 
diedros de igual medida .Todo punto del plano 
bisector esta a igual distancia de las caras de 


EDICIONES RUBIÑNOS [la2d 


* Hp: plano bisector del ángulo diedro 
Q-AB-H 
* Secumple;  MN=MT 


ÁREA DE LA PROYECCION 
ORTOGONAL DE UNA REGION 
PLANA SOBRE UN PLANO DADO 


EL área de la proyección ortogonal de una región 
plana sobre un plano dado , es igual al producto 
del área de dicha región con el coseno del ángulo 
diedro determinado porel plano de la región y el 
plano dado . 


Ss 
A :área de la región plana 
A, : área de la proyección ortogonal de la región 
sobre el plano H . 

9 : medida del ángulo diedro determinado por 


los planos Q Y H. 


ÁNGULO POLIEDRO 


Es aquella figura geométrica determinada por tres o 
más regiones angulares que tienen el mismo vértice. 
además dos regiones consecutivas deben estar en 
planos diferentes . 

El punto común a todos los planos que limitan al 
ángulo poliedro recibe el nombre de vértice, 

Las intersecciones de cada dos planos concurrentes 
consecutivos se denomina aristas, 

Los ángulos formados por cada dos aristas 
consecutivas se denomina caras y los diedros 
formadas por cada dos caras consecutivas se llaman 


ES DIEDROS y TRIEDROS 


ELEMENTOS : 


* Vértice : O 

* Aristas: OA,OB, OC,OD...... 
AÓB,BÓC, CÓD,DÓE..... 

* Caras : 


adas 
* Diedros : 2, fB,9,0,.......... 


* Notación: ángulo poliedro O-ABCD..... 

* Se designa un ángulo poliedro por la letra del vértice 
seguida de las letras relativas a las diferentes aristas 
o simplemente por la letra del vértice cuando no 
puede haber ambigúedad alguna 


10) 


A 


Elementos 
* Vértice: O 
* Arista : OA, OB ,.. 

* Caras : AOB, BOC..... ( medidas ....a , b..) 
* Diedros : OE,OD .... (medidas a, bh .....) 


CLASIFICACIÓN : 


Según sea el número de caras si tiene 3 caras , el 
ángulo poliedro se llama ángulo triedro , si tiene 4 
caras se llama ángulo tetraedro , si tiene Í caras se 
llama ángulo pentaedro , si tiene 6 caras se llama 
ángulo hexaedro. etc . 

* ÁNGULO TRIEDRO : Si tiene 3 caras 

* ÁNGULO TETAEDRO : Si tiene 4 caras 

* ÁNGULO PENTAEDRO: Si tiene 5 caras 

Cuando el número de caras es tres se puede suprimir 
la palabra ángulo y llamar simplemente triedro pero 
si es mas de tres no se puede suprimir la palabra 
ángulo , porque existen cuerpos geométricos 
llamados tetraedros , pentaedros , hexaedros , las 
cuales podrían confundirse . 

* De todos los ángulos poliedros el más importante 
es el TRIEDRO . 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 
PROPIEDAD 7 


En todo ángulo poliedro convexo la suma de las medidas 
de sus caras es mayor de 0” y menor de 360? 


TEOREMA : 


En todo ángulo poliedro la suma de las medidas de todas 
las caras es mayor que 0” y menor que 360”. 


ÁNGULO TRIEDRO (TRIEDRO) 
El triedro es un ángulo poliedro de tres caras 


ELEMENTOS : 
* Vértice: O 

* Aristas: QA, OB,OC 
* Caras: a”, b? y e? 

* Diedros : 2,49,0 

Los triedros pueden ser : 
D Triedro escaleno: ac +b"xc" , aro pO 
11) Triedro isósceles : a” =b*x*c"” a =0%5% $? 
HI) Triedro equilátero : a? =b"=c", a” =$ =0" 
IV) Triedro uni rectángulo : a=90* 

Y) Triedro bi rectángulo : a=b=390" 

VI) Triedro trirectángulo: a=b=c=90" 


TRIEDRO 
TRIRECTÁNGULO 


TRIEDRO 
TRIRECTÁNGULO 


TRIEDRO POLAR O TRIEDRO 
SUPLEMENTARIO 


Se llama triedro polar o suplementario de un triedro 
dado aquel cuyas aristas son perpendiculares a las 
Caras del otros . 


si OA 1 plano O'A'B' 
OB 1 planoO'A'C' 
OC 1 planoO'B'C' 

luego el triedro O - ABC se llama triedro polar o 

suplementarios del triedro O” A'B*C”. 


TEOREMA : 


Cuando dos triedros son suplementarios o polares 
se cumple que las caras de uno de ellos son los 
suplementos de los diedros del otro triedro , y 
recíprocamente . 


(4) 


a+a'= 1807 

b+b'= 180% 

c+e= 1802 
* Como OA y OB son perpendiculares a los planos 
O'A'B' y O'A'C” luego OA forman 90* con cualquier 
recta contenida en el plano O'A'C':OB 1 2 


donde: a+a*=180* en forma análoga se demostraría 
los demás . 
PROPIEDADES DE LOS 

: TRIEDROS 


PROPIEDAD 1 2 
En todo triedro una cara es menor que la suma de 
las otras dos y mayor que su diferencia . 


eb 


a? - ce<b” < aq + e? 


DEMOSTRACIÓN : 


* AAOC: se traza OD tal que AOD=c” y OD=0B 

* AOD<40AB.........L.A.L AD= AB 

*AABC: AC<AB+BC 

* Los ABQC yADOC tienen dos lados iguales ; 

OC es común y OD=0B y el tercer lado desigual 

donde DC<BC 

* Luego a menor lado le corresponde menor ángulo 
b-c"<a? D”<a EC umcccaoro (02) 

del mismo modo se demostrará que a <b+ec de 

donde ar<*<b"....(f) 

* luego de (a) y (PB) : a er<b?<ar+c" 

PROPIEDAD 2 : 


En todo triedro la suma de las caras es menor que 
360” y mayor que 0? | 


Js DIEDROS y TRIEDROS 


DEMOSTRACIÓN : 


0"<a+b+c<3602 


* Sea el triedro O - ABC prolongamos la arista AO 
hasta 4”. 

* Triedro O-BCA” le aplicamos la propiedad 1 

a < 180” b+180"- e de donde a + b + e < 360" y 
también a+b+c > 0% >0*<a+b+c<360" 


PROPIEDAD 3 : 


En todo triedro la suma de los ángulos diedros es 
mayor que 180” y menor que 540? 
o 


180" <a+4+0<540" 


DEMOSTRACIÓN : 


GEOMETRIA DEL ESPACIO (EE 


Para la demostración se utilizara al triedro 


suplementario o polar es decir los diedros los 


llevamos a las caras del otro triedro O” A'B'C'y le 


aplicamos la propiedad 2. 


EE O E 
0% < 180%—a + q0oS + 1800 < 360% 


104 
* Del: 0<180* - a +180* —- $+180" - 0 


donde a+PH+O0< 5D AO cccccccarncos (1) 
* De II. 180”— a +180" - $+180" - 0 <360" 
donde 180”<a+p$+0 oconcncooo (LL) 
*Del y II: 180"<0+4+0<540" 
PROPIEDAD 4 : 


En todo triedro la suma de dos diedros es menor al 
tercero aumentado en 180? 
10) 


a+4<0+ 180" 


DEMOSTRACIÓN : 


Se utiliza el triedro polar : los diedros del uno es el 
suplemento de las caras del otro en el triedro 
O-4B*C” le aplicamos la propiedad 
1809 < 180—a+180-$ donde a+4 <0 +180* 


ca ENCICLOPEDIA 2012 
TEOREMA 3 


En todo ángulo poliedro la suma de las caras es 
menor que 360? y mayor que 0? 


O<a+b+c+d+e+f<360* 


DEMOSTRACIÓN : 


Triedro A : EAB < EAO + BAO 
Triedro B : ABC < OBA + OBC 
Triedro € : BCD < BCO + DCO 
Triedro D : CDE < EDO + CDO 
Triedro E : AED < AEO + DEO 
Sumando miembros a miembros : 
EAB + ABC + BCD + CDE + AED < EAO + 

BAO + OBA + OBC + 

BCO + DCO + EDO + 

CDO + AEO + DEO 
el primer miembro se representa la suma de los 
ángulos internos del polígono de la base 180*(n-2). 
* Sila base tuviera «rm» lados ( para nuestro gráfico ) 
y el segundo miembro representa la suma de los 
ángulos de los triángulos. Menos los ángulos O 
180*(n-2)<180n — ángulos en O 
> 180n — 360"<180n -— (a+b+c+d+e ++...) 


> a+tb+oe+d+et. mom... < 360 


CONGRUENCIA DE TRIEDROS 


En los triedros pueden demostrarse estos cuatro 
criterios de congruencia , los tres primeros se 
corresponden con los tres de los triángulos 
PRIMER CRITERIO : 

Dos triedros que tengan respectivamente iguales una 
cara e igual diedros adyacentes a dicha cara serán 
congruentes . 1) 


Triedro O - ABC=Triedro O”- A'B*C* 


SEGUNDO CRITERIO 2 


Dos triedros que tengan respectivamente iguales dos 
caras e igual el diedro comprendidas por dichas 
caras serán congruentes . 


Triedro OBC = triedro O*- A'B'C" 
TERCER CRITERIO : 


Dos triedros son congruentes si tienen sus tres caras 
iguales 


Triedro O - ABC= triedro O” - A'B'C* 


DIEDEOS 
CUARTO CRITERIO 2 


y TRIEDROS 


Dos triedros son congruentes cuando tienen iguales 
o 
o 


los tres diedros . 


triedro O-ABC = triedro O”- A'B*C” 
NOTAS : 


Ah En todo triedro a dos diedros desiguales se 


oponen caras desiguales , y a mayor diedro se opone 
mayor cara . 


é% Si un triedro tiene dos caras iguales los diedros 
opuestos son también iguales . 
Ah En todo triedro isósceles , el plano bisector del 


diedro comprendido entre las caras iguales , es 
perpendicular a la tercera cara , y determina dos 
ángulos iguales . 


PROPIEDAD : 


En todo triedro isósceles : 
* Si: m«AOB=mxAOC; Y PH perpendicular a la 
cara BOC. 


> 0H :bisectriz del <BOC 
TRIEDRO RECTÁNNGULO : 


Es aquel que tiene una cara que mide 90". 


TRIEDRO BFRECTANGULAR : 


Es aquel que tiene dos caras que miden 90", a los 
cuales se oponen diedros que miden 90”, 


GEOMETRIA DEL ESPACIO ES 


TRIEDRO TRI-RECIÁNGULO: 


Es aquel que tiene sus tres caras que miden 90%; 
entonces sus tres diedros miden 90*, 


PROPIEDADES EN EL 
TRIEDRO TRIRECTÁNGULO 


1) En todo trirectangulo se cumple que la 
proyección del vértice sobre un plano secante a 
las aristas coincide con el ortocentro de la sección 
determinada por dicho plano . 


* En la figura “H”es el ortocentro del triángulo 
ABC y adermás es la proyección del. vértice “O” 
“ sobre el plano ABC . 

2) En todo triedro trirectángulo .se cumple que la 
inversa del cuadrado de la distancia del vértice 
hacia un plano secante a las aristas , es igual a la 
suma de las inversastde los cuadrados de las 
distancias del vértice hacia los puntos de 
intersección de las aristas con dicho plano . 


Ad 
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3) En todo triedro trirectángulo se cumple que la 
trazar un plano secante alas aristas, el área de 
una región triangular determinado en una cara, es 
media proporcional entre elárea desu proyección 
sobre dicho plano y el área de la sección 
determinada por el plano. 


[AREA,1 poc¡1?=AREA xguc * AREA pane) 


4) En todo triedro trirrectángulo se cumple que al 
trazar un plano secante a las aristas , el cuadrado 
del área de la sesión determinada. es igual a la 
suma de los cuadrados de las áreas de las regiones 
triangulares determinadas en las caras . 


= 2 2 
ÁREA? ¿nc = ÁREA? 10m + ÁREA” soc) + ÁREA? 1000) 


¡RECORDAR 
* En todo ángulo triedro la suma de las medidas de 
las caras es mayor de 0* y menor de 360" . 
0? <a+b+c <360* 
* En todo ángulo triedro la suma de los ángulos 
diedros es mayor de 180? y menor de 540". 
180”<a+PB+0<540* 
* En todo ángulo triedro la medida de cualquiera 
de las tres caras es menor que la suma y mayor que 
la diferencia de las medidas de las otras dos caras. 
a-c<b<a+c ; siendo a>b>c 
En todo ángulo triedro a cara de mayor medida se 
opone un diedro de mayor medida y viceversa. 


si: a>e>a>0 


PROBLEMA 1 : 

En un tetraedro O - ABC,OA=BC,OB=AC y OC= AB. 
Además se cumple AC >0C>AO0O. Halle la suma del 
máximo y mínimo entero de la cara AOC. 
AJ90? B)J100? C)120" D)J150* 
RESOLUCIÓN : o 


EJ160* 


*Dato:a>b>c>0>a>8P 
AAOC =AOAB =ACBA (LLL) 
=>mXAOC = m<OCB = 

m<OAC = m<ACB = q 
AAOC: 

a+P+6=180" > a+ B=180"O...ccccnconononoso (1) 
* Porteorema: 4-PB<0<0+B cccncccnan 
* (Den (ID): 0< 180” - 9 >0< 907 
* Porcondición: a<8;PB<0 
* Sumando a+ f<20 


180"-0 < 20 


180"<29 y 60"<0 
>60* < 6 < 90* 

Bmín = 61 => Opa = 89 

> Onín + Onix = 150% 


* Luego : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 2 : : 
Un cuadrado ABCD y un triángulo rectángulo APB 
están contenidos en dos planos perpendiculares. 
Halle la distancia entre el vértice D y el baricentro 
del triángulo APB ; si se sabe que: AP = 3 y BP = 4. 

17 16 J277  , 276 /275 


ay BR az yes nl 


RESOLUCIÓN : 


2 
- HD? =(55) 
* 5 GHD: 3 
a? =( 2) + HD? cococcccccarosos (1) 
* (1) en (ID): S 
16 Pen 25 
25 15 
* Simplificando: 1277 
A 
RPTA : “C” 


DRIEDROS y TRIEDROS 


[EAS 
PROBLEMA 3: 
Dos regiones cuadradas están contenidos en plano 
perpendiculares ; ABCD y ABEF. Halle la medida del 
ángulo que determinan las rectas AC” y BF. 
AJ45 B)J150 C)90 D)120” 
RESOLUCIÓN : 


E)135 


Se traza por B ; BH // AC 
> «0» es la medida del ángulo pedido AFBH ; por 
ley de cosenos : 
y” =a? +20? - 20/27 0080.aowao. (Sen 

*EXFAH: y? = a+ 50? = 64? came. (1) 
* (ID en (1): 6a?* = 4a? - 4a*cos9 

| > Coso=-12 > 9= 120" 

2 RPTA : “D” 

PROBLEMA 4 : 
Dados 2 planos P y Q perpendiculares entre si, una 


recta intersecta a los planos P y Q en los puntos A y 
B respectivamente. 


Si AB=K, m<(AB,P)=30", m<(AB,Q)=45". 
Halle la distancia entre AB y la recta de intersección 
de los planos. 


¿KE K K 
AJK BS Us DG 18 16 
RESOLUCIÓN : 6 
1 2 4 KJ6 
*D a 
AEH ; porR.M : 2" tz 6 


RPTA : “E” 


(GEOMETRIA DEL ESPACIO 133 
PROBLEMA 5: 

Las regiones rectangulares ABCD y ABMN 
determinan un diedro que mide 120*. 

Si2BM = AB =2BC = 2a. Halle la distancia de D al 
punto medio de pyyy- 


5 
E) ¿4 


e ' 
Aja DS C)2a D) J3a 3 


RESOLUCIÓN : 


* AQER isósceles: QE = ER = a 
m<QER = 120” > QR=a/3 
*ISQRD: * = a+ 3a? = 4a?>x = 2a 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 6 : 
Dado un exágono regular ABCDEF de y de centro el 
punto O y AB = 4. Se traza (ys perpendicular al plano 


del exágono , de modo que el diedro S - AB-0O 
mide 60” . Halle la distancia del punto O al plano ABS. 


8)4 BJ3 C)5 D)J2 EJ 
RESOLUCIÓN : Ss 
E : 
SS E 
Y RPTA : “B” 


PROBLEMA 7 : 


En la figura , P es un triedro cuyas caras son 
mutuamente ortogonales y longitud de sus tres 


($862 5 


> c+ — 7 

aristas es: PA =PB =PC = 6m 

Halle el área del triángulo ABC . 

A) 18./2m* 

B) 18 /3m2 

C) 16 /3m* 

D) 16 /2m* 

E) 12 /3m2 

RESOLUCIÓN: 
* Haciendo un gráfico más conveniente : 


BC=AC=AB=6/2 


* A ABC > equilátero 


Spnc=(5 1272 183 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 8: 


ABCD y ABEF son regiones rectangulares, contenidos 
en los planos P y Q respectivamente , F* es un punto 


en la prolongación de DA tal que F"C N AB = (W), 
WC = EC = 25u, EW = 14u, si la distancia de C al 
plano Q es 4u, halle la medida del ángulo diedro 
determinado por el plano Q y el plano que contiene 
a F'CE. 


4) Are sen E 


1 
Arc sen— Arc sen— 
B) . C) add” 


RESOLUCIÓN 


CH 1Q =CH-_LNH 
* Luego ; «6» es la medida del ángulo diedro pedido. 
* ESCHN: : 


RETA: “A” 


EDICIONES ROBIÑOS TAS 
PROBLEMA 9 : 

Se tiene dos regiones cuadradas ABCD y ABEF 
formando un ángulo diedro que mide 120”. La 
proyección de F sobre el plano ABCD es F”. Halle el 
área de la región triangular obtenida al intersectar el 
ángulo diedro con la región triangular FF*C, si 


AB= L 
4/39 2 /35 2 
y 7 E Opt 


y 20 y7 
12 


RESOLUCIÓN : 


* ESMBC E 
0 (2) +1 =0=2J18 
* Luego 
¿mes 4/39 ,2 
ENE A IAS 
213 2 12 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 10 : 

Un cuadrado ABCD de lado a y un triángulo 
equilátero ABF, forman un ángulo diedro AB recto. 
Calcule la longitud del segmento que une el 
baricentro del triángulo ABF y el punto medio de AD. 


21 21 
se y e D)aJ21 E) 2a/21 


RESOLUCIÓN : 
F 


C) 


A) 


A al2 M al2 


[ivan DRIEDROS y TRIEDROS 


ESHAM : cu 
HM==5 12 
Si «G» baricentro Po AJABF. 
>= 2% 
* Ez GHM ; por el teorema de gel ; 
q al3Y 287 an 
6 
| ná: «gp» 


PROBLEMA 11 : 

Desde un punto O exterior a un plano P, se trazan 
rayos que intersecan a P en A, A, coccororocronA,, tal 
que A/4,A,.......A, es un polígono convexo ; 
demuestre que si los diedros de aristas A,A,, 
AAj0...» A, A, son congruentes , entonces el 
polígono A,A,Ay.==»==.4, es circunscriptible. 
RESOLUCIÓN : 


ES. POE = E POF =ExPOG cuan. 
>0E = OF =0G 

Esto demuestra que , el polígono A,A,A y... A, es 

circunscriptible. 

PROBLEMA 12 : 

ABCDEF es un exágono regular contenido en un 

plano P Se traza AH perpendicular al plano, tal que 

los planos HBC y P formen un diedro que mide 45. 

Si el área de la región triangular AHF es 8cm?. 


som... 


Calcule (en em?) el área de la región 
triangular HBC. 
AJ4 B) 4/2 CJ8 D)8J2  EJ16 


RESOLUCIÓN : 


A UN CICLOPEDIA 2012 


GEOMETRIA DEL ESPACIO ME 


* () en (ID): S=2(16/2 =8=8/2/4 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 13 : 


Se tiene un triángulo ABC recto en B, contenido en 
un plano P, se ubica E un punto exterior a dicho 
plano tal que EA = EB = EC, si la distancia de E al 
plano P es 49 y AB = 14. Halle la medida del ángulo 
diedro (BC). 


AJArc tg 45" B)Arc tg 7 C) Arc tg 10* 
D) Arc tg 11* E) Arc tg 13? 
RESOLUCIÓN : 


*si HM_LAB => EM LAB y AM=MB=7 


*Si HN BC => EN _L BC y BN=NC 
BMNH es un rectángulo : MB=HN =7 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 14 : 

En un triedro O - ABC si el diedro A mide 90* y 
las caras b =c = 45 Entonces la magnitud de la 
cara “a”, es: 

A) 30 B) 45 
RESOLUCIÓN : 


C)60" D)75" E)90* 
* Se deduce que ABOC es equilátero , luego : 


0=60 


PROBLEMA 15 : 


En un triángulo ABC , recto en B, los lados miden 
AB=6 y BC = 8. Por el vértice de B_ se traza BF 
perpendicular al plano ABC tal que pp = 4,8. Hallar 
la medida del ángulo diedro que forman los planos 
ABC y AFC . 

A) 15* B)30" 
RESOLUCIÓN : 


* q: ángulo plano del diedro F-AC-B 
* ABC: 


C)45" D) 75 E) 90* 


AC=,/67+8* 
> AC=10 
* Ademas: 
(BH)(AC)=(AB) (BC) 


> (BH)(10) = (6) (8) 
> BH=4,8 


> FBH: BF =BH > a=45" 

RETOS ES 
PROBLEMA 16 : . ; 
Indicar la verdad de las siguientes "proposiciones; 


A) En todo triedro a eorús ie on 
diedros congruentes. o 
B) En todo triedro la suma delas. a 


e 


EDICIONES RUBIÑNOS pa 


ángulos de sus caras está entre 180” y 540* 

C) Triedro equilátero es aquel cuya medida de los 
ángulos de sus caras miden 60” cada uno . 

AJVVF B)VFF  C)FFF  D)FFV  E)FVV 
RESOLUCIÓN: 


D VERDADERA : . 


Ya que en todo triedro, a caras congruentes se 
oponen diedros congruentes. 


*Sí: a=b=c>a=0=84 ( triedro equilátero) 
MH) FALSA : 
Por que en todo triedro , la suma de las medidas 


de las caras es menor que 360” y mayor que 0”, 
00<a+b+c<3607 
HI) FALSA : 
Ya que : un triedro es equilátero si cumple la 
proposición [, es un caso particular si: 
a=b=c=60" 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 17 : 


Sea ABC un triángulo equilátero de lado 18 em. y 
cuyo ortocentro es M. Si de M se levanta una 


perpendicular MD=-/27em , al plano ABC entonces 
el ángulo diedro formando por ABC y ABD , es: 


A) 90* B)45" C)30" DJ37 EJ53" 
RESOLUCIÓN: 
DM=27=3/3 

q => medida del diedro pedido. 
* AAHM: 

¿2H > 

3 

> HM=3V3 
* Lluego, en AAHM: B 


HM=DM > a = 45 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 18: 
Dado un triángulo rectángulo AOB, siendo 
OA = OB=2 a; en O se levanta una perpendicular 
al plano AOB , sobre la que se toma OM=aJ6 Y 
luego se une M conlos puntos AyB . Calcular la 
medida del diedro AB. 


A) 30* B) 75 C)60" D) 53 E)J37 


lis 


RESOLUCIÓN: 


* a >medida del ángulo diedro plano 
M-AB-0O 


* AOB ,isósceles : 
om=2B.202 > OH=aJ2 
* Enel AMOH, se observa que : 


MO=(0H)/3 > x=60* 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 19: 


Un triángulo isósceles ABC , donde AB = AC = a 
está inscrito en un círculo de radio a . en A se levanta 
una perpendicular Ap al plano del triángulo y se 
une el punto D con los vértices, By € . calcular la 
longitud del segmento pg para que el diedro 
D - BC-A mida 30”. 


aa e mae 022 DIS VIS" E)aí3 
RESOLUCIÓN : 

* trazamos (AM 1 BC y luego, porel teorema de 
las tres perpendiculares , DM 1 BC 

AMD =30" , es el ángulo plano del diedro D-BC - A 
* Como : 


AC=a=R 
> AC=L¿ > AB=60" 


* Además : 
apc= 22 =30" 
* LAMB: 
AB _Qa 
AM==—> AM =3 yen 
AM_ a 
AD= = 
* =-MAD 3 2/3 5 
* -=.BAD : 


GEOMETRIA DEL ESPACIO EAN 


a [1 
213 


RPTA: “C” 


2 
3*=(AB)HAD)9=024[ 7) > 


PROBLEMA 2o0 : 


Dado un triedro S- ABC , si SCforma con la 
bisectriz 5p de la cara opuesta un ángulo igual a 
la mitad de dicha cara , calcular el diedro C. 

Si: diedro A + diedro B =120" . 
AJ90* B)45” C) 135" 
RESOLUCIÓN : 

* Diedro A + diedro B =120" 

* Incógnita : diedro A- SC-—B 
* “ En todo triedro isósceles, a caras congruentes se 
oponen diedros, respectivamente congruentes ”. 

* Triedro S-ADC: caras ASD y DSC, congruentes 
> diedro A- SC - D = diedro A . 


D) 60* E) 120* 


* Triedro S- DBC : caras DSB y DSC , congruentes 
> diedro D - SC—B = diedro B 
* Sumando miembro a miefnbro : 
(Diedro A- SC-—D) + (Diedro D- SC - B)= diedro A 
+ diedro B  - 
> diedro A-SC-—B = diedro A +diedro B 
> diedro A-SC-B = 1209 

_ RPTA : “E” 
PROBLEMA 21 : 
Un cuadrado ABCD y. un triángulo equilátero ABF 
están contenidos, en planos que forman un ángulo 
Diedro de 120? ,sea M el punto medio de FÍ y N el 
punto medio de Cp ;si: AB=4u . calcular MN. 


A) 2/5 - J3 B) 2. /5+J3 C) 2/3+/2 
D) 2/3 E) 2/3 -J3 
RESOLUCIÓN : 

* Aplicamos : 


a?=b?+0* - 2be cosó * ley de cosenos” 
*Enel ARFN': 


y ENCICLOPEDIA 2012 


y2=(2/3 )2+42 — 2(3)(/4 )cos120 
=> y?=12 +16—8/3 ES 


> y2=284+8V3 cncecccannosss (1) 


* Ahora por el teorema de la mediana enel AFBN': 
4 2 
y + (2/5 P=20t 42 


*De (D) yde (ID: 28+8/3+20=2x?+8 
* Alefectuar: x=2./5+/3 


PROBLEMA 22 : 

Las caras de un ángulo diedro son cortadas en los 
puntos My N poruna recta; siendo A la proyección 
ortogonal de estos puntos sobre la arista . la mitad 
del ángulo diedro es igual a la semidiferencia de 
los ángulos ANM,AMN? y si estos últimos están 
en la relación de 3 a 1 ¿cual es el valor del ángulo 
diedro? - 


RPTA: “B” 


AJ30* B)40* C)50* D)J60* E)70* 
RESOLUCIÓN : 
* Datos : 
dh 

TES S 

=A==(N-M 

3 ri ) 

A A O (1 
* Ademas: q A RRA Pc, reso (11) 
* Pero; A+N+M=180" 
* Luego: con lo anterior: M=30% — dE 


* Entonces : A =60% 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 23 :. 
Una hoja de papel de forma triangular ABCD tiene 
como dimensiones : AB=3(/5 - 1) m; BC=3m - 
Por los puntos medios de AB y CD se dobla la 
hoja de papel de manera que el ángulo diedro 
formado es de 72”. Hallar la distancia minima que 
existe entre la arista del diedro y el segmento que 
une el centro de sus caras . 
A) 2m B)J3m 


D) (V5+1)m E) J10-2/5m 
RESOLUCIÓN : 


C)J5óm 


* OMP=72", ángulo plano del diedro 
* AOMP , elemento del pentágono regular donde 
OM=MP=2(WJ5 -1) y MN es apotema . 


1) 
2 l5+1) 


> MN= 


a my 2-0, 54 1722 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 24 : 
De las siguientes proposiciones. 
I) En todo triedro convexo , un diedro exterior es 
menor que la suma de los otro dos y mayor que su 
diferencia. - 
11) La distancia de dos rectas que se cruzan en el 
espacio es el segmento perpendicular a ambas y 
cuyos extremos se encuentran uno en cada recta . 
HI) La proyección de toda poligonal sobre un plano 
es otra poligonal . 
Son verdaderas : 


A) Todas B) Sólo II C)I y UI 
DIFE >. E) l1 y HI 
RESOLUCIÓN : A 

D FALSA : 


* Triedro O-ABC;eé: ángulo plano de un diedro 
exterior . 


EDICIONES RUBINOS MN s67 MES DRIEDROS y TRIEDROS 


- * Del grafico se aprecia que: 


* Sólo se sabe : 
0”< suma de diedros externos < 360". 


1) VERDADERO : 


*d : mínima distancia entre Ly y L2 
HI) FALSA : 


* Poligonal en un plano oblicuo al plano P . 
> La proyección es otra poligonal . 
; 7, 


E 


* Poligonal en un plano perpendicular al plano P. 
> La proyección es un segmento . 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 25 : 
Se tiene un ángulo triedro equilátero donde cada cara 
mide 45 , ¿cuanto mide uno de los diedros del 
triedro? , 
A) arcos(J2-1) B)arcos(/3-J/2)  C)arcos (43-1) 
RESOLUCIÓN : 


n+n/2= a 
> n=a(V2-1) 


* Además por trigonometría: 


Cos0=" = Cosó=a 2-0 


> Cos0=/2 -1 == arcCos(/2 - 1) 


RPTA : “A” 


Less 
PROBLEMA 26 : 


Dos caras de un triedro miden 80*y118* 
respectivamente. Halle los valores enteros , mínimo 
y máximo de la medida de la tercera cara. 


AJ40*, 161" B)60”, 161” C)30*, 161? 
D)28", 161* EJ39, 161% 


RESOLUCIÓN : 


A 


80 | x 


* Porteoría: x + 118%+ 80*< 360? 


* También : 118”- 80%< x < 118*+ 80” 
> 38<x < 198 necccoonoo (1) 
* De (1) y (ID): 38%< x < 162" 
*Luego:x,,, =39 y x,, = 161" 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 27 : 


En un triedro O - ABC, los diedros 9 B_ y OC miden 


164”. Halle la medida del diedro OÁ, si su medida 
es menor a 150* y es entero. 
A)J145" B)J130” C)140* 


D)149" E)148" 


RESOLUCIÓN : 2 


* Por condición: x < 150% incio. (1) 
* Porteoría: 180”-x < 32 
MAL X carcasa (MI) 
*De (D) y (1): 148” < x < 150* 


ENCICLOPEDIA 2012 


*Dedonde: x= 149” 3 - 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 28 : 


ABC es un triángulo equilátero y BDC un triángulo 
rectángulo contenidos enplanos perpendiculares, 
AC = 8, DC = 4. Determine la medida de la cara ADC 
en el triedro D - BAC. 

1 1 1 
4) Arccos| 5) 5) hr cos| 5) C) Are cos +) 


2 4 


RESOLUCIÓN : 


* IXBDC ; se traza DH | BC 
>2HC = 2; DH=2/3 
* AHCA : HA? = 2? + 8? -(2)(8) >HA? = 5* 
* ES.DHA :AD? =(2/3)? +52 >AD = 8 
* ACDA ; por ley de cosenos: 
64 = 64 + 16 - 2(4)(8)Cos0 
Cosó = ; > 0=Are Cos [5 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 29 : 
En un triedro O - ABC, los ángulos diedros 
OB y OC miden 135 y la cara opuesta a la arista 


OÁ mide 90”. Calcule la medida del diedro DÁ. 


AJ90* B)100* C)115? D)120"  EJ135” 
RESOLUCIÓN : , 
ES 
35] 135% 
B e 
A RM 
* Usando el triedro polar : EDS E 


ES.O'NO isósceles : 
ON=NQ = a 
> 0'Q =a/2 

ES.0'NM isósceles: 
O'N = NM = a 
>0'M =ay2 

ÉS MNO isósceles: 


> MQ =ay2 
DMO*Q equilátero : €” 
180” - x = 60* 
>x = 120” 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 30 : 


Dados los triángulos ABC y ABD, no situados en un 
mismo plano, demostrar que : 


m<CAD+m<x CBD+m <ACB+m < ADB<360* 
RESOLUCIÓN : 


* Se pide mostrar : 
a+ 0+ B+ w + < 3607 


Á a 180"-(n+b) 


* En el triedro A; por teoría : o 
a < 180” - (m + w) + 180” - (n + $f) 
>m+n+0a+8+0<360-" ......... (1) 

*Enel triedro B, por teoría: 

OX<MAN cooncccooso (ID 


* Sumando (1) y (1); obtenemos: 
a+0+ PBb+w < 3607 

PROBLEMA 31 : 
Se tiene un ángulo triedro isósceles O - ABC. 
Las caras miden: 

m<AOB = m<AOC = 45" 

m<BOC = 60” y OA =8. 
Halle la longitud de la proyección de OA sobre la 
cara BOC. 


nik Ea C)3V6 


RESOLUCIÓN : 


D) 2/6 E) l6 


EDICIONES RUBIÑOS (0300 fi 


VIDA DREIJEDROS ¿q TRIEDROS 


* EOMH =Lx0NH (LL) B 
=> m<MOH = m<HON = 30% 
* D5OHN: 
3/3 = 4/2 >5= 20 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 32 : 


Se tiene un ángulo triedro equilátero cuyas caras 
miden 45%, entonces la medida de uno de sus 
ángulos diedros es : 


A) Arc cos/2 B) Arc cos(V2 - 1) C) Arc cos(/2 +1) 
RESOLUCIÓN : 


SIRQ=RT=n 
* Ex ORT: 
n=(/2 - Lomas (1) 
* ES PRT: 
Cosa = = od) 
* (1) en (1D): 
Cosa =202-0 LA 


TOS 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 33 : 


En un triedro , por cada arista se traza un plano 
perpendicular a la cara opuesta. Demuestre que los 
tres planos tiene una recta común. 


RESOLUCIÓN : 


AA A CICLOPEDIA 2012 


Estos planos no son otra cosa que los planos 
proyectados de las tres aristas sobre las caras 
opuestas. 

Consideremos dos de estos planos, SBE y SCF (Es 
fácil suponer el vértice S delante del plano ABC); sea 


SO la intersección de estos dos planos. 
Interceptamos el triedro S por un plano cualquiera 


ABC perpendicular SO ; este diedro SO, 
perpendicular al plano ABC, será también 
perpendicular a las intersecciones o trazos 

BE y CF situados en este plano. 

Luego el plano SBE , perpendicular a los dos planos 


ABC y SAC perpendicular a su intersección AC, así 


su trazo BE, perpendicular a AC, es una de las 
alturas del triángulo ABC. 


Análogamente, es del trazo CF, y también del trazo 
del tercer plano SAD. Luego las tres alturas del 
triángulo ABC se encuentran en un mismo punto 0; 
por consiguiente los tres planos altura del triedro S 
se encuentra según una misma recta SO. 


PROBLEMA 34: 


Si en un triedro O-ABC, el diedro A mide 90” y las 
caras b=c=45", entonces la cara a es : 
D)60* 


AJI5”  BJ30" Cj45" 
RESOLUCIÓN : O 


EJ75" 


*[5OAB : OA = AB = a > OB=aJ2 
* [50AC: OA=AC =a=> OC=a/2 
* ISBAC: AB =AC =a => BC=a/2 
* ABOC Equilátero : x = 60* 


RPTA : “D” 


DIO 


67) Un poliedro está formado por 8 triángulos y 6 


cuadriláteros. ¿Cuántas aristas tiene? 
AJ12 Bj16 C)18 D)24 E)J30 


Determinar el número de caras del poliedro 
cuyos vértices son los puntos medios de las aristas 
de un cubo. 

A) 14 B) 16 C)18 D) 24 E) 30 


Se tiene un poliedro formado por 20 regiones 


triangulares, 8 cuadrangulares y 4 pentagonales. 
¿ Cuántas aristas tiene dicho poliedro? 
A) 50 B)47  —C)54 D) 51 E) 56 


(7) Se tiene un poliedro convexo de 12 aristas 


formado por regiones pentagonales y 
cuadrangulares ¿Cuántos vértices tiene? 
AJ7 BJ8 C)9 D)11 EJ10 


Un poliedro está formado por 3 regiones 
cuadrangulares, 3 pentagonales y «x» triangulares. 
Calcular «x», si la suma de las medidas de los 
ángulos de todas las caras es 4 320". 

AJ1 BJ2 C)3 DJ4 E)J5 


69) Se tiene un poliedro corivexo de 25 aristas y 15 
vértices, y está limitado por regiones triangulares, 
cuadrangulares y 3 regiones hexagonales. ¿Cuántas 
regiones triangulares tiene el sólido? 

AJ6 B)J9 C)10 D)J4 EJ8 


¿Cuántas caras tiene un poliedro convexo de 


10 vértices y 15 aristas? 


A)J7 B)J8 C)9 DJ10 E)11 


¿Cuántos vértices tiene un poliedro convexo 


formado por 4 regiones triangulares y 3 regiones 
cuadrangulares? : 
AJ8 BJ6 C)5 DJ10 —EJ7 


69) ¿Cuántos vértices tiene un poliedro convexo, 


si su número de aristas excede en 4 a su número de 
caras? E pe 
AJA Djs Emo 


BJg  C)9 z 


EDICIONES RUBINOS Judy 


(1) ¿Cuántos vértices tiene un poliedro convexo 
de 12 aristas formado por regiones pentagonales y 
cuadrangulares? 
A)J7 B)J8 

(E) ¿Cuántas aristas tiene un octaedro convexo 
formado por regiones triangulares? pl 
AJ8 B)16 Cj20 D)12 


Calcular el número de aristas de un hexaedro 


C)9 D)11 EJ10 


E)18 


convexo de 8 vértices. 
AJ16 B)12 C)20 D)J18 E)J25 


(E) Los triángulos equiláteros ABC y ACD están 
contenidos en planos perpendiculares. Calcular DM, 
si AC=J5 (M es punto medio de gc) 
A)5 B)Jl53 CW2 D)J3 EJJ10 
(E) El semicírculo, de centro O, es perpendicular 
al plano Q, AC €s la intersección de ambos. Si 


OP 1 AC(P e Q), BC =8 y OP= 4/3, calcular la 
medida del diedro que po APB y el semicírculo, 


AJ40 _DJ457  EJ53? 


(U3)se tiene un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, tal que: AB=15 y BC=20. Por B se levanta una 
perpendicular pr al plano del triángulo ABC. Si 
BR=12, calcular la medida del diedro formado 
porel zABC y el plano determinado por los 
puntos A, R y C. 
A)30%  B)45” 


(0) En un poliedro convexo la suma del número 
de caras y vértices es 20. Calcular el número de 
aristas. 

A)16 B)J18  C)20 D)22 E)J10 

(UD se tiene un cuadrado ABCD y un triángulo 


equilátero ABE no coplanares. Calcular la medida 
del diedro formado por dichas figuras para que las 
áreas de los triángulos AEB y DCE estén en la 
razón de /3 : 1. 

AJ45” B)30* C)J53% D)J37  EJ60* 


B)60*  C)75 


C)J60"  D)J53" EJ37 


ES Un poliedro convexo está formado por 6 


po] DRIEDROS ¿y TRIEDROS 


regiones triangulares, 4 pentagonales y 2 
hexagonales. Calcular el número de vértices. 

A)J12 B)25 Cj20 DJ18 EJ15 

Se tiene un cuadrado en el cual por el vértice € 


se traza la perpendicular CP al plano del cuadrado. 
Calcular la medida del ángulo diedro determinado 
por las regiones APB y ABCD, Si: AD=PC=3. 

A)30* B)J45" C)60” D)J37” E)J53* 


7) En el gráfico, el diedro AB es 45". 
Calcular la distancia de M hacia el plano Q, si MN=12 
E 


D 
AJ6 BJ3/2  C)2/2 Dj12  EJ6/2 


Calcular el número de aristas de aquel poliedro 


convexo cuyo número de caras es igual al número 
de vértices, además la suma de las medidas de los 
ángulos de todas sus caras es 1 440”. 

AJ12 BJ8 C)9 D)J10 


E)14 


Cuántas diagonales tiene aquel poliedro 


formado por 6 cuadriláteros y 8 triángulos? 


A)36 B)26 C) 24 D)48 EJ30 


(63) Un poliedro convexo está formado por 
pentágonos. Si las caras fueran triángulos se 
necesitarían 40 caras más para que el número de 
aristas no varíe, ¿Cuántas caras tiene el poliedro? 

A) 45 B)50 C) 60 D)J65 EJ80 


Calcular el número de aristas que tendrá un 


poliedro convexo que está limitado por 30 regiones 
triangulares, 8 regiones pentagonales y 10 regiones 
limitadas por dodecágonos. 
A) 224 B)274 C)125 


D)137 E)182 


(03) Calcular el menor valor que toma la suma de 


las medidas de los diedros de un tetraedro irregular. 
A) 181?  B)271" C) 361* D)547 E) 180” 


(75) Calcular el número de diagonales de un 
icosaedro regular. 
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A)72 BJ48 C)J36 D) 26 E) 66 
Calcular el área total de un cubo, sabiendo que 
la menor distancia entre una arista y una diagonal 
del cubo, siendo ambas alabeadas, es 4/2. 

A) 524 B) 400 C) 256 D) 384 E) 512 
(1) La figura muestra un dodecaedro regular. 
Calcular la medida del ángulo que forman 
AB y CD. 


D 


A) 367 BJ45” C)60* D)72" E)J30* 


(7) En un octaedro regular, de arista igual a 4 m, 


calcular la distancia de un vértice al centro de 
gravedad de una de las caras opuestas. 
Aim B)2m C)3m D) 4m E)6m 


(UD) La figura se tiene un hexaedro regular de arista 
43 . Calcular el área de AMB. 


E G 
AE 
: Ñ 
ES c 
A D 


AJO  B)2/2 CIV/5/¡2 D)J2/3  EJV3 
(13) En un tetraedro regular OABC, G es baricentro 


de la cara ABC, se prolonga GB hasta T, tal que: 
GB = BT. Calcular la medida del ángulo que forma 
OT y BC. 

A4)30?  B)37 C)45” D)J60” E) ArcCos(5/8) 
(E) Hallar la medida del radio de la esfera tangente 
alas aristas de un octaedro regular cuya arista mide 


ae as DL S2- 1) yal 


(E) Calcular el volumen de una esfera que es 


tangente a una de las caras de un hexaedro regular y 
que contiene a los cuatro vértices de la cara opuesta, 
si la arista del hexaedro mide 4. 


A)J18x B)xV/3 C)36x D)27x/2 E) 9x5 
(E) Calcular el volumen de un tetraedro regular, 
sabiendo que el radio de la esfera exinscrita 


mide /6 . 
AJ9/2  BJ18/l2  C)J5/2 DIW2  EJ12/2 


43) Se tiene dos poliedros en donde la diferencia 


entre la suma de las medidas de los ángulos de todas 
las caras es 3 960" y la diferencia entre el número de 
aristas es 20. Calcular la diferencia entre el número 
de caras. 
AJ6 


Go) Calcular el número de vértices que puede tener 


un poliedro convexo que se encuentra limitado por 
4 triángulos, 6 pentágonos y 7 hexágonos, pero le 
falta un octágono para cerrar el poliedro. 

4)27 B)37 C)33 D) 43 E) 30 


(Ey) Dado un cubo de arista “a”, hallar el radio de 


la esfera inscrita en uno de los triedros del cubo y 
tangente a la esfera inscrita en dicho cubo, 


B)2 (2-45) CJ (2 — 3/3 )a 


B)9 C)y12 D)J15 EJ11 


uze + 8/3) 
- 3) 


E) En la figura: ABCD es un tetraedro regular de 


a a 
D)5(4 EJz (4 - 243) 


arista Y7, Calcularla distancia entre BH y DM. 
(H es ortocentro del AACD) 


A) 1 B)2 C) 0,5 D) 1,5 E) 0,8 


CLAVES DE LA SEGUIDA E 


1) 2)E [$570 [23€ 15)€ a 
1) c [1230 13)c [10BÍ15)8 


POLILDROS 


OBJETIVOS : 


Al finalizar la unidad el alumno será capaz de: 
* Explicar qué es un poliedro regular 


* Reconocer los tipos de poliedros regulares. 


* Número de caras, vértices, aristas, figuras que 
forman las caras, número de aristas concurrentes 
en un vértice, ... (puedes hacer una tabla) 


* Área lateral , área total y Volumen.. Desarrollos 
de planos. 

* Instrumentos, objetos, ... de la vida cotidiana, 

* Teoremas: Teorema de Cavalieri en el espacio y 
Teorema de Euler. 

* Aplicar correctamente los teoremas en la 
resolución de problemas. 


INTRODUCCION : 


Existen 3 poliedros regulares convexos y por ahora 
no se conoce la época en que se descubrieron. 
Hay una tradición que asigna el conocimiento de 
los poliedros a los pitagóricos y otros investigadores 
asignan el icosaedro y el odaedro a tetraedm En la 
época anterior a los pitagóricos ya se conocían de 
una forma aislada, como objetos físicos. 

Se dice que fue Teeteto el primero en formular una 
teoría general. Reciben otro nombre: «Sólidos 
platónicos», que se atribuyen a Platón; para él los 
elementos últimos de la materia son los poliedros 
regulares. Consideraba que a cada elemento se le 
asigna uno de los 4 poliedros regulares . 

.. Pero existe un quinto elemento (dodecaedro) al 
que Platón le atribuye esta frase: «Dios la ha utilizado 
para el todo, cuando dibujó el orden final». 


DAD 


Cubo (Tierra) Tetraedro (Fuego) Dodecaedro (Universo) 


GA 
¿ab > 


CAPITULO 


35 


aX » 
Icosaedro (Agua) Octaedro (Aire) 


SÓLIDO GEOMÉTRICO 


Es aquella porción del espacio separado del espacio 

inmediato porun conjunto de puntos que conforman 

la superficie del sólido. 

Un sólido de acuerdo a su superficie puede ser, 

poliedro (pirámide , prisma , etc) o cuerpo redondo 

(esfera , cilindro etc). 

La medida de la superficie de un sólido es el área de 

la superficie del sólido, y la medida de la porción de 

espacio correspondientes a un sólido es el volumen 

del sólido. 

Cuerpo redondo Poliedro 
(esfera) 


Es aquel sólido geométrico cuya superficie está 
formada por cuatro o más regiones poligonales 
planas a las cuales se les denomina caras del 
poliedro. 

Al lado común a dos caras se le denomina arista y al 
punto de concurrencia de las aristas , vértice del 
poliedro. 

Es decir son aquellos sólidos limitados por o más 
planos secantes . Los poliedros más conocidos son 
las pirámides y los prismas . 
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La intersección de cada uno de estos planos con 
todo los demás que con el cierran o limitan al 
poliedro determinan un polígono. Los polígonos que 
limitan el políedro se llaman caras Las 
intersecciones de estas se llaman aristas , los puntos 
en que se cortan las aristas reciben el nombre de 
vértices . 


DIAGONAL DEL POLIEDRO : 


Es el segmento cuyos extremos son dos vértices 
ubicados en caras distintas. 


SECCIÓN PLANA : 


Es la intersección del sólido con un plano secante a 
él. Los poliedros se nombran de acuerdo a su 
número de caras y pueden ser: tetraedro, pentaedro, 


hexaedro,..... si tienen cuatro, cinco, seis,......, Caras 
respectivamente. 
CLASIFICACIÓN DE LOS 
POLIEDROS 


Los poliedros se elasifican'de acuerdo al número 
de caras, y de acuerdo a la forma de los poliedros. 


ID) DE ACUERDO AL NÚMERO DE 
CARAS : 


HI) SEGÚN LA FORMA DE LOS 
POLIEDROS : 


Un poliedro es convexo cuando todas sus secciones 
plana son convexas, en caso contrario será no 
convexo. 


I) POLIEDRO CONVEXO : 


Un poliedro se llama covexo , cuando todas sus 
caras están limitadas por polígonos covexos . 
También se dice poliedro covexo , cuando se traza 
una recta secante y en el poliedro se determina 
como máximo dos puntos de intersección , o 
cuando se prolonga una de las caras , el poliedro 
queda , ubicado en un solo semiplano . 

Sección Plana 


INPOLIEDRO NO CONVEXO Ó CÓNCAVO : 


Un poliedro se llama no covexo , cuando las caras 
estan limitadas por polígonos no covexos, o al trazar 
una recta secante , el poliedro determina más de dos 
puntos de intersección , o al prolongar una de las 
caras , el poliedro queda ubicado en los dos 
semiplanos. 


Sección plana 
no convexa s 


IN) POLIEDRO REGULAR 2 


Un poliedro regular , es aquel que tiene por caras 
regiones poligonales regulares congruentes entre sí 
y en cada vértice concurren igual número de aristas. 
* Solamente existen cinco poliedros regulares, los 
cuales son: tetraedro regular, hexaedro regular, 
octaedro regular, dodecaedro regular y el icosaedro 


EDICIONES RUBIÑNOS 


IV) POLIEDRO IRREGULAR : 
Un poliedro irregular , es aquel que no es regular . 


h-—- TE EL 
-S ? 5 


TEOREMA DE EULER 


D En todo poliedro se cumple que el número de 
caras más el número de vértices es igual al número 
de aristas más dos unidades . 


C+V=A+2 
* Donde : 


V = Número de vértices 

C = Número de caras 

A = Número de aristas 
DEMOSTRACIÓN : 


Aristas recorridas = V - 1 |, 

Aristas no recorridas = C- 1 

Sumando miembro a miembro : 
A=V+C-2 


> 
1) En todo poliedro la suma de las medidas de los 
ángulos internos de todas sus caras es igual a 360? 
multiplicado por el número de vértices menos 2 


donde V=número de vértices, 


* Además : 
Y < =360(A - C) 


Donde : A = número de aristas 
C = número de Caras 


DEMOSTRACIÓN : 


* Suma de los ángulos de la primera Cara: 

180" (n,-2) 
* Suma de los ángulos de la segunda Cara : 

180"(n,-2) 
* Suma de los ángulos de la tercera cara : 
180"(n,-2) 

* Suma de los ángulos de la enésima cara 
180" (n-2): tenemos que sumar para calcular la suma 
de los ángulos de todas las caras. 


< =180(n, -2)+180%(1, -2)+ 180m, -2)+..180(n-2) 
0] 1 3 


(N,+R,¿+R y Ha... 11) =Aristas repetidas = 24 
(+24+2+2+......)] =número de caras =C 
> Y 4=180(2A -2C) 
caras 


Ei 


* Por el teorema de Euler : C+V=A+2—>V-2=A-C 
* Reemplazando : 
Y <a =360(V -2) 
caras 

111) En todo poliedro cuyas caras tienen igual número 
de lados, el número de aristas es igual al 
semiproducto del número de caras y el número de 
lados de una cara . EN 


2 


A 
* A : Número de aristas 
* C : Número de caras. 
* N : Número de lados en común de todas las caras. 
TV) En todo poliedro el número de diagonales es 
igual al valor de la combinación del número de 
vértices del poliedro tomados de dos en dos , 
menos el número de aristas y menos la suma 
de los números de diagonales de todas las caras de 
dicho poliedro . 


VV-D_¿- 


3 Número DC 


Número D= 
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* Donde : 
Y = Número de vértices. 
A = Número de aristas. 

DC = Número de diagonales de todas las caras. 
POLIEDROS REGULARES 
Son aquellos poliedros convexos cuyas caras son 

polígonos regulares iguales entre sí . 

* Los ángulos poliedros y los diedros son 
respectivamente iguales 

* Todo poliedro regular se puede inscribir o 


circunscribirr en una esfera donde el centro de las 
esferas viene a hacer el centro del poliedro regular 


TEOREMA : 


Solamente existen 3 poliedros regulares tetraedro 
regular, exaedro regular , octaedro regular, 
dodecaedro regular , icosaedro regular 


DEMOSTRACIÓN : 
sea «nm» el número de lados de las caras del poliedro, 


«m» el número de caras del ángulo sólido del 
poliedro , «A» el número de aristas del poliedro 


Cumpliéndose: 2A =nC =MVenmmm... 109) 
* pero por el teorema de Euler 


* Reemplazando (1) en (ID) : 
C+nCim=nC+2+2 
> 2mC+2nC- mmC=4m 


PEA AMA 
- 2(m>+n)- mn 


¿ECUACIÓN DIOFANTICA 
ID sin=3 Pz Le 
_6-m 
Para m=3 ; C=4 (letraedro regular) 
Para m=4 ; C=8 (octaedro regular) 
Para m=5; C=20 (Isocaedro regular) 
Para m=6 ; E=no existe 


II) sin=4 
82m 


para m=3 ; € =-6 ( Exaedro regular o cubo) 
Para m = 4; C = No existe 


UI) sin=5 4 
10—3m 


ER cr NY CICLOPEDIA 2012) 
para m =3;C = 12 (Dodecaedro Regular) 
para m = 4; C = no existe 


in=6 
IV) sin a y 
12—4m 
param =3;C = no existe 
Y) sin n=7 77 
m 
A 
14—5m 


para m =3; C= no existe 
TETRAEDRO REGULAR 


Es aquel poliedro regular, que se caracteriza por tener 
4 caras que son regiones triangulares equiláteras. 


NOTACIÓN : 
Tetraedro regular A - BCD, 


AG : altura 


G : Centro de la cara A 
BCD . Ds SN 


a : longitud de la arista . 
hi : longitud de la altura . 
Cálculo de la longitud de su altura : 


_2y6 
3 
* G : baricentro de la región triangular BCD 


Área de la superficie (A) : 
a? /2 
12 


DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
DEL TETRAEDRO REGULAR 


Z Si 


H 


* Volumen(V) : ¡V= 


POLICDROS 


[Ness 


EDICIONES RUBIÑOS [per 
HEXAEDRO REGULAR O CUBO 


Es aquel poliedro regular que tiene por caras y =0 
regiones cuadradas congruentes entre sí . C=8 
; A =12 

V=8 
C=6 
A = 12 
NOTACIÓN : 
Hexaedro regular ABCD — EFGH Notación : Octoedro regular M-ABCD-N 
Diagonal del hexaedro: AG, BH, CE y DF Diagonal : [MN = a y2] 
a : longitud de la arista . » Área de superficie (A): 
O : centro del hexaedro regular. 5 

a?Jz 
* Luego: AG=BH=CE=DF=a/3 Volumen : pac 
Diagonal : AG=aV3 O : centro del octaedro regular. 

ABCD ; AMCN ; BMDN: son cuadrados. 

ñ E AE 
ni deme implicó DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
Volumen (V):  V=a" ' DEL OCTAEDRO REGULAR 


DESARROLLO DE LA 
SUPERFICIE DEL MEXAEDRO 
REGULAR 


DODECAEDRO REGULAR 


Es aquel poliedro regular limitado por doce regiones 
pentagonales regulares. Tiene cien diagonales. 


ha 
OCTAEDRO REGULAR 


Es aquel poliedro regular limitado por ocho regiones 
triangulares equiláteras. Tiene 3 diagonales, las 
cuales son de igual longitud y son perpendiculares 
en sus puntos medios . 


GEOMETRIA DEL 


DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
DEL DODECAEDRO REGULAR 


ESPACIO 


ICOSAEDRO REGULAR 


Es aquel poliedro regular limitado por veinte regiones 
triangulares equiláteras. Tiene 36 diagonales. 


DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
DEL ICOSAEDKO KEGULARK 


OBSERVACIÓN : 


Los  poliedros  arquimedianos aparecen 
continuamente en la naturaleza y también el ser 
humano los ha utilizado para ornamentaciones, en 
farolas, lámparas, etc. Los mismos balones de fútbol 
han estado hechos siempre con 12 pentágonos y 20 
hexágonos (icosaedro truncado), aunque hoy día se 
han cambiado por otra forma poliédrica más 
redondeada (el pequeño rombicosidodecaedro) que 
tiene 20 triángulos , 30 cuadrados y 12 pentágonos 
(ocupa más del 94% de la esfera circunscrita). 

En 1996 se concedió el premio Nobel de Química a 
tres investigadores por el descubrimiento del 
fullereno cuya forma es un icosaedro truncado. 
Los panales de abejas tienen forma de prismas 
hexagonales; El virus de la poliomelitis y de la 
verruga tienen forma de Icosaedro; Las células del 
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tejido epitelial tienen forma de Cubos y Prismas; Los 
Radiolarios presentan formas de Octaedros con 
apéndices, Icosaedros regulares y dodecaedros; etc, 
En sus formas naturales, muchos minerales 
cristalizan formando poliedros característicos. Así, 
por ejemplo, algunos de los más conocidos son: 

* Galena , Sal Gema, Platino y Diamante , cristalizan 
formando Hexaedros. 
* Fluorita , Magnetita , Oro y Cobre , cristalizan 
formando Octaedros. 


* Cinabrio , Calcita o Bismuto , cristalizan formando 
Romboedros. 


* La Pirita cristaliza formando Dodecaedros. 
* El Azufre forma Prismas Rómbicos. 


* El Lapislázuli cristaliza en forma de 
Rombododecaedros. 

* El Azufre adquiere forma de Bipirámide Rómbica 
y la Discrasita y el Cuarzo de Bipirámide Hexagonal. 


En Literatura también hay algunas muestras de 
utilización de poliedros, como en el soneto de Rafael 
Alberti: 

A ti, maravillosa disciplina, media, extrema 
razón de la hermosura, que claramente acata la 
clausura viva en la malla de tu ley divina. 


A ti, cárcel feliz de la retina, áurea sección, celeste 
cuadratura, misteriosa fontana de mesura que el 
Universo armónico origina. 


A ti, mar de los sueños, angulares, flor de las cinco 
formas regulares, dodecaedro azul, arco sonoro. 
Luces por alas un compás ardiente 

Tu canto es una esfera transparente. 

A ti, divina proporción de oro. 

En pintura, Salvador Dalí , utiliza el dodecaedro en 
un óleo para enmarcar su escena sobre la última 
cena (con sus 12 Apóstoles). También lo utiliza en 
su obra Crucifixión (la cruz se compone de 8 
hexaedros adosados) 


En arquitectura, el mausoleo de Gol Gumbaz de 
Bijapur (India) tiene forma de cubo, el Planetario de 
New York (obra de Polshek y Schliemann) es otro 
cubo de cristal de 29 metros de arista que contiene 
una esfera blanca de 27 metros de diámetro, en cuyo 
interior se ha representado el centro de la Tierra y el 
Espacio. 

Escher también utilizó poliedros regulares (tetraedro, 
octaedro, dodecaedro e icosaedro) en sus famosos 
dibujos, así como Leonardo da Vinci (ucocedrón 
abscisus vacuus) 

En Escocia se han encontrado piedras de formas 
poliédricas que tiene más de 4000 años. q 


¿POLIEDROS CARDS 


(DUALIDAD) 


Dos poliedros son conjugados o duales cuando el 
número de caras de uno de ellos es igual al número 
de vértices del otro . 


Ah Todo poliedro puede ser inscrito en su conjugado. 


Ah El Tetraedro regular es conjugado consigo misma, 
es decir en un tetraedro regular solamente se puede 
inscribir una esfera y un tetraedro regular 

Ah El exaedro regular y el octaedro regular son 
conjugados , es decir en el exaedro regular 
solamente se puede inscribir una esfera y el octaedro 
regular y viceversa . 

Ah El dodecaedro regular y el icosaedro regular son 
conjugados 

Los centros de las caras de un poliedro regular, son, 
los vértices de su poliedro conjugado inscrito en él. 


pb 


EJERCICIO : 
Dibuja los duales de los siguientes PEE 


Habrás comprobado que los duales de los 
poliedros regulares son poliedros regulares. No 
ocurre así con los arquimedianos , ya que , al tener 
éstos caras con distinto número de lados, sus duales 
tendrán vértices de distinto orden y , por tanto , no 
pueden ser arquimedianos. Además , al tener un 
arquimediano todos los vértices del mismo orden, 
las caras de su dual serán iguales. Estos poliedros 
con todas sus caras iguales pero no regulares y que 
tienen vértices de distinto orden, se llaman poliedros 
de Catalán en honor al matemático francés que los 
descubrió (1865) y se presentan habitualmente en 
cristales, Entre ellos merecen especial mención el 
rombododecaedro (dual del cuboctaedro) y el 
triacontraedro rómbico (dual del Icosidodecaedro). 


NOTA: 


Si en un cubo le añadimos, a cada una de sus caras, 
la pirámide que tiene por base dicha cara y por 
vértice el centro del cubo, se obtiene también el 
rombododecaedro. Si hacemos lo mismo con el 
dodecaedro, obtenemos el triacontraedro rómbico. 
Puedes intentar construirlos con el polydron. 


NÚMERO DE DIAGONALES DE 
UN POLIEDRO 
* DooLmoro = ed: PR 
donde : 


+ D poliedro=Número de diagonales del poliedro 


C,'=Combinación del número de vértices de dos en 
dos . 


*d: ¿Número de diagonales de todas las caras 
del poliedro 


A=% de aristas del poliedro 
PARA EL TETRAEDRO REGULAR : 
*D canas=0 
A=6 
Cí= 
* Reemplazando en la ecuación : 
*D=6-0-6=0 > 
PARA EL EXAEDRO REGULAR : 
FD cas = 2 (6) = 12 
A= 12 8! 
Gs = 
> 6121 
* remplazando en la ecuación : 
HD = 28- 12-12 =4 


*D cubo — 4 
PARA EL OCTAEDRO REGULAR +: 
* Dearas =0 
=1 
Era. 


qa e 


PA(sso EN CICLOPEDIA 2012 
* Reemplazando en la ecuación * HUERTA el área de la proyección de un triángulo 
RÁD=15-0-12=3 Anuc=Aonc(cos 9) : 
Asoc=Ayac(cos4) 
PARA EL DODECAEDRO REGULAR ¿  *DPividiendo: 


A A, 
*Dernas= 12 (5) (5-3) /2 = 60 Pe = 220 (4 noc = Arnc(Apric) 


Anoc Arge 


A=30 
20 201 "¡09 TEOREMA : 
TB EST En todo tetraedro trirectángulo se cumple que el 
* Reemplazando en la ecuación : cuadrado de la cara hipotenusa es igual a la suma 
D= 190 - 60 - 30=100 de los cuadrados de las áreas de las caras catetos. 


Oo 


*Dsodecaedro 100 


PARA EL ICOSAEDRO REGULAR : 


cs 
SS 
* Reemplazando en la ecuación : 


H*D= =66 - 60 - 30=36 A = A j 703 PYR 


* Divoracdro =36 
DEMOSTRACIÓN : 


TEOREMA : 3 


En todo tetraedro trirectángulo se cumple que el 
cuadrado del área de una cara cateto es igual al área 
de la cara hipotenusa multiplicado por el área de la 
proyección de la cara cateto sobre la cara hipotenusa. 


* Por el teorema anterior : 
A 0 =Asac (Asc) 
A? oc = Anc sur ) 
> son = Awc Aj) 
Ao Ao HA Ao 


(Aanc FA smc +A amp) 
* pero ¿Asc = Anc + Aguc + An) 


Aoc =AunclA gnc? 
DEMOSTRACIÓN : 0 


>4A? ¿oc + Afroc + Atos = Atunc > 
TEOREMA : 


En todo tetraedro trirectángulo se cumple que la 
suma de las inversas de los cuadrados ( de las aristas 
que concurrren en el triedro trirectángulo es igual a 


la inversa del cuadrado de la altura relativa a la cara 
hipotenusa . o 


* [5 AOC : Por relaciones métricas : 
1 1 qe > 
np "pi *+7z 
ORÁ AS Te 
como OB 1 plano AOC— luego OB 1 OP 
IS POB :; por relaciones métricas 


* Reemplazando (1) en (1) : 
1 ENILES A 
matt 


TEOREMA : 


H : ortocentro del triángulo ABC 
TEOREMA : 


El área lateral de un prisma triangular oblicuo es igual 
al producto del perímetro de su base por la altura . 


do  POLIEDRKOS ) 
POSTULADO DE CAVALIZRI 


Si imaginamos un sólido cortado en rebanadas del 
mismo espesor «h» el volumen de cada rebanada 
sera aproximadamente igual (en algunos casos 


exactamente igual) al producto de la área de su base 
os el espesor «/w» , el error de la aproximación puede 
acerse tan pequeño como se quiera tomando «h» 


suficientemente pequeño es decir que el volumen 
de dos rebanadas delgadas cortadas a igual distancia 
del plano fijo tengan aproximadamente el mismo 
volumen y que los volumenes totales de dichos 
sólidos sean iguales. Podemos dar un ejemplo con 
un paquete de cartas colocadas sobre una mesa 


con las cartas parejas Ó con las caras desplazadas 
de diversas manera en todos los casos el volumen 
del paquete es siempre el mismo e igual a la suma 
de los volumenes de las cartas individuales. 


DELTAEDROS 


Los deltaedros nacen de la idea de estudiar poliedros donde lo 
que falle para una regularidad total sea el que los vértices no tengan 
que ser iguales, pero las caras deban seguir siendo polígonos 
regulares. La primera consecuencia es que estos poliedros no tienen 
que ser convexos. Si les ponemos la condición de convexidad 
entonces las caras deben ser por cuestiones de redondez triángulos 
equiláteros. Un deltaedro es un poliedro cuyas caras son todas 
triángulos equiláteros. Mientras que existen infinitos deltaedros , 
el número de deltaedros convexos se ve limitado porque en los 
vértices sólo pueden coincidir tres, cuatro o cinco triángulos, y así 
nos encontramos desde el de cuatro caras con todos los vértices 
de tres (el tetraedro), hasta el de 20 caras con todos los vértices de 
cinco (icosaedro). En la lista el número de caras aumenta de dos 
en dos debido a su construcción por recurrencia, ya que para hacer 
el siguiente hay que abrir el anterior por dos aristas consecutivas, 
lo cual crea realmente un agujero en forma de rombo (no plano), 
que exige dos triángulos para coserlo. La lista va pues saltando de 
dos caras en dos caras con la sorpresa de que no existe el de 18. 
Una posible justificación de esta ausencia es la observación de 
que en el de 76 caras los dos vértices de orden 5 están separados 
por más de dos aristas. (También se puede pensar qué es lo que 
pasa al intentar quitar dos caras alicosaedro) 


Deltaedro-20 
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(GEOMETRIA DEL ESPACIO |ES 
PROBIEMASPRESTENTOS 
PROBLEMA 2 


MA 
En un tetraedro regular de arista a; hallar la distancia 
entre dos aristas opuestas. 


avó 
E 


a 2 ay2 ay3 
A) 3 B) ze D) e E) ad 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


an 


* Por el teorema de Pitágoras en el triángulo 


sombreado: 
2 [ES Y [5] ay2 
at=l | —|-| >1x==—= 
2 2 $ 


RPTA : “D” 


* Efectuando: 


PROBLEMA 2 : 
En un poliedro de seis caras y doce aristas. Hallar la 
suma de los ángulos que las aristas forman en los 
vértices. 
A)2880” B)1800*” 
RESOLUCIÓN : 
*Pordato: C=6 A=12 
*PorEuler:C+V=A +2 
* Reemplazando : 6+V=12+2= V=8 
* Entonces la suma de los ángulos que forma las 
aristas y los vértices es : 

360"(V-2) = 360"(8-2) = 2160" 


. C)2160* D)2400* 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 3 : 
En cubo mostrado de diagonal igual a 6 , calcular el 
área sombreada . 
A) 1 
B)2 


C)/3 
D)J3 
E)J5 


RESOLUCIÓN: 


*- Por dato, tenemos la media de la diagonal: 
d=6 > a/3=6 => a=/2 


* Se pide : 
sala, By 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 4: 
En un hexaedro regular ABCD - EFGH, calcule la 
medida del ángulo diedro entre los planos que 
contienen a EBC y EDG . 
A) 607 B) 75 C) 90? 
RESOLUCIÓN : 


D) 45” E) 537 


DG_a CHy OE contenidos en el plano EBCH 
(condición necesaria y suficiente para que DG sea 
1 al plano EBCH. 
Por teorema que dice : 
Si una recta es perpendicular a un plano , todo plano 
que contiene a dicha recta es perpendicular al plano 
dado. > Plano EDG | Plano EBCH 
* Luego la medida del ángulo diedro entre los planos 
que contienen a EBC y EDG es 90". 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 5: 


En el siguiente poliedro ¿Cuántos ángulos poliedros 
tiene?. 


A)1 B)J3 C)J4 D)J5 EJ6 

RESOLUCIÓN : 

Según la figura , tiene 5 ángulo poliedros. Me 
RPTA: «D» 


PROBLEMA 6 : 
En un poliedro se cumple que el número de caras 
es igual al número de vértices. 


Si la razón entre el número de aristas y el número de 
caras es 12/7, calcule la suma de los números de 
caras, aristas y vértices . * 

A) 26 B) 52 C) 24 
RESOLUCIÓN : 

* Por condición del problema : 


C= V: 52 A-= 12n y C=75m 


D) 36 E) 30 


* Se pide hallar : «C +A + Vs» 
* PorEuler: C+V=A+2 

>7n + 7n = 12n +2>2n=2>n=1 
*Luego: C=7; V=7 ; A=13 
* Se pide: 7 + 12 + 7 =26 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 7: 
En un poliedro,la región entre el número de aristas y 
el número de caras es 5/3. Ñ 
Calcule el número de caras, si el número de vértices 
es mayor que 6 y menor que 10. 
4)3 B) 9 C)5 
RESOLUCIÓN : 
* Por condición del problema : 


D)J6 E) 8 


¡C=8n 


Se pide hallar «C» , si 6<V<10, 
* Por Euler: C+V=A+2 
3n + V=5n +2 > V =2n + 2 

>6<2n+2< 10 

=>4<2n<8>2<n<4 
«mn» esentero: n=3 
* Luego: C=3(3) >C=9 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 8 : 
El volumen de un octaedro regular P - ABCD - Q es 
72. /2 u* - 
Calcule el área de la sección que determina por un 
plano paralelo a PQ y AB. si contiene al punto 
medio de AP. 
RESOLUCIÓN z 


3 
* Volumen del octaedro de Ásia at 2 
* Por condición : 


e A 
3 


* Sección : 


3 


* Área pedido: S _ 9% qee P> S- Ea 


PROBLEMA 9 : 


En un octaedro regular M — ABCD-N. el área de la 
región determinada por un plano que contiene el 
punto medio de MB y paralelo a la cara MCD es 


9/3 u? . Calcule el volumen del octaedro . 
A) 32/3u* E) 32/6u*? C) 3043 u* 
RESOLUCIÓN : 


(GEOMETRIA DEL_ESsPACIO (ÉS 
* Área de la sección determinada es : 

E 
* Luego el volumen del octaedro es: 


y _2y2 (246). J2 
O Bo 


=> V =32/3u* 
RPTA : “A” 


SAS 


PROBLEMA 10 : 


En un tetraedro regular de arista a, calcule el área 
de la región determinada por un punto plano que 
contiene al punto de intersección de las alturas del 
tetraedro y es paralelo a una de las caras. 


Y3 Ya? Y3 43 
(AE 22 
A) 5a B) da 


C) 


q 


Plano MQN // Plano BPC 
Por semejanza : 
Suew a 3y 9 qt SS 9a*J/3 
e. SS Pra MQN = 16* MQN = 64 
BPC 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 11 : 


El segmento que une los puntos medios de dos arista 
concurrentes de un tetraedro regular mide  3m. 
hallar el área total de tetraedro y su volumen 
respectivamente. 


AJJ3 yz B)JJ5 y 5 CJ6 y 8 
D) 2/3 y 2 E) 123 y 2/6 
RESOLUCIÓN : 

* Enel AOAB : 


MN=L > L=2MN=2(V3) 
Oo 


* Se pide ; 


ES rs A CICLOPEDIA 20 12) 
A=LY3=(2/3)?.3=12/3m? 
9 3 
y 12 _ (2Í3FV2  y22 /óm 3 
12 12 
PROBLEMA 12 : 


Calcular el número de vértices de un poliedro 
convexo, si la suma de medidas de los ángulos 
internos de todas las caras es 1140" 


RPTA : “E” 


A 5 B)6 C)8 D)7 E) 9 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato : Socaras=1440" 
=> 360(V — 2) =1440" 
> V-2=6 > V=8 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 13 : 

Si un poliedro convexo ..La suma del número de 
caras más del número de vértices y el número de 
aristas es K entonces su número de arista es : 


a mE? a D)K-1 y 
RESOLUCIÓN : 
*Pordato: C+V+A=K oniiniconno MM) 
* Pero por el teorema de Euler 

CFUSARR2 mnnccicónon. (1D) 
* De (1) en (1) : 

a+z+a=K > A=É-2 

2 PTA: “40 


PROBLEMA 14 : 


Un poliedro esta formado por 6 regiones triangulares, 
8 regiones cuadrangulares y 10 regiones 
rectangulares. Entonces, el número de vértices del 


poliedro es: 
A) 23 B) 26 C) 28 D) 30 E) 32 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato : 
Número ea +80+100>C =24 
de caras 


3(6)+4(8)+4(10) _ ¿y 
2 
* Luego por el teorema de Euler: . 
C+V=A+2> 24+V=45+2>V=23 


a A? 


* Entonces : > AÁ= 


PROBLEMA 15 : 


La suma de todos los ángulos dedrós! de un 
tetraedro cualquiera, está comprendido entre 


Y 


EDICIONES KUBIÑNOS [eos 


(A) 4 rectos y 12 rectos B) 4 rectos y 24 rectos 
C) 6 rectos y 16 rectos D) 8 rectos y 24 rectos 
E) 2 rectos y 6 rectos 


RESOLUCIÓN : 
I 


E 


Hr 
* En los triedros : (R = 909) 


* Luego : 
D 2R<A+B+C=<6R 
1d) 2m<A+E+D<ÓR Q 
ID) 2R<E+B+F<G6R 
IV) 2R<C+D+F<G6R 


8R<2(A+B+C+D+E+F)<24R 
> 4R<suma de x,diedros < 12R 


* Sumando: 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 16 : 


En un cubo las caras opuestas son ABCD y EFGH, 
siendo las aristas que las conectan 


AE, BF, CG, y DH. El ángulo que forman BE con 
AH mide. 

A)J30* B)45" C)60* 
RESOLUCIÓN : 

* El ángulo de cruce entre las aristas alabeadas 
BE y AH , es el mismo que forman BE y BG,(x), 
ya que BG//AH . 

* Trazamos además EG 
* Luego : 

BE=BG =EG , siendo 


D)75" EJ90” 


equilátero el 
ABEG > a=60" 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : ; 
En un cubo de un metro de arista, la distancia del 
centro de una cara a cualquiera de los vértices de la 
cara opuesta mide: 
A)óm  B)im C) /6/2m 
RESOLUCIÓN : 


D)J5/2m  Ej6m 


* Graficando : 


* Como AP=/2 


=> mp=E 


* Luego por el teorema 
de Pitágoras en -aMPO : 


PROBLEMA 18: 


Calcular el área total de un hexaedro regular, 
sabiendo que la distancia de uno de sus vértices al 
centro de una cara opuesta es de 2m . 

C)25m* 


AJ48m*  B)46m* 

RESOLUCIÓN : 
* Graficando ; 
* Del; 


D)J16m* 


2 
2 
* Por el teorema de Pitágoras co?) =2* 


* Efectuado, se obtiene : a =5 


* Se pide el área total, es decir; A=60*=0[5)> 16 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 19 : 


En un tetraedro de arista a; el área de la sección que 
produce un plano de simetría es: 


a?/3 a? J2 a?J/3 
4 4 2 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


2 
A) e E) 2a? 


B) C) D) 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [yaaa 
* Por el teorema de 


Pitágoras en el L.MNC: 


mES)-s) 


2 
E nt2 e 
B 
* Se pide el área: Acc=z a 27 Aa 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 20 : 


Hallar el área total de un tetraedro regular, siendo la 
suma de las longitudes de sus aristas 36cm . 


AJ36em* B) 6 l3em? C) 36 /3cm? 
RESOLUCIÓN : 
* Cada arista mide : 
96m _ 
* Luego 
2 
Stotal= as =a* /3 => Stotal =36/3cm? » 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 21 : 


Un tetraedro ABCS tiene sus aristas SA, SB y SC 
perpendiculares entre si y miden 4; 5 y 6 metros, 
respectivamente . Entonces , el volumen de tetraedro, 
en m?; será : 
A) 24 B) 30 C)20: 
RESOLUCIÓN : 
* Se tiene : , 
=> (área SEC) (AS) 


1(5x61,,. 


D) 40 


E) 48 


RE RPTA : “C” 
PROBLEMA 22 : 

Elárea total de un tetraedro es 36,/3 . Hallar la altura 
de una de su caras. (el tetraedro es regular) 


AAA A CLOPEDIA 2012 


A4)2/3/3  Bl3/2  C)3/3 
RESOLUCIÓN : 
* Por teoría : 


DJ6J3 EJ 6/2 


Asotal =a*J3 

—— 

> 36/3=a? /3 

> a=6 

* Luego: H=> 3 /3=8 3 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 23: 


En el gráfico A-— BCD es un tetraedro regular donde 
la distancia del baricentro G de la cara ACD a la cara 
BCD es 4 . si G, es baricentro de la cara BCD calcule 


E) 5/6 


* Piden: x 
* En el tetraedro regular 

* "AG, es perpendicular a la cara BCD 
* Se observa BA //G,G 

* Además como <1BG¡A-G,HG : 


PROBLEMA 24 : ] 
Hallar en que relación se encuentran las áreas de un 


_ Octaedro y un icosaedro, regulares, sabiendo que la 


Jens POLIEDROS 


arista del primero es el triple de la del segundo. 


15 20 18 10 12 
A) 7 cs + C) 5 D) 7 E) 5 
RESOLUCIÓN : 

“Octaedro regular” “Icosaedro regular” 

; Na 
* Se pide 2 Y/3 
A AocrTAEDRO — Ap 4 _18 
AICOSAEDRO — 9pa? J3 5 
4 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 25 : 


ABCDEF es un octaedro regular cuya arista mide a, 
entonces el segmento MN que une los centros de 
dos caras opuestas mide : 


yes Ea q 243 
2 


RESOLUCIÓN : 


ay6 


22 yl 


F 
* Por el téorema de Stewart, en el triángulo 
sombreado: 


pate, aV3 a? aJ3 ay3.ayJ3 qn 


¿4,3 a” ay3_ay3_ay3 


7 A REA. 
6 


* Efectuando : e 


* Luego : 
MN=2y= =9 2/0 = mn=2L0 


ña 2 Br 


PROBLEMA 26 : 

En el cubo ABCD — EFGH de arista “a” unidades, M 

es punto medio FG Y CMNBG = (P). Calcular AP 

(en u). 
a15 

cad 3 

RESOLUCIÓN : 


B) == o q 


D)aV7 E)aW5 


* AABG: por el teorema de Stewart : 


Ma /2)=a* (542)+00* (Fara) -G 42 52.02 


2 
> pat E PURA 
3 9 3 9 
2_(21-4) 2 2_17 2 _2 
ASE at>x* ge > A=5V17 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 27 : 
En un hexaedro regular ABCD — EFGH la arista mide 
“a” unidades. Se consideran las rectas L, y £, tal 
que: £, pasa por el vértice B y el centro de la cara 
ADHE, L, pasa por los centros de las caras EFGH y 
DCGH, entonces la distancia entre las rectas £, y L, 
es: 

AJal3 Bjalá C) al/3 


RESOLUCIÓN : 


a 
D)JaJ2a El [5 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 


av2/2 av2/2 


*BP y NQ se encuentran ubicados en planos 
paralelos. 
* La distancia entre dichos planos paralelos es la 


N 


distancia entre las rectas alabeadas BP y NQ. 

* La proyección de los planos paralelos sobre el 

plano diagonal ACGE es : EM//NC . 

* En el rectángulo ACGE, tenemos NH L EM» 

también: HN 1NC + 

AS E E EE ty 
la MNE : A AI Y > 3=3> r=— 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 28 : 


En un hexaedro regular ABCD - EFGH; por la 
diagonal BH pasa un plano que al interceptar al sólido 
limitado por el hexaedro determina una región 
poligonal de área mínima. 

Si la arista del hexaedro mide “a” unidades, 
entonces el área mínima es : 


a 246 ya ary6 a? 6 a?J6 arJ/6 
ala lol me A 
RESOLUCIÓN: . 


* La mínima distancia entre 
AE y BH es “h” , luego en EFGH : 
p=tE 


=BH(h)=aJ3x 2 «2 
ar Je 
2 


> ÁREA, 
> ÁREA ng 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 29 : 

En un hexaedro regular, la distancia entre los centros 
de dos caras adyacentes es ./2p - determine el 
volumen de dicho hexaedro . 


Ajám* B) 2/2 C)aJ2 
RESOLUCIÓN: 


D)6 EJ8 


* Por base media : AC=2/2 > AD=DC =2 
* Luego: V=2* =8 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 30 : 
Indique el valor de las siguientes proposiciones 
respecto del teorema de Euler : Si A=*%* de aristas ; : 
V = A de vértices: C = % de caras. 
1) El teorema de Euler enuncia la relación C+V=A+2 


II) La relación C+V=A+2 siempre se cumple para 
cualquier poliedro . 


III) Para algunos poliedros no convexos el teorema 
de Euler aún es válido. 

A)JVVV  B)VFV  C)FVF D)FFF 
RESOLUCIÓN : ; 

I) VERDADERA: efectivamente así es. 
II) FALSA : no siempre se cumple para cualquier 
poliedro, 


III) VERDADERA: ya que un ejemplo será, lo 
siguiente: 


E) FVF 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 31 : 


En el octaedro regular A-BCDE-F cuyas aristas idas 
a unidades, calcular la distancia entre los: puntos 


[05098 POLIEDROS 


medios de AD y BC- 
ay3 
2 


py a2 


* En ANAD ; por el 
teorema de la mediana : 


2 2 
Ear N 


2 2 
ay3 


> x= 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 32 : 

Indique verdadero o falso sobre las desigualdades. 
ID) Dos poliedros simétricos respecto de un punto 
congruentes . 
11) Todos los hexaedros tienen cuatro diagonales. 
HI) El poliedro conjugado de un icosaedro es un 
dodecaedro . , 
IV) Existe un poliedro que tiene 7 aristas . 


A) VFVF B)VFVV C)VFFF D)FVFV  EJFFVL 
RESOLUCIÓN : 
[) Según la propiedad fundamental : 
Dos figuras Simétricas son congruentes. 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
II) El hexaedro de caras triangulares tiene una 
diagonal. 
PROPOSICIÓN FALSA 
III) Se llaman poliedros conjugados a aquellos en 
que el número de caras de uno es igual al número 
de vértices del otro y viceversa. Según el teorema de 
Euler deben tener el mismo número de aristas. 
PROPOSICIÓN VERDADERA 
IV) La proposición es FALSA 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 33 : 
Si en un poliedro de n caras la suma de las medidas 
de los ángulos de sus caras es a, calcule la suma de 


las medidas de los ángulos determinados por dos 
caras consecutivas del poliedro polar y el primer 


poliedro. 
A) 180” —an B) 180'n-a C) 90"—an 
D) 90n-—a E) 180'n—a 


RESOLUCIÓN : 
* Si la suma de las medidas de los ángulos de sus 
caras es e, como tiene n caras el total será an. 
* Luego en el poliedro polar a su suplementario se 
cumple: 180” an 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 34 : 
En un poliedro regular de 30 aristas , cuya longitud 
mide £, calcule el área de la superficie poliédrica, si 
tiene el menor número de vértices . 
A) 4t?.J3 B) 5£? J3 e) 6? J5 
RESOLUCIÓN : 
* Existen dos poliedros regulares de 30 aristas cada 
una, el dodecaedro y el icosaedro regular. 
* De los cuales aquel que tiene el menor número de 
vértices es el icosaedro V= 12. 
* Se pide hallar el área total : 

S - 5a?/3 


*Pordato:a= £ 


> 59 =52 J3 


PROBLEMA 35 : 


En un prisma cuyo número de aristas básicas es m, 
calcule la suma de medidas de los ángulos diedros 
determinados por las caras laterales contiguas . 

A) 90"(m — 4) B) 180"(m-- 2) C) 90"(m - 1) 
D) 180'"m E) 90"(m — 3) 
RESOLUCIÓN : 


RPTA : “B” 


"“—m aristas en 
la base 

Trazamos un plano P que determina la sección recta 
del prisma en la cual su número de lados «nm» es 
igual al número de lados de la base del sólido por 
dato «m» y la suma de las medidas de sus ángulos 
es igual a la suma de las medidas de todos sus 
diedros laterales , es decir:180”(m-2) 

RPTA : “B” 
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PROBLEMA 36: 
En la figura, EM=3(AM)=6 y la medida del ángulo 
entre MP y el plano que contiene la base es 37”. Si 
maMPH=60", calcule el volumen del prisma regular 
ABCD — EFGH . B 


A)289  B)287 
RESOLUCIÓN : 


C)256  D)360 


E) 312 


* IXMEP; notable : 

Si ME = 6 >EP = 8 y MP = 10 

* IS MPP notable : 
SiMP=10=>HP=65 y MH =643 
* ESXMERH : a? =(5/3)? -6? > a? = 39 
* El volumen del prisma es : 


V = (39) > (8) V = 312,4 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 37 ; 


Calcule el volumen del poliedro que se obtiene al 
unir un vértice de: un “cubo con los centros de las 
caras que concurrenen el vértice opuesto, si la arista 
del cubo mide a .* 

AJa*/72 B)a*'12 C)a*24 D)at/8 E) a*/27 
RESOLUCI ÓN : 


A LN MO 
ON E E 
ay2 E n 


ay2 
2 
ad6 ay6 
$ == 20% ld 
A 
>h? = as] Jays REE: 
yy ST 3 
* Luego el volumen del sólido es : 
es ali 


* Simplificando : y= E 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 38 : 
Si A es el número de aristas , V es el número de 
vértices y C es el número de caras . ¿qué relación se 
cumple para un prisma? 
ada” Bj Az Y +2= c a 2++2c 

3 4 6.4 

PA : 


TEOREMA : 


En todo prisma su número total de caras es igual a 
la tercera parte de su número total de aristas más 
dos unidas. 


C: de caras. 
A: H de aristas. 
Se cumple: 


DEMOSTRACIÓN : 


Si la base es un polígono de «mn» lados nton: habrá 
«rm» vértices; por lo tanto el número to! al 


las 10529 POLIFEDROS 


EDICIONES RUBIÑNOS 
laterales es: A¿=n 


* Luego, el número total de aristas del sólido es : 
A=A,=A 
A=2n+n 
A = 3n 
e : 
A IN TL 
q (1) 


*Pero: C, =n3C,=2 
* Luego: C=C¿+C, 
C=n+2 


A rá 
== ó (C==4+= 


PROBLEMA 39: 


La base del tetraedro V-ABC está contenida en el 
plano P. Sea P* un plano no paralelo a P que intersecta 
al tetraedro en los puntos A'B* y C”. SiR, S y T son los 
puntos de intersección de AB y A'B' de BC y B'C' 
y de 'AC y A'C' respectivamente, entonces R, S y T. 
A) No están en P nien P*  B) Están en P y en P* 

C) Determinan un plano  D) Están en P” no en P* 
RESOLUCIÓN : 


RPTA : “C” 


* Debido a que los puntos deben estar en los dos 
planos , se deben encontrar en la intersección de 
dichos planos , es decir son colineales . 

RPTA :“B” 
PROBLEMA 40: 
Sean A y B los extremos de una de las aristas de un 
cubo y sea O el centro de dicho cubo. Entonces el 
coseno del ángulo AOB es : 
A)2/3 B)1/6 C)3/4 
RESOLUCIÓN : 


D)3/5 E)1/3 


* Sea a la longitud de la arista del cubo , entonces : 


OA = OB Sa 


* AAOB Por ley de cosenos : 
2 2 
a? = Es (242) a (+88 ooro 
2 2 2 2 
* Reduciendo la igualdad se obtiene : cos9 =5 
RPTA :“E” 
PROBLEMA 41 : 


En el cubo ABCD — EFGH de arista 5/5 se tiene el 
punto P que es el centro de la cara ABFE. Halle la 
distancia entre las rectas que contienen a PG y AE 
4J5 BJ3J5 DJ8  EJ10 

RESOLUCIÓN : 


0) J5 


* Piden calcular la distancia entre "2, y Pa  (d) 


* Proyectamos “21 y P2 en la cara EFGH 
* Luego : 


* En el Ex (notable 53/2) >d=5 

RPTA :“A” 
PROBLEMA 42 : 
Partiendo de un vértice de un paralelepípedo de 
dimensiones 6 ; 6 y 8m, se trazan las diagonales de 
dos caras vecinas y se unen los extremos de las 
diagonales trazadas. Entonces la mitad del área de 
la región formada por estas diagonales es : 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 
4) 2/41m? B) 6 J2m? C) 3 /4im? 
D)J6 J3m? E) 4 J6m? 


RESOLUCIÓN : 


* Nos piden : 


* Pero: Sapa e RA 
AD'=AB'=10m y D'B'=6/2m 
* E. D'OA (Teorema de Pitágoras) 
AO = /82m 
Srany = 6V41m*? 


*En (1): Sanz =3/41m* 

RPTA :*C” 
PROBLEMA 43 : 
En la figura , el cubo tiene lado 1 y el punto P se 
escoge de manera que el triángulo BPH tenga área 
mínima. El valor de esta área mínima es : 


WE ET 


1 
BR - 
HP 
C)/2-1 D 
1 
DJ A 


H 


RESOLUCIÓN : 
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* Sabemos : IS 
* Como BH=YJ3 (constante), A,., será mínimo 


cuando h sea la distancia entre pa y BH. Entonces 
proyectamos en la cara AEDH 


h : distancia entre pa y EH - 


h _ay2 
2 
* Reemplazando en (1) :/A,., = E 


RPTA : “A” 


CANA PCIA CAT 


62) Las caras de un poliedro convexo están 
limitadas por 6 triángulos, 4 pentágonos y 7 
cuadriláteros. Calcular su número de vértices. 

A) 15 B)J16 C)18 D) 22 E) 33 


Un poliedro tiene cinco caras pentagonales, 


tres triangulares y algunas cuadrangulares. Si dicho 
poliedro tiene setenta diagonales, calcular el número 
de vértices. 


AJ10 
63) En un poliedro de catorce caras, seis son 


cuadrangulares y las restantes son triangulares y 
pentagonales. Si la suma de los números de vértices 
y artistas del poliedro es 46, calcular el número de 
diagonales del poliedro. 

AJ45 B)J55 C)J65 D)70 E) 75 


(7) La figura muestra el paralelogramo ABCD, el 


cual es el resultado de desarrollar la superficie de 
un tetraedro regular. Si AC =24/7 , calcularla medida 
de la altura de dicho tetraedro 


B C 


B)12 C)15 D)17 E)J27 


A D 
ANS BWN7 Cj2/6/3  DJ2 ENG 


(03) Hallar elárea de la superficie del poliedro cuyos 
vértices son los puntos medios de todas las aristas 
de un cubo cuya arista mide “a”. 


A) a?(3+/3) Bji2a? -  C)4aiJ3 


y 


D)6a* (2+,/3) E) 4a?*(/3+3) 


(20) Se tiene un octaedro regular, ek área de la 


superficie del octaedro es 288/3 . Calcule el 
volumen de su correspondiente poliedro conjugado 
inscrito. 

A) 80 B) 81 €) 67 D) 64 
En el gráfico se muestra un dodecaedro regular. 
Calcular la medida del ángulo entre las rectas AB y 
EF- 


E) 66 


A) 36" B)54" D)30" E) 722 
03) En un hexaedro regular ABCD - EFGH, la 


distancia entre AC y DG es 2/3u. 

Calcular el volumen del poliedro conjugado inscrito 
en dicho hexaedro. 

A)J24u? B)36u?  C)48u* 
(7) Se tiene un tetraedro regular O - ABC en el cual 


se traza la altura OH. SiM es punto medio de OH , 
calcular m< MAC. 


C) 60? 


D)27u? E)54u* 


A) ArcSen [5] . BJ30" C)60* 
D) arecos|“2) EJa5” 


(Ty) En un tetraedro regular A- BCD de volumen 
2/6 ,G es el centro de gravedad de la cara ACD y M 
es punto medio de GC. Calcular la distancia entre 
AD y BM . 

aoi2 226 0/8 Dy2.J1O EJ 73 


(U) Se tiene un hexaedro regular ABCD - EFGH, 
en la cara ABCD se ubica un punto P, tal que 
m<DPC = 90". Si (PC)(PH)=12 y BC = 8342, 
calcular la distancia de P hacia HC. 
AJ6  BJ4  CW2 DW/3 
a Dos de las caras de un dodecaedro regular son 


los pentágonos ABCDE y DEFGH. Si AB = /5-1, 
calcular el área de la región triangular CFH. 


E)2 


EN — FOLIOS) 
AJ2/2  B)V5+1  C)3-/5  DJ2  EJ4 

(E) Un poliedro está limitado por pentágonos. Si 
las caras fueran triángulos, se necesitarían 20 caras 
más para que el número de aristas no varíe. Calcular 


el número inicial de caras. 
A)J15 B)J30 C)36 D)Ji2 E) 32 


¿Cuántas diagonales tiene un icosaedro regular 
y un dodecaedro regular? . Dar como respuesta la 
suma de dichos números. 

A)130 B)140 C)136 D)120 E)116 


Se tiene un tetraedro regular ABCD , M y N son 


puntos medios de AB y CD. La intersección de los 
planos que contienen a los triángulos ABN y DMC se 
interseca con la altura AH en P. Calcular la medida 
del ángulo entre BP y el plano que contiene a BCD. 


AjArecos| 2) B)AreTg[“2) C)ArcSen /2 


D)ArcCos (5) E)ArcSen El 


(10), Se tiene un icosaedro regular. Halle la medida 


del ángulo diedro determinado por dos caras 
adyacentes. 


A E 
C) ArcCos (- a D) arosen[*) 


E) ArcCos E 


(Ey) Se tiene un tetraedró regularV-ABC, con 


diámetro AC se traza una semicircunferencia 
perpendicular al plano que contiene al triángulo 
ABC y se ubica un punto PíPe a la 
semicircunferencia) de tal manera que al trazar una 
perpendicular PH sobre AC se cumple que 
AH = 2(HC) = 6. Calcular la distancia del punto P 
al plano AVC. 


ANIO  BWN2  CN3 DWG  EJ2J5 
(E) Con una plancha metálica cuya forma es la de 


un triángulo equilátero, se desea formar un tetraedro 
regular. ¿Qué altura debe tener este tetraedro regular, 
si el área de la superficie metálica es 6/3 ? 

Au BJ2  CjJ3  DJ2J6 ENG 


Dado un cubo ABCD - EFGH, Q y P son los 
centros de las caras DHGC y ABCD, respectivamente, 
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en HG y EL se ubican los puntos L y M, 
respectivamente. Si: GL =2(LH) = 4 y EM = 3(ML), 
calcular el área de la región triangular ETM, si 


PM EQ =1T). 
AJ2/6  BJ5  CJ65  DJ45  EJ3J2 
7) En un icosaedro regular P y Q son vértices 


opuestos, además EPD y DCI son dos de sus caras. 
Calcular la medida del ángulo entre las rectas QI y la 
que contiene a los centros de las caras APE y PCD. 


A)ArcSec(/13) B)AreCig(J7) 0J54* 
D)36* 


OA DIRIGIDA 


(A figura muestra a un hexaedro regular ABCD 
- EFGH. Si: AP = 7 y PC = 1, calcular PF. 


AJ4/5  BJ3/5 C/55 D)/47  ENX57 


(E figura muestra a un hexaedro regular 


ABCD-EFGH . Si M y N bisecan aBC y DC y 
OM=1 , calcule OF. 


N 
D)J8 
(05) El área total de un tetraedro regular es igual al 


área total de un octaedro regular de arista igual a 5, 
Calcule la medida de la arista del tetraedro regular. 


AJ5 BJ6  C)3/3 D)J4/2  E)5J/2 
Oah muestra a un tetraedro regular P-ABC. 
lle AM, si PG es altura, PM=MG y PB =2. 


AJá BJ6 C)J5 EJ10 
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e 
AN3 B)2 CW6  DIW/2 E)/3/2 
(03) Calcule el volumen del poliedro conjugado 
inscrito en su correspondiente octaedro regular, si 
el área de la superficie de éste último es 144/3. 
A)32 B)62  C)64  D)J58  E)28 
(Ob) En la figura: ABCD - EFGH es un hexaedro 
regular. Si AB = 4, calcule el área de la región 
sombreada siendo: 
O : Centro npDHGC 
O” : Centro del po 


D 
A)3/2/2 B)/2 C)2/2 DJ3/2  EJ4/2 
(Udse tiene un cubo ABCD-— EFGH, en Ag seubica 


el punto P, tal que: AP=/3 y mx APB = m<EPG 
Calcule BH. 


A)M(/3+2) B)/6 C)3(/2 +1) DJ2(/6 + 1) EJ6 


(CHA figura muestra a un tetraedro regular B - ACD, 


G es baricentro de la cara BCD. Calcule la distancia 
de Gala base ADC, si BC = 9. 


CJ J6 


AJ3  B)2 DJ2  EJ1 
(OD Dado un hexaedro regular ABCD-EFGH, si el 


segmento que une los puntos medios de EF y DH 
mide 9./6 , calcule el volumen del hexaedro. CE £l 
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A)36 BJ82 C)72 D)64  EJ46 


(0)En la figura: B - ADC es un tetraedro regular. 
Calcule «x», si py es altura. 


A)60”  B)75” 


O La figura muestra un hexaedro regular 


ABCD-EFGH. Si: (MR)(MQ)=4 y EM=1, calcule el 
área de la superficie lateral del hexaedro. 


C)jg0" D)120* E)76* 


A)25 B)36 C)100 DJ6(J/5-1) EJ6(J5 +1) 


En un tetraedro regular O - ABC se traza la altura 
OH, la cual interseca al segmento que tiene por 
extremos los puntos medios de 40 Y BC en el 


punto Q. Si QH = 2, calcule el área de la superficie 
total del tetraedro. 


A)86/3 B)88/3 C)90/3 DJ96/3 EJ94/3 


ÁdLa figura muestra a un octaedro regular 


M-ABCD-N; el área totales 600/3 , P y Q son puntos 
medios. Calcule la distancia de O a la región ABCD. 


B)J3 


Cj4 
(EA figura muestra a un tetraedro regular O-ABC, 
siendo G baricentro del AOBC. SiQA=18/J3 , 


AJ2 DJ6 E)J5 


EJ12./6 


BJ6/3  Cj6J/6  DJ5J6 
La figura muestra a un hexaedro regular 
ABCD-EFGH cuya área total es 600. CD es diámetro 


de la semicircunferencia que está contenida en la 
cara DHGC. Si: GQ = 2, calcule EP. 


AJ3J/6 


AJ12 BJ13 C)17 DJ)10/2 EJ12/2 


ío) La figura muestra a un tetraedro regular 


O-ABC, siendo G baricentro del AABC y GP = 2, 
Calcule el volumen del tetraedro O-ABC. 


AJ9/2 B)18 C)9 D)J9/3 EJ18/3 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
Aa 2001 
11)E [12)D)13)8 [12)0l15)1 [16)0l12)8 E8)8)19) 0/21 

39-002 0321B904(05 


OBJETIVO 2 NOTACIÓN : 
Reconocer las características principales de un Prisma pentagonal ABCDE - FGHIJ ; un prisma es 
prisma, como su área y volumen . nombrado según él número de lados que tenga 


su base, así tenemos por ejemplo, sila base tiene 
seis lados, se denomina prisma hexagonal. 


SECCIÓN TRANSVERSAL 


Es la sección plana determinada enel prisma 
por un plano paralelo asu base. 


SECCIÓN RECTA 


Es la sección determinada en el prisma por un plano 
perpendicular y secante a todas sus aristas 
laterales. 


Sección recta(SR) 


ES 


INTRODUCCION : 


Asícomo en la geometría plana es muy frecuente el 
uso de triángulos y cuadriláteros. También en la 
geometría del espacio hay sólidos cuyo estudio y 
aplicación a la realidad son muy frecuentes. Por 
ejemplo en las construcciones de las casas , edificios , 
etc. , es muy común ver las columnas de forma 
prismática o cilíndrica. También las paredes, los 
tanques de ciertas cisternas u otros objetos que son 
de nuestra utilidad. Con el presente capítulo 
conoceremos mejor a estas formas geométricas . 


PRISMA 


Un prisma es un poliedro en el cual, dos de sus caras 
son regiones -poligonales.congruentes y paralelos 
denominados bases y,el resto de caras son regiones 
paralelogramicas denominadas caras laterales. Las 
aristas comunes entre las caras laterales y la bases se N 
denominan aristas básicas y las aristas comunes entre En todo prisma se realizan los siguientes cálculos. 
las caras laterales se denominan aristas laterales, estas 

son paralelas y de igual longitud. ÁREA DE SUPERFICIE LATERAL (4,,) : 


suma de áreas de 
A caras al As1=(2Ps)0, 


2 P¿, : Perímetro de la sección recta. 
a, : Longitud de la arista lateral. 


AREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (A,;) 


Asr = Asz + 2(Asase) ¿bas ba ; E 


Arista Básica 
B/C 


Arista lateral 


VOLUMEN (VW) : 
V=(Abase )h 
h : longitud de la altura * 
V=(Asp )h 
As, : área de la sección recta . 
a, + longitud de la arista lateral . 
CLASIFICACIÓN 


Los prismas se clasifican según la inclinación de 
su base, en: 


PRISMA OBLICUO : 


Es aquel prisma cuyas aristas laterales no son 
perpendiculares a las bases . 


* En el gráfico, se tiene el prisma cuadrangular 
oblicuo ABCD - A'B'CD' 


se cumple: [<a] 
PRISMA RECTO : 


Es aquel prisma cuyas aristas laterales son 
perpendiculares a las bases . 


* En el gráfico, se tiene el prisma pentagonal recto 
ABCDE - A'B'C'D'E' 


se cumple: [az=A] 


ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL 


A 
2P,,,, : perímetro de la base . 
ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (4,,) : 
Asus + Área de la base . 
VOLUMEN (V): 
V=(Abase) hi 
h : longitud de la altura 
PARALELEPÍPEDO : 


Es aquel prisma cuya bases son regiones 
paralelográmicas . 


PARALELEPÍPEDO RECTANGULAR 
RECTOEDRO U OKRTOEDRO 


Es aquel Paralelepípedo cuyas caras son regiones 
rectangulares. 


a,b,c dimensiones del paralelepípedo rectangular. 
Tiene cuatro diagonales , las cuales son 
concurrentes y de igual longitud . 


B=a+b+c0 
ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (A,,) 2 
VOLUMEN (V) : 
V=abc 
PRISMA REGULAR 


Es aquel prisma recto cuyas bases son regiones 
poligonales regulares. D 
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* En la figura, se muestra un prisma hexagonal 
regular ABCDEF — AB'CD'EF 
a=h 

Para construir cajas cúbicas , hexagonales , para 
empaquetado de artefactos, es necesario realizar el 
diseño sobre una plancha de cartón y luego realizar 
el corte correspondiente , tal como se muestra en la 


TRONCO DE PRISMA 


Es una porción de prisma comprendida entre una 

de sus bases y un plano no paralelo a las bases 

secante a todas sus aristas laterales. 

TRONCO DE PRISMA TRIANGULAR 
OBLICUO 


Es aquel determinado en un prisma triangular. 


En el gráfico,.se tiene el tronco de prisma ABC- A'B'C* 
VOLUMEN (V) : 


Berto) a+b+e 
3 


Y=Anc)| ys (As) 


VOLUMEN DE UN TRONCO DE 
PRISMA RECTO TRIANGULAR 


El volumen de un tronco de prisma recto de base 
triangular se calcula multiplicando el área de la base 
por el promedio de las longitudes de sus aristas. 


VOLUMEN DE UN TRONCO DE 
PRISMA OBLICUO TRIANGULAR 


El volumen de un tronco oblicuo de base triangular 
se obtiene al multiplicar el área de su base por el 
promedio de las longitudes de sus alturas . 


DN AN LTC 


Y 


V=A ase) 8 


POSTULADO DE 
BUENAVENTURA CAVALIERI 


Si dos sólidos tienen sus bases en dos planos paralelos 
y sus secciones con todo plano paralelo a los planos de 
sus bases , tienen áreas iguales , entonces los dos 
sólidos tienen el mismo volumen. 


EDICIONES RUBIÑOS (100305 


P y R son planos paralelos y son tales que las 
secciones producidas en ellos por cualquier plano 
Q paralelo a P y R y tienen areas $, y S, iguales 
DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
DEL PRISMA RECTO 


15 


H=a 


El área lateral de un prisma recto es igual al producto 
del perímetro de su base por la altura del prisma. 


AREA LATERAL=2P,,.. x H 


donde : 
2P ,,,, perímetro de la base 

HA = altura . 
DEMOSTRACION : 
* El área lateral del prisma es igual al área del 
rectángulo obtenido en el desarrollo : 

- AL=(m+£l +0)xH 
donde m +4 + = perímetro de la base siendo la 
altura igual a la arista lateral . 
AL =2P base Xx H 


PROPLEDADES GENERALES DE 
LOS PARALELEPIPEDOS 


1) Como las caras opuestas de un paralelepípedo 
son paralelogramos que tienen sus lados iguales y 
paralelos dos a dos , dichas caras son iguales y 
paralelas . 

II) Las diagonales de un paralelepípedo se cortan 
en su punto medio . 

HI) cualquier plano diagonal que se tome es un 
paralelogramo y como sus diagonales son las 


mismas que la del paralelepípedo dichas diagonales 
del paralelepípedo se cortan en su punto medio. 


TEOREMA 2 


El volumen de un tronco de prisma recto es igual al 
área de la base multiplicado por el promedio de las 
aristas del tronco 


(a+b+c) 


* Sabemos que V=B x EJE 
=>V=B X Ho...... (1) 
* Calculo de H en el trapecio sombreado H es 


mediana 1,a+H-_b0 


H=- ——= 
2! 2 6 2 ) 
> 4H=a+H+b+e 
>BH=(a+b+0c)/3 


“ERTS 
(a+b+c) 


3 
ANTIPRISMAS 


Cuando las bases las unimos con triángulos y no 
con paralelogramos, las figuras que obtenemos se 
llaman antiprismas. En la figura adjunta tienes un 
antiprisma pentagonal. 


V=B 


En estos cuerpos, los polígonos de las bases son 
también paralelos e iguales, pero uno está girado 
respecto al otro (cuando los polígonos son regulares 
el vértice de uno se corresponde con el punto medio 
del lado del otro). Para dibujarlos tienes que unir 
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cada vértice del polígono de arriba con dos vértices 
consecutivos del polígono de abajo, de manera que 
las aristas no se entrecrucen. 

NOTA : : 

Muchas cajas de carión tienen a menudo forma de 
cuboides. En la figura tienes la caja de un carrete de 
fotos. Se fabrican planas y después se pliegan. Con 
una malla de puntos cuadrada, corta y construye una 
caja como ésta, 


PROBLEMA 1 : 

En un paralelepípedo rectangular su diagonal 
mide 104 y forma un ángulo que mide 45% con 
la base y un ángulo que mide 30? con una cara 
lateral, entonces el volumen (en u3) del sólido 
limitado por “el paralelepípedo . 
A)50J2 B)75J2 C)100/2 DJ12/2 
RESOLUCIÓN : 

* Después de graficar se : e que el volumen, 
será: 


E) 125/2 


v=(01666 13) y 
>V=I25J2 


rats: RPTA : “E” 
PROBLEMA 2 : 
En un paralelepípedo rectangular las diagonales 
de las caras miden /34, J58,y J74cm. 

El volumen del paralelepípedo, en mi, será: 


4)10,5x10* B)1,05x10*% C)1,05x10* DoS x10* 
RESOLUCIÓN : 
* Llamando x, y, z las longitudes del A 


Ya 8 in. (111) 
2x? + 2y?+22?*=166 
Saya cinc (1V) 


* Reemplazando (1) en (UV) : 
34+22=83 > 2=7 v x=6 y y=3 
* Con la que el volumen, será: 
V=(5)(3)(7)=105 em* 
> V=105x(10*m)*=1,05x10*m 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 3 : 


Con relación a una caja rectangular, el área del fondo, 
del frente y del lado; es 32cm?, 24cm? y 12cm*? 
respectivamente . Calcular el volumen de la caja . 
A)84cm* B)96 C)105 D)J120 E) 140 
RESOLUCIÓN : 


* Datos : 


» área (ABCD)=32 em? 
» área (AEHD)=24 cm? 
» área (DHGC)=12 cm? 
* Indicando las dimensiones de la caja por a, b y e, 
tenemos: volumen pedido : V= abc 
* Con los datos : 
área (ABCD)=ab=32 
área (AEHD)=ac=24 , 
área (DHGC)=bc=12 


* Al multiplicar, obtenemos : albie= 2eÑan. 


> abc = 16x2x24x12 
=R V=/16x24? =4x24=96 


PROBLEMA 4: 


En un prisma regular ABCD - MNLR, la diagonal 
mide d y la arista básica mide a . Calcule el área 
mínima de la región PBR(P e MA) 


RPTA : “B” 


4 aa Ze B) ade az maz 
RESOLUCIÓN : 


* ES PHR : 7 


x? =(d/2)? +h? >h? = 5 


>h? = EAN h-5 =1-22 


* El área mímima de la región cn PBR es: 
S-=24 ae 
sl 57)>S- 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Calcule el área de la superficie lateral de un tronco 
de prisma triangular oblicuo, si la sección recta es 
regular, cuyo lado mide 3 u, y la suma de longitudes 
de las aristas laterales es 15 u. 
B) 45u* B) 45u* C) 15u* D)60u* E) 75 u* 
RESOLUCIÓN : 


* Piden: ASL,, =? 
*Dato:a+b+c=15 


AS a oa 
>ASLpp = 3(a + b + c) >ASL;,p = = 4514 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 6: 


Calcule el volumen del prisma triangular, si el área 
de una de sus caras laterales es 50 y la distancia de 
la arista opuesta a dicha cara lateral es 3. 

E) 72 


A)60  B)66  C)68 
RESOLUCIÓN : 


D) 75 


* Piden: V, =2? 


Y, == ab 
dd 


*Dato:ab=530 => V,=75 
ES pad 
PROBLEMA 7 : 

Por los vértices de un triángulo equilátero ABC se 


trazan AD, BE y CF, perpendicular al plano que 
CF AD BE 


contiene a dicho triángulo. Si BE E dr 
calcule el volumen del tetraedro DEFB . 

A) 3/3 B)4J/3  Cl4J2  D)4J3 E) 2,3 
RESOLUCIÓN : 


D. 
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* Piden: Voy =? = Y, 


> Y. = Vanc-ner — VABc-DBF 


43 (8+10+ 6) PB(8:10:0) 
VE AE A A A 
pei 4 3 4 3 
> V, =243 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 8 : 

En un prisma cuadrangular regular ABCD-A'B'C'D*, 
de volumen V , la línea descrita por el menor 
recorrido de 4' a B sobre la superficie lateral interseca 
a DD' y CC' enM y N respectivamente. En AA" se 
ubica P, tal que AP=2(PA”). Calcule el volumen del 
sólido BCNPMD”. 


D3Y EJ y 


Vv VÁ 
A) A B) 5 C) 4 


Y 
3 


RESOLUCIÓN : 


* Por 4SN: MD'=/ y NC =21 
_=>PM//AD' 
* Piden: Vocwpun = Y, =? 


Y, = AE = BxH 
al  al£ 
SI Vi = EA = me rd A) 


ñ Dato > Vasco -amco= Va*(3R) 

: OE TA Vv 

ZE =>atl ===> Ver ==— 

Pape A 

MSIE É RPTA: “B” 


(so: EN" AN CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 9: 


En un triángulo ABC se traza AM y BN, 
perpendiculares al plano que contiene a dicho 
triángulo y en el mismo semiespacio. Si BN=2(MA) 
y S es punto medio de MC, calcule la razón de 
volúmenes de los sólidos MSBN y ABCM. 

A)J1 B)2/3  C)1/4 D)1/2  E)1/3 


RESOLUCIÓN : N 


a (Min+4n)_,(2n+n+0) 


v, 

4 
Y, == An 
MSBN — 3 

1 4 
V, =—24AX2n =— An 
ABCM 3 3 
>R=1 

RPTA : “A” 


PROBLEMA 10 : 


La proyección de la diagonal de un paralelepípedo 
rectangular sobre el plano de la base mide 25 cm; 
si una de las aristas de la base es de 13 cm y el 
ángulo que la diagonal forma con el plano de la 
base, tal como se muestra en la figura, es de 30", 
¿cuanto mide la otra arista y la altura del 
paralelepípedo ?. 


E) 25/2 ' : | 
RESOLUCIÓN : : ] 


*EnelL.4' BC: 
x2+15%+= 25? > x=20 
* Luego en-el L.A4' B (de L-.30* y 60”) se tendrá 


que: 
4/25 2543 
V3=25> y=%%=> y= 
y ES 5 3 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 11 : 
La base de un prisma regular es un triángulo 

equilátero cuya área es de 16 /3cm2. Siendo el 

área lateral del prisma de 240 cm? , hallar el 

volumen del prisma . 

A) 120cm* B)200 C)140  D)160/3 

RESOLUCIÓN : 

* Por dato del problema se sabe : 
S=16/3 


> LS 165 >L=8 


E) 180 


* Además : 
A,= 240 cm? 


> 3Lxh=240 > A 
3(8) 


* Se pide : 
=Sxh = 16/3 x10=160/3cm* 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 12 : 


Las dimensiones de un rectoedro son 7cm, 6cm y 
5 cm. Hallaf el volumen del rectoedro . 


A) 220 em* B) 215 em? C) 210 em? 
D) 212 cm? E) 200 em? 
RESOLUCIÓN : 

* Por fórmula: 


V=(largo) (ancho) (altura) 
>V=7cm x 6cm x 5em 
> V=210 cm? 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 13 : 
Las dimensiones de un paralelepípedo rectangular 
son 2x,xyx,elárea de su superficie total es igual 
a 160 em” . hallar el valor de “x”. 


AJlem B)2em C)3em D)4em E)5cm 

RESOLUCIÓN : 

* La superficie total esta dada por : 
Asgp=2(2xxx+2xxxa+xa xx) 


> Agy=10x? 
* Pero por dato : 


Asy=160 

> 101?=160 > x=4 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 14 : 


Calcular el área de la superficie total paralelepípedo 
rectangular . Sabiendo que sus dimensiones están 
en progresión aritmética de razón 4 y su diagonal 


mide 5/11- : > 
A)420 B)454 C)480 D)492 E)512 
RESOLUCIÓN : 


* Piden: 4A,, =2(ab + bc + ac) 


* Por dato las dimensiones están en progresión 
aritmética de razón 4 . 


b=a+4; c=a-4 
* Además: 
d=(5/11)?=a*+(a+ 4)P+ (a-4)? 
* Operando a =9 


>b=13 y c=5 
* Reemplazando: 
As. 
q = 454 
ES al 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 15: 


Dado un prisma recto, cuya base es un hexágono 
regular inscrito en un círculo de 8m de radio y cuya 
altura es igual al diámetro del círculo. Calcular V/A 
en metros, donde A es el área lateral y V es el volumen 
del prisma. 


E 
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8)12/3 y 23 C) pa DJ/3 EJ 
RESOLUCIÓN : : 

* Se pide: 

VOLUMEN DEL PRISMA ÁREA LATERAL 


eE juas 


A AE 
A  6(16x8) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 16 : 


En u prisma triangular regular cuya altura mide 8 y el 
desarrollo de su superficie lateral es una región 
rectangular cuya diagonal mide 16 . Entonces, el 
volumen del sólido limitado por el prisma, es: 


125 
4) 24,/3 B) 25.J3 CI V3 
E 1/3 


RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de pítagoras, en el triángulo 
sombreado: 16*=8*+(3a)* 


* Operando : 8/3 
* Se desea: z 
8/3)2/3 128/3 
V=| — | x8= —_— 
3 4 3 
RPTA : “D” 
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PROBLEMA 17 : 


El volumen de agua contenido en el sólido mostrado 
en la figura , es ; 


A) 300 
B) 240 
C) 225 
D) 210 T 
E) 180 


RESOLUCIÓN : 
* El sólido dado, equivale a: 


* Luego, el volumen: 


V= Voriema + Vparatelepípedo 


y=(* 5Jx10 + 6x10Xx3=240 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 18 : 


El gráfico representa la isometría de un sólido. Halle 
su volumen. 2 


, SÉ 
IS 
li IÍCOXSKE 


RESOLUCIÓN : 


* Luego de juntar adecuadamente las piezas , el 
sólido equivalente será: 


V pedido =V paralelepípedo — Vsombreado 
> Veetiao= 4X2%4 —H(2) 22) 
RPTA: “A” 


[ana 
PROBLEMA 19 : 

Un tronco de prisma triangular recto tiene por aristas 
básicas a segmentos cuyas longitudes son 8 ; 12 y 
6u. Las aristas laterales opuestas a estos lados miden 
15; 5 y 10u respectivamente, halle el área lateral 
del tronco. : 
A) 2204* B)250  C)270 
RESOLUCIÓN : 


* De la figura : 


D)3000 E) 320 


A=2510+10)+5 (10+5)+2(6+15) 


>A, = 6 x25 + 4 x15 +3 x20 =270 
RPTA:“C” 

PROBLEMA 20 : 

En un triángulo equilátero ABC de lado V3m se 

levanta en A y en B, segmentos AE=2m y BF=6m, 

ambos perpendiculares al plano ABC . 

Hallar el volumen del sólido ABCEF 

A)2/8m* B)3m* C)2m* . D)4m* 

RESOLUCIÓN : 

* El sólido ABCEF es un tronco de prisma recto. 

* El volumen pedido, será : 


E) 8m* 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 21 : 
Un tronco de prisma recto cuya base es cuadrado 


ABCD de lado Im , se levantan perpendicularmente 
al plano de su base las cuales miden: 

AE= 3m; BF= 10m CG= 9m y DH= xm . Calcular el 
volumen del tronco de prisma. (en m?). 

A) 36 B) 27 C) 18 D)J6 E) 12 


RESOLUCIÓN : 


* Por la propiedad de la base media en el trapecio 
AEGC : P 


* Luego, el volumen del tronco de prisma es: 
v=l; (3+10+2) +, (10+9+2) =6 
2 3 2 2 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 22 : 
Una batea de 10 pies de largo y sección trapecial 
isósceles de altura 2 pies, base inferior 2 pies y base 
superior 3 pies. Se vierte agua en la batea a una razón 
constante . Cuando el volumen del agua es de 45/2 
pies?*. ¿A que altura de la base se encuentra el agua? 
A)J2/3 B)1l4 C)J38/2 D)J1/2 E)1 
RESOLUCIÓN : 


* Incógnita : x 


* El volumen de agua ( Prisma recto de base trapecial 
y altura 10 pies) q a 
A(10)=— > A=— 
(10) a 


* Con el gráfico de la base 
* Por semejanza : 
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x 9 
A=(2+2n+2)-== 
f 5 4 


> 4(2+n)x=9 > 4(2+5)- =9>x*=1 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 23 : 
La base de un paralelepípedo recto es un rombo, 


cuya área es igual a S . Las áreas de las secciones 
diagonales son iguales a $, y S,. Hallase el volumen 


ám 
eS 
del paralelepípedo. — - h—10m She Em 
RESOLUCIÓN : * Fig.(1) : tronco de prisma recto: 
* D y d son diagonales de las bases; h es altura: TL+MN 
* El volumen : V.=Srwou (5) 


ee. v,=(10/10 2? =160m* 


* Fig.(2) : tronco de prisma recto: 


V.=Sygso (1022) > y,=00910[%>)=200m" 


* Fig.(3) : paralelepípedo rectangular: 


* Con los datos: área de la base: V*=(RTMTVMET) > V*=(5)(10)(6)=300m* 
Ps 747) * Se pide : 
. 2 Viotar =V¡+V2+Vs 
* Areas de las secciones diagonales: > V, ¿1 =150m* + 300m* +200mm*=650m* 
0 

dh=S prrmerrrrrannaano am) RPTA : “A” 
DA SS pencrnranicnionnos (Av) PROBLEMA 25 : 

* Multiplicando (11) y (11) y. (AV) : En la figura se representa una pieza metálica que 

(Dan)? forma parte de una máquina. ¿Cuál es el volumen 

a SS,S, > Ddh=./2(S5,S,) de dicha pieza?. 


1lemlem 2cm 


*En(): y= [55,5a 


PROBLEMA 24 : dl Ji 
Una piscina de 10 metros de ancho tiene la sección 1h a , 
HA4cm_—+ 


longitudinal que se muestra en la figura . La cantidad 

de agua necesaria para llenarla , es : 

Vista frontal y de arriba 
A) 32cm* B) 16 C) 24 D) 64 
RESOLUCIÓN : 


* Construyendo : | 


10m 5m ó5m 


do 


A) 650m* B) 600m* C)700m* D) 800m* T 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 


rectangulares : 
V, = (2) (2) (4)= 16cm* 
* V¿= (1) (4) (3)= 12cm* 
V,¿= (1) (4) (1)= 4cm? 
*Se pide: V,+V,+V,= 16+4+12= 32cm” 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 


En un prisma oblicuo triangular el área de una cara 
lateral ABCD es 5p?, el área de la base es 12p?. 
Sabiendo que las aristas laterales están inclinados 
60” respecto a la base y tiene longitud 4u . Halle la 
distancia de la arista opuesta a la cara ABCD (en pu). 


mm en +3 Pa 48/3 


B) 5 


) 


EE o) sa e 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : B 


5 
* Por dato : (a) (4)=5 > qe 
*Luego del volumen : 
12(2/3)=Sp(4) => 24/3 ==) 


48/3 
5 
RPTA : “E” 


2 24/33 (4) > vb 


PROBLEMA 27 : 


En el tronco de prisma regular ABCDEF - AGHIJF , 
AF=L, EJ = a, la base regular es AGHIJ . Halle el 
volumen del sólido limitado por el tronco de prisma. 


3 
A) aL? /3 BJGUÉ Ja C)3al2J3 
RESOLUCIÓN : 


* Luego de sumar los volúmenes de los troncos de 
bases triangulares, resultará : 


y=s(5)+ E as (52) 


3 3 3 

> V= 6aSccnonc. (1) 

* Pero 

123 
E an 
2 
* Luego (1) en (1) : v=6 283 1? J3 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 28 : 

Se tiene un prisma oblicuo ABC-DEF, tal que la 
proyección de B sobre la base opuesta es F; el ángulo 
determinado por AD Y BC mide 53, AB=EF, 
m<aBCA=45". y FC=10 . Calcule el volumen de 
dicho prisma . 

A)144 B)169 C)100 D)200 E) 156 
RESOLUCIÓN : 


Piden: V, =?=BxH E 

* Como: BE//AD y EF//BC 
=>m<BEF :ma<+ AD y BC=53* 

* 1, (37 y 53): BF =8 y EF = 6 = AB 


Va = ns x8 
>/V, = 144 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 29 : 
En un prisma recto ABCD-EFGH, 


m<CBA=m<BAD=90",M es punto medio de 4p y 
el ángulo determinado por GM y FE mide 60”. Se 
ubica Pen CG y se traza PQ perpendicular a la cara 
HDAE, PQ=4, HO=0E y BC=2 . Calcule el volumen 
del prisma. 

AJ13/2  B)24/2 


RESOLUCIÓN : 


C)12/2 D)28/2 E)24/3 
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Piden : 


PQ =GT=4>TL =LG = 2 
m< MLI=90"(T:3 Ls). 
* EXMLG (30* y 60"): 
ML = 2/3 => MT = 2/2 


* AEQH : 
Isósceles >El = IH = 2 


Ve - 212 x4x242 > Vy = 24/2 
RPTA : “B” 


(ODsi un prisma tiene 39 aristas, ¿cuántas caras 
tiene? > 

A)J13 B)i0  C)14  D)15  EJ26 

((2)De las siguientes proposiciones: 

I) El número. de aristas de un prisma n-gonal es 3n. 
11) El número de caras de un prisma de 60 vértices 
es 32. 

111) El desarrollo de la superficie lateral de un 
prisma cuadrangular regular es una región 
cuadrada. Es (son) verdadera(s): 


A) Sólo 1 B) Sólo II 
D)Iy ug E) Todas 


C) Sólo 111 


(Od)se tiene un prisma recto de base rectangular, 
en donde; C = Número de caras 
A = Número de aristas 
Y = Número de vértices 
Calcular: g=%C — 

Q(A-V) 


1 2 
D) 3 E) 3 : 
(OB Calcular el área lateral de un prisma 
cuadrangular regular, si su arista básica mide 2 y su 
arista lateral 8. 
A) 64 B)32 Cj 16 D)128 E) 81 


(63)Un recipiente de forma cúbica contiene 14m* 


de agua; al introducir un cubo macizo de hierro, cuya 
arista es la mitad de la de aquel, el agua se eleva 
hasta enrasar al recipiente. Calcular el volumen del 
cubo macizo de hierro. 


A)1im*? B)2m*? C) Y14m?* B)4m? E)6m* 
(08) Desarrollo del área lateral de un cubo es un 


rectángulo de diagonal igual a /77 . Calcular el 
volumen del cubo, 


AJ1 BS C)2 DNI ENZ 


A) 1 B)2 C)3 


Ó7se tiene un cubo cuya arista mide £. Hallar la 


distancia del centro de una cara a cualquiera de los 
vértices de la cara opuesta. 
LJ5 


LJG6 +, LJ3  LJ2 

A) BJ C)—= D)_— 

y 2 y 2 , 2 e 2 
Se tiene un prisma regular cuya altura es 
congruente con la arista básica. Calcular el número 
de lados de la base del prisma, si su área total y lateral 
están en relación de 3 a 2. 
AJ3 B)4 C)5 DJ6 E)J8 
69) En un prisma, cuya base tiene «n» lados, hallar 
la suma de medidas de sus diedros. 
A)360%n B)360'(n -2) C)180'n D)360"(n-1)E)180"(n-1) 
(1) Calcular el volumen de un prisma triangular 


regular, si todas sus aristas son congruentes y suman 
18. 


AMS BJ3 C)2/3 D)3/3 EJ4V3 
(E) Calcular el área de la superficie total de un 


prisma cuadrangular regular tal que el desarrollo de 
su superficie lateral es un cuadrado cuya diagonal 


mide 4/2. 
AJ16 B)17 Cj18 D)J19 B)20 

Tres caras de una caja rectangular tienen áreas 
iguales de 49; 64 y 9cm?. Calcular el volumen de la 


5L 
E) z 


caja. 
A) 168 cm* B) 126 em? C) 120 em? 
D) 324 em* E) 343 em? 


ÁS) Las dimensiones de un paralelepípedo 


EDICIONES RUBINOS lle Sen 


rectangular son enteros y consecutivos. Calcular su 
volumen, si su área es 214. 
A) 60 B)180  C)120. 


(E) En la figura se muestra a un rectoedro, en 


donde: BM=5, EH=10, AE=12 y m<CMB=m<MHE 
Calcular su volumen. * 


DJ210  E)336 


A)1620 B)1920 C)3240  D)2520 E)1960 


43) Se tiene el prisma recto ABC - DEF, en donde M 
es punto medio de AC y AB=2(FM). Calcular la 
medida del ángulo que determinan FM Y DE 
A)J30" B)37 C)45"” D)53”  E)60* 


(To) Se tiene el prisma recto ABC —- DEF, en donde 


AB =AD =AC. En BC se ubica el punto M, de modo 
que: AM=3/2,BM = 1 y CM = 7. Calcular el 
volumen del prisma. 

AJ15 B) 30 C)45 


D) 60 E) 90 


(Es) Un prisma recto de 10cm de altura tiene por 


base a una región limitada por un cuadrilátero 
inscriptible en el cual al trazar una diagonal se forma 
un triángulo equilátero de lado 12cm y otro isósceles. 
Calcular el volumen del prisma. 


AJ480/2cn?  BJ480/6cm*  C)480/3cm* 
D)160/5cm?  E)320/3cm* 


(E) Se desea calcular el volumen del prisma regular 
mostrado, sj: AP 1 CN y AB=2. 


P 
AJ2/6 BJ3J/5 C)4/7  D)J3/3 EJJG 


En el prisma recto ABC-MNP : AC=PC y 
m< ACB=90". Hallar su volumen, si su área lateral 


es $ y su área básica es A. 
pe yo ga ys Pd 


7) Se tiene un prisma regular triangular cuya arista 


lateral mide 8 y la diagonal del desarrollo de la 
superficie lateral es 10. Calcular el área de la superficie 
total y su volumen (en ese orden). 


A) 48;8/3  B)48;6/2  C) 36; 8/3 
D)45;6/2  E)48; 16./3 


(a) Calcule el volumen de un prisma oblicuo, si la 
sección recta es un triángulo circunscrito a un círculo 
de 3 m de radio y el área lateral del sólido es 28 m?. 
A)42m* B)44m* C)32m* D)21Im* E)84m* 


En un prisma oblicuo ABCD - EFGH, G es la 


proyección del centro del cuadrado ABCD cuyo lado 
mide “a”. Si FBDH es un cuadrado, halle el volumen 
de dicho prisma. 


A A 


63) En un prisma ABC - A'B*C* de base regular, la 


arista básica mide “a” y la arista lateral mide “b”. La 
arista lateral forma con las aristas básicas 45”, Halle 
el volumen de dicho prisma. 


a?b ab? a?b 
Liz ABE OE 
eS 2 ? 3 ) 3 


a? E)2/6a* 


62 Determinar el volumen de un prisma regular 
triangular, tal que las diagonales de dos caras 
laterales se cruzan ortogonalmente y cuya longitud 
de éstas es J6u. 


A)J2/6u* B)6u* ys 


ENT u? 


(03) En un paralelepipedo rectangular, calcular la 


suma de las medidas de las caras de un ángulo 
triedro, cuyo vértice es uno de los vértices del 
paralelepípedo y sus aristas son las diagonales de 
las caras que concurren en dicho vértice. 

A) 360? B) 90" C) 180* D)270* E) 120* 


06) Se tiene un prisma regular 
ABCDEF - A'B'C'*D'E”F”, del cual se desea calcular 
su volumen, si el área de la región A'CE' es” 20/3 y 
el diedro determinado por dicha región y la base del 
prisma mide 53”. 

AJ96/3  BJ192 C)192/3 DJ380/3 - EJ300/3 


(7y) Calcule el volumen de un prisma triangular 
oblicuo, sabiendo que su altura es de 10 m. El área 
de la sección recta es de 120 m” y el diedro que forma 
la base del prisma con la sección recta es 60”. 


D)246 u*? 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [ja (ya 


B) 2400 m? C) 4 800 m* 


E) 2400/3 m* 

(7) En un prisma regular ABC — A'B'C” se ubican 
los puntos medios M y N de AC Y CB' 
respectivamente, tal que MB y NA se intersecan 
en R v la m<ARB=53”. Calcule el volumen de 
dicho prisma, si su arista mide /16 . 

AJ9 B)9/11  C)/11  D)3/11 EJ6J11 
69) Un prisma oblicuo tiene por sección recta un 


trapecio rectángulo cuyas bases miden 2 y 6 m, la 
altura mide 3 mm, la arista lateral mide 6 m y la altura 
del prisma mide 4 m. Calcule el área total del prisma. 
A) 140 m* B) 162 m? C) 132 m* 
D) 66 m* E) 264 m* 


A)2700m* 
D) 120043 m*? 


(ÁO) Calcule el volumen de un paralelepípedo 


rectangular, si su diagonal mide 10 y forma un 
ángulo que mide 45” con la base y un ángulo que 
mide 30” con una cara lateral. 


AJ250/2 B)75/2 C)100/2 DJ125/2 E)125 


(Es) En el hexaedro ABCD - EFGH de arista “a”; M, 


N, P y Q son puntos medios de las aristas. O, y O, 
son centros de las caras. El área lateral del prisma 
oblicuo es: B N 


a? pe a? «3 a? 
AG (1428) BJ V85) O (2+ 48) 


a? E ) RA 
DJS +45 , EJ (1+2/5) 
a En un prisma regular ABCDEF — GHIJKL, la 
región CKG tiene 20/3 m? de área, GKy IL: se 


intersecan en 7. Si: 3(CI) = 4(1T) Calcule el volumen 
del prisma (en m? ), 


AJ192/3 B)191/3 
D)182./3 E)172/3 
(E) En un prisma triangular regular ABC—A'B'C' en 
el cual todas sus aristas son congruentes, se ubica 


C)193/3 


.AJ74? 


un punto D en la prolongación de AB, de modo 
que: AD = 2(BD). Halle la medida del ángulo diedro 
determinado por la base ABC y el plano que pasa 
por D, B” y el punto medio de AC. 


ajarere[ ($3) B)ArcTg (2 23) ciarere( 2) 
DJarerg|s 1) ejarerg( PE) 


E) En un prisma recto la altura mide 1 y la base es 
un rombo cuyo perímetro es 8 y tiene un ángulo de 
30? de medida. Por una arista de la base se traza un 
plano secante que forma un ángulo de 60* con la 
base determinando así una sección cuya área es (en 
u?): 
Es 3 6 5 

AJ2/3  BJgVS CIZVS DIZJ3 EJGJ3 
Á3)La figura muestra a un prisma recto 
cuadrangular regular, lleno de agua. Dicho prisma 
se inclina "g" apoyándose en una arista básica. 
Sabiendo que el volumen del líquido derramado es 


/3/4 del recipiente, calcule «e. 


Ll 


a Ts 
a 


B)75" C)30* D)60*” E)J45* 


o) En un prisma la medida del diedro determinado 


por su base y la sección recta mide "a". Halle la 
medida del ángulo entre la arista lateral y la base del 
prisma. 


AJIP+a B)J90"-—2a c)90-Za 
D)90-a EJ90' += 


11) Cl12)413)0120D/15)E 116)0)17)CH8)E19)D|20)4 
1)4/2)8 [3)E| 4)D[5)0]6)€ 12)B|8)0 [9)€/10)0)] 
1nelt2)alrs 8 (20815) [16)0 


EDICIONES RUBINOS 


OBJETIVO : 


Conocer como se genera , un cílindro , así como el 
calculo de su área y volumen. 


SUPERFICIE CILINDRKRICA 


Se llama superficie cilíndrica a aquella superficie 
generada por una recta que , apoyándose sobre una 
curva , se mueve paralelamente a una dirección 
dada. 


Las rectas que forman la superficie cilíndrica se 
llaman generatrices y la curva por cuyos puntos 
pasan se llama directríz . Si la directríz es una 
circunferencia, resulta una superficie cilíndrica 
circular . 


“————— Generatríz 


Superficie Cilíndrica Abierta 
CILINDRO 


Es aquel sólido geométrico comprendido entre dos 
planos paralelos entre si y secante a una superficie 
curva cerrada denominada superficie lateral del 
cilindro y en los planos paralelos se determinan 
secciones planas congruentes las cuales se 
denominan base del cilindro. 


CILINDRO 


4 CAPITULO 
0d 7) Di 3 4 
En la superficie lateral del cilindro se ubican 
segmentos paralelos entre si y congruentes, cuyos 
extremos son los puntos del contorno de las bases, 


dichos segmentos se denominan generatrices. 
base 


generatríz 
superficie 


lateral del 
cilindro 


Los planos P y Q son paralelos. 
SECCIÓN TRANSVERSAL DE UN 
CILINDRO : 


Es la sección plana determinada en el cilindro por 
un plano paralelo a sus bases. 


SECCIÓN RECTA DE UN CILÍNDRO 


Es la sección plana determinada en el cilindro por 
un plano perpendicular y secante a todas sus 
generatrices, 


Sección recta (SR) 


As =(2 PoR )8 


Área de la superficie total (As) : 
Asr=AsL + LAbase) 
VOLUMEN (V) : 


V=(Asr )g 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 0 


2P,, : perímetro de la sección recta 
AD área de la sección recta 

: CLASIFICACIÓN 
ID) CILÍNDRO RECTO : 


Es aquel cilindro cuyas generatrices son 
perpendiculares a sus bases. 


área de la Superficie Lateral (A,,) : 


AsL= (2 Phase 8 
2P,,,, * perímetro de la base 
g : longitud de la generatríz 


Área de la superficie (A,,): 
Años ' Área de la base 
VOLUMEN (V) : 
V=(A jp...) xh 
h : longitud de la altura del cilindro 
1) CILINDRO OBLÍCUO : 


Es el cilindro cuyas generatrices son oblicuas con 
respecto a las bases. 


* En el gráfico se muestra un cilindro oblicuo; se 


cumple: h<g ; Asr < Apase 
HI) CILÍNDRO CIRCULAR RECTO : 


Es aquel cilindro recto cuyas bases son círculos, 
también es denominado cilindro de revolución 
porque es generado por una región rectangular al 
girar una vuelta en tomo a uno de sus lados. 


EN AEB NOICLOPEDIA 2012 


SECCIÓN AXIAL DE UN CILÍNDRO 
DE REVOLUCIÓN 


Es una sección plana determinada en el cilindro por 
un plano que contiene a su eje. 


DESARROLLO DE La SUPERFICIE 
LATERAL DE UN CILÍNDRO DE 
REVOLUCIÓN 


Resulta a una región rectangular en el cual uno de 
sus lados tiene igual longitud que la circunferencia 
de una base y el otro lado es de igual longitud que la 
generatríz del cilindro. 


Área de la superficie total (Az) 3 
Asr =2xT (g +r. 0) 
VOLUMEN (V): 


NOTA £ 


Para construir objetos cilindros (pote de conservas, 
tarros de leche, recipientes para pinturas), es 
necesario hacer el diseño en una plancha de latón y 
luego realizar el corte correspondiente. Tal como se 
muestra en la figura. 


CILÍNDRO OBLICUO DE SECCIÓN 
RECTA CIRCULAR 


Es aquel cilindro oblicuo cuya sección recta es un 
círculo. 0 


Sección 
Recta (S.R.) 


Área de superficie lateral (As) : 


R : Radio de la sección recta 


Área de la superficie total (A;,): 


Asr =AsL+ LAbase)!| 


VOLUMEN (V): 


, 
NOTA: 


Las bases del cilindro oblicuo de sección recta 
circular son regiones elípticas cuyas áreas se 
calculan en función de sus semiejes. 


O: Centro de la elipse. 


Y 7 Elipse 
¡ES 
de 


kt 2a —— 
Area de la región elíptica 
: (A¿= zab) 
2a : Longitud del eje mayor 
2b : Longitud del eje menor 
TRONCO DE CILÍNDRO 


Es la porción del cilindro comprendida entre una 
base y un plano secante a todas sus generatrices no 
paralelo a sus bases. 


tec 


* En el gráfico se muestra un tronco de cilindro 
oblicuo. 


EDICIONES ROUBIÑOS EN 913 | 


TRONCO DE CILÍNDRO OBLICUO DE 
SECCIÓN RECTA CIRCULAR 


* "AB : generatríz mayor 


* Cp : generatríz menor 


* 0, y O, : centro de las bases 


0,0, 1* En 


Área de la superficie latera 
As, = (2psp) ( 


* Pero: 2psg= 27R 
VOLUMEN (V) : 


LA): 


Emt Em 
2 


) 


GEOMETRIA DEL ESPACIO sas 


EL CILINDRO DE REVOLUCION 
COMO LIMITE 


Si el prisma, inscrito es regular y si duplicasemos 
indefinidamente el número de caras de dicho prisma 
regular inscrito , en el límite , es decir cuando : 

[) La región del polígono de la base se aproximará 
al círculo de la base del cilindro . 


11) El perímetro del polígono de la base se 
aproximará a la circunferencia de la base . 


III) El apotema de la del polígono de la base se 
aproximará al radio del círculo . 


IV) El área lateral del prisma se aproximará al área 
lateral del cilindro . 


V) El volumen del prisma se aproximará al volumen 
del cilindro . 


* Las fórmulas del cílindro de revolución se obtienen 
a partir del prisma recto regular al considerar al 
cilindro como el límite de la duplicación de los lados 


de la base. 


CILINDROS SEMEJANTES 


he 
Pos 


V 
1 
t 
1 


AA 
v 
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PROBLEMA 1 : 


El área de la superficie lateral de un cilindro de 
revolución es igual área de su base, si el radio de la 
base mide 6 hallar la altura del cilindro. 


A) 1 Bj2 C)3 D) 4 E) 0,5 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : 
A, =área de la base 
> 2rh=rr* 
2 
ar r_6 
3h =-——=-—===3 
$ Zar "2 2 
RPTA:“C” 


PROBLEMA 2: 


El radio de la base de un cilindro de revolución es R 
y su altura mide 4R . Hallar el área de la superficie 
total del cilindro. 

AJIOTR*? BJ8rR* 
RESOLUCIÓN : 


* El área total, será : 


C)127R* 


Asy = 2xr(h+r) 
> Asr=27 XR(4R+R) 
> Agp=2xR Xx 5R=101R* 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 3 : 

En la base de un cilindro recto de revolución se 
inscribe una región rectangular de área S. Halle el 
volumen del mayor cilindro recto en donde la 
generatríz es igual al doble del diámetro de la base. 


378 
A) 8/25 8) 18 C) 4rsV5 
RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBIÑNOS [ivaoos 


Se demuestra que, el área de una región rectangular 
inscrita en una circunferencia será máximo , cuando 
es un cuadrado. 


SS 2 + sobe! (D 
* El volumen del cilindro será máximo : 
V= xr (4r) = 4x1 ..... (1D) 
* () en (1D): Y =78/28 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 4 : 
Halle la relación entre los volúmenes de un hexaedro 
regular y un cilindro de revolución inscritas de tal 
manera que ambas bases están en caras opuestas 
del hexaedro. 
ES 
A) pa 
xr 


RESOLUCIÓN : 


2 5 
uy C) D)J— E) 
T xr 


* Se pide hallar : 
1 
Veilindro TA” 
> RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 


Una región rectangular de perímetro 24cm se hace 
girar sobre uno de sus lados que mide Hem , 
obteniéndose un sólido cilíndrico. La expresión para 
determinar el volumen del sólido obtenido, en 
términos de H, es: 

AJV=1H*(24-H) B)V=xH*(12-H) C)V=xH(12- H)* 
D)JV=1H(24-H) E)JV=xH(6-H)* 
RESOLUCIÓN : 


* Del enunciado : 
2a + 2H = 24 
* Luego: a = 12-H 
* El volumen del cilindro es: 
V = (Área de la base)H 


MÉS CILINDRO) 
> V=r(12- H)? H=rH(12 - HP? 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 6 : 
Se tiene un paralelepípedo recto cuyas aristas miden 
6; 3 y 6p , el cual es equivalente a un cilindro de 
revolución de radio igual a 3. Hallar la altura del 
cilindro. 
A)8 B)10 C)12 
RESOLUCIÓN : 


D) 14 


E) 9 


* Sean : 
Y, : Volumen del paralelepípedo 
V. : volumen del cilindro 
* Como son- equivalentes 
v.=V, 
>ax3"xh=6x3x6x > h=12 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 7: 


Un octoedro regular de volúmenes Y esta inscrito en 
un cilindro de revolución de modo que 2 vértices 
opuestos se encuentran en los centros de las bases. 
Halle el volumen del cilindro. 


3rv 
I=7 D)JaV  EJ2xNV 


Volumen del octaedro regular : 


V-l2r >r? Y od) 
Volumen del cilindro : V, = 2% P..aea.. (1) 
* (Den (ID: Ay 
Ve 227 )=v0 E E 
RPTA : “C” 


GEOMETRIA DEL ESPACIO Pus] 


PROBLEMA 8 : 
Halle el volumen del cilindro de revolución inscrito en 
un octaedro regular de arista a , de modo que las bases 
del cilindro se encuentran contenidas en dos caras 
opuestas del octaedro. 


3 3 3 3 
avr aca ary3r a? 67 3 
E Le y2 
A) 2 B) 3 C) 3 D) 36 E)Ja*7 
RESOLUCIÓN : 
* ESPOM : 
1 2 4 ay6 ay6 
Li Fado ds 6 => 2xr = 3 
+ . / 
Se alias r= LL 


* Luego el volumen del cilindro de revolución es : 


V=rxr? (2x) 


: RPTA : “D” 
PROBLEMA 9 : 


Sir es el radio de la base de un cilindro con tapa, de 
volumen 100cm*, el área del material usado en la 
construcción del envase, expresado en función de r, es: 


A)(xr*+200/r)em* B)(2xr*+100/rJem* 
C)j(2xr*+100/xr)em* D)2(xr*+100/r)em* 
E)2(xr*+100/xr)em* 


RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado, se tiene el siguiente gráfico: 


«oy tapa del cilindro 
Desarrollo de la superficie 
lateral del cilin 


1 ABE O CICLOPEDIA 2012 


* Piden: 
(A ran lao aaa | 
Total del cilindro del cilindro del cilindro 1aterol del ellindro 
Área de la A ar?+ ar?+ gh(21r) 
total del cilindro 
* Del dato: 
Volumen del 100 
=1 = 2 h h===% 
cilindro RIA a R ar? 
= Área de la superficie - (art 22 Jam? 
total del cilindro 


RPTA: “D” 

PROBLEMA 10 : 
Un cilindro recto de volumen Y cuya generatríz es el 
doble del diámetro de la base, contiene agua hasta 
los % de volumen. Hallar en que relación se 
encuentran las alturas de los dos volúmenes 
respectivamente. 

4 2 3 
A) 3 B) 3 C) 4 D) 
RESOLUCIÓN : 
* piden: -H 


3 
E 


So | hu 


* Se sabe : 


* Del dato: 


ZV=(ar ces am 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 11 : 


Si AA' / BB' y paralelos , a las generatrices. Halle la 
intersección entre la recta AB y el tronco de cilindro. 


RESOLUCIÓN : 


El plano pasa por las aristas MP y NQ 
diametralmente opuestas como AA//MP  ; 
BB//NQ y MP //NQ => A'ABB' está en el plano 
axial, en consecuencia. 

: ABAMN =(P) 
PROBLEMA 12 : 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
[) En un tronco de cilindro de revolución cualquier 
sección plana es una región elíptica o un círculo. 
11) El eje de cualquier tronco de cilindro de 
revolución es igual a la semisuma de dos generatrices 
diametralmente opuestas. A 
III) Dado un cilindro de revolución de eje AB 
entonces cualquier plano secante que pase por el 
punto medio de AB e intercepta a todas las 
generatrices determinado dos troncos de cilindros 
equivalentes. 
A)FVV B)VVV C)VVF  D)FFF -E)FFV 
RESOLUCIÓN : 


1) 


La sección «S» no es una región elíptica ni un 
círculo. 


1) 


En el trapecio rectángulo, 
a por teorema: 
a _a+b 


2 


Y 


CILINDRO 


Por teorema: 
V, =pr?x e ....(1) 
V,= pr?xe .... (11) 
* De (1) y (ID): 
v, =V, 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 13 : 


Dado un tronco de cilindro de revolución cuyo radio 
de base mide R , con generatríz mayor y menor de 
3R y R respectivamente ; se inscribe un cono de 
revolución donde su vértice es.el centro de la base R 
del tronco de cilindro. Halle el volumen del cono. 


AR? 27R? 27R* 
A) E 0 B) 5 C) 3 
RESOLUCIÓN : 
* Por teorema : 
xR? = Scos 45? 
1 

>wR? =S|-|>8S=x/2R* 

Ls] 

3R 

* Luego el volumen del cono es : * 

1 ;  2mR? 

y g(V2)R (RÍ/2)=> V = z 
RPTA :“C” 


PROBLEMA 14 : 

De todos los cilindros circulares rectos de área total 
igual a 2xa?, halle el volumen del cilindro de 
máximo volumen. 


3 3 3 
ae B) za /3 ya /2 


6 6 


A) 
RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 


-.- EH 


ros 


* Por condicion del problema : 
2x0? = 2x4 + 2xrh 

* Depejando h : el 
h= ITA (D 


* Volumen del cilindro: V = rr?h ..acaraoos (1) 
* (D en (ID: 
V= ar? at-r? 
r 
>V=x0dr- 


* El volumen del cilindro será máximo , cuando la 
derivada de V es igual a cero. 
v”:= aa - 3xr =0 


- 23 ia 2a /3 
e 3 
* En (11): 
v=d[ 02] [22], 2ra? /3 
3 3 9 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 15 : 


En un prisnía regular de área lateral A, se inscribe 
un cilindro dé área lateral A. 


Halle : cr E 
A, 
3 3 443 
y 4/3 B) 3/3 y 4/8 
xr nr Tr 


Eo 


* Por condición del problema : 


= > E 
Az ray3h Az xr 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 16 : 

En un hexaedro regular ABCD - EFGH , AB =a, 
halle el volumen del cilindro cuyas bases están 
inscritas en la secciones EBD y FHC. 


ra? /3 ra? /3 o ra? /3 


12 9 18 


* Además : 


* Luego, el volumen del cilindro es : 


2 
a dE E = V= za” /3 


6 3 18 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 17 : 


Se tiene un prisma recto de base rectangular ABC, 
siendo el ángulo ABC = 90 y la altura del prisma 
6m. considerando como diámetro el segmento BC 
se dibuja un cilindro recto de igual altura que el 
prisma. La cara lateral mayor del prisma es dividida 
por una de las generatrices del cilindro en dos 
regiones rectangulares cuyas áreas son 18m? y 6m? ; 
la región rectangular menor es interior al cilindro. 
Hallar el volumen del cilindro. 

A)3rm?* B)4xm*  C)2xm* D)5xm* E)6xm* 
RESOLUCIÓN : 


+ Sea EF la generatríz que determina las regiones 


rectangulares. Luego, con las áreas: 
AFx6m=18m* > AF=3m 
FCx6m=6m* -> FC=1m 


* Además: BF 1 AC 


*Enel AABC 
BC*= ACXFC = (4)(1) 
>BC=2>r=1 
* Luego : 
Voitinaro= zr2XxEF=x(1)*(6)=6x 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 19 : 
Un cilindro de revolución (radio 5cm) es cortado por 
dos planos paralelos de manera que los ejes mayores 
de las elipses que se forman miden J6cm . y la 
generatríz del cilindro oblicuo que aparece es de 
30cm. Calcular el volumen del cilindro oblicuo, 
AJ2355 cm? B)2145 em? C)1935 em? D)1835 cm* 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos el cilindro oblicuo, donde la sección 
recta es igual a la base del cilindro de revolución: 
* Por fórmula: 


área de T 


la sección | x g 30 
Recta 


> Veilindro oblicuo= (1)(6)* (30) 


=> Veitindro oblicuo — 2355 


Veitináro= 
área de 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 20 : 


Se ha cabado un pozo de forma cilíndrica de 14m 
de profundidad y 5 de diámetro, se le requiere revestir 
en primer lugar el área lateral con una capa de 
concreto de 1l0cm de espesor y luego cubrirla con 
una capa impermeabilizadora. Si por el m* de 
concreto se cobra S/.120 y por m? de 
impermeabilización S/.18, ¿a cuánto asciende el 
costo total?. (considerando: r= 22/7) 

AJS/.7238,5 B)6367,6 C)6388,8  D)7024,6 
RESOLUCIÓN : 


* La capa de concreto es una corona cilíndrica de 
2,5m de radio mayor y 2,4m de radio menor, cuyo 
volumen es: 


EE CILINDRO 


R = 2,6m 


r=2,4m 


V.=r(R? —r? M=Z 05 2,4? )14 


> V,=21,56m* 
* La capa impermeabilizadora tendrá un área de: 


A,= 2arh=2x 2,4x 14=211,2m* 


* El costo total será: 
C=21,56(120 )+ 211,2(18)=S/. 6388,8 

S RPTA: “C” 

PROBLEMA 21 : 


Un cilindro tiene a sus bases inscritas en dos caras 
opuestas. de un cubo de arista a. Un plano diagonal 
del cubo intercepta al cilindro determinado una 
sección transversal cuya área se pide calcular. 


2 J6 2 /2 a /2 
Ta?ri6 ray 2 27a* 2 
"A a 

RESOLUCIÓN : 


A) 


La sección es una elipse , cuya área de su región es 


NR 


RPTA : “B” 


los. 


PROBLEMA 22 : 

En un tronco de cilindro recto de base circular, AD 
y BC son las generatrices mínima y máxima 
respectivamente , (A y B en la base tronco). Si P es 
un punto de la circunferencia de la base , además 
AD = 3u, BC = 5u y PC? + PD? = 50u”, entonces el 
volumen de dicho tronco es (en u?): 

AJl2x Bjl5x C)i6x .D)i8x E)21x 
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RESOLUCIÓN : 
Dato: PC? + PD? =50 
ad +25+5*+9=50>a*+b* =16 


>4r?*=16>r=2 
El volumen pedido es : 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 23 : 
AB Y cp son diámetros paralelos de modo 
AC // BD. Si AD = 34p y la distancia de A al centro 
de CD es 4964 y entonces el área de una base del 
cilindro es (en p?). 
Aj64x  Bj48%  C)128x D)96x  E)256x 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de : 


Euclides, en el AOAD: 


34?=./964 + R?+ 2R(R) 
>R=8 
* Se pide : 
Abase=R*=18%= 64x 
RPTA : “4” 
PROBLEMA 24 : 


Un tronco de cilindro recto de base circular, cuyo 
radio mide 2u . Sus generatrices máximas y mínimas 
miden 84 y cero respectivamente. Halle el área 
lateral. - 

AJl2x4 B)l6xg?  C)18xp* 
RESOLUCIÓN : 

* El área lateral del tronco de cilindro, es: 


D)20xu* E)227xu* 


A¡= 202 [557)-16% 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 25: 


En un tronco de cilindro recto, el segmento que une 
el centro de la base elíptica, con un punto del límite 
de la base circular mide 4m y el ángulo que forma 
con una generatríz mide 30”. Halle el volumen de 
dicho tronco (en m?). 


A)6/3x B)8/3x C)9/3x% D) 12/3x 
RESOLUCIÓN : ! 
* El volumen del tronco de cilindro recto, será: 


E) 16/3x 


V=x(2)*(2,/3) 
>V=8V3x 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 26 : 
Se tiene un cilindro de revolución de altura £ y dos 
genratrices AB y Cp diametralmente opuestas. Se 
traza un plano secante por el punto A el cual 
intersecta a (Cp en el punto F. Halle PD si la razón 


de volúmenes de los troncos de cilindros 
determinados están en la relación de 1 a 2: 


E 2L L 2L L 

NG MERO GAS 

RESOLUCIÓN : 

* De la figura: 

V=1R* (E) (1) Ñ y 

. L d 

ips [L+x <= 
var z )..am ¡A 


* Dividiendo miembro a miembro : ral 
L 
* Efectuando, resulta: es 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 27 : 

En un prisma triangular regular se escribe un cilindro. 
¿Qué relación existe entre las áreas laterales de estos 
dos cuerpos?. 


y B) 23 C) 23 D) 5/3 
3 3x x x 
RESOLUCIÓN : 


A, = área lateral del prisma 
A, = área lateral del cilindro 
A, = 3La; A¿=2xra 


2xr Ed 


> 


y RPTA : “D” 
PROBLEMA 28 : 
Calcule la razón de volúmenes del cilindro de 
revolución y el cilindro circular oblicuo. Si V es la 
proyección ortogonal de M sobre PQ y AM = MB (4 
es punto de tangencia). 


RESOLUCIÓN: 
V, > Volumen de cilindro mayor 
Va. > Volumen de cilindro menor 


* Por teorema de las tres perpendiculares 
m<PQC=90* 
* Se traza yL perpendicular a la base inferior 


=PAQ ; yL esla base media. 


A RPTA: “C” 
PROBLEMA 29 : 
Un rollo de papel, cuyo diámetro es de 30cm consiste 
en 500 vueltas de papel fuertemente enrollado en 
un cilindro de 10cm de diámetro. ¿Qué longitud tiene 
el pape??. 

A)J200xm B)300%x C)100x D)400%  EJ500% 
RESOLUCIÓN : 


* Extendiendo el papel : 


* El volumen del papel en el cilindro, es el mismo 
cuando está extendido, entonces : Y, = V, 
V,=x(15? — 5? )h 


TO 
V,=£(e)h > V,= e(¿ 29) 


* Luego de V, = V, 
10 Er 
£ ——h=5(15* - 5% )h > £ =10000 
500 x(15 h> cm 
> £=100xm 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 30 : 


Se muestra un tronco de cilindro de revolución , en 
el cual la base superior y la base inferior forman un 
ángulo diedro de medida 30". Si el radio de la base 
mide 2. Calcule el volumen del tronco de prisma 
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triangular regular inscrito en el tronco del cilindro , 
sabiendo que una de las aristas laterales coincide 
con la generatríz mayor. AB. B 


AS 
B)65 
0)6 
D)J5J2 


E) 6/3 a A 


RESOLUCIÓN : 


Cc 
N 
A NMA equilátero : 
MN = MA= NA = 2/3 
=>0CH =1 
ES EHC notable de 30* y 60" ; si: 
/3 


EH =a=>aV3=1>a=2E2 


ES.BAC notable de 30" y 60” ; si: 


. AC=4>AB= ye 
* El volumen del tronco de prisma triangular regular 
es: 
J3 114/3243 
VANA == AAA 
e EA 
E Simplificando: V=6 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 31 : 
En un tetraedro regular de arista «a» se inscribe en 
un tronco de cilindro recto de base circular tal que 
su vértice coincide con el centro de la cara superior. 
Calcular el volumen del tronco de cilindro. 
IE Ea 3 3 
yz se LB) ae e) a 


EN AAAB EI CLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 


* En un tetrasedro regular de arista cuya longitud es 
«a», se cumple : 


* El volumen del tronco de cilindro es : 
VU= Arh ........... (1D) 


* (1) y AD en (MI): 
> a/3 h a6 e ra? J6 
vs vd 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 32 : 


Si el cilindro mostrado, está inscrito en un cubo de 
arista «a», entonces su área lateral es: 


A) 25m? > 
B) 1,5m* 
C) 2m* . 
D) m* 
za? | 

E) — 1 
2 > 


ds 
RESOLUCIÓN : ds 
* Si la arista del cubo es «a» , entonces : 


r= 3 (r : radio del cilindro) 
* Luego el área lateral del cilindro es : 
S=2ara>S=25(5a)=>S=wa* 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 33 : 
Una cuña cilíndrica está definida por un ángulo diedro 
de 60%, el radio de su base r y generatríz g. Halle el área 
lateral. n 
13161851149 OLD 0h lr+9 


e 2 


RESOLUCIÓN : EE 


[issisus CILINDIO 
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* El área lateral de la cuña cilindrica es : 


5-28 E > 5 - TERHE — 9 "E (546) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 34 : 

En la figura ABCD es un paralelogramo AB = 6u , 
AD = 10u. Calcule la relación entre los volúmenes 
de los cilindros que se obtienen al girar los 
rectángulos DMFC y HBCE alrededor de FM y HE 
respectivamente. 


* La relación de volumen de los cilindros de radios a y b 
es: 2 2 
y 20 15) ci E) 


== >x 
ab” (10) 5 


* (1) en A): 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 35 : 
Un cilindro circular recto de altura I5cm y radio igual 
/3 em es cortado por 2 planos paralelos que forman 


un ángulo de 30* con el eje del cilindro ; cada uno 
de los planos intercepta a sólo una de las bases en 
un único punto. El área lateral de la parte del cilindro 
comprendida entre estos dos planos es (en cr?). 


ES B) 187 /3 C) 61 /3 
RESOLUCIÓN : 


S. = S patera! del cilindro 23 


*V : 
os 2a(/3(6) 
2 


S, = 2x(V3 (15) -2x 


> $, = 301 /3 - 127 /3 = 1821 /3 
RPTA : “B” 


(7) Si el número que expresa el área de la superficie 


lateral de un cilindro de revolución y el número que 
expresa su volumen son iguales, ¿cuánto mide el 
radio de su base? 

AJ1 B)1,5  C)2 DJ2,5  E)x 


(7) Calcular el volumen de un cilindro recto cuya 
generatríz mide 4 y el diámetro de su base mide 6. 
A)30x B)32x C)36x D)38x  E)40x 

(8) Se tiene un cilindro de revolución, tal que el 


área de su superficie lateral es numéricamente igual 
a su volumen. Calcular la distancia del centro de la 
base a una generatríz. 
A) 1 B)2 Cj3 


02 Calcular el volumen de un cilindro circular 


D)J4 E)J8 
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recto, sien su sección axial se encuentra inscrito un 
círculo de área 16. 

A)16x B)32x C)64x - D)96x E)128x 


Un cilindro de revolución, cuya altura es 
congruente al diámetro de la base, tiene un área total 
de 127. Calcular su volumen. 

A)J32x B)lGx C)8/2x D)4/2x E)4x 


(2) Según el gráfico el plano M es perpendicular a 
las bases del cilindro de revolución, OP=PQ=3, O 
es centro de la base y la generatríz mide 8. Calcule el 
área de la menor porción de superficie cilíndrica que 
determina el plano M. 


A)12x B)24x C)32x D)36x E)72x 


Oda sección axial de un cilindro de revolución 
es un rectángulo en el cual el largo es el doble del 
ancho y de perímetro 60. Calcular su volumen. 
A)76x% B)1257 C)250%x D)500x% E)1000% 
(OS) En el gráfico se muestra a un cilindro de 


revolución, tal que el área de su superficie lateral es 
igual a la suma de las áreas de sus bases y BD=/5 . 
Calcular el volumen del cilindro. 


Aj2x Bix moza D)J5x Elx 


(7) Calcular el volumen del cilindro de revolución 
mostrado, si: DE=4 y EC=2. 
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A)J18x B)27x C)J30x  D)36x  E)48x 


dOUn cilindro contiene agua hasta la mitad de su 
capacidad. Se suelta un trozo metálico y el nivel de 
agua sube 3,5. Si el radio de la base mide 4, calcular 
el volumen del trozo. 

A)J56x B)63x C)64x D)72x E)J126x 
(Calcular la razón entre los volúmenes de los 
cilindros mostrados. 


Y 
¿E 


5-7 
1 1 1 1 1 

AJZ B)J= C)J2Z DIJZ  EJ— 

E 4 ) 6 3 d 12 7 6 
(AY El plano que contiene a dos generatrices en un 
cilindro de revolución determina una región plana 
cuya área es 8,/3 . El radio de la base y la altura del 
cilindro son 2 y 4, respectivamente. Calcular el área 
de la porción mayor de superficie lateral determinada 
enel cilindro. pa 327 247 


AJi6x B)8/3x O DIFF E 


ÁS) En un cilindro de revolución, cuyo radio de la 
base es 2, sean AB y CD generatrices 
diametralmente opuestas (A y C en distintas bases), 
además el desarrollo de la superficie lateral es una 
región cuadrada. Calcular la longitud del menor 
recorrido para ir de A hasta C por la superficie lateral. 
A)J27/3 BJa/3 CjaJó DjaJ6 E)2xx/5 


(DEn el gráfico se muestra a un cilindro de 
revolución, tal que: CP=PO=12 y AB=6. Calcular el 
volumen de dicho cilindro. 


D 
AJó6x  B)64x 
C)72x  D)84x 
ye 
E)100% ZA 
AT 


(3) Hallar el volumen de un cilindro de revolución, 


si el área de su sección axial es $ y el perímetro de 
su base es L. 


EDICIONES RUBIÑNOS 


razón un cilindro de revolución. Calcular la po 


entre sus áreas laterales. 
yz pj3/3 gy 2N3 py3N3  gyy3 
4 e Tr xr r 


(ÁDEn la figura se muestra a un cilindro de 
revolución y una pirámide regular inscrita en el 
cilindro. Calcular la razón entre sus volúmenes. 


UN 


2/6 


Y3 13 3% 


yz mo EJ/3x 


Dsesín el diagrama: AP = pre =8. 
Calcular el volumen del cilindro recto mostrado, 


ges 


AJi6x B)32x C)64x D)1287 E)192x 
Calcular el volumen y el área total del cilindro 
de revolución mostrado, si:CM = /37, OC=/34 y 


pd SS o 
M 


A D 
Aj451;48x%  B)451;367  C)301;36x 
D)301;48x7  E)427;487 


Ed: desarrollo de la superficie lateral de un 


cilindro de revolución es una región rectangular cuya 
diagonal mide 13. Si la generatríz mide 5, calcular el 
área total del cilindro. 


anz(s pa 2) 23012 + E) 0512 + A) Da(» 4 2) E)18x 
xr ” x 4 


OD Al desarrollar la superficie lateral de un cilindro 


de revolución, se obtiene una región cuadrada, de 
área A. Hallar el volumen del cilindro. 


py2/A qe A EJXAJA 


A) AJA 
8x ' 
(E) Un tetraedro regular de volumen V está inscrito 


en un cilindro circular recto de modo que una arista 
es diámetro de una base del cilindro. Hallar el 
volumen del cilindro. 

AV ar 3xV 3nV 
NNF B == tes DF 
63) Se tiene un prisma recto de base Pe ABC 
(recto en B), sobre AB (cateto menor) como 
diámetro se traza la base de un cilindro con igual 
altura que la del prisma. Si la generatríz de 
intersección divide a la cara lateral del prisma en dos 
regiones de áreas 6 y 18 y la altura mide 6, calcular 
el volumen del cilindro. 

A)6x7 B)8x C)9x D)12x E)l5x 


62 El desarrollo de la superficie lateral de un 


cilindro de revolución cuya sección axial tiene un 

área de 60 m? es congruente con el desarrollo de la 
superficie lateral de un prisma recto de bases 
circunscriptibles a circunferencias de radio igual a 

3 m. Calcular el volumen del prisma. 
A) 75x m* B)90x m* 


D)150x m*? E)180x m* 
Una cinta de papel de 40 cm de largo, 5 em de 


E) a 


C)120x m*? 


ancho y 0,1 cm de espesor, se enrolla como un 
cilindro circular recto, Calcular el radio de la base 
del cilindro (en em) 
1 2 3 4 5 
AAÓ B)+ C)+f+ D)=+= E)= 
Jxr Jxr Jr Vx Jx 
(Zo) Un recipiente de forma de un cilindro circular 


contiene agua, tendido horizontalmente tiene una 
longitud de 8 m y un diámetro de base de 10m. El 
agua determina una superficie rectangular de 64 m* 
de área. Calcular la profundidad máxima del agua. 
A)4m B)5m C)6m D)7m E)8m 


Un cilindro de revolución, cuyo radio mide “a” 
está intersectado por un plano que determina en las 
bases dos cuerdas de longitud “a”. Si el plano forma 
ángulos diedros de 60? con los planos de las bases, 
hallar el área de la sección que resulta de la 
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intersección del plano con el cilindro. 

A)4a? Bj5a? C)6a? D)6J/3a? E)2/3a* 
(03) En un hexaedro regúlar ABCD - EFGH de arista 
“a”, hallar el volumen del cilindro de bases circulares 
inscritas en EBD y FHC. 


xa*/3 xa? J3 
a 


E 3 3 
ga NE pr 2 gee v6 
18 12 9 


(E) Un octaedro regular de volumen Y está inscrito 


en un cilindro de revolución, de modo que sus 
vértices opuestos coinciden con los centros de las 
bases. Hallar el volumen del cilindro. 
A) AV2V 
3 
GO un tetraedro regular de arista “a” esta inscrito 
en un cilindro, de modo que una de sus aristas es 
generatríz del cilindro. Hallar el volumen del cilindro. 
3xa* 5xa* 7xa?* 8xra? _ 9ra? 
——— B)=_— C)—= D)—— E) 2 
zu 25 d 36 e 30 z 35 z 32 
Aa De todos los cilindros circulares rectos de área 


total igual a 2xa* , hallar el volumen del cilindro de 
máxima capacidad. 

yaa 2xa*/3 

3 9 

a Los desarrollos de las superficies laterales de 
un cilindro recto y de un prisma triangular regular 
son cuadrados de lados KL y L, respectivamente. Si 
los sólidos son equivalentes, calcular el valor de K. 


316 E Mr /2 347 3127 
E E 


(E) En la base de un cilindro recto de revolución 


se inscribe una región rectangular de área S. Hallar 
el volumen del mayor cilindro recto en donde la 
generatríz es igual al. doble del diámetro de la base. 


AJAS/25 p3e 048/35 DIs[Ñ8 pS 


3xnv 
gx 
y 2 


av AV av 
Mr DE 


3 3 
B) y D) sello Ejxa* J3 


z 2 
(E) En un vaso que tiene la forma de un cilindro 
recto de revolución, la altura es el doble del diámetro 
de la base. Si el vaso contiene un líquido que ocupa 
| - 
las 7 Pantesde su capacidad, determinar el ángulo 


que debe inclinarse desde su posición normal hasta 
el instante en que el líquido esté por derramarse. 
AJ30" — B)37* C)45" D)J53* EJ60* 


(5 Una población tiene 5 000 habitantes que 


consumen en promedio por persona 12 litros de HO 
diariamente. Determinar el radio de la base de un 
pozo cilíndrico que abastezca a la población y que 
tenga además capacidad para una reserva de 25% 
del consumo diario y además la altura sea 4 veces 
su diámetro. 


1 (73 1 [75 1 177 1 (79 1 |83 
fa E 1 a e pi P2 m1 [2 
ENE 3 x a Y xr E x 
úo) En un cilindro recto, de radio 2./3 , se traza un 


plano perpendicular a su base, el cual dista del centro 
de ella 3. Calcular el volumen de la menor parte en 
que queda dividido el cilindro, si su altura mide 7. 


Aja B)J2x  Cj3x  D)3x/2  EJZ 
(Ey) Las áreas de las proyecciones de un cilindro 


circular recto sobre un plano perpendicular a sus 
generatrices y sobre un plano paralelo a éstas son 


de 167 y 80, respectivamente. Calcular el volumen 
del cilindro. 


AJ1607 B)1207  C)100x  D)80x  E)J607% 


(E) El desarrollo de la superficie lateral de un 
cilindro equilátero es una región rectangular cuya 


diagonal mide /1+r? . Calcular el radio de la base. 


A)l/x B)x CWNx  DJ1  EJ12 
1) Calcular la razón entre el área total y el área de 


un cilindro circular recto circunscrito a una esfera, 
A) 2/3 B) 1/2 C)2 D) 3/2 E) 4/3 


7) Si el área de la región cuadrada ABCD es 48 y 


mBC = 120”, calcular el volumen del cilindro 


circular recto. B 
D 
A)J32/3x1 B)22/2x C)50/21 DJ64/2x7 EJ80/2x 


Dc De DOS 
cid aio o 


CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTICA 


EDICIONES RUBIÑNOS 


Conocer las relaciones entre 


los elementos de una 
pirámide , así como su área 
y volumen. 


PIRÁMIDE 


Es aquel poliedro en el cual una de sus caras es una 
región poligonal cualquiera denominada base y sus 
otras caras son regiones triangulares denominadas 
caras laterales , todas ellas tienen un vértice en 
común el cual se le denomina vértice o cúspide de 
la pirámido, 


P Vértice 


* En la figura se muestra una pirámide pentagonal 
P- ABCDE. 


ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A,,) 


SP Suma de las áreas 
«28L”A delas caras laterales 


ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (A,,) 


As. : Área de la base 
VOLUMEN (V) : 
va AbaseJh 
Se 
h: longitud de la altura de la pirámide. 
NOTA : 


De acuerdo al número de lados de su base ; las 
pirámides pueden ser triangulares , cuadrangulares 
pentagonales ,......si su base tiene tres , cuatro , 


A CAPITULO 


35 


cinco..... lados respectivamente ; tal como se muestra 
en la siguiente figura. 


Es aquella pirámide cuya base está limitada por un 
polígono regular (triángulo equilátero , cuadrado , 
pentágono regular, etc.) y, Además, tiene todas sus 
aristas laterales de igual longitud. 

En toda pirámide regular las caras laterales son 
congruentes y el pie de altura es el centro de la base 


En la figura se muestra-una pirámide exagonal 
regular M - ABCDEF. 


* A, : apotema de la pirámide (MN=A, ) 

* a, :apotema del polígono regular ABCDEF . 

* O : centro de la base. 

* MO: altura de la pirámide , O es el pie de dicha 
altura . 

* q : medida del diedro formado por una cara 
lateral con la base. 

*fB: medida del ángulo formado por una arista 
lateral con la base. 


APOTEMA DE LA PIRÁMIDE 
REGULAR (A,) 


Es la perpendicular trazada del vértice de la pirámide 
hacia una arista básica . 
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En toda pirámide regular se cumple: 
a Las caras laterales están limitados por triángulos 
isósceles congruentes entre sí. 


Ah Las caras laterales y la base forman ángulos 
diedros de medidas iguales. 


A) Las aristas laterales forman con la base ángulos 
de medidas iguales. 


% -=-MON : aplicado por el teorema de Pitágoras. 
(A,J%= (a, P+H? 
H : longitud de la altura de la pirámide. 


ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL : 
As =P(A,) 
p: semiperímetro de la base 


ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL : 
Asr=Asi+A pase 
has + área de la base 


VOLUMEN (V) : 


y= (Abuse) x H 
3 
h : longitud de la altura de la pirámide. 
PIRÁMIDE IRREGULAR 


Es aquella que no tiene todas las características de 
una pirámide regular . 15M 


En el gráfico se. muestra las siguientes pirámides 
irregulares: b 

* Pirámide pentagonal M - ABCDE 

* Pirámide cuadrangular M - ABCF 

* Pirámide pentagonal M - AFCDE 

En cada una de las pirámides se aplica las siguientes 
fórmulas: 

ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A,,) 


í Aja Suma delas áreas 
L [SSL [delas caras laterales 


PROPIEDAD : 


Si en una pirámide, su base es un PS sai 
en una circunferencia y la altura cae en el centro de 
la base , entonces sus aristas laterales serán 


congruentes. Sea la pirámide V-PISTE siendo yg 
altura y O centro de la circunferencia . 


VP=VI=VS=VT=VE 


PROPIEDAD :; 
Se tiene una pirámide regular O-PERA, de volumen 
“y”, Un plano que contiene a RI, intercepta a la 


cara opuesta en su línea media MN, Entonces “V” 
volumen del sólido MN-PERA , es : 


PROPIEDAD : 


O-PESU, es una pirámide regular de base 
cuadrangular. TIMA es un plano no secante a la 
superficie lateral . 

Entonces: 9 


1 Y 1 1 
oL*om 01*oA 


P 


PROPIEDAD : 


La relación de los volúmenes de dos pirámides que 
tienen la misma altura es igual a la relación de las 


EDICIONES RUBIÑNOS 


áreas de las bases. 


POSTULADO DE 
BUENAVENTURA CAVALIERI 


Si dos sólidos de igual altura tienen bases iguales 
equivalentes y las secciones planas determinadas por 
planos paralelos a las bases , a igual distancia de 
éstas son polígonos de igual área, entonces dichos 
sólidos tienen el mismo volumen. 


Sean las pirámides de bases B y B, (B=B,) de 
secciones $ y $, situados en planos paralelos a igual 


distancia de las bases . 
Sección 


Entonces dichas pirámides son equivalentes . 
PIRÁMIDES SEMEJANTES 


Todo plano.secante a una pirámide y paralelo a su 
base, determina una pirámide parcial semejante al 
total, 
En dos pirámides semejante se cumple: 
e Sus líneas homólogas son proporcionales. 
e Las áreas, de sus bases , de sus superficies totales; 
son proporcionales a los cuadrados de las longitudes 
de sus líneas homólogas . 
e Sus volúmenes son proporcionales a los cubos 
de las longitudes de sus líneas homólogas. 

; 1 


* En el gráfico, Si 1P //0Q 
> Pirámide V - ABCD — pirámide V- A'B'C'D” 
LÍNEAS HOMÓLOGAS PROPORCIONALES 


=== ===k 


k : razón de semejanza. 


RAZÓN DE ÁREAS : 


Asrív-ABCD) 
RAZÓN DE VOLUMEN : 


TEOREMA : 


Si se intersecta una pirámide cualquiera por un plano 
paralelo.a la base se forman dos pirámides 
semejantes cumpliéndose: 

e Las aristas laterales y la altura son divididas en 
segmentos proporcionales . 

e Las áreas de las bases o caras laterales de las 
pirámides formadas son entre sí como las longitudes 
de sus elementos homólogos al cuadrado . 


e Los volúmenes de las 
dos pirámides son 
proporcionales a las 
longitudes de sus 
elementos homólogos 
al cubo . 


Si: Plano 7// Plano E 


A AÁAAÁA AA 
h OU ON OI 
, B_OR”_0A?_08* _,2 
b 0U? ON? or? 
» Y1_OR?_0A*_08S*_,s 
Va OU* ON? or 
Donde 


Rk => Valor de la razón geométrica de semejanza 


TRONCO DE PIRÁMIDE 


Es la porción de pirámide comprendida entre la base 
y la sección plana determinada por un plano secante 
a la pirámide y paralelo a su base. 


A la base y a dicha sección se le denomina base del 


EN 
Ny 


GEOMETRIA DEL ESPACIO | 


tronco de pirámide; su caras laterales son regiones 
trapeciales, sus bases son regiones poligonales 
semejantes y su altura es la distancia entre sus bases. 


En el gráfico, se muestra un tronco de pirámide 
penltagonal. 
NOTACIÓN : 

ABCDE ; A'B'CD'E” 


ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A) 


Asz =Y (áreas de las caras laterales) 


ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (AL) : 
As=A5 +B+B" 
VOLUMEN (V) : 


y=2(B + B'+/BB') 


* B y B' : Área de las bases. 


TRONCO DE PIRÁMIDE 
REGULAR 


Es aquel tronco de pirámide cuyas bases son 
regionales poligonales regulares de modo que sus 
centros están sobre una misma recta perpendicular 
a dichas bases. Sus caras laterales son regionales 
trapeciales isósceles congruentes entre sí, la altura 
de cada una de ellas se denomina apotema del 
tronco de pirámide. 


3 dl Les . NA 


PS AAA NN CICLOPEDIA 2012 


En el gráfico, se muestra un tronco de pirámide 


NOTACIÓN: ABCDEF - AB'CDEF 


* MN : Apotema del tronco de pirámide regular 
(MN = a) 
* O y O' : Centro de las bases (00' = h) 
ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A): 
As, = (p+pJa, 
p : semiperímetro de la base ABCDEF 
p': semiperímetro de la base A'B'CD'EF 


TEOREMA : 


Si en una piramide triangular se traza un plano no 
paralelo a las bases se forman dos piramides 
cumpliendose que la relación de volúmenes es igual 
a la relación de los productos de las aristas que 
concurren en el vértice común . 


V o-apo _ (OANOBMOC) 
Vo-uup. (OM)MON)(OP) 


donde AMNP MH AABC 


; 2. 
DEMOSTRACIÓN : o 


Vy-mor _área(MOP)xH/3 5 1 
Va-osp Greal AOP)JxH/3 000 


j 


Haltura trazada desde N al plano AOP. pero AOAP 
Y ARM EAU E ALAS 


EDICIONES RUBIÑOS [NE [iy559) _ PIRADPIDIDN 


área(MOP) _OM VN-MOP =V O-MNP 
área(AOP) OA VO-MNP _(OM)(ON)(OP) 
relación de área reemplazando en (1) A VO-ABC (OAMOB)(OC) 
Vw_mor _ OM 
E 04" li (a) VOLUMEN 
en forma análoga nO si llamamos b y B a las 


bases de un tronco de 
pirámide regular H a 
su altura y /Bb a la 
media proporcionál 
entre sus bases. Se tiene 
la siguiente fórmula 
para hallar su volumen 


lv=E ++ /Bb) 
Y »-oaw _área(AON) Z 


Veaoc área(AOC)' * DEMOSTRACIÓN : 


(AON)_ON = - A . 
pero A O A C: Oj” Dc y ESE Vo. tal Lo AAA a..oso (1) 
m n 
* (relación de áreas) remplazando en (IM) : Vironco = E Y . 
* por semejanza de pirámides 
B_mé _JB_m 
br Vb n 
* aplicando proporciones : a mn 
n 
* pero m- n=H 
VB db_H E n= Vb H 
7 qu JB -Jb6 
* en forma análoga : JE H 
mM= == 
/B - Jb 
E 1500 ¿¡OMOPOIE a * Reemplazando en (1) 
Va área(OBC) 

a y -1BJBH 1 b/bH 
área(OPC)_OP tronco 9 JB -Jb En /B -—Jb 
área(OBC) OB 

* Relaciones de áreas remplazando en (HI) v 1 LEE (1) 

Y a-Poc _OP (4) tronco 5 IB J0 

V a-ogc OB ¿ > VB" - Jo =(JB -J6MAB*+J0"+/Bb) 
* Luego (a )x(B)x(9) : > VB" - Jo =< VB -/BAB+b+V/BD) 
Ez A onN Y E _(OM)JON)OP)  * luego en (UI) : 


*y — (OAJ(OB)(OC) 
V o-0ar p-aec V a-osc v=1 a (B+b+V/Bb) 


CEA) 
* Pero ; - 3 BZ 


GEOMETRIA DEL ESPACIO BZ 


> Vironco= 3 (B+ d+ /BB) 


PROPIEDAD : 


Si B, es el área de la sección determinada por un 
plano equidistante de las bases B, y B, del tronco de 
pirámide, entonces: j : 


A CERAS ] 


PROPIEDAD : 


Si en un tronco de pirámide con áreas de bases B, y 
B,, se traza un plano paralelo a las bases de modo 
que en la altura del tronco se tiene segmentos 
parciales de longitudes m y n respectivamente, 
entonces B, el área de la sección, oblenida , es : 


EJERCICIO: E 
Calcule el volumen de los ángulos rectángulos 
isósceles. 


y E 17 
A) —J2 B) 0? CI V2 


* Piden: Ve ano 


AN ARE NI CIOLOPEDIA 2012 


* Analizando el triángulo PMC, este es triángulo 
rectángulo , recto en M. 

* Entonces PM es altura de la pirámide. 

* Luego : 


1542 


bd 8) y 
Vo-anc =3l 2 Jl 2 )>Ye-anc==j3 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 1 : 

Encontrar el volumen del poliedro formado por un 
cubo y una pirámide regular mostrado en la figura. 
A) 90cm* Ln r 

B) 94em* / - 
C) 96cm? 

D) 84em* 

E) 82cm3 


dem 


RESOLUCIÓN : 
Volumen = volumen del cubo + volumen de la 
pirámide 
sg, 1 
>volumen = 4 +3(9*(6)=96 
RPTA:*“C>” 
PROBLEMA 2: 


En una pirámide cuadrangular regular, la cara lateral 
forma ángulo diedro de 60% con la base, el apotema 
de la pirámide mide £cm, calcular el volumen de 
dicha pirámide. q 


ay 25643 B) 252./3 o 256/3 
2 3 3 
RESOLUCIÓN : 
Bh 


* El volumen de la pirámide es: Ves 


* Para calcular el área de la base y la altura, 
trabajamos con el =- OHM de 30? y 60? 


10) 

* HM=4 >AD=8 Y 

*B=8* >B=64 

> y. 44(443) _ 25643 3 
3 3 C 


ROBIÑOS 


EDICIONES 


PROBLEMA 3: 
En el gráfico O es el centro del cubo, EM=MH, 
BC= Ja . calcule el volumen de la pirámide A - M LH. 
: B 
A) 2/3 
2/3 
E 


028 


D) 6/3 
E) 5/2 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura: 


_3(243)_ 
E =3 


* Ann 


* 3h=2/3 rn 


* Entonces: 


Ampl 243 
Vol mum= E 7 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 4 : 
Calcule el volumen de una pirámide O-ABC, cuyas 
caras laterales determinan'diedros de medida 45” con 
la base, si AB=13, BC=15 y AC=14., 
A) 100 B) 106 C)108 D)112 E)115 
RESOLUCIÓN : O 


* Piden: V, =2 
AsaBC =y21(21-13)(21- 15)(21- 14) = 21.r 
>r=4>h=4 
Y. -1Bn=284x4 
278 3 


> V, =112 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 5 : 

Según el gráfico, Tes punto de tangencia, AE=AP=1, 
BG=BO0 y EF=FG . 

Calcule el volumen del sólido T-EPG. 


RESOLUCIÓN : 
* Propiedad: — (FT)? =/Ixa = Ja 
:>AB : diámetro 


*BMES: ap - fatal) y TB=Jas1 
* PD APTN -I5TQB: a=1 
>EG//[AB/PQ 

> EGT y P son coplanares no habría sólido. 
RPTA:“D” 

PROBLEMA 6 : 

En el gráfico, el volumen de O - ABC es V, OA=CR=1, 

AP=0C=2, OB=BQ= 4 y PM=0QN=RL=5. Calcule 

el volumen del sólido PQRMAL . 


A) 24V 

B) 194V 

C) 95V 

D) 1100/12V 
E) 1100/29V 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 
RESOLUCIÓN : 0 


piden: 
; Y = ? 


* Propiedad : 
V _1x4x2 
V+V, 3x8x3 
Vv _ 1x2x4 


O VV,+Vx 8x13x8 
> V, =95V 


>V,=8V 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 7 

En una pirámide cuadrangular regular O-ABCD, su 
arista básica mide a y su altura mide 2a . Calcule la 
distancia entre BD y OA- 

AJa Bjal3  C)2a/5 D)2a/3 E)al5 
RESOLUCIÓN : 


diOX, ¡BD)=? 


EA > 
> 


TAOC 
Plano de proyección. 


H: Proyección de BD en el — AOC. 
04: Proyección de OA en el =AOC. 


0 A(OA,BD)=d 
AMI: 
a) 32 , xd d-= 


ES A RBTA SR 


E cie NOICIO PEDIA 2012 
PROBLEMA 8 : 


En una pirámide regular P-ABCD, la m<APC=90* y 
AD=4 . Calcule el volumen de dicha pirámide. 


A) 10/3 Br V3 C) 20/3 D) =3Jz E) 303 
RESOLUCIÓN : Pp 


* Piden: V, =2 
AO =0C = 2/2 
* ESAOP :- ás 
h=2/2 
Vy= BH =34x20/2 => V, = 248 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 9 : 
Una pirámide triangular tiene volumen 120. Calcule 
el volumen del sólido que tiene como vértices los 
puntos medios de las aristas . 

A) 40 B) 50 C) 60 D) 80 
RESOLUCIÓN : 


E) 100 


Vv 


* Piden : V,=2 
* Dato : Vi. ¡gp = 120 

Vio Virinc" TV, 
* Propiedad : e a 


vá =16 
m0" TADO 


> V, =120 - 4(15) >V, = 60 
l RPTA : “C” 
PROBLEMA 10 : 


¿Cuánto mide el apotema y la altura de una pirámide 
cuadrangular regular si su arista lateral mide 20cm y 
la arista de la base 24cm?, 

C)JA, =16 


h=4V7 


AJA,=12 — B)A,=8 

h=4J/3 h=8/2 
RESOLUCIÓN : 
* De la figura, se deduce : 


DJA, =12 


24cm D 
o VPC : A, =/20* - 12? =16cm 
*- CVP: h=/16* - 12?=4/7cm 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 11 : 


El área lateral de una pirámide cuadrangular regular 


es de 36m. si la apotema de la pirámide mide 2 


veces el radio del círculo que circunscribe a la base,” 


hallar el lado de la base. MR 

AJ3/2 BJ4J2 CJ5/2 DJ4/3 EJ8J3.. 

RESOLUCIÓN: dl 

* En el triángulo OHA : 

1 ry2 
22 

> AB=ry2 


OH = AH 


* Se sabe que: 
A, =36m? > Pp x A,=36 

2r/2x r/2=36 > 4r?=36 > r=3m 
AB=3J/2 


* Entonces: 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 12 : 


La altura de un tronco de pirámide cuadrangular 
regular es 6m y los lados de la bases miden 1,2m y 
4,7m respectivamente. ¿Cuál es la longitud de su 
apotema?. 
A) 17m B)6  C)6,25 


D)8 E) 9 


EDICIONES RUBIÑNOS IES MENE 


E NIE ANPIIIDNZ 
RESOLUCIÓN : 


* En QDABCD : 
AB=19= 0,6 > DH = AB =0,6 


* Además: DC = = 2,35 
5 HC = 2,35- 0,6 = 1,75m 
* En =BHC (por el teorema de Pitágoras): 


a, =/6*+1,75? =6,25m 


PROBLEMA 13 : 


El área de la superficie lateral de una pirámide 
cuadrangular regular es 600m?, el apotema de la 
pirámide mide 25m. calcularla longitud de sus aristas 
básicas. 

A)J6cnm  B)i2em C)3cm  D)i8cm E)1i8cm 
RESOLUCIÓN : 

* Sabemos que : 


RPTA ; “C” 


T 
AsL==3 (Perímetro de la base).(Apotema)......... 109) 


* Perímetro de la base = 4a 
* Apotema = 25 


a» 


* Reemplazando en (1): 
Ago z x da x 25 


> 600=2a (25) —> a=12 

RPTA: “B” 
PROBLEMA l14 : 
En el gráfico ABCDEF es un hexágono regular y la 
región sombreada en el desarrollo de la superficie 
lateral de una pirámide. Calcule el volumen de dicha 
pirámide, si AB = 6 4 


GEOMETRIA _ DEL ESPACIO 
A) 24./2 
-B)12./2 
:C)16.Z 
-D) 36-12 
E) 182. 


» 
EAS 


* Se desea: 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 15 : 
Se tiene un foco iluminado estando a 12m . del piso. 
¿A cuántos metros del nivel del piso se debe colocar 
una placa rectangular de 8m . de largo y 4m. de 
ancho para que proyecte una sombra de 288mm?., si 
la vertical del foco pasa por el centro del rectángulo. 
A)2m  B)8m C)I0m D)iim E)12m 
RESOLUCIÓN: 


* Por semejanza de pirámides: 


5e2  (12-2xY 

144 

> 16 = (12 - xJ? 
4=12-x>x=8 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 16 : 


Un sólido está limitado por una región rectangular 
cuyas dimensiones son 30dm y 20dm. Y por cuatro 
planos inclinados a 45% sobre el plano del 
| calcule el volumen de dicho sólido en 


Se 3 3 
AJS000dm"  Bj22Com cisow0dm* Duna” 
RESOLUCIÓN: 

* El sólido es una - pirámide de base rectangular, de 


área 


NE NCICLOPEDIA 2012 


SB =(20)(30)=600 

* Altura h = 15 

* Luego, su volumen será: 30 
v= (600)x 15 _ 


3000 
3 RPTA : “A” 


PROBLEMA 17 : 
En una pirámide triangular ABCD de base BCD sean 
M y N baricentros de las caras BCD y ABC, AM y ND 
se intersectan en E Si FM = 7m; calcular la longitud 
de AF (enM ). 

A) 19 B) 17 C) 21 
RESOLUCIÓN : 


-DJ18  EJ165 


* Por el teorema de 
Menéalo en el AQAM: 
nXxxX2k =2nx7X3k 
>x=21 


C  RPTA:*“C” 


- PROBLEMA 18 : 


La siguiente figura es un paralelepípedo rectangular 
de dimensiones 12m, “b” m y “c”m. si la pirámide 
cuya base es el triángulo sombreada y cuyos vértice 
es el punto P tiene volumen 72m*?; ¿Cuál es el 
volumen del paralelepípedo dado?. 


D) 432m* 
E) 576m* 


RESOLUCIÓN : 
> V ssrateieeipoto = UDC: =P. 
* Del dato .n VW inige = 72m 


* Entonces de la pirámide : 


EDICIONES RUBINOS 


PROBLEMA 19 : 
Se tiene una pirámide vértice V y de base un 


paralelogramo ABCD. Se tiene que yg es altura de 
la pirámide, siendo O punto de intersección de las 
diagonales BD y AC. Las caras AVD y BVC hacen 
ambas un ángulo de 53% con la base ABCD. Si la 
suma del área de dichas caras es de 50cmn?, hallar el 
área de la base ABCD. 

A) 40cn? B)50em? C)60cm? D)45em* E)55em* 
RESOLUCIÓN : 


*S asco =? 


*Eldato: Sy = 25 


-» S2)BC yy 
> a(BC) = 10 
* Piden: 

Sarco = (MB)(BC) = 6aBC => Sancp = 6(10) = 60 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 20: 
Un tronco de pirámide de bases paralelas tiene por 
base mayor un cuadrado de lado 2 unidades. Si la 
altura del tronco es de 3 unidades y su volumen es 7 
unidades cúbicas. ¿Cuánto mide el lado de la base 
menor”. 
A)J1/2 B)J3 C)4 
RESOLUCIÓN : 


D)3/2 


E)1 


* El volumen Y de un tronco de pirámide de bases 
paralelas cuyas áreas son A y B, de altura h , se 


calcula por': 
as v=2(4+B+/AB ) 


* Luego : ata 22+/22x? ) 
* Resolviendo: x = 1 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 21 : 


Se tiene un paralelepípedo recto de altura 3cm . cuya 
base es un cuadrado de lado 4em , se desea 


construir una pirámide recta que tiene la misma base 
del paralelepípedo . Calcularla altura que debe tener 
dicha pirámide para que el volumen común a los 


dos sea las 2/3 partes del volumen del 
paralelepípedo. 
9+/5 
A) [342 Jem EE Jem 
ae Jem D) (4+-/35 Jem 


RESOLUCIÓN : 
* Incógnita : EO = h + 3 
* PQRS -—> cuadrado. 


* Como AEMR - AEOC: 


EM_MR__ h _al2/2  ,_ 3a 
h+3 2/2 


Eo oc” 
* Luego : 
LO A 77) 
4-a 


* Para hallar “a”, usamos el dato: 
Vironco== Vparaleepípado 
> 7 lat+4?44a 1=5 x 4x4x3 
> a*+4a-—16=0 > a=2/5 -—2 


* En (1): o=(9+445) 

» RPTA : “C” 
PROBLEMA 22 : 
En una pirámide triangular regular . La longitud del 
radio de la circunferencia inscrita al triángulo de la 
base es 2cm y la longitud del radio de la 
circunferencia inscrita a una cara lateral es 3cm. 
Calcular el área de la superficie lateral de la pirámide. 


A) 72. /3cm? B) 144 /3cm? 
C) 48 /3cm? D) 96 /3cm? 


RESOLUCIÓN : 
* AABC, equilátero MB=2/3 > AB=4/3 
* AOQD - ADHC 


* Área lateral : 


=3(4/3 x24)=144J3 


RPTA : 


“pg” 
PROBLEMA 24 : 


En el gráfico , el prisma MNPOQ-ABCD es recto. 
Calcule la razón de volúmenes de la pirámide O- 
ABCD con la suma de volúmenes de las pirámides 


e Vo-ABCD A E 
Vo_-mNBA *VYo-PCDQ > ¿bhr+zahr 


24 REA: “4? 
PROBLEMA 25 : A 
En una pirámide V - ABC, G,, G, y G, son los 
baricentros de las caras laterales VAB, VBC y VAC 
respectivamente . El triedro V-ABC es trirectángulo . 
Si el área de la región ABC es $, calcule el área de la 
superficie total del es VG,G;G,. 


a Es Bos 05 15 D) > 


RESOLUCI a Ss 


SS DÍ TS 


AG/G¿G, - 4ABC : 


AsG¡GoG3 (2 - Ss 
e (e) > Auca = y 


AG,G,G,=AG,VG, =4G, V G, =4G, V G, 


S 

> As 0263 = Aso ¡vc = Asc ¡vG3 = ÁsG9VG3 = y 

45 

> ATOTY 6/66) 9 A 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 28 : z 

El volumen de un tronco de pirámide cuadrangular 


es 74m?. si su altura mide 6m. y el área de made 
bases es 16m”. ¿Cuál es el área de la otra base?. 
A)49m* B)258m* C)j9m*? D)i16m* E)i2m* 
RESOLUCIÓN : 


* El volumen Y de un tronco de pirámide ide; de bases 
paralelas con áreas A y B, y altura h, es: 


Car 


V=74 A 
Datos ¿h=6 

B=16 
* Además : 


v="/[A+B+/AB] 


> 74= la? +16+/16a? ] 


A 
>xF<sau4 +4a 21 lea eommno SI 
> Aza?= 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 30 : 


Se tiene un prisma recto de base cuadrangular de 
volumen V . Calcule el volumen del sólido, cuyos 
vértices son los puntos de intersección de las 
diagonales en todas las caras . 

AJV/I6 B)V/3 C)V/4 D)V!12 E) V/8 
RESOLUCIÓN : 


* Piden: V, =2 
*Dato: Viana = Y =2AXx2h 


Vv 1 Vv 
AER SAS AGAR E 


PROIERADERTe 


GDse tiene una pirámide cuadrangular regular de 


área básica 36 y área total 6. Calcular su volumen. 
A) 32 B) 48 C)96 D)i60 E)320 


(0) En una pirámide triangular regular la altura 
mide 15 y la arista básica mide 6. Calcular el área de 


aJ6 
Ca (GI-Calcular el volumen de una pirámide triangular 


Men PIRZADIIIDN 
la sección paralela a la base, sabiendo que esta 
sección dista 10 de la base. 


ANZ2  B)1 C)2/3 DW3 EJ2/2 
(5 base de una pirámide de 6 de altura es un 


triángulo equilátero inscrito en una circunferencia 
de radio 2. Calcular el volumen de dicha pirámide. 


AJ6/3 B)4/3  C)3/3 DJ2/3 EJ4/2 
GBuna pirámide regular tiene en total 6 aristas y 


cada una de ellas mide 4./3 . Calcular el volumen 
de dicha pirámide. 


AJ8/3 B)16/6 C)16/3 DJ8/6 EJ4/2 
(03)Se tiene una pirámide hexagonal regular, donde 
una arista lateral forma con la base un ángulo de 
45”. Si la arista lateral mide 2, calculár el volumen de 
la pirámide. 

AJ8/3 B)12 ¿C)4/3 DJ6/3 EJ10V3 
O0)se tiene una pirámide de 27 m* de volumen, en 
ella se trazan dos planos secantes y paralelos a la 
base que dividen a la altura en 3 partes iguales. 
Calcular el volumen en la porción central. 

B)7 C)9 D) 10 E) 13,5 


regular, si su apotema mide 15 y la arista de la base 
mide 18/23. 

A)314/3 B)628/3 C)972/3 D)916/3 E)428/3 
(03) Calcular el volumen de la pirámide mostrada 
en la figura, si su base es un triángulo equilátero. 


54 


10 


A)J25/3 B)45/3 C)75 D)75/3 EJ50J/3 
ODEn una pirámide cuadrangular regular 0-ABCD: 
OD=DA y su altura mide 3. Calcular su volumen. 
AJ9 BJ16 C)18 D)24 E)36 

(UMen una pirámide hexagonal regular cuyas aristas 
laterales forman con la base un ángulo de medida 


60” y tienen por longitud 2, calcular el volumen de la 
pirámide. 


AJ12/3 B)12 C)16 D)16/3 E)15 
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(1D La base de una pirámide triangular regular es 
un triángulo equilátero de lado «L». La altura de la 
pirámide es igual al radio de la circunferencia 
circunscrita a la base. Calcular su volumen. 

e p E 71? 8L* 
ANO ET a 
(AS) Calcular el volumen de una pirámide 


cuadrangular regular donde el área de la superficie 
lateral es igual al doble del área de la base y a su vez 


igual a 72. 

A)18/2 B)24/6 C)30 D)16/6 EJ36/3 

ÁS) En una pirámide regular P-ABCD la 
m=<DPC = 53”. Calcular la razón entre el área de la 
superficie total y el área de la base. 

A) JS  B)3 C)j2 D)6 E) 5 


(Phcalcular el volumen de una pirámide regular 
O-ABCD, tal que: mx DOC= 60” y AB =6 

A)2/6 B)24/3 C)36/2 D)42/2 EJ18/6 
(13)¿Cuántas caras laterales tiene una pirámide en 


la que la suma de todos los ángulos de sus caras es 
igual a 24 ángulos rectos? 
AjiScaras B)l6caras C)7caras D)8caras EJ9 caras 


49 En una pirámide cuadrangular regular cuyo 


volumen es 24, calcular el volumen del sólido que 
resulta al unir el centro de la base con los puntos 
medios de las aristas laterales. 

A) 2 B)3 Cj4 "DJ6 


(Calcular la suma de medidas de lós ángulos 


E)J8 


intemos de las caras de una pirámide, si ésta tiene 
18 aristas. 

4)2 880” B)3600* C)1 620? D) 900”  E)3 240" 
AS)En la figura: VA =3. Calcular el volumen de la 
pirámide mostrada. , 


AE 


D)J36 


Are -BJ8 0 Cj27 E)72 
(se tiene una pirámide P-ABC en donde 
PA=/7,PB=PC=6, AB=AC=5 y BC=8. Calcular su 


volumen. 
AJ16 B)30 


EJ 
E0 Calcular el volumen de una pirámide cuyas 


aristas básicas miden 13; 14 y 15. La altura de la 
pirámide es congruente al circunradio de la base, 
A)222 B)225 C)272 .D)282 E) 227,5 


(SEGUVDAS 


Cj32 D) 20 


DIRIGIDA 


En una pirámide O — ABC su altura tiene como 
pie el incentro de la base. 

Si: AS=14, SC = 13, AC = 15 y OA=4105, calcular 
el volumen de la pirámide. 

AJ145 B)150 Cj140 D)160 E)165 
(63 En la figura las caras AOB, BOC y AOC son 


equivalentes y la cara ABC tiene área 27. Calcule el 
área total de dicha pirámide. 


14) 
AG 
C 
A 
A)30(/3+1) B)27(/3+1) C)24(/3+1) 
D)12(/3+1) EJ16(/3+1) 


63 Halle el volumen de una pirámide regular 


cuadrangular cuya base está inscrita en una 
circunferencia de radio R y cuyos diedros básicos' 
miden 45". 


AJR?J2/4 BJR* /2/5 C)JR* /2/3 
D)R? J2/6 E) R?/2/7 

(0D En una pirámide regular cuadrangular 
S - ABCD, AB = 6, la altura mide 4. cae la 
distancia de A al plano SCD. : 

A) 4,8 B) 5,8 C) 5,0 D)6,0 , E) 52 


(03) En una pirámide de base triangular A BCD 


las aristas opuestas BDy AC son perpendiculares 
Si: AB =4,BC=3 y AD = 5, calcule CD. 


ANS BJ3J2  CMJ/5 D) 
68) Calcule el recorrido mínimo que « debe ¡ 
una hormiga en ir y regresar al punto A pasi de 


EDICIONES RUBINOS 


el punto C, y no por la base de una pirámide regular 
V- ABCD cuyas aristas miden y/3 . 

AJ4 BJ6 C)J5 D)7 
(Ey) En una pirámide de base triangular S — ABC 
está inscrita una esfera cuyo radio mide r. Si la suma 
de las inversas de las miedidas de las alturas de la 
pirám ide es 1/8, calcular “r”. 

AJ4 B)J8 C)2 D)1 EJ6 
(5) En una pirámide A— BCD, de volumen V, en las 
aristas AB, AC y AD se ubican los puntos BR y 
Q, respectivamente, tal que: PB = 2(AP), AR =RC y 
AO=2(0D). Si las prolongaciones de PR y PQ 
intersectan a BC y BD en E yF, calcule el volumen 
del sólido RCE — QDF. 
aiv Bv 


O Un triángulo equilátero BCE y un cuadrado ABCD están 
contenidos en planos perpendiculares. Si el segmento que 


E)9 


av DEV A 


une los puntos medios de BE y CD mide 6, calcule el 
volumen de la pirámide E-ABCD. 


A)24/3  BJ18/3  C)42/3 D)36  E)364/3 
(41) Se tiene una pirámide triangular de volumen V. 


Halle el volumen del sólido poliédrico que se forma 
al unir los puntos medios de los lados de cada cara. 


AJV/6  B)VI4  C)VI3  D)JV/2 EJVW3/2 
O) Se tiene una pirámide O - ABCD cuya base 
ABCD es un trapecio, BC // AD, F y H son puntos 


medios de AB y CD, respectivamente. Si el área de 
la región triangular FOH es 60 y la distancia de B al 
plano FOH es 7, calcule el volumen de la pirámide 
O - ABCD. 

AJ400 B)450 C)520 D) 560 


(E) Se tiene pirámide regular 


cuadrangular , cuya arista básica mide 442 . Si el 
radio de la esfera inscrita mide 5, calcular el volumen 
de la pirámide. 

A)256/3 B)216/3 C)252/5  D)225/7 E)216/5 


(E) El área total de una pirámide regular pentagonal es 45 


y elárea de su superficie lateral es 25. Calcular la medida del 
ángulo diedro que forma una cara lateral con la base de la 


pirámide. 
A)30* C)53 D)J37" EJ45” 
(E) Se tiene una pirámide regular hexagonal 


O - ABCDEF de volumen 24 m?, se traza un plano 


E) 600 


una 


B)60" 


que pasa por el centro de la base y por los puntos 
medios de OB y OC , Calcule el volumen del menor 
sólido determinado. 

AJ6 B)7 C)J8 D)9 E)5 
43) En una pirámide O - ABC, sus caras laterales 
forman con la base un ángulo diedro que mide 60”, 
AB = 13, BC = 15 y AC=14. Calcule el volumen de 
la pirámide. 

A)84/3 B)120/3 C)60/3 D)112/3 E) 140/43 
(O) Se tiene una pirámide O - ABCD, AB // CD, 
AB = 12 y CD = 6. Si el sólido se proyecta sobre un 
plano perpendicular a AB, el área de la proyección 
es 20. Calcule el volumen de dicha pirámide. 

A) 100 B) 110 C) 120 D)130 E)140 
(Ey) En una pirámide regular triangular los inradios 
de la base y de una cara lateral miden J2 y 8, 


respectivamente. Calcule el área de la superficie 
lateral. 


A)18/2 B)36/3 C)24/2 D)12/2 E) 36/2 
ás) En una pirámide S - ABCD, de base rectangular 
ABCD, la arista SB es perpendicular a la base y se 
cumple: == === E Calcule la medida del 


ángulo diedro que forma el plano de la base y el 
plano que pasa por la diagonal BD y es paralelo a 
la arista SC. 

A)JArcTg(1/2)  B)JArcTg(1/3) 


Es) 


C)AreTg(J13) 


D)ArcTg(2/3) E)ArcTg 
(E) En una pirámide regular, la proyección de una 
cara lateral sobre la base mide la sexta parte de la 
base. En una de sus caras laterales se traza la 
mediana relativa a la arista lateral, tal que la mediana 
forma con la altura un ángulo que mide 30”. Si la 
arista básica mide 2, calcule el volumen de la 
pirámide. 

AJ14/3  B) 1243 


C)10/3  DJ9/3  EJ15/3 


TENDIDO APOEON 
na Arm 19015 clima lisa: 20) 


1 012)B [3)0/1)A [8)86)B 
oli! Enel mn. 


GEOMETRIA DEL ESPACIO | 


OBJETIVOS : 


* Definición y propiedades (¿qué es?, ¿qué le 
caracteriza?) de un Cono . 


* Elementos notables que lo constituyen y la 
definición de cada uno de ellos (por ejemplo, en el 
un segmento notable es la generatriz). 


* Reconocer un cono equilátero. 


* Área lateral, área total y Volumen . Desarrollos 
planos. 


INTRODUCCION : 


Un cono, en geometría 
elemental, es un sólido 
de revolución generado 
por el giro de un 
triángulo rectángulo 
alrededor de uno de sus 
catetos. Al círculo 
conformado por el otro 
cateto se denomina 
base y al punto donde 
confluyen las 
generatrices se llama 
vértice, F 


Superficie cónica se denomina a toda superficie 
reglada conformada por el conjunto de rectas que 
teniendo un punto común (el vértice), intersectan a 
una circunferencia no coplanaria. 
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CAPITULO 


El estudio sistemático de las pirámides el 
conocimiento de la circunferencia y algunas otras 
líneas curvas , han conllevado a la obtención y 
subsiguiente estudio de otras figuras, entre las cuales 
destaca el cono , el cual es muy parecido a una 
pirámide , con la diferencia de que sus bases es una 
región curva en lugar de una poligonal. 


Vértice o cúspide 


Altura 


Superficie Laters É 


Si el pie de la altura es el centroíde de la base, 
entonces el cono se denomina cono recto , caso 
contrario se denomina cono oblicuo. 


PLANO TANGENTE A UN CONO 


Llámese plano tangente a un cono , a todo plano 
que contiene una generatriz pero que no corta a la 
superficie del cono. 


Es obvio que en un cono circular recto cualquiera. 
Todo plano que contiene un tangente VE a la base 


y a la generatriz que pasa por el punto de contacto 
es tangente al cono . 


vas 
CONO DE REVOLUCIÓN O CONO CIRCULAR RECTO 
Es aquel sólido geométrico generado por una región 
- triangular al girar 360? en torno a uno de sus catetos. 
: 360" 


hi : longitud de la altura de la pirámides irregulares . 
O : centro de la base del cono . 


: radio de la base. 
s vs 


3 


hi: longitud de la altura de la pirámide 
ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A,,) : 


y 


| Ag = 


A 


G : longitud de la generatriz. 
SECCIÓN AXIAL DE UN CONO 


Es la sección plana determinada por un plano 
secante al cono que contiene a su eje. 


DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
LATERAL DE UN CONO DE 
REVOLUCIÓN 


El desarrollo de la superficie lateral de un cono de 
revolución es un sector circular cuyo radio es igual 
a la longitud de la generatriz de dicho cono y cuyo 
arco tiene igual longitud que la circunferencia que 


limita la y 
¿$ 


* En el gráfico, se muestra un cono de revolución y 
el desarrollo de su superficie lateral . 


0 : Medida del ángulo de desarrollo . 


g 


ÁREA DE LA SUPERFICIE LATERAL (A,,) : 


La superficie lateral es equivalente con su respectivo 
desarrollo, este un sector circular cuyo centro es el 
vértice del cono y tiene por radio a la generatriz. 
As, <> Asector 
As =115g 
ÁREA DE LA SUPERFICIE TOTAL (A,,): 


Asy=1r(g+r) 
CONO EQUILÁTERO : 


Es aquel cono de revolución cuyas generatrices tiene 
longitudes .. iguales a la del diámetro de la 
base (g=2r). 

En la figura se muestran un cono equilátero y su 
respectivo desarrollo. 


EJEMPLO : 


SEMEJANZA DE CONOS 


Todo plano secante a un cono paralelo; determina 
un cono parcial semejante al total . 


* En el gráfico, si 0P//10Q 
> Cono V- MN' — Cono V- MN 


: Si dos conos son generados por triángulos 
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semejantes que giran alrededor de los lados 
homólogos, dichos conos son semejantes. 


También si se intersecta. a un cono por un plano 
paralelo a la base se obtiene un cono pequeño 
semejante al total, debiéndose cumplir: 


% Las áreas de sus bases son entre sí como el 


cuadrado de las longitudes de sus elementos 
homólogos . 


los volúmenes son entre sí como el cubo de sus 
elementos homólogos . 


Si se intersecta a un cono recto por un plano no 
paralelo a la base se obtiene el cono oblicuo, cuyas 
bases tiene que ser elíptica . 


a = Radio mínimo, 
S =xab 
* Volumen del cono oblicuo : 


en 
TRONCO DE CONO 


Es la porción de cono comprendido entre su base y 
la sección plana determinada por un plano paralelo 
a dicha base. 

A su base y a dicha sección se les denomina bases 
del tronco, la superficie cónica que la limita se 
denomina superficie lateral del tronco y a la distancia 
entre sus bases se le denomina altura del tronco de 


cono. 


; .b = Radio máximo. 
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* En el gráfico, se muestra un tronco de cono 
VOLUMEN (VW) 2 


V=5(B4+B'+JBE) 
* B y B' : área de las bases 


TRONCO DE CONO CIRCULAR 
RECTO O DE REVOLUCIÓN 


Es un tronco de cono cuyas bases son círculos de 
modo que sus centros están sobre una misma recta 
perpendicular a dichas bases , también se denomina 
tronco de cono de revolución porque se genera con 
una región trapecial rectangular al girar una vuelta 
en tono a su lado perpendicular a sus bases . 


* En el gráfico, se muestra un tronco de cono de 
revolución. 


0/0, : altura ; 0/0, : eje del tronco de cono, 
VOLUMEN (VW) : 


v= 2 (R*+r?+Rr) 


¿Qué es la sección Pe de un tronco de cono pe 
revolución? 

Es la sección plana determinada por un plano 
secante al tronco de cono que contiene a su eje. 
En el gráfico, la sección AA'B'B es una sección axial 


del tronco de cono de revolución. 


DESARROLLO DE LA SUPERFICIE 
LATERAL DE UN TRONCO DE CONO 
' DE REVOLUCIÓN 


El desarrollo de la superficie lateral de un tronco de 
cono de revolución es ún trapecio circular cuyos 
arcos correspondientes son de igual longitud que 
las circunferencias que limitan las bases del cono y 
cuyos lados laterales son de igual longitud que las 
generatrices de dicho tronco . 


* En el gráfico, se muestra un tronco de cono de 
revolución y el desarrollo de su superficie lateral. 


6: medida del ángulo de desarrollo. 


0-2 E -) 350" 

g 

ÁREA LATERAL : 

El área lateral de un tronco de cono de revoluciones 
igual a la suma de los semiperímetros de las bases 
multiplicado por la generátriz . 
AL=(semiperímetro de la base mayor + 


semiperímetro de la base menor)generatriz 
AL=(xR+xr)Xg 


AL=xg(R+r) 
ÁREA TOTAL : 
El área total de un tronco de cono revolución es igual 
a la suma del área lateral con las áreas de las bases 
AT=AL+xR+xr 


 |AT=xg(r+RMWHxaR*+nr? 
VOLUMEN : 


El volumen de un tronco de cono de revolucion de 
altura H y cuyos radios de las bases son R y resta 
dado por la suma de sus bases y la media 
proporcional entre dichas bases 


V=r (R'+r*+Rr) 


OSTRACIÓN : 
Volumen==-(B+ b+ VBb) 


siendo: B=xR? ; b=a5r? 
* Reemplazando : 


DE. 


Vv (R?+rr?+ rR?xrr?) 
eZ —_—_—_—___zzz. 
cono 3 


>> Voono = E R+r + Br) 


Área de la Superficie Lateral (A,,) 
As¿=U(R+r)g 
Área de la Superficie Total (As) 
¿Asp=Asy+ar?+ar? 


= (0% 


EN CONIÓA 


PROPIEDAD : 


Los volúmenes de los sólidos generados por la 
rotación de un triángulo rectángulo, alrededor de 
los catetos e hipotenusa , son V,; V, y V, . Entonces 
se cumple que : 


(+5) 5) 


GEOMETRIA DEL ESPACIO WE 


PROBLEMA 1 : 


Dado un triángulo equilátero ABC, se le hace girar 
una vuelía alrededor “de una de sus alturas, 
generándose un sólido de volumen Y, . Si el triángulo 
equilátero ABC gira una vuelta alrededor de uno de 
sus lados, se genera un sólido de volumen V, . 
Calcular la relación V, / V,. 

1 2 
A) 3 B) 3 
RESOLUCIÓN : 


De Ey£ 


3 
93 2 


* Luego : o > RA 
* Además: : 
y,= pen E yacen > V¿=21R* 
* Finalmente : Ye 
2 


RPTA :“D” 
PROBLEMA 2 : 

En un cono fevolución se corta una cuña cónica de 
ángulo central 30”. El área de la base del cono es 
B u* y el área de la sección que determina un plano 
axial es Au*. Calcule el volumen del sólido que 
queda. 


11 2 11 11 

==" AJB e — AV B —AJB 
3 AB AE VB CIZG¿TAB 
RESOLUCIÓN S 
Dato; 


th = A ciioscnono (1) 
ar =B ......... (1) 
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Veuña 
Tr 
A 11 
=> V;, = =J7rB = 34 "B > Vo= — AJrB 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 3: 


Se tiene un hexaedro regular ABCD -— EFGH de arista 
L. Halle el volumen del cono que se encuentra en el 
interior del hexaedro , con vértice en el punto A y 
base circular inscrita en el triángulo GHC. 


3 3 3 
4) 22-822) B) 83-242) 0) 28-612) 
RESOLUCIÓN : 


* AD | plano HDCG que contiene a la base circular 
del cono. 


* Pero por Poncelet en el É=CGH : 


2L=2r+1L/3>r=*2(g-J2) 
* . 2 
El volumen del cono es: 
Mg ri? rl? 
Y =317 xAD => V = 57 (2-V2P L>V == (3-22) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 4 : 


En el gráfico de los círculos de centro O, O, y O, son 
paralelos, VO = 00, = 0,0, . El volumen del tronco 
de cono circular recto que tiene como base a los 
círculos del centro O y O, es igual a 7. Calcule el 
volumen del cono mayor . v an 


A) 9 

B) 12 
C) 17 
D) 25 
E) 27 


EDICIONES RUBINOS 


RESOLUCIÓN : 
V, + volumen del cono de altura VO 
Y, > volumen del cono de altura VO, 
V, > volumen del cono de altura VO, 

* Piden : V, 
* Dato : 


Vrronco cono = 7 


* Por semejanza : 


3 
E > V,=8V, > V,=1 
1 
V, _ (3h) 
* Además e V3=27 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 5: 


Si 1 y 2 pertenecen al plano de la base y la recta AB 
está incluida en el plano (123). Halle la intersección 
de la recta AB con el cono truncado. 


RESOLUCIÓN : 
3 


Py Q están en la elipse plano (123) contiene a la 


recta AB. 


PROBLEMA 6 : 
En un cono revolución de vértice O , se traza la altura 


OH y HJ y luego perpendicular a una generatriz 
OA, siendo AJ = a y JO = b. Halle el volumen del 
cono. 


q a a 
aza+oy B2ab*(a+b)? c) G(a+bza-b) 
RESOLUCIÓN : , 


e 


* Por relaciones métricas en el Es; 
< R?*=(a+b) ; OH? = b(a + b) 
=> OH = Jb(a + b) 
* El volumen del cono es : 
Y= 5R*(0H) > V= ata +b)/b(a + b) 
” 1 pit ME 
=> V-= ¿abla +b)2. =>V= ¿aba +b)2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 7: 
Al desarrollar la superficie. lateral de un cono de 
revolución , se obtiene'un semicírculo. Halle la 
medida del ángulo que forman dos generatrices 
diametralmente opuestas. 
A) 30* B) 45 C) 60* 
RESOLUCIÓN : 


D) 90” E) 120” 


2r 2r 


* El radio del semicírculo es 2r, en el cono la 
generatriz es 2r. 


GEOMETRIA DEL ESPACIO ES 


* La longitud de la semicircunferencia en el 
desarrollo es 2xr. 
* En la base del cono, la longitud de la circunferencia 
debe ser 277, entonces su diámetro es 2r. 
Esto demuestra que el 4ABC es equilátero. 
=> m<B = 607 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 8 : 
Dos rectángulos congruentes de lados a y 3a tiene 
un lado común que mide a y forman un diedro de 
30”. En uno de los rectángulos reposa la base de un 
cono circular, la cual es tangente a los lados 
mayores. Calcule el volumen de este cono , si su 
vértice se encuentra en el lado menor del otro 
rectángulo. 


2ra* ra? ra? ra Ta 


15 + 3 4 2 
RESOLUCIÓN : 


== E ae 
A 
* El volumen del cono es ; 
z 3 
le 
> 4 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 9 : 

El área de la superficie total de un cono es 200xm* 
el producto de las longitudes de su generatriz y el 
radio de su base es 136m?*. Calcular el volumen de 


dicho cono. 
AJi5b4am* B)180xm* C) 230xm* 
D) 285m* E) 3207xm* 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : e a) 


* Datos: 

gXxR=136 

Asy=200x% , 
Asr=xRg+xR*=200x 
> A136+xR*=200% 
> R=8 
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*Luego: g=17 yh=15 


*En(M: y==0 09). 320% 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 10 : 
Un tronco de cono de altura 12m tiene por base un 
círculo de radio R=10m . si el volumen del tronco 


de cono es 700 xm*, el volumen del cono es : 


AJ8121xm* B)800x  C)7507  D)8l5x  EJ9007 
RESOLUCIÓN : 
da 10)*x(h+12) 
Xx 
Volumen cono)= = a aoneronseness 104 ) 

* Calculado : h 
L.AOV —k.BQUV: mn AE (1D 
* Del dato : : 

7001 = iS TU e + (10)+(10) ] 

=>r=5 
* Reemplazando en (11) :h = 12 
* Reemplazando en (1) . Volumen ¿yo =800x 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 11 : 


Un círculo de metal de 64xcm? se corta por un 
diámetro en dos partes iguales y con una mitad se 
forma un cono circular recto uniendo los radios 
extremos. 

El ángulo que forman las generatrices del cono con 
su base, mide : 

AJ15" B)30* 
RESOLUCIÓN : 


C)j60* E)75* 


D)J45" 


EDICIONES RUBIÑOS ERES 


tz = circunferencia de la base del cono 
>1R=21xr > R=2r 

* Luego, enelAa AMO : a=60* 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 12 : - 
En un cono de revolución, la cuerda AB de la base 
y la distancia del vértice del cono a AB mide 1042. 
Si AB = 8u y el área lateral es 48/67 . Entonces el 
volumen del sólido limitado por el cono es : 


ón 1281/38 a 1251/38 ES 1167/34 
3 3 9 
RESOLUCIÓN : € 


* Por dato el área lateral del cono es: 

48 /6n = 72 > Rg =48/6 rca) 
*DOMA: 8? =(10/2 +4 =>8=6/6 cocoa 1) 
* (ID) en (1): R6J6 = 48 /6 => R=48 


* DSOHF : h? =(6/6)? —8? > h= 2/38 
* El volumen del cono es: 


V= 3(64)(2/38) a a 

y RPTA : “A” 
PROBLEMA 13 : 

En un cono revolución de vértice V , por el centro O 
es su base se traza el diámetro AB y se ubica un punto 
P >= B en la circunferencia de la base , halle los 
valores enteros del ángulo OPB para que la 
ma< VPB sea mínima. 
A) 79 y 36" 

D) 59 y 61" 
RESOLUCIÓN : 


B) 26" y 45” 
E) 1" y 89” 


C) 25” y 89 


* Por propiedad de triedros: 9 - a <x<0 +«u 
valores enteros de x, cuando 9=60" y a=2 (mínimo). 
60-2<x<60 + 258 < x < 62 
> 59 y 61" 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 14 : 
Una cuerda trazada en la base de un cono circular 
recto de 4m: de altura, mide 8m . si la distancia de la 
cuerda al centro del círculo base es de 2m. ¿Cuánto 
mide la generatriz?. 


AJ4 BJ6 C)J8 D) 20 E) 4/3 
RESOLUCIÓN : B 

* Se tiene : 

AAOB > g?=40*+4? 


> gi=(22+4? )44? 
> g*=36>g=6 


PROBLEMA 15 : 


La altura de un cono de revolución mide 12 , el 
diámetro de su base mide 10 . Encontrar el área de 
su superficie lateral. 


A)60n B)J62n  C)J64x 
RESOLUCIÓN : 
* Usando el teorema de Pitágoras : 


D)J65x  El70x 


el=r?+h? 
> g?=5%+12* 
=> g*=169=> g=13 
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* Luego : Ag¿=7rg=1X5X13=657 
De RPTA : “D” 
PROBLEMA 17: 


Un triángulo rectángulo cuya hipotenusa miden 
16em forma con el cateto menor un ángulo de 60". 
¿Cuál será el área lateral y total del cono de revolución 


que se genera al girar 30” alrededor del cateto mayor”. 
(indicar el área total) 


A) 180xcm? B)201 
RESOLUCIÓN : 


*En ABC: 


C) 184x D)192x  E)184n 


n= 245 > h=8/3 


* Entonces : 


A,=rrg > A, =7Xx8X16=12871 

* Luego: 

Ap =rr(g+r) > A7 =7x8(16 +8) > Ay =1927 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 18 : 

La generatriz de un cono recto mide 5m y la 

superficie lateral desarrollada forma un sector 

circular de 216”. Calcular el volumen de dicho cono. 

A)J12xm* B)Ji6xm* C)18xm* D)J20xm* 

RESOLUCIÓN : 


77 (1) 


* De la figura (1) : 
2rr=5(216) ——=>r=3 


* De la figura (11) : PEA 

"APQN : 6*=h*+r? => 25-—9=h* => h*=4 
“Luego: Vamo=(ar*)h 

* Reemplazando : Vomo== (1/8 (4) => Vos=12 
o RPTA: “A” 


PROBLEMA 19 : E 
Se traza un plano paralelo a la base de un cono por 
el punto medio de su altura. Hallar la relación entre 
el cono total y el tronco de cono que resulta(relación 
de volúmenes). 

A) 7/6 B) 8/5 
RESOLUCIÓN : 


C)2 D) 3/2 E) 8/7 


* Entonces : 


Viotal = 8 
V, 


tronco 7 


7 
Veronco” y Votar) > 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 20 : 
Un triángulo equilátero cuyos lados mide 6a metros 
y gira alrededor de uno de sus lados. Hallar el 
volumen total del sólido engendrado . 
A)J52xa* B)28xa* C)34xa* D)54xa* 
RESOLUCIÓN: 


EJ64xa* 


* Graficando : 
* De la figura : 3a 
Se observa que 
genera 2 conos 
con radio igual a 


3aJ3 . 
* luego : 


y... 2r(3043)*(3a) _ 
total — EPI = 


54ra* 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 21: 
Se dan dos esferas tangentes exteriormente y cuyos 


radios miden 1dm. y 3dm. El volumen del cono recto 
circunscrito a ambas esferas, es: 


A) 81dm* B)i8xdm*  C)i8dm*  D)81xdm' 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura : y 
,EPN. EQ_1 EN 
E E Lo ——=Z— PA 
pena Si EN 3 RR 


EDICIONES RUBIÑOS 


* AERQ -AEHO: 


- > r=3V3 


ho, 


* Se pide: => nrih=o (343 P(9)=81% 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 22 : 

La fórmula del volumen del cono circular recto, en 

función de la generatriz g y de la altura h, es: 


A Ele? -n?)n* B) Eg? -h?-n? 
3 3 
C) E -h? Jn? 


RESOLUCIÓN : 
* Por fórmula : 


DE -h?)h 


h?+r?=g? 
a e A (11) 


1 ] 

H (1) en 10)) : Veono=3 m8? h? )h 

. RPTA : “D” 
PROBLEMA 23 : 
Un tronco de cono de altura 12m tiene por base 
mayor un círculo de radio R=10m. 
Si el volumen del tronco de cono es 7000 m*. ¿Cuál 
es el volunien del cono? 
A)760xm* BJ8127mm* 
D)800xm* EJ8151m* 
RESOLUCIÓN : 


C)7807m* 


* Para el tronco de cono : 
Veronco= 3 PRI +r + Br) 


> 7007==x12(10*+r*+10r) 


* De donde: r=3 
* Luego, para el cono total y cono pacial: 


3 3 
Viotat al R ] => Veotat 2 
Varela! r Viotar 7007 15 


=> =8 >> Vota =8007 


Veotal 
Y, RPTA : “D” 


taz — 7007 


O! 


PROBLEMA 24 : 


De un círculo de área 144xm? se extraen, primero 
un sector circular con área 24 mx? y luego la porción 
de círculo de 3m de radio que queda , obteniéndose 
una porción de anillo circular como se muestra la 
figura, con lo” que se forma un tronco de 
cono.Calcular su volumen. 


A) 256/11xm? 
B) 156/11xm* 


C) ES Jripn* 


D) > JT1pm? 


RESOLUCIÓN: 


* De la figura 5x7 y 207.m., son las longitudes de los 
arcos de circunferencias que serán bases del tronco 
de cono. 


* Del tronco: 2rp=57 = r=6/2 


27 R=20r => R=10 


* Luego : 2 
15) =9% =h= 


3/11 


* Entonces : 
rx3/11 


2 
ya_*2— B +[5)r0+10 e Va 
3 2) “(2 8 


RPTA ; “C” 
PROBLEMA 25 : 


En un tronco de cono de revolución se traza un plano 
por el centro de la base menor y paralelo a una 
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generatriz determinando una sección trapezoidal 
cuyas bases miden 2 y 2/3. Si la altura del tronco 


de cono mide 10 y el radio de la base mayor mide 2. 
Halle el área de la sección aproximada. 


A) 25,6 B) 26,3 C) 27,4 D) 28,5 
RESOLUCIÓN :. 
10 
ÉESNHM : 
2 = 10? + 1 =101=> a = 101 
* El área pedido será : 


S= A > S =(43 +1)/101 
S = (1,73 + 1)(10,04) =S= (2,73) (10;04) 


>S= 27,4 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 26 : 


Halle el volumen del sólido limitado por un cono 
recto de revolución de dos hojas cuyos radios de 
las bases miden R y r , las bases distan H. 


A) 2841-20) B) 1 me +? Re) C) E +21) 
RESOLUCIÓN : 


yd AE 
en >> Ae rk ; b=Rk 


* Sumando : 
a+b= k(r+R)H = ER 


H rH RH 
>k 5 b= 
* Pero: R+r R+r R+r 
v, =G ria 
os (+) 
V.=*R% 
PS LN 
V= Gar? +bR?) 
* Reemplazando : 
E rH 2 RH 2 E 3 
v= a xR?*|= V = e AE 
2 2 
>V 2 —Rr+r*) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 27 : 


En un cono oblicuo su altura es trisecada por dos 
planos paralelos a la base. Calcule la relación entre 
el volumen del sólido comprendido entre los planos 
paralelos del sólido , comprende entre la base y el 
inmediato plano paralelo. 


* Por semejanza : 
Vv 


=[5] =sv= V+V>V=7V=>V= 02 


V+Vx 

* También: VA 
V + Vo 

V+Va + Vy 


* Simplificando : 


RPTA :“C” 


sa 
PROBLEMA 28 : 

En un cono de 9 cm de altura y cuya base tiene 8cm 
de diámetro se inscribe un cilindro cuyo radio es 
mayor que 1 y cuya área lateral es 107 . Hallar dicho 
radio . 

A)J12/5 B) 5/3 
RESOLUCIÓN : 
* r=Radio de la base del cilindro. 
*EB=4-r 


C)10/3 D)95  E)8/3 


H—4—1 Pte 


Sia =107 > 2rrrg=107 


5 
* Luego : ez A (1) 
»*AAOB-AHEB : > 30 r=dg 


*De (M: 96-9r=4|+) => 36r — 9r?=20 


* Ordenando: 9r?-— 36r + 20=0 


(3r - 10)(3r - 2) "SÍ 
10 


* Del enunciado : r > 1 


r==— 


* Luego : 
- RPTA : “C” 
PROBLEMA 29 : 
Los radio de la bases de un tronco de cono miden a 
yb (a > b). ¿Cuánto mide el radio de la sección 
paralela a las bases que determina dos sólidos 
equivalentes?. 

a? +b? 


ad+b? ad+b? 


A) 
RESOLUCIÓN : 


* Por semejanza: 


MA EA Y, +V-Y,_Y- e, == Ba? m 
ASA a 
VYAV_A Y +2V Y, 7 e e A aD 
Y, +2V y” viv po Y +v io 
* Igualando (1) y (1): 
zar Za a? yb? 
—= > M= 
a? a? 2 
RPTA : “CC” 


PROBLEMA 30 : 


El radio de la base de un cono de revolución es R y 
su altura es H, se inscribe un cilindro recto de área 
lateral máxima. Calcule la altura y el radio del cilindro. 


y ER, ER ER, 282 ¿HR 
AE TESTA E AN O 
RESOLUCIÓN : 
* Por semenjanza: 
H-y_ x H 
a A ==(R-=— dd 
H R > Y el x) (1) 
* Superficie lateral del cilindro es máximo, es decir 
ME A (ID) 
Hy 
H 
* (Den (ID: 
2 
SL.cn, =2xX E Rx) > Son = 21 Hx= a 


* Derivando; e igualando a cero. 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 31 : 


Un tronco de cono de revolución de área total A, 
está circunscrita a una esfera de radio R. Halle el 
volumen del tronco. 


TAR 


AZ B) ¿RYA ale 


ora DE g2R 
» 3 16 


RESOL OR z 


* El volumen del tronco de cono es : 
v=2E (22 462 44) com) 
* Por dato; área total es : 
A=x(a*+b*) + ma? +b?) + 2mb 


=A=2x(0 +b?) +2 mb A 
=> A=2n(a? +b* + ab)> a? +6? +tab== 


T 
baca) PEA). y AR 
a E 

RPTA:; “D” 


PROBLEMA 32 : 


La generatriz (9) de un tronco de cono recto de 
revolución forma un ángulo de-60” con la base 
inferior, y es perpendicular a la.recta que une su 
extremo superior con el extremo inferior de la 
generatriz opuesta. Halle el área lateral del tronco de 
cono. 


I 
E) 39 


D) 8 


as 
AJrg* Bj3r8%0) 3 
RESOLUCIÓN : / 


(905 PA A CICLOPEDIA 2012 


* El área lateral del tronco de cono es : 


(27.3/24+ 278) 
2 


S= pos 


RPTA ; “C” 


Gpe la figura calcular el área de la base del cono 


circular recto, si AB es ii de la base, VA=17 
y VO=15. 


A go ES 
A)J64x B)72x C)56x D)96x E)120x 
Ys: el volumen de un cono es el doble del área 


de su base, calcular su altura. 


AJ3 B) 4 C)5 DJ6 E)9 


(3 Calcular el volumen de un cono recto, si su área 


lateral es igual al doble del área de la base y el radio 
de la base mide 2. 16 
Aja J3 B)(8x/3)/3 O 


DX4xJ6)3  EX3xJ/3)/2 

Calcular el radio de la esfera inscrita en un cono 
equilátero de generatriz igual a 6/8 
A) 3 B)2 C125 D)J356  E)1 
(DE área de la superficie esférica inscrita en un 
cono equilátero, es igual a 64x. Calcular la altura del 
cono. 


A)6/3 B)8/3 C)10/3 D)12 E)14/3 


(3 desarrollo de la superficie lateral de un cono 


de revolución es un semicírculo de radio R=2, 
Calcular el volumen del sólido. 


T 3 xr x x 
ze 2 ze 216 Lal 
05 E BJ 3 C)J=/2 DJ> E)J=45 


(GDCalcular el volumen de un cono de revolución, 


es que el desarrollo de la superficie lateral es 
un semicírculo de área igual a 187. 


AJ15x/3 B)12x/3 C)9x/3 D)12x/3 EJ3xV/3 
(03) Calcular el radio básico de un cono recto, 


sabiendo que el perímetro de su triángulo generador 
es 40m, y su altura es 2m menor que su generalriz.. 


EDICIONES RUBIÑNOS [vaso 


AJ8 BJ6 C)J7 DJ4/2 EJ6J/2 
GDhHallar el volumen de un cono equilátero en 


función del radio «r» de la esfera inscrita. 
Ajar? B)2xr* C)3xr? Dj4xr?* E)5xr* 


ÁDa superficie total de un cono es 200x, el 


producto de la generatriz y el radio es 136. Calcular 
su volumen 
A)J320x7 B)325 C)350x D)370 E)375x 


ÁDcalcular el volumen de un cono recto, si el 
ángulo del sector circular que se obtiene al 
desarrollar el área lateral del cono es 288" y la 
generatriz es 10 

A)J128 B)J89x C)J89 D)1107x E)128x7 


Una cuerda trazada en la base de un cono 
circular recto mide 8. Si la distancia de la cuerda al 
centro del círculo base es 2 y la altura del cono mide 
4, calcular la medida de la generatriz. 

A) 4 B)5 Cj6 D)7 EJ8 
(AB)Sabiendo que el volumen del cono menor es 
48, calcular el volumen del cono mayor 


10 


A)J375/8 B) 37514 C)375/2 D)375/7 E)J375 


(AACalcular la altura de un cono circular recto, 


sabiendo que el perímetro del triángulo generador 
es 30 y este volumen es igual a los 2/9 del producto 
entre las medidas del radio de la base y el área total, 
AJ8 B)J9 C)10  D)11  EJ12 


Á3)La altura de un cono recto es trisecada por dos 


planos paralelos a la base. Calcular el volumen de 
la parte intermedia, si el volumen del cono es 27. 
A)J6 B)7 C)8 D)J9 E)10 


(A Calcular el área total de un cono de revolución, 


si la generatriz y la altura se diferencian en 1, además 
el radio de la base mide 5. 
AJ307 B)45x C)60x D)90r E)120x 


(Dse tiene un cono de revolución cuya altura mide 


5, tal que al aumentar el radio de la base en 3 
entonces su volumen aumenta en 557. Calcular el 


volumen del cono. 


yz B)20x os D)27x 


E) 65x 
3 
(E desarrollo de la superficie lateral de un cono 


de revolución es un sector circular de 288” y un metro 
de radio. Calcular el volumen del cono en decímetros 
cúbicos. 

AJ1007x B)120x C)128x D)i64x E)2007% 
AD)se tiene un cono recto tal que visto de frente se 
ve como un triángulo rectángulo. Si el diámetro de 
la base del cono mide 12, calcular su volumen. 
A)Ji6x B)j54x C)48x D)727 E)8lix 


£0) Calcular el volumen del cono recto de radio 9, 


si la suma de la generatriz y la altura es 27. 
A)3247 B)i627 C)8lx D)224x E)124x 


IRIGIDA 


(7) Si la diferencia de volúmenes de los sólidos 
generados por la región sombreada al girar una vuelta 
alrededor de OC y OB €es 108, calcular el 
perímetro de la región. 


A) 18 D)27 E) 54 


63 El desarrollo de la superficie lateral de un cono 


de revolución es un semicírculo de área 18r. 
Calcular el área de la superficie del cono 
mencionado. 

A)J25x B)27x C)18x 


B) 36 


C) 24 


D) 207 E) 24x 


63 En un cono de revolución se inscribe un 


cilindro de revolución que resulta ser equivalente al 
cono parcial determinado. Calcular la razón entre 
las áreas de las superficies laterales del cono parcial 
y el cono mayor. 

AJ3/4 B)1/3  C)4/25 D)9/16  E)3/8 


62 Calcular el volumen del cono de revolución, 
si: VM=MA, VH=2 y HB=6. 


A)48J/2x BEl3 £ 0)27.J3 7 
D)19/6 x EJ14/6 xr 


(03) Se tiene un recipiente cónico como se muestra 


en el gráfico, el cual está lleno con 1 250 cm* de 
agua. Si se abre el caño mostrado y se vierte sólo 
1 170 cm* del contenido, calcular a qué distancia 
del vértice del recipiente queda la superficie del agua 
al cerrar el caño. 


r 


A) 10em B) 1I5cm C)12cm D)18cm E) 16cm 


(75) En un cono de revolución se ha inscrito un 


cilindro de revolución cuya altura es igual al radio 
de la base del cono. Calcular la medida de uno de 
los ángulos de la sección axial de dicho cono, si se 
cumple que el área de la superficie total del cilindro 
es al área de la base del cono como 3 esa 2, 

A) ArcTg(1/2) B) 45” C)90”-D)37  E)653 


(7) En la figura se muestra a un cono equilátero 


cuya generatriz mide 2, OP=PB y la línea curva AP 
representa el menor recorrido para ir de A hacia P a 
través de la superficie lateral del cono. Calcular el 
área de la porción de la superficie lateral de cono 
limitada por las líneas AB PB y AQB. 


A)Jx-1 B)21 13 C)x12 
xI—2 2-3 
DS E) 3 


(03) Se sabe que el plano que contiene a dos 


generatrices perpendiculares de un cono circular 
recto divide a la superficie lateral de dicho cono en 
dos partes cuyas áreas están en la razón de 1 a 2. 
Calcular el volumen del cono si su altura mide “A”. 


2 2,3 3,3 
A)—xrh B)=xh"J2 C)—xh 
Iza id /2 ral 


D)rh* zan 


(09) En el gráfico adjunto los planos P y Q son 
paralelos y los volúmenes de los conos de 
generatrices MC y MA sonV y 8V respectivamente. 
Calcular el volumen del cono de generatriz yA. 


A)18V B)16V C)24V D)12V E) 36V 


En la figura se muestra un cilindro de 


revolución de volumen V y BM=MD. Calcular el 
volumen del cono que tiene como base la región 
elíptica. 


A) V/5  B)V/6 


C)V/9  D)V/12 


E) V/4 


(E) VA y VB son dos generatrices de un cono de 
revolución que forman un ángulo que mide 30”. Si 
VA=4 y en la base mAB=90", calcular la longitud 


de la proyección ortogonal de la altura del cono sobre 
una de sus generatrices. : 


AJ2  BJ3  C)4 D)2/3  EJ8/2 


EDICIONES RUBINOS [je3i5oS 


(E) En un cono de revolución una sección axial 
determina dos sólidos parciales y en uno de ellos se 
inscribe una pirámide cuadrangular regular cuya 
base está inscrita en la sección axial, además una 
arista básica está en la base del cono. Si dos 
generatrices diametralmente opuestas determinan 
un ángulo que mide 53”, calcular la razón de 
volúmenes de la pirámide y el cono. 


A)2/4x B)3/8x C)1/2x D)3/i6x  E)3/6x 


(E) Se tiene un cono circular recto de vértice O, en 
la base se traza los diámetros perpendiculares 
AB y CD, luego se ubica el punto medio M de OB, 
tal que MD=CD. Calcular el volumen del cono cuya 
base está inscrita en el triángulo CMD y su vértice 
pertenece a OA, si se sabe además que el volumen 
del cono inicial es 6/3 . 
A) 1 B)2 C)3 


(E) El área de la sección axial de un cono de 


D)4 E)5 


revolución es 24. Calcular el área de la superficie 
lateral de un cilindro de revolución inscrito en el 
cono, de tal manera que una generatriz del cilindro 
está contenida en una generatriz del cono y la 
generatriz opuesta tiene por extremo el centro de la 
base del cono. 
A)8x B)9x 


(13) Se tiene un cono circular recto de volumen v, 


en cuyo interior se traza una pirámide cuadrangular 
regular cuyo vértice es el centro de la base del cono 
y los vértices de su base pertenecen a la superficie 
lateral del cono. Si el plano que contiene a la base 
de la pirámide determina en el cono una sección 
cuya área es la cuarta parte del área de la base del 
cono, calcular el volumen de la pirámide. 


3v 3v Vv 9v Vv 
A AT Cs ee 
4) 4 ) 8x q y 16x E) á4n 


C)j12x  D)l5x E) 18x 


To) En el gráfico: BM=3(MH). Calcular la medida 


del ángulo de desarrollo de la superficie lateral del 
cono de revolución. A 


SB 


A)60*  B)75  C)90”  D)120* E) 150* 


(Es) En un cono de revolución se ha inscrito una 


esfera tal que la circunferencia tangencial biseca a 
las generatrices del cono. ¿Qué fracción del volumen 
del cono es el volumen de la esfera? 


A)4/9 B)2/5 CI/3/6 D)2/7  E)5/8 
(E) Se tiene un cilindro de revolución inscrito en 
un cono de revolución de vértice V y generatriz VA, 


cuya altura VO interseca a la base superior del 
cilindro en N. Calcular el área de la superficie lateral 
del cilindro, si: ma VAN =mxNAO, VO=12 y OA=5. 


a Prats q 2007 

81 27 3 d' 
(E) Según el gráfico el volumen del cono circular 
recto AVB es 87/3. Calcular el volumen del prisma 


recto PMQ-RNS, si MN es base media del triángulo 
AVB. 


6007 
DST E) 


AJ3/6 B)V3 C)J4  DJ2/58  EJ2/3 
€n) Calcular el volumen del cono de revolución 
inscrito en la porción de esfera mostrada, si el 
volumen de ésta es 87/9 y mxBOA=60". 
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(6) Calcular el volumen del sólido AO,E-CO,G, si 


la arista del hexaedro regular mide “a” 
O,: Centro de la cara DAEH 
O,: Centro de la cara DCGH 


A)a!l6 B)5a*/24 C) 5a*/21 D)5a*/22 E) a*/6 
(7) En un troncode prisma recto ABC-DEF: AD 
es perpendicular a AB y AC. 

Si: 6(EB)=3(AD)=2(CF)=6 y ABC es una región 
equilátera de área /3, calcular la medida del diedro 
entre las bases del tronco del prisma. 

AJ45” B)37” C)J53” D)60* E)30? 
(E) En un tronco de prisma cuadrangular regular 
ABCD-EFGH: BF=3, AE=CG. La distancia entre 
BF y DH es?2. Si la base superior EFGH forma con 
la otra base un diedro que mide 45”, calcular el 


volumen del tronco de prisma. 
A) 4 B)6 C)9 D)12 


02 Un tronco de pirámide regular está circunscrito 


a una esfera. Calcule el volumen del tronco de 
pirámide, si los perímetros de las bases suman $ y 
el producto de las longitudes de dos aristas básicas 
diferentes es P?. 


E)J16 


P(S*+4pP?) P(s? - 16p?) s*s?-4p?) 
Al ES NAAA Y ic E 
> 48 ¿e 48 y 16 
P(28?*-9p?) _ P(S?-16P?) 
D) IDE PRA E) AB 


(03 Calcular el volumen de un tronco de pirámide 
cuadrangular regular, si las áreas de las bases están 
enla relación de 1 a 4. El área de una cara lateral es 
A y la distancia del centro de la base mayor a dicha 
cara lateral es “d”. 

AJSAd BJZ-Ad C)Ad D)ZAd EJ=-Ad 


(08) El lado de la base mayor de un tronco de 
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pirámide regular cuadrangular mide g./2, su altura 
3 m y las aristas laterales forman ángulos de 45* con 
el plano de la base mayor. Calcule su volumen. 
A)216 B)621C) 162 D) 136 E) 126 


Calcule el radio de la base de un tronco de 


cilindro circular recto cuyas bases forman un ángulo 
diedro cuya medida es 60”. Además, la suma de las 
áreas de las bases es $, 


A)S/x BIÍISIJ/x C)/S//3x 
D)/S/J5 E) /Sj2x 


En el gráfico el volumen del tronco de cilindro 


oblicuo es 144x. Si AC=AD, BD=BE y AB=6, calcule 
el volumen del cilindro de revolución. 
A E C 


al 


D 


B 
SS E 
A)96x .B)192x C)180x D)128x E)256x 


(7) Calcular el volumen del tronco de cilindro 


oblicuo cuya generatriz máxima mide 2Y4, la 
generatriz menor es nula y las bases del tronco son 
congruentes y perpendiculares. 

A)x B)x/2 C)x/3  D)2x/3 E) x/4 

(1) Calcular el volumen del tronco de cono que se 
puede formar con la región sombreada (O es centro 


de los arcos BA y MN) 


A) a C)14x /15 
D)13x/13 E)12x /15 


(0) En un tronco de cono de revolución, los radios 
de las bases miden a y b (a>b). Si el área de la 
superficie lateral es la mitad del área de la superficie 
total, calcule la distancia entre dichas bases. 


az met cjf% pj2alab EJNab 


a+b a+b a+b 


EDICIONES RUBINOS PERS 
(E) En un tronco de cono recto circunscrito los 


radios de sus bases miden 2 y 8, por el centro de la 
esfera inscrita se traza uñ plano paralelo a las bases. 
Calcular el volumen del tronco de cono formado por 
dicho plano y su base menor. ; 
A) 407 B)42x  C)48x. D)52x 


E) 64x 
(E) En el gráfico se muestra un vaso de forma de 


prisma regular que contiene agua hasta la mitad de 


su altura. Si dicho vaso se inclina alrededor de HG. 
de modo que el agua está a punto de caer, en ese 
instante las aristas laterales forman con el plano 
horizontal un ángulo de 30* y la superficie del agua 
tiene un área de 24 u* Calcule el volumen del agua 
contenida en el prisma. 


A) 60 
B) 36 
C) 45 
D) 37 
E) 72 


(E) La arista básica mayor de un tronco de pirámide + 


regular de 6 caras tiene por longitud 3 y sus bases 
distan 5. Además una sección paralela a las bases 
determina en dicho tronco una sección que tiene 
un perímetro de 10,4 y dista 3 de la base menor. 
Calcule el volumen de dicho tronco. 


A) 92/3  B) 22 C) 97/13. D) 95/3 EJ11 


43 Se tiene un tronco de cono recto de bases 


paralelas circunscrito a una-esfera de radio R. 
Calcular el volumen del sólido que se encuentra 
limitado por la superficie esférica y la superficie del 
tronco de cono, si se sabe que el área de la superficie 
total del tronco es el triple del área de la superficie 
esférica. 


8 tir a? 2 er 
AZAR? B)7=R CGR D)¿«E? EJg=R 
(15) La base elíptica del tronco de cilindro de 
revolución es perpendicular a la cara VAB del 


a Calcule el 


octaedro regular de volumen 
volumen del tronco. 


A)J24/2x  BJi2/2x  C)24V/3% D)12/3%x  E)36J2% 


(Ey) En un prisma oblicuo ABC-A'B'*C”, cuya arista lateral 
mide 18, un plano interseca a las aristas AA', BB' y CC* en 
los puntos M, N y F, respectivamente. Si: AM=9, BN=6 y los 
volúmenes de los sólidos ABC — MNF y MNF-—A'B*C' están 
en la relación de 2 a 3, calcular CF. 

AJ6,6 B)7,2 C)7,6  D)8,4 E)9 


(E) Se tiene un tronco de pirámide regular 


ABCD-EFGH circunscrito a una esfera. Si las áreas 
de sus bases son 4 y 36 m*, calcular la longitud de la 
diagonal de dicho sólido. 


A)/17 m B)/19m C)/21m D)2/7m E)2/11m 
(CE) En el gráfico: H es el ortocentro de la sección 


axial del cono equilátero mayor. Si AB=2 y BC=6, 
calcule el volumen del tronco de cono, 


218 


A)218x BIEN C)128x D)72/3 x AS 2e dx 


(y) Calcule el volumen de la porción del cilindro 


de revolución mostrado, si AD=6, la generatriz 
mínima es 4 y además R=3. 


A)3(9x -4) B)J3(3x-2) 
D)JAx-1) E)9x -8 

CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
11)8 [12)0)13)5 20 E15)1 [16)0)17)0 15)0)19)D120)2 
CLAVES DE a SEGUNDA PRACTICA 


133) | 7) NONE 9)E! 


C)3(3x-1) 


CLAVES ae LA A PRACTICA 


¡2)A | 


(08 [DEE O] $) [PB 10) A. 
Maa tan 10D 


OBJETIVOS : 


* Reconocer una superficie esférica de una esfera. 


* Aplicar correctamente los teoremas en la 
resolución de problemas. 


INTRODUCCIÓN : 


Una esfera (del griego «sfaira») 
es la superficie formada por todo 
s los puntos del espacio tales 
que la distancia (llamada radio) 
a un punto determinado, 
denominado centro , es siempre 
la misma. También se refiere al 
sólido cuyo volumen se halla 
contenido en la superficie 
anterior ; con este significado se 
emplea específicamente la 
palabra bola. 


E 3 
La esfera es la figura geométrica que para igual volumen 
presenta la superficie externa menor. Esta propiedad es la 
causa de su omnipresencia en el mundo físico: en la 
superficie de una gota de un líquido inmerso en un ambiente 
gaseoso o también líquido (pero con líquidos que no se 
pueden mezclar), existen fuerzas superficiales que 
deformarán la gota hasta encontrar el valor mínimo de 
tensión en todos los puntos de la misma , y este mínimo 
corresponde a una esfera, en ausencia de toda perturbación 
exterior. Se genera haciendo girar un semicírculo alrededor 
de un diámetro. 
Es a Arquímedes (287 - 212 a.c.) celebre matemático 
de Siracusa, en Sicilla, a quien se deben algunos 
teoremas más importantes de la geometría del 
espacio, sobre todo referente a la esfera y el cilindro. 
La tradición dice que 
sobre su tumba 


esculpieron una esfera En 
y un cilindro É ' 
circunscrito en 


conmemoración de sus 
descubrimientos Me to obte 
relativosa estos dos 
sólidos. La naturaleza (¿> Peralelo 
presenta : 


ejemplos de frutos que se aproximan a una esfera, 
como por ejemplo la naranja. Las gotitas de agua se 
aproxima a una esfera. En la ornamentación se utiliza 
la esfera, Las pelotas, bombillas, etc. Son otros 
ejemplos de objetos que se relacionan con la esfera. 
La tierra es aproximadamente esférica y gira 
alrededor de un eje que pasa por los polos llamado 
eje del mundo. Los meridianos y paralelos de esta 
superficie de revolución se llaman paralelos y 
meridianos terrestres . 


TEOREJA DE ARQUIMEDES 


El área de la superficie generada por una poligonal 
regular al girar 360% entorno a un eje que contiene al 
centro de la poligonal regular , la cual está en un 
mismo semiplano respecto al eje , es igual al 
producto de la longitud de la circunferencia cuyo 
radio es igual a la longitud del apotema de la 
poligonal regular con la longitud de la proyección 
ortogonal de la poligonal sobre el eje. 


Superficie General 


* ABCD : Poligonal regular de centro O y Apotema 
OM. 


* PQ : Proyección ortogonal de ABCD sobre el eje. 
AS Área de la Superficie Generada. 


Es decir el teorema anterior señala que el área que 
genera una poligonal regular cuando gira alrededor 
de un eje coplanar que pasa por el centro de la 
circunferencia circunscrita a dicha poligonal es igual 
a la longitud de una circunferencia cuyo radio es el 
apotema de la poligonal multiplicado por la 
proyección de dicha poligonal sobre el eje de giro . 


EDICIONES RUBIÑNOS 


H: proyección de la poligonal sobre el eje de giro 
DEMOSTRACIÓN : 
Área generada = suma de las áreas generada por 


AB,BC,CDowmcoioo.. 
Área generada = 21 Ap MN+2xApNP+2xApPQ +...... 
Área generada = 27 Ap (MN+NP+PQ +....) 
Área generada =27 (Ap) xH 


SUPERFICIE ESFÉRICA 


Es aquella ur 
semicircunferencia al girar 360 en torno a su 
diámetro. : 


Circun ferencia menor 


dy 360 


pe 


Plano 
+» ¿Circunferencia arta 


AÁÁREA DEL CÍRCULO MÁXIMO (A.,,): 


AÁREA DE LA SUPERFICIE ESFÉRICA 


nee 


AVOLUMEN DE LA ESFERA (V,) : 


NOTA: 


El área de la superficie esférica es igual a cuatro 
veces el área de un círculo máximo. 


superficie generada por una: 


ZONA ESFÉRICA 


Es la porción de superficie esférica comprendida 

entre dos circunferencias determinadas por dos 

planos paralelos y secantes a la superficie esférica. 
Arco 

iS ES 360* 


Az, * Área de la Zona Esférica. 

Es decir la zona esférica es la porcion de superficie 
esférica generada por la rotación completa de un arco 
alrededor del diámetro 


H: altura de la zona 


Biámeral DEMOSTRACIÓN : 
== Circulo . 
y Máximo (CM) Si en el arco AB se inscribe una poligonal regular 


cuyo número delados aumenta indefinidamente 
entonces el apotema tiende al radio de acuerdo al 
teorema de arquímedes : 
Área generada = 2 ApxH ; 
= Área generada = 27 R H 


CASQUETE ESFÉRICO 
Es la porción de superficie esférica generada por la 
rotación completa de un arco alrededor del diámetro 
que pasa por uno de los extremos del arco . 
E A 


AP=R 
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: ; - área generada = 27RH 


> 
DEMOSTRACIÓN : 


* El casquete es considerado como zona de una sola 
base . 


área generada = 217 RHomonccccaonnnrrenranes 169) 
* [ABC : relaciones métricas 
AB?*= 
* Remplazando en (1) : 
AREA generada = TAB? 
DEFIVICIÓN: 


La superficie esférica es la superficie generada por 
la rotación completa de una semicircunferencia 
alrededor de su diámetro 


En efecto la superficie de la esfera se puede 
considerar generada por la rotación de una 
semicircunferencia que “gira alrededor de su 
diámetro una vuelta completa. 


como H=2R 
ÁREA generada = 21R H 
ÁREA generada = 271 R (2R) 
ÁREA generada = 4x7 R? 


HUSO ESFÉRICO 


Esla porción de Superficie esferica generada por una 
semicircunferencia cuando gira un ángulo alrededor 
de su diámetro . 


si la semicircunferencia gira 360” genera a la 


NAAA  CICLOPEDIA 2012 
superficie de la esfera luego 
41 R? ——>5 3607 


Área (uso) $ 


Área (uso) = nr 


SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


Es aquel sólido que se genera por la rotación de una 
región plana al girar en torno a un eje. 
Estudiaremos a continuación sólidos de revolución 
generados por regiones planas contenidas en un 
mismo semiplano respecto al eje de giro. 


360" 


O 
E E A 
CEE 
EEES 


a Eje de Giro 


En el gráfico se muestra el sólido de revolución 
generado por la región plana R al girar en torno al 
eje. 


TEOREMA DE ARQUÍMEDES 


El volumen del sólido generado por un sector 
poligonal regular al girar 360% en torno a un eje que 
pasa por el centro del sector poligonal , el cual está 
en un mismo semiplano respecto del eje, es igual a 
la tercera parte del producto del área de la superficie 
generada por la correspondiente poligonal regular 
con la longitud de su apotema. 


Región 

*OABCD : Sector poligonal regular de centro O y 
apotema OM. 

* ABCD : Poligonal regular. 


* Vi, : Volumen del sólido generado por el sector 
poligonal regular al girar 360? en torno al eje. 

TEOREMA : 

Todo plano secante a una esfera determina una 

sección que es un círculo 


DETERMIVACION DEL VOLUMEN 
DE UNA ESFERA 


El volumen que genera un triángulo que gira 
alrededor de un eje que pasa por uno de sus vértices 
sin cortar al triángulo y situados en el mismo plano . 
es igual a la tercera parte del producto del área 
generada por el lado opuesto al vértice situado sobre 
el eje , por la altura relativa a este lado . 


PRIMER CASO : 


Vgenerado ape = Área o x= 


área ,.: área generada por BC 
V ¡sc : volumen generado por el ABC 
DEMOSTRACIÓN : 


El volumen generado por el triángulo ABC es la suma 
de los volumenes de los conos de revolución 
generados por los triángulos rectángulos ABD y BDC 


TBD?xAD xmBD*xDC 
a a 


* factorizamos BD? : 
Vano=3 BD? (AC+DC) 


> Vano= 5 BD? AC conan (1) 


área ABC =(AC) (BD)/2 
ABC =(BC)(H)/2 

> (AC)(BD)=(BC)(H) 

* Remplazando en (1) : 


* pe 


v anc=3 (BDMABC)X Hecccnnóónas.. (1) 
* pero (BD) (BC)= área lateral del cono generado 
por BC ; 
* Reemplazando en (11) : 
área 
V = (BC) 
MESA H 


SEGUNDO CASO 2 


á 
Vgenerado ¿pc= ES 


El triángulo solo tiene un vértice común con el eje 
prolongamos BC hasta D sobre XY 
VABC=V(ABD)- V(ACD) 
área; 55H área 5; H 
E (BD _ (CD) 
ABC 3 3 
Vinc= Sd á á 
—) apo=Gl reag5 == rea 755) 


á H 
> Van 
TEOREMA : 


El volumen generado por un sector _ 
poligonal regular cuando gira 
alrededor de un eje que pasa por 
su vértice es igual a la tercera parte 
del producto del área generada por 
la diagonal regular y el apotema del 
sector poligonal regular . 
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área (4nco..) 
Veenerado— 3 x AP 
VOLUMEN : = volumen generado por el sector 
GENERADO poligonal regular ABCD.. 
V deneraso = Y prom) + Vos Puro 
>Y= área yy AP Varas 0 +éres oy AP +... /3 
>V=Ap(área yyy + ÁTOA pq) FÁTEA ¡ep Frereranara 13 
área (ancp..) 
Y, = AP 
> generado 3 
SECTOR ESFÉRICO 


Es aquel sólido generado por un sector circular al 
girar 360% en torno a un diámetro del círculo 
correspondiente, estando el sector en un mismo 
semiplano respecto del eje de giro. 


* Rh : Longitud de la proyección ortogonal del arco 
AB sobre el eje de giro. 

* VSE: Volumen del sector esférico, 

Es decir el sector esférico es el solido generado por 
un sector circular cuando gira alrededor de un eje 
coplanar que pasa por su vértice . 


si ala E inscrita en el arco AB se aumenta 


indefinidamente su número de lados Ap > R 


área ;p,R E 
Vaec tor esférico TG 7 ó 


> Vecsorcapirico= (ZAR? H)R 


> Vaec tor esférico = AR 


NOTA : 
área (AB)=2pRH es la superficie de la zona esférica 
generada por AB . 

ESFERA DE REVOLUCIÓN 


Es el sólido generado por un semicírculo cuando 
gira 360” alrededor de su diámetro tomado como 


q 
=—gR? 
esfera 3 Ed 


V 


DEMOSTRACIÓN : 
Venero = ZAR? H 
donde H=2R 
2 4 
Va =e (2R) > Verfera = AR” 


DEFINICIÓN DE ESFERA : 


Es aquel sólido generado por un semicírculo al girar 
360", en torno a su diámetro. 


Semicírculo 


CUÑA ESFERICA 


Es la porción de la esfera generada por un 
semicírculo cuando gira un ángulo auadcdor de su 
diámetro . 


q al 


AE AS 


12 
íá , 
A a 
DN 


Si el semicírculo gira 360 alrededor de su diámetro 
se genera el volumen de la esfera . 


360 ——> 41. R? 13 
e ET 
$ 
sa epariód SP 


ANILLO ESFÉRICO 


Es el sólido generado por la rotación de un segmento 
circular cuando gira alrededor de un eje coplanar 
que pasa por el centro de la circunferencia , a 
que pertenece el segmento circular . 


DEMOSTRACIÓN : 

Von =V settor=V AOB > V...no =HRH -EratH 

> Vo =HH(R A A =SrH(ABI2)" 
E 


> Vial = 5H 


SEGMENTO ESFÉRICO 


Es la porción una esfera sólida comprendida entre 
dos planos paralelos . 


rH* 


3 
Vsegmento = lat b?) 


esférico 6 
DEMOSTRACIÓN : 


* El volumen de un segmento esférico es igual al 
volumen del anillo AB , más el volumen del tronco 
de cono generado por el trapecio ABCD . 


va =1AB* E +1 (a? +b” +ab) 
pero AB? = H”? + (a-—b* 
VW. =1 [H*(a*+b?)]H /6+1H(a*+b*+ab)/3 
Vo 1H? /6+x Ha — b)/6+x Hía*+b*+ab)/3 
> Va = 1H" /64xH(a*+b* - 2ab)r H(a?+b*+ab)/3 
* Simplificando : 

Voy = TH? /6+1xh(3a? + 3b* +ab)/6 

=> Veeg = o +rzta?+ b?) 
NOTA : 
Si el segmento esférico tiene una base , entonces : 


además: 
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DEMOSTRACIÓN : 
la ABC : por relaciones métricas b*=(2R - H)H 


* Remplazando en (1) : 
_ HH AE iy 
Ves = 6 ESFERAS Via 767 +H"R 2 
; xH xH* 
> Vo =H*R-=— Vaz = 3 (3R-H) 
PROPIEDADES 


4 Todo plano tangente auna esfera es perpendicular 
al radio que pasa por el punto de contacto . 


Si: 


> ON_LR 


4 Dícese que un plano o una recta y una esfera son 
tangentes entre sí, cuando tienen un punto común 
y sólo uno. Ese punto se llama punto de tangencia. 
4 Dos esferas son tangentes entre sí cuando sus 
superficies esféricas tienen un punto en común y sólo 
uno. 

4 La intersección de dos esferas cualesquiera es un 
sólido formado por dos segmentos esféricos de base 
común , siendo esta base perpendicular a la línea 
que une los centros de ambas esferas . 


4 El radio de la esfera inscrita en un tetraedro 
ay6 

2” 
4 El radio de la esfera circunscrita a un tetraedro 


ale 


regular de arista a es 


regular de arista a es 


4 El radio de la esfera inscrita en un cubo de arista 
a : 
aes + 


2 
4 El radio de la esfera circunscrita a un cubo de 


ay6 
6 


4 El radio de la esfera inscrita en un octaedro 


arista a es 


regular de arista a es e 
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4 El radio de la esfera circunscrita a un octaedro 


regular de arista a es .z. 


4 Si O- ABC es un tetraedro de alturas hi, ; h ,5 hy; 
hr, . Inscrito y circunscrito respecto de la esfera. 


> 


4 Tetraedro regular inscrito y circunscrito respecto 
de la esfera . 
Sí: 


4 Poliedro circunscrito a una esfera ó solido con 
esfera inscrita . 


Donde : Sy => Área total del poliedro 


4 En la figura se tiene una esfera inscrita en un 
octavo de esfera octante de radio R. 


EDICIONES RUBIÑNOS 


ah(r?+2R?) 


VS V=21*r?*R 


PARABOLOIDE 


SUPERFICIES GENERADAS 


TEOREMA : el área que genera un segmento de recta 
cuando gira alrededor de una recta exterior a el (eje) 
, es igual a la longitud de la circunferencia cuyo radio 
es el segmento de mediatriz del segmento 
interceptado porel eje multiplicado por la proyeccion 
del segmento sobre el eje de giro 


7 1 


AB y XY estan situados en un mismo plano 
CD = proyección de AB sobre XY (altura) 
MÍN = mediatriz de AB 


Agenerada = 2M(MN )x H 


DEMOSTRACIÓN : 
el área generada = superficie del tronco de cono 
> área generada = p AB(R + F)oucconcionos a 


* pero (R + r)/2 =ML mediana 

*L ABH  : MNL: ML_ MN 
H AB 

> (ML)(AB)=(MN) (H) 

> ED AB=(MNI(B) e (1) 

y Reemplazando aD en MM): 

> área generada = 2 7 (MN)(H) 

CASOS PARTICULARES : 


área generada = área del cono 


Area snerada= 212 MN H 


área generada = área del cilindro 


PROBLEMA 1: 
Dos esferas de metal de radio 2a y 4a se funden juntas 


para hacer una esfera pOaYoR ¿Cuál es el radio de la 
nueva esfera?. 


AJ22/3a B)J2/9a C)2%J2a DJa  E)2a 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado : 


4 4 
Z a(2a + =r(da)j” == (RJ? 
3 ls gr 3 Sn 
* Efectuando: R = 2* ga 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 2: 


El volumen de un cubo es 64 cm. hallar el volumen 
de la esfera inscrita en el cubo. 


Ajárem?” B)3xcm*  C) em D) em! 


RESOLUCIÓN : 


a=2R * Al efectuar el dibujo 
de la figura, 
observamos que:a =2R 


* Usando el volumen del cubo; 
Vaj, = 0 >64 = (2R)'>R=2 
* Luego calculamos el volumen del esfera: 
Vapor - x(2)? == 
vv RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
El volumen del cuerpo de la figura es: 


C)6+2x* 
D)6+4x 
E): A 


NS +7 


* Piden: 
Vísólido) = V(cono) + 0 AE 
* Donde: 


V ectidoy  * Volumen de sólido. 
V icono + Volumen del cono. 
icemicatrra) Volumen de la semiesfera. 
(27? x (3) 2 28% 
V, Pd A A pl pt 
> Vesótido) o ra 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 4: 
Encontrar el área de la superficie total del sólido mostrado 
en la figura. 


A)J100xcm* 
B)104xcm* 
C)108xem* 
D)110xcm*? 
E)96 xem* 


RESOLUCIÓN: 


* El sólido mostrado es una semiesfera con su base 
circular. 


* Área total=Área semiesfera + Área del Círculo ..... (1) 
* Área semiesfera = G1m(67 = 72% ....(1) 
* Área del círculo = (6)? = 36% «ac... (MI) 


* Reemplazando (1) , (Men (1): 
área total = 727 + 367 = 1081 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 5: 
Calcular la longitud del radio de una esfera, en 
centímetros, sabiendo que el área de su superficie 
total es numéricamente igual a su volumen. 
A) lem B)2cm C)3cm D)4me E) 6cm. 
RESOLUCIÓN: - 
* Piden: R en centímetros 
* Datos : Asg = Ve 


ar= Zar >R=3 


EDICIONES RUBINOS 


Nan ESFERA 


PROBLEMA 6: 


¿Cuál es la diferencia de volúmenes, la esfera está 
inscrita en el cilindro?. - 


A) 16x | 
B) 187 

C) 207 6 
D) 227 . | 
E) 247 ! 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura: 
Votindro=%3* x6 = 54x 
* Luego se desea: 
Vomndro = Vesjera = SAT 367 = 187 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 7: 


Si las figuras son una semiesfera y un cono recto, 
Hallar la relación de sus volúmenes. 


A) 241 1 
B)J3A2 a 
C)TA2 LAS y! 
D)4A3 
E)J5A2 la— *—a— 
RESOLUCIÓN: 
* Se pide: FA 2 
¿A xa” -a EA 
. 3 3 
. RPTA : “A” 


PROBLEMA 9: 


¿En que porcentaje aumenta el volumen de una 
esfera, si el área de su superficie esférica aumenta 


1 
2% 
en ¿%. 


AJ0,275% B) 0,375% C) 0,45% D) 0,457% E) 0,50% 
RESOLUCIÓN : 


esta ES 


* Por condición del problema: 
4AR? 2 400+1 
S, =4xR? = AR? 
e + >4AR, =AR [ z | 


* De donde: 


401R” /401 


ño PA Y) 


R 3 
R, = — J401 => Ri= 
y 20 
* Por regla de tres simple : 
2 AR? ——————>3 100% 


AR > 


>= = x 100% cnmcoroonoo (AL) 


* (1) en (MD: 
36 LO, 100% > 5 = ODIO, 


> x = 100,375% 

* El volumen aumenta en : 0,375% 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 10 : 
El área de la superficie total de un cono es igual a 25 
veces el área de la superficie esférica inscrita en cono. 
Si el volumen del cono es 175u?, Calcule el volumen 
de la esfera (en u?). 
A) 4 B)5 C)7 
RESOLUCIÓN : 


D)9 E) 15 


En =175 => AR ?h=21x28 ccoo (0) 


* Por semejanza: 


g _R - Rh 
PET >R+g= > E Y 1 
“Men: 
RB2_ 100r? => 100r? = R?R. ........(0) 


7 
*Bena: (100 *) = 21x25 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [LESS 


z RPTA : “C” 
PROBLEMA 11 : 
En un cono equilátero se encuentra inscrita una 
esfera. El plano que contiene a los puntos de 
tangencia de la superficie lateral y la esfera 
determinada dos casquetes esféricos. Halle : 

_ área del menor casquete esférico 
área del mayor casquete esférico 


1 1 1 2 
A) 3 B) 3 C) 5 D) 5 E) 3 
RESOLUCIÓN : 
Por teoría : 


Área del menor casquete esférico = 27 Rh 
Área del mayor casquete esférico = 21 RH 


* Pero: »-E E ¿22 - 
* Se pide hallar : R 
_2aRh_h_ 9 1 
ABS == 
=2rRH H =3R, 3 
2 RPTA : “B” 


PROBLEMA 12.:: 
En un tetraedro O — MNP, trirrectángulo en O, si las 
aristas OM, «ON. y OP miden 16,8 y 16 
respectivamente, entonces el área de la superficie 
esférica circunscrita es. 

A) 597x B) 507x 

D)J567x E)576x N 
RESOLUCIÓN : 


C) 547x 


(970 SN "RES CICLOPEDIA 2012 


* ÍXNOQ: 
(2RP =8* +(16/2) >R? =16+128>R? =144 > R=12 


* Luego el área de la superficie esférica circunscrita 
es: S = 47 (12)? >8S = 576x 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 13 : 


Se tiene una esfera de radio R la cual es intersecada 
por un plano que dista del centro de la esfera en R/3. 
hallar el área de la figura formada. 

C) 8/911R* 


A) 8/31R* B) 18/91R* 
RESOLUCIÓN : 
* Del triángulo sombreado: 


2 2 
=R (5) >. E 


* Se pide: 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 14 : 
Se inscribe un cono recto de revolución en una 
esfera, tal que la generatriz del cono sea igual al 
diámetro de su base igual a 2a. Hallar el área total 
de la esfera. 
A)16/3 ma? B) 16/91m*? 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura en el ABOC 


C) 4/3m* 


2a =RÍ/3>R= = 
* se pide: 


Acuñero = IHR? 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 15 : 
El área de la superficie total de un cono recto 
circunscrito a una esfera es 25 veces el área de la 
superficie de dicha esfera. Si el volumen del cono. es 
Y , entonces el volumen de la esfera es : 


A ia ba 
na 13 Daz Daz Do 


RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBINOS 


ESFERA 


* Por condición del problema : 
AR? + 7228 - os(dar”) 
Veono =V 5 V¿=? 
* De la condición : R(R+ g)=100r*? 
ada Eh 12) 


*ESOTO, -E=O0HB; 
h-r 


r r 
“> = g¿R + BJuesaranro (0) 


* (0) en (a): 
Veono = E RYx=(R + 8)> Veono = E Rr(R+ 8)...(I1) 


* De (D) y (UD): 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 16 : | 
Con centro en los vértices de un tetraedro regular de 


" ; "a 
aristas «a», se trazan esferas de radio —, sea una 
esfera de radio R que contienealas 4 esferas y es 


tangente con cada una , halle : > 
A) 26-4 B)2-J2 


D) J3-1 E) J2-1 
RESOLUCIÓN : 


C)3-J3 


* Sabemos que: 
4h= al6 
3 


_aló 
4 


O es centro de la esfera de radio : 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 17 : 


En un triángulo equilátero ABC, de 6cm de lado se 
inscribe un círculo. Si el círculo y el triángulo giran 


alrededor de AD (altura del AABC) calcular la 
diferencia entre los dos volúmenes generados, 


AJ4xJ/3  BJ5x/3  C)J6xJ/3  D)J7x/3  EJ8xJ/3 
RESOLUCIÓN: 


* V go volumen del cono que genera el ABC 


* Y, + volumen de la esfera que genera el círculo. 


* Se tendrá, según se pide: 
Vino =V5 = xr" x3/3 Za /3y 
> Vane = Y, = 91 (3 4/3 =5x/3 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 


En una circunferencia de radio 6m se inscribe un 
triángulo rectángulo isósceles tal que su hipotenusa 
es el diámetro de la circunferencia dada. Hallar el 
volumen comprendido entre la superficie generada 
por la semicircunferencia dada. Hallar el volumen 
comprendido entre la superficie y por el triángulo. 
Luego de una rotación de 360% alrededor del 
diámetro citado. 

A)120 mm? B)150mm*? C)2407mm* D)2887m* E)1i442m* 
RESOLUCIÓN: 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [59% 
* Piden: 
Y =Volumen — Volumen 
esfera sólo generado 
pata ) - ( por ABC 
* De la figura: 


Yy= Volume ara dd Ea(6) = 2887 


* Luego: 
= = »¿2 

Volumen wo 7 y 2 POL Me ce de S 2 AR? x 5) 

2IR? 216? 

Volu. = —— = —— = 144 
> Vo MO to pozo) 3 3 ar 
* Luego: V = 2881-1447 = 1447 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 20: 


Un cono circular recto de altura 10m está circunscrito 
a una esfera de 4m de radio. Calcular el volumen 
del cono. 


600. , 500 800 700 
8) m nd 5 D)=7% 
RESOLUCIÓN: 

E 


* El volumen del cono es: 


_ R*(CH) 
3 


* Para el valor de R, usamos la semejanza: 
a.CHB ==-.0TC: 


R 10 r(8S0)(10) 8007 

XA GÑ =4y VIÑA AA e 

A 3 3 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 21I': 

Según el gráfico el plano que contiene a la 
circunferencia C+es perpendicular al plano que 
contiene al círculo máximo mostrado. Si el área del 
círculo limitado por C es 9ry m “AB=60* calcule el 
volumen de la esfera. 


RESOLUCIÓN : 


Por dato : 
mué=91>r =3>R=6 
* Se pide: 


Vesfera = hb 2887 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 22; , 
En un tetraedro regular cuya área total es de 
384 /3m?, se inscribe una esfera de radio r y se 


circunscribe otra esfera de radio R. Entonces, el 
volumen comprendido entre las dos esferas, es: 


A)4436 e B)2218%m* C)6656Em* D)19968 2 m* 


RESOLUCIÓN : 


* Área del tetraedro : 
4 [a 7) =384/3 


> a?=384 > a=8/6 
* OB = R > radio de la esfera circunscrita 
* OM =r => radio de la esfera inscrita 


* BM = ay6 ; altura del tetraedro. 


* Sabemos que: R=3r 
* Luego: BM=R+r =4r 


sar 28 
>r= ele. dr dy R= 12 
* El volumen pedido : 
- a) = Sn 2-4) = BE | 
RPTA : *C” 


PROBLEMA 23 : 


En que relación se encuentran los volúmenes de las 
esferas inscritas y tangentes a las aristas en un 
tetraedro regular. 
3 343 3 3 
ye B) EN y 8 py 
9 74 25. 72 


r : Radio de la esfera inscrita. 
3r : Radio de la esfera circunscrita. 
R : Radio de la esfera tangente a las aristas. 
*EsOHT: R?*=r?+(r/2) =3r? 
R=rWV3 >R? =3V3r* 


* Se pide hallar : 
A 
Va fps R* 3/3 9 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 24 : 


Halle el radio de la menor esfera que en su interior 
puede contener cuatro esferas congruentes de radio 
«a». 


RESOLUCIÓN : 


O : Centro de la esferita de readio x. 
*Luego: A+x=3F  csasaroro (1) 


* Pero : 


* (1) en (1): 
ara > 2) 


* El radio de la esfera circunscrita a las cuatro esferas, 


es: al6 


R=a+proR=a+ Ll > R= =3(16+2) 


PR 'OBLEMA 25 : 

El centro de una esfera pertenece al de la base de un 
tetraedro regular y es tangente a las aristas de la base 
de longitud 6. Determine la altura del segmento 
esférico exterior a las caras laterales del tetraedro. 


RESOLUCIÓN : 


ay2 a 6 
A 


>h= a y V5)=1=L (5-48) 


h=0E- 


PROBLEMA 26 : 


Una esfera de área 144xm? es cortada por dos planos 
que forman entre si un ángulo diedro de 60, de 
modo que la recta de intersección de los planos es 
tangente a la esfera y el plano bisectriz contiene un 
diámetro de la esfera. ,Hallar el volumen de la parte 
de la esfera comprendida en el ángulo diedro. 
A)28881m* B)1981m* C)243 am? 
D)1261m* E)264mn* 


RESOLUCIÓN : 
= l44x >r=6 


Por dato: 4xr? 


q 
e 
en 


* El volumen pedido: 


v;; 5 Vesna E 2(Veegmento esférico) 


> V,=£ gr? - 25 xh? (8r- -2)) 


=3m(6*)=198x 
RPTA : “B” 


(GEOMETRIA DEL ESPACIO 13 
PROBLEMA 27: 

Las bases de un tronco de pirámide de bases 
paralelas son cuadrados cuyos lados miden 4 y 8 
metros respectivamente. Si el sólido es 


circunscriptible a una esfera, hallar el volumen del 
sólido. 


A) 448 /2m*  B) 


4482: 448/3 _, 
m 


m C) 


3 2 
RESOLUCIÓN : 
* Para hallar “y”: 
E. AOB> r? =2(4) 
>r=2/2 >h=2r >h = 4/2 


* Luego, el volumen del tronco de pirámide: 


4/2 448 
v= le +s + ((4)6) | E=/2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 28 : 


Sobre un plano horizontal hay tres esferas de radio 
12dm tangentes entre si, luego se coloca sobre estas 
esferas otra esfera congruente y tangente a ellas, 
entonces la altura de la pila formada expresada en 
dm es: 


AJ8(/6+3) “ B)3(/6+8) 
RESOLUCIÓN : 


C)4(/6+8) 


* Los centros de las esferas, son los vértices de un 
tetraedro regular de arista 2R, entonces la altura 


pedida es: 2RV6 
h= — 
3 
* Luego la altura de la pila , será: 
2RJ/6 _ 2R 
% 3 => 3 (3+4/6) 
2 ES 
ES o ió o 


H=2R+h=2R+ 


RPTA : “A” 


(97% WN ERP CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 29: 


Se tiene una esfera de radio 12m (A que distancia 
del centro de la esfera se debe trazar un plano secante 
para que las áreas de los casquetes formados esten 
en la relación de 1 a 4?. 


A)8u  B)7,2h C) 6,41 
RESOLUCIÓN: 
* Por condición del problema 


21R(R-x)_1 
2xR(R +x) 4 


D) 8,21 


E) 5,4p 


SMAUR-x)=R+x 
3 3 
>r=¿R= 512) = 7,2 


RPTA :“B” 
PROBLEMA 830 : 
Calcule el área de la superficie esférica inscrita en 
un prisma triangular regular, que a su vez está inscrita 
en una superficie esférica, cuya área es 50. 
A)J6 B) 10 C)9 D)J8 E) 12 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: o 
ASE(1) = 4? =? 


R?=r?+(2r > R=rV5 
ASE, = 50 = 4x(rJ65 J? 


50 =20xr? > 4xr? =10 
> ASE, ,, = 10 


* Dato: 


RPTA :“B” 
PROBLEMA 31 : 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: mE 
D El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de un punto fijo es un conjunto no 
convexo . : | 
1I) El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de una recta es un conjunto convexo . 
HI) Et lugar geométrico de todos los puntos que 


ESFERA 


EDICIONES RUBIÑNOS INES 


equidistan de los extremos de un segmento es un 
conjunto convexo , 

A) VFV_ B) VVV C)VFF D)FFF E)FVF 
RESOLUCIÓN : 


I) El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de un punto fijo es la superficie esférica 
la cual es un conjunto no convexo. 
(VERDADERO) 
1I) El lugar geométrico se todos los puntos que 
equidistan de una recta es la superficie cilíndrica, la 
cual es un conjunto no convexo. 
(FALSO) 
IID El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de los extremos de un segmento es el 
plano mediatriz y todo plano es un conjunto 
convexo. 
(VERDADERO) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 33 : 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

I) El desarrollo de la superficie lateral de un cono 
equilátero es un semicírculo . 

II) Si una pirámide y un cono tienen igual altura y 
son equivalentes entonces el área de la base de la 
pirámide es mayor que la del cono . 

11) Siuna esfera se proyecta sobre un plano, el área 
de la proyección es la cuarta parte del área de la 
superficie esférica . 

A) VVF B)VFV C)VVV- D) VFF 
RESOLUCIÓN : 


[) El desarrollo de la superficie lateral de un cono 
equilátero es un semicírculo. 


E) VFV 


(VERDADERO) 

II) Si un cono y una pirámide tienen la misma altura 

y son equivalentes entonces las áreas de sus 
respectivas bases son iguales. 

(FALSO) 

11) 


>El área de la proyección es la cuarta del área de 


la superficie esférica. 
(VERDADERO) 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 34 : 
En un hexaedro regular ABCD-EFGH , su arista mide 
/3 - Calcule el área de la superficie esférica inscrita 


en EBGD. 
A) B)3x Cj2x D)ix 
RESOLUCIÓN : B 


E) 4x/3 


Piden : 
ASE=?=4xr 
E-BDG : 
Tetraedro regular 
JElE_ y 
3 E H 
hTR 


hTR = 


>,'r= 


1 
=> ASE = 
ES > x 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 35 : 
Calcule la medida del ángulo que debe girar un 
semicírculo de radio 3/23 respecto del diámetro 
como eje de giro, para que el volumen de la cuña 
esférica sea equivalente a un segmento esférico de 
una sola base, de altura 2 y se encuentre en una 
esfera de radio 3. 
AJ)J607 B)J90" C)45” D)6730' E) 75" 


RESOLUCIÓN : 


Voz = Vsz 
x(V280_ 12? 12%2 
270 6 2 

>0=90* 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 36 : 
Se traza dos planos paralelos uno de los cuales dista 
d4dm del centro de una esfera de radio 12 dm y el 
otro pasa por el centro, entonces el volumen de 
segmento esférico determinado expresado en dm* 
es: 


C)J550x 


(GEOMETRIA DEL ESPACIO [PE 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura: 
P= 12.4? 
>= 128 . 
* El volumen pedido, será: [E 


3 
va +20 1284144) 


1664x 


V= 
5 3 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 38 : 
Una esfera sólida de metal de radio R , es utilizada 
para construir una pirámide triangular sólida cuyas 
caras laterales son regiones triangulares equiláteras. 
Halle la altura de la pirámide. 


pa Var B) Jósr C) Llar 


RESOLUCIÓN : 


Aa 


ay6 4 . 
ESG ; Ve = 3* R? sv, = 
* Como se trata del mismo volumen se cumple : 


a? 3 
12 


h= 


4 a? /2 
il ES 

3  axql67 

* Reemplazando : ; 

161 R* 2] > n= 2RN8 yz 


J2 Lv6 Y 


* Pero : p2N6 


, RPTA : “A” 
PROBLEMA 39 : 
Halle el volumen de una semiesfera inscrita en un 
tronco de cilindro si la generatriz máxima y mínima 
tiene por longitud 6 y 4 respectivamente. 


4) 247. /6 B) 321 /6 C) 247 /3 
DI 36xJ6 El 24xJ6 


EAN CICLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 


Ze 
HA 


* Por tangentes: AM =MT=4; TN=NB=6 
* ESMON : R?-(4)(6) >R=2/6 
* El volumen de la semiesfera será : 


y = Sn(2J6) = (2/6) => V = 327 46 

RPTA : “B” 

PROBLEMA 41 : 

Halle el radio de la esfera inscrita en el tetraedro 

trirrectángulo S-— ABC de arista : SA=12; SB =24 y 

SC = 36. 

A) 1 B) 2 C)3 

RESOLUCIÓN : Ss 


E) 5 


_ (12)(24)(36) 


Vs_aBe = 2x3 = 1728 


* El volumen total es igual a la suma de cuatro 
pirámides: 


Y, 1 (12)(24) ,, , 1(12)(36) ,,  1(24)(36) 
1728 = (604)R+ += ME IET E ddr 307 E R 
=> 1728 = E (604 + 114+216+492) 


> 432R =1728>R=4 3d 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 42 : 


Calcule el radio de la esfera inscrita en un tetraedro 
regular cuya arista mide 12m. 


IAE BALE CITE py £ 2 [5 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura: 

PG = 2(GM) ..... 
* Además : 
PG + GM = 6/3 
>PG=4/3 y GM = 2/3 
* Ahora: 

h? =(6/3)* -(2,/3) 

>h = 446 


* Finalmente por Menélao en APHM: 
2,/3(h - R)J(4/3) = 4/3 x Rx6/3 


* Efectuando: 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 43 : 


Cuatro esferas congruente de radio r, están inscrito 
en un cubo de tal manera que son tangentes a la 
base y a las caras laterales consecutivas 2 a 2. 
Entonces el radio de una quinta esfera que es 
tangente allas cuatro esferas dadas y a la cara opuesta 
es: > 

y Tr 3r 5r 
A) 3 B) y C) y D) 4 


RESOLUCIÓN : 


3r 
EG 


* Por el teorema de Pitágoras en el OHM: 
(3r-xP+(r/2P =(x+r)J? 


5 
* Efectuando, resulta: —> a 
RPTA : “D” 


Js 
PROBLEMA 44 : 


Calcule el volumen del segmento esférico de una 
base si el área de su casquete esférico es cuatro veces 


el área de su base y el radio de la esfera es 4/3 . 
A)35x B)88x C)220x D)180x% E) 216x /3 
RESOLUCIÓN : 


Dato: A¿, = 4 Área base 

> 27r(4/2 )h = dar? => r? = 2/3h 
RM: r? =h(8/3 -h)> 243h = h(8/3 -h) 
>h=6/3 n r=6 


3 2 
> Ves Ari Vgg = 5) PA sE 
=> Voz = 2161 /3 RPTA E “g» 


PROBLEMA 45 : 
En el gráfico se tiene una esfera inscrita en un cono 
equilátero. Si mMN=120", calcule la longitud del 


menor recorrido para ir de A hacia N por la superficie 
del cono. 


Como es un cono equilátero el desarrollo de la 
superficie lateral es un semicírculo. 
 LAVT: Equilátero. >x==R/3 
: ; RPTA : “B” 
PROBLEMA 46 : 


Calcule la razón de radios de las esferas inscrita, 
circunscrita y exinscrita a un tetraedro regular, 


A)153 y2 B) 1:V3 y /2 C)1:3 y V2 
D) 1:23 y /2 E) 1,2 y /3 
RESOLUCIÓN : 


* DZOPAN -IxMLA : 


AL+Ta Tap ¿4 y, 
TAO PS a 
aJ6 ay6 


> Ta +7 pénd R+r=— 


A 
=3(AL)=> 


p=p= 28 AR= 
12 


AR=3r; 
>r:R:; = =1:3:2 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 47 : 
Un cuerpo en forma de esfera de volumen V es 
calentada hasta que su radio aumenta en un décimo 
de su valor inicial. Calcule el nuevo volumen de la 
esfera. 


A) 1,331 V B) 1,227 V 
D) 1,343 V E) 1,434 V 


RESOLUCIÓN : 
CASO INICIAL ¿ Radio = R 


z ve 4 3 
>Vesr =v.= aa 
CASO FIVAL : 


Debido al calentamiento : 

R _UR 

10 10 

| 4 (11R T1IR A 
Es, A TAR? 
O CESF tral E) > E 
AN RPTA: “A” 


C) 1,666 V 


 Radio=R+ 
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PROBLEMA 48 : 


Calcule el volumen de un tronco de pirátmidk regular 
de base hexagonal circunscrito a una esfera, 
sabiendo que las aristas básicas miden 2 y 45. 


A) 92,77 B) 84 J2 
RESOLUCIÓN : 


aa _ 
2 


2 4 
5,020 603 


C) 2803 


B, =6x 


Vrp = 26 (245 +6/3 + /24/3 x6/3) 


> Vip = 842 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 49 : 


Una esfera es tangente a un plano . Un punto de dicho 
plano dista 13 u y 12 u del centro y del punto de 
tangencia respectivamente. Calcule el volumen de 
la esfera. 


500% 3 400% 3 
=> u B=37 u 


RESOLUCIÓN : 


C) 100xu* 


* Por teorema de pitagoras : : y 
R=5 IES 


500x1 
Vesr = En0* > VES 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 50 : 


Calcule el área de la superficie esférica circunscrita 
a un cono equilátero, en el que el área de su 
superficie es A. 


AJ24 B)3A OA 
RESOLUCIÓN : 


16 16 
DIGA E) FA 


* Piden: ASE = 4 7 R? 
> Dato : 
ATOTcoNo =7xa(2a+a)= A 


> a? E A RYV3= 20 R=7 


De 2 16_A_16 
> ASE= 4a | 75) = 3 3x3 
ASE= A 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 51 : 

Dos superficies esféricas , cuyas áreas son 576x y 
36 x, son tangentes exteriormente y se apoyan en 
un plano. Calcule la distancia entre los puntos de 


tangencia. 

AJ6 B)8 Ccj12  D)Jé6J2 E)J6J3 
RESOLUCIÓN : 

* Dato: 


4xR?=576x > R=12 
Art =3671 >r=3 


E Por E rOSARIñaS 
x= 2/12r => x= 12 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 52 : 


Se tiene una esfera circunscrita a un tronco de cono 
recto de 6m y 8m de radio de sus bases y de altura 
igual a 14m. Hallar el volumen limitado por casquete 
esférico correspondiente a la base del tronco de cono. 


416 x 416x 4167 416% 416x 
a e de ES 
RESOLUCIÓN: 

* De la figura : 


6 +0 =(14 - a)? + 8? 


* Simplificando: 
a=8->R=10 
* Luego: 
H=10-6>H =4 
* Volumen pedido: 
v = (1 8x 10 -4)= 


41 6x 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 53 : 

Una superficie esférica de área 144 xm* es 
intersecado por dos planos que forman entre sí un 
ángulo diedro que mide 60%, de modo que la recta 
de intersección de los dos planos es tangente a la 
esfera y el plano bisectriz contiene un diámetro de 
la esfera. Halle el volumen de la parte de la esfera 
comprendido en el ángulo diedro. 
A)180x B)188x C)190x D)198x 
RESOLUCIÓN: 


E)200x 


* Por dato: 

41 (21)? = 144 7 
>r=3 

* De la figura Ñ 


V,+2 PE 3R- trar. 


ps o 
227 
.= y? 


=> 2 (3)9= 1987 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 54: 


Si en una esfera se inscribe un cilindro equilátero y 
un cono equilátero. Demostrar que volumen del 


GEOMETRIA DEL ESPACIO INGE 


cilindro es media proporcional entre los volúmenes 
de la esfera y el cono. 


RESOLUCIÓN : 


RE 


(11) 


Veono par (EL0) (32). 


*De (1) y UD: 2, Vo Yoono 


PROBLEMA 55 : 


Una esfera es tangente a las aristas de un octaedro 
regular. Halle el área de todas las zonas esféricas que 
se determinan en cada cara del octaedro , la arista 
mide «a». 


MER 46) B) Erat(a, 6) Cc) 10” 6. J6) 
RESOLUCIÓN : 


* EXPOM ; por relaciones 
métricas: 


[+ +5: 


EPR 6) | 
* El área de una zona esférica es : 
o 3 
5-25 [20-161 13- 46) 


* El área de todas las zonas esféricas que se 
determinan en cada cara del octaedro es : 


REN CICLOPEDIA 2012 
=at(3- 6) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 56 : 


Una superficie esférica es tangente a las aristas AB, 
AD y AE y a la cara EFGH del hexaedro regular ABCD 
- EFGH de arista (/2+1) de longitud. Halle la 
longitud del radio de la superficie esférica. 

D)J2 


AJ1 B).2 C)/3 E)J2,5 


RESOLUCIÓN : 


* ESNMO : 
=(a-R)+ 


* Resolviendo : R=a/2(/2-1) 
* Pordato: a=/2+1 
* Reemplazando : 
=V2(4/2 + 11(4/2 -1)>R=V2(2-1)>R=y2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 57 : 


Una superficie esférica de radio 10u está inscrita en 
un cono de revolución. Un plano tangente a la 
superficie esférica es perpendicular a la generatriz 
del cono , cuyo vértice dista de dicho plano Yu. Halle 
el diámetro menor de la sección que determina el 
plano (en u). 


5 5 
—y11 JT 
A) 27 B)>35 129 
RESOLUCIÓN : 


20 
A 
O 3 61 


* De la figura : 
MN =10+x 
* DVM : 
(19 - x)?=(10+x)?+9*? 
* Resolviendo : 


90 
r=— 


* Ahora: 


EDICIONES RUBIÑNOS ES 


2 _10-x 90 90 _10 
A 27 -(19- 10- 2) or 7/48 
* En (1): 

190 _2|10+x 190 10 90 
— A == J461| 104 
a ES 9 ( 2) 


* Simplificando : 24 = 5 261 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 58 : 
Se tiene un recipiente de forma cilíndrica de 10 cm 
de radio de la base, el cual contiene agua hasta una 
altura h luego se introduce una esfera de radio de 
3 cm, ¿cuánto asciende el nivel del agua? 
RESOLUCIÓN : 
Antes de introducir la esfera. 


a 


h+x 


Vaespués= (10? Xh + x) 
Piden el nivel de agua que se eleva . 
Del dato : 


Vaespués” Vantes =Vesfera 
4 os 
> (10? Xh + x)- (10? 1h ==(3 
(10? Xd + )- (10* )=5(3) 
> x = 0,36cm 
PROBLEMA 59 : 
Según el gráfico, P pertenece a la superficie esférica, 


la región triangular APB (AP=PB) se encuentra en 
un plano perpendicular al plano de la región circular 


m AB=60? y el área de la región triangular APB es 4. 
Calcule el área de la superficie de la semiesfera. 


RESOLUCIÓN: 


Piden : lA semiesfera — 3mR? 


Dato: Arpp= 4 
Se ubica H punto medio de AB. 
PH 1 ABAOH 1 AB 

Luego, mx PHO: medida del diedro entre APB y el 
círculo máximo. 

=> m<PHO=90" 
Del gráfico : 
Rimiás 3(2a)(a)> a=2 
Asemiesfera= 37R? = 3rr (2a Y = 8 (4) = 48 


PROBLEMA 60 : 


En una esfera de centro O, se traza un plano secante, 
si las áreas de la superficie esférica y de la sección 
determinada son IM y IN respectivamente, calcule la 
distancia de O al plano secante. 


Área de la superficie esférica ¡m 


>M-4rR? => RM IA 2d 
+ (D 
Área de la sección en la esfera 
>N=nr? > y? = E y Y) 
T 


Piden d(O;0P)=x Distancia de O al plano P. 
>d(0;0P)=x 

Por el TEOREMA de pitágoras y? — r?-— y? 

— 4N 


T 


De (1) y (2): %=5 


PROBLEMA 61 : 


Una superficie esférica esta inscrita en un huso 
esférico y dos semicírculos máximos de una esfera, 
si el área del huso esférico es 241 u? y su radio es 6u 
entonces el área de la a esférica máxima 
inscrita es (en u?): 
A)12x B)i4x C)16x 
RESOLUCIÓN : 


D)J18x E) 20x 


PROBLEMA 62: : mE Sy 
El volumen de una esfera es naneité dual 
al área de su superficie y el área de un huso 
correspondiente es 2/9 del área de la superficie 
esférica. Calcule el volumen de la cuña esférica, - 
A)8x  Bj6x  Cj6x  D)6/2x EJG6/3x 
RESOLUCIÓN : . A 


* Dato: : 
Va = Asg > FAR? =4, 
>R= 3 
Ang = 5 Asg > Ea =5x4 TR? >0=80* 
ARO ds 
Var == 25 Var =8 
CE pao 20 ET 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 63 : 
En el gráfico se muestra un cilindro de revolución y 
una semicuña esférica. Si AB = 4(AQ) y el volumen 
del cilindro es 250 x, calcule el volumen de la 
semicuña esférica. 


Teorema de cuerdas : 
nXn= a(5a) 


EDICIONES RUBINOS [19058 


Ve = BH = 250% 


6 Y 
(32) x5a = 2507 >a=2 


* Piden 
y Dip GAO _1x10%53 
*”g CE 2 27 = 2 270 
2650x 
Vx ==37 
RPTA : “E” 


PRIMERA! 


(GDCalcular la longitud del radio de una esfera, cuya 
área de su superficie es numéricamente igual a su 


volumen. 
AJN/3 C)/2 


(9 Calcular el volumen de una esfera, cuya área 


TR ACAIRIGIOS 


B)4 D)J3 E)2 


de su superficie es igual a 127 . 
A)12x Bj4/3x C)i8x D)6/3x E)24x 


(3) Calcular la longitud del diámetro de una 
semiesfera, cuya área de su superficie total es igual 
a 277. 

AJ2 BJ2/3 C)4 D)J3/2  EJ6 


(GB Calcular el volumen de una esfera inscrita en 
un cubo cuya arista mide 6. 
A)J27x B)36x C)48x. D)12x EJ1I8x 


((3)Determinar la razón entre las longitudes de los 
radios de una esfera y una semiesfera equivalentes. 


1 J2 Ya Ya 
NV BE. DE Y, E 


(O9) Calcular el área de la superficie engendrada por 


una semicircunferencia al girar alrededor de su 
diámetro, cuyo ángulo de giro es 120” y el radio de 
dicha semicircunferencia mide /3 


AJi2x B)i0x C)8x D)6x E)4x 


(GI Calcular la longitud de la arista de un cubo 
inscrito en una esfera cuyo radio mide 12 unidades. 
AJ6 BJ4/3 C)9 DJ8/3  EJ12 


(O3) Calcular el volumen del sólido engendrado 


por un semicírculo al girar en 60”- alrededor de su 
diámetro, cuyo radio de dicho semicírculo mide 3 
unidades. 


Aji8x  B)Ji5x  C)i2x  D)9r  E)J6x 


(GD Calcular el volumen de una esfera inscrita en 


un cono circular recto cuya altura y su radio de base 
miden 8 y 6 unidades, respectivamente. 

A)24r B)36x C)48x% D)54r E)72x% 

ÁO) Calcular el volumen de una esfera equivalente 
a una cuña esférica cuyo radio y su ángulo diedro 
miden 6 m y 120” respectivamente. 
A)16xm* B)36xm? 
D)72xm* E)9%6xm* 

(ÁD calcular la medida del ángulo diedro 


correspondiente a un huso esférico equivalente a la 
superficie de una esfera cuyo diámetro es la mitad 
del diámetro de dicho huso. 


a 27% Ed A 3x 
2: e Y UI 
bd 3 BJ /3 de 


C)48xm* 


EZ 
, 4 
YA una esfera se divide en 4 partes equivalentes 


mediante 2 planos perpendiculares entre sí que 
pasan conteniendo al centro de dicha esfera cuyo 
radio mide 8 unidades. Calcular el área de la 
superficie total de uno de los sólidos obtenidos. 


A)G64x B)72x C)96x D)108x E)1287% 
(A) Calcular el área de la sección determinada por 


un plano secante a una esfera que pasa a 3m del 


centro y cuyo radio de dicha esfera mide 5. 
AJjl6zm?*  BjiGxm*? C)i8xm? 


D)J24r m?  E)J12/3x m? 


(AHCalcular el volumen de una esfera circunscrita 
a un cilindro circular recto cuya altura y su radio de 
base miden 6/3 y 3 unidades, respectivamente. 
AJ2807 B)284x C)288r .D)2907 E)296x 


En la figura: E se encuentra contenida en el plano 


H y P pertenece a la superficie esférica. La recta L 
con el plano H forma un ángulo que mide 37” y el 
radio de la esfera mide 6 unidades. 

Calcular EP 


AJ2 B)J2/2  C)J3 D)2/3  EJ4 


((L0ES funde una esfera de plomo de radio 6 para 
obtener esferas cuyos radios sean de 2 unidades cada 


(GEOMETRIA DEL ESPACIO [ES 
una. ¿Cuántas esferas se obtendrán en el proceso? 
A) 48 B) 50 C) 52 D) 54 E) 60 


A DEn la figura calcular el volumen de la 


semiesfera, si la generatriz del cono equilátero mide 
12 unidades. 


A)J108(9- 5/3 )x 
B)100(7 - 3/6 )xr 
C)96(5 + 3/3 )x 
D)90(3 + 2/6 )xr 
E)84(5-J3 Ja 


áS)En una esfera se traza un plano secante que 
determina una sección cuya área es 36, dicho plano 
se encuentra a una distancia de 8 unidades del 
centro. Calcular el volumen de dicha esfera. 

aymr B) az C)1500x D)18007 E)2400x 
Duna NET se divide en 8 partes equivalentes 
mediante 3 planos perpendiculares entre sí dos a 
dos. Hallar el área de la superficie total de una de las 
8 pares, si el diámetro de dicha esfera es «d» 

ay ana? B) ES 4rd? ++ 2d? 


$ a D)—— E) 5 


ED) Calcular ": cd de la a de una esfera 


inscrita en un cilindro equilátero, cuya área de 
superficie lateral es igual a 16xr . 
AJ8x B)l0x C)i2x Djl4x E)16x 


TUNA 
SEGUNDA! 
(1D) El área de un casquete esférico es la quinta 


parte del área de la ' superficie esférica 
correspondiente. Si la altura del casquete esférico 
es 2, calcula el volumen del segmento esférico 


correspondiente al casquete. 
A) 85x/2 B) 72x/7 C) 521/13 
D)27x E) 67x/4 


(3) Una esfera, cuyo radio mide R unidades, se ha 


inscrito a un cono de revolución, cuya área lateral 
es 4 veces el área de su base. Calcule el volumen 
del cono.. 


21 R? TAR? 
B) 5 C) 25 
E 


EA NCICLOPEDIA 2012 


03) Sobre un círculo mayor de una esfera, como 


base se traza un cono recto equivalente a la mitad 
de la esfera. Calcule el radio del círculo de 
intersección, si ““r” es el radio de la esfera. 

A) 4rl5 B)3r/5 C)2r/5  D)4r/3 E) r/2 


62 Calcule e: volumen de una esfera que es 


tangente a una de las caras de un hexaedro regular y 
que contiene a los 4 vértices de la cara opuesta, 
siendo la arista del hexaedro 3. 

A) 27x/6 B) 243x/16 C)3x/2 D)36x E)27x 


Calcular la longitud del radio de una esfera 
tangente a las aristas laterales y a la base de una 
pirámide cuadrangular regular cuya arista básica y 
su respectiva altura miden 2a. 
A)Ja(/3+1) B)Ja(V3-1)  CjaV3 
D)a(J2-1)  EJa(V2+1) 


63 Se tiene un segmento cuyos radios de la base 


miden 2 y 4. Calcular su volumen, siendo dichas 
bases las bases de un tronco de cono circunscriptible 
a una esfera. 


A)183/27 B) 185,/2 18312 
5x 27 
D) 184 /3 E) 184./2 
3n 3x 


(027) Se considera el círculo mayor de una esfera 


como base y se construye un cono de revolución 
equivalente a la mitad de la esfera. Calcular el área 
de la zona esférica de dos bases que se determina si 
el radio de la esfera es /5. 

Aj4x Bj6x  Cj5x  _D)7x 


603) En el gráfico, AB=/2, las áreas de los círculos 


menor y mayor son x y 4x, respectivamente. Calcule 
el área de la zona esférica mostrada. 


E)8x 


AJ6x BJ3/7x C)J6/7x D)25x% EJOlÓn 
(09) La arista de un cubo mide 4m. Calcular 1 la 


longitud del radio de dos esferas congruen 
pueden ser introducidas en el cubo de Í 


EDICIONES RUBIÑNOS [1v6395 ¡ESS 


ellas no pueden desplazarse en el interior del cubo 
cuando éste se pone en movimiento. 


A)2/3 -1 B)J3-J3 C)2J2 
DIN5G-1  EJ4-J3 
T) En una semiesfera se inscribe un cono cuyo 


vértice es el centro de dicha semiesfera. Si el radio 
de la base de dicho cono mide 3 y además dicha 
base divide a la superficie esférica en dos superficies 
equivalentes, calcular el volumen del sector esférico 
limitado por el cono y la semiesfera. 


AJ8x B)i0x C)8/2x D)8/3x EJ6/2x 
(E) Calcular el área de la superficie esférica, 


sabiendo que las áreas de los casquetes 
determinados por un plano secante a ella están en 
razón de 4 a 5 y la cuerda correspondiente al arco 
que genera el casquete menor mide “a” m. 

A) 9/4 a? B) 4/9 an? C) 4/9 xa? 

D) 9/4 xa? E) 9/4 ax? 


a Calcular el volumen de una esfera tangente a 


las aristas AD, DS y DC de un tetraedro regular 
ABCD, en los vértices A, B y C, respectivamente, 
siendo “a” la arista del tetraedro. 


ayrl2 as BZ ys y as 
3 4 3 
Av3 3 a3 3 

D) a a DD a 


(E) Una superficie semiesférica de radio R está 


inscrita en un cono equilátero, de manera que su 
circunferencia máxima está en la base del cono. 
Calcular la diferencia de volúmenes de los 
segmentos esféricos que determinan el plano de la 
linea tangencial en la semiesfera. 

AJO B) AR* C)xR*3 D)xR'/4 E) 3xR"/4 


(>) Se tiene un casquete esférico cuya altura mide 


2 cm y el área de la base es 16x crm?. ¿Qué volumen 
tendrá el segmento esférico semejante al que 
determina el casquete esférico, sabiendo que la 
esfera correspondiente al segmento esférico tiene un 
radio igual a 15 cm? 

A) 100x cm?  B) 404 x ecm* 
D) 448x cm? E) 468 x cm* 


(E) Una esfera, cuya superficie esférica tiene área 


144x, es intersecada por dos planos que forman 
entre sí un ángulo diedro cuya medida es 60”, tal 
que la recta de intersección de los planos es tangente 
a la esfera y el plano bisector del ángulo diedro 
contiene un diámetro de la esfera. Calcular el 


C) 413 x em? 


ESFERA 


volumen de la parte de la esfera interior al ángulo 
diedro. 
A)288x B)198x C)243x D)126x  E)264x 


ás) En una esfera se trazan dos planos paralelos y 


secantes a la esfera y a un mismo lado del centro. 
Sabiendo que la distancia entre ambos es € y que 
las áreas de las secciones determinadas son aóx y 
b?x, calcular el área de la superficie esférica si se 
conoce además que: a+c=b y a?+b?=4. 


A)4x  B)16x/3 C)4/2x D)16x E)20x% 


Calcular la medida del ángulo de un sector 


circular sabiendo que cuando gira alrededor de un 
eje coplanar que pasa por el centro y es 
perpendicular al eje de simetría, genera un volumen 
igual a la mitad del volumen de la esfera de igual 
radio que el sector. 

AJ30"  B)45” C)37* 


D) 60 E)75 


(CE) Se tiene 2 casquetes esféricos congruentes con 


base común; en su interior se tiene una esfera inscrita 
cuyo volumen es 36x, y determina en la base común 
de ambos casquetes una corona circular de área 
igual a 16. Calcular el área de cada uno de los 
casquetes. 

A)24x B)36x C)48x D)34x E)56x 


(E) Se inscribe en un cono equilátero dos esferas 


tangentes exteriormente, el radio de la mayor es R. 
En la esfera menor, calcular el volumen del menor 
segmento esférico, cuya base está limitada por la línea 
tangencial determinada en el cono, 


5xR* TR? 91R? 
A BJ) —áZá . 
4 649 ) 649 ed 649 
5xR* 7AR? 
D) $18 E) 4 


E) El área de un casquete esférico es la quinta 


parte del área de la superficie esférica 
correspondiente. Si la altura del casquete mide 2, 
calcular el volumen del segmento esférico 
correspondiente al casquete. 

A) 85x/2 B) 72x/7 C)52x/3 D)27x E)67x/4 


Dl DAS E DE Os 
coaliAca)llde lio)a iao e 20) 


CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTICA 


MEMO ono 
Eco 
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TEOREMA DEJPA 


* Conocer las superficies y sólidos de revolución y 
calcular sus áreas y volúmenes. 
* Conocer el teorema de Pappus-Gulding. 


* Reconocer cuándo se genera una superficie y 
cuándo un sólido. 


* Aplicar correctamente los teoremas en la 
resolución de problemas. 


INTRODUCCIÓN : 


Cuando un punto se desplaza «forma» una línea. Cuando una línea se 
desplaza forma una superficie. Y, el desplazamiento de una superficie 
forma un sólido. 

Consideraremos que un segmento de recta se desplaza horizontalmente 
y manteniéndose paralela a su posición original, ¿qué figura forma? Si el 
extremo del mismo segmento se hace girar horizontalmente, manteniendo 
fijo el otro extremo, ¿qué figura se forma? En el primer caso se forma un 
rectángulo y en el segundo, un círculo, 

Delo anterior se deduce que ciertas superficies como sólidos, se generan 
como consecuencia del movimiento de ciertas figuras. 

Por ejemplo aquí podemos observar una tolva que tiene mucha utilidad 
en la industria y elaboración de ciertas herramientas. Si nos damos 
cuenta podemos. observar el origen de este sólido geométrico, como 
mostramos a continuación. Si una región de un plano se gira alrededor 
de un eje E de ese mismo plano, se obtiene una región tridimensional 
llamada sólido de revolución generado por la región plana alrededor 
de lo que se conoce como eje de revolución. Este tipo de sólidos suele 
aparecer frecuentemente en ingeniería y en procesos de producción. 
Son ejemplos de sólidos de revoluciórr ejes , embudos,, pilares; botellas 


y émbolos. 
» En los capítulos anteriores 
¿0 hemos estudiado algunos estos 
Región Región » específicamente , los tres 
Triangular,z. Cuadrada cuerpos redondos; en el 
cilindro . el cono y la esfera , y 
EOS b sus respectivas superficies , sin 
Región - embargo, existe otros muchos 
Exágonal ¿> 7 sólidos y superficies de 


A revolución que han sido 
estudiados , de los cuales es 
posibles obtener un área oO 
volumen , estos gracias a los 


 Equilátero suizo Gulding. 

> Para aplicar estos teoremas es 
necesario conocer la ubicación 
del centroide , centro 


» geométrico, de la figura. 


anos Y ¡GULDING 


TEOREMA DE PAPPUS Y 
GULDING 


PRIMER TEOREMA 2 


El área que genera una línea cuando gira alrededor 
de un eje es igual a la longitud de la circunferencia 
que recorre su centro de gravedad multiplicado por 
la longitud de la línea. 


Eje de Giro 


A AS 


A 


EDICIONES HOmIÑOS BR PEN TEOREMA DE PAPPUS y GULDING 


xr: Distancia del centroide (C) de la curva al eje de h LoJ3 
giro. ( ) 1 > v=20 (2) 5. > V=- 2x7d¿S, 
SEGUNDO TEOREMA : * Donde: 


El vol rfi 0% d, : es la distancia al baricentro del triángulo. 
volumen que genera una superficie , cuando gira 3 ¿ 

alrededor de un eje coplanar es igual a la longitud A A O 

de la circunferencia que recorre su centro de TOROIDE 


gravedad multiplicado por el área de la figura. 
Superficie generada por una curva cerrada cualquiera 


al girar alrededor de un eje contenido en su plano y 
que no la corta. Sólido limitado por esta superficie. 


A: Área de región. 

x: Distancia de centroide (C) de la región al eje de 
giro. 

<D Volumen generado por rotación de triángujo 
equilátero alrededor de un lado. ' 


V=21r(2nr?) > 
CENTRO DE GRAVEDAD 


Punto de aplicación de la fuerza. peso en un cuerpo, y que es 


siempre el mismo, sea cual seá la posición del cuerpo. 

Para determinar el centro de gravedad hay que tener en cuenta 
que toda partícula de un cuerpo situada cerca de la superficie 
terrestre está sometida a la acción de una fuerza, dirigida 
verticalmente hacia el centro de la Tierra, llamada fuerza 


Vv =>Sac XR moasao (1) gravitatoria . 
E Cuando se trata de cuerpos de dimensiones muy pequeñas frente 
Spc=2xhx qe (12) ala Tierra, se puede admitir que las fuerzas gravitatorias que actúan 
* (Men (MD: sobre las distintas partículas del cuerpo son paralelas y de módulo 
constante. Por tanto, se puede calcular la posición del centro de 
=l (2581) = 5 sen gravedad hallando la recta de acción de la resultante de esas 
2 3 fuerzas. Si el cuerpo es homogéneo, el centro de gravedad coincide 
LYV3 con su centro geométrico. 
*Pero h = , Luego : 
Si un cuerpo es tan pequeño que la aceleración de la gravedad es 
1 L- JS 2xh 1/3 la misma para todas las partículas, entonces el centro de masas y el 
V==x2rhx=x—= —— 
3 2 2 TNA de gravedad coinciden. 


PROBLEMA 1 : 


Se tiene una argolla cuyo diámetro menor mide 2r y 


su diámetro mayor 2R, si la argolla es macisa. Halle 
el volumen de la argolla. 


AER" —r* (R+2r) Bor +rR=rP C)IÉ(R=r) 
RESOLUCIÓN : 
* De la figura : 
R-=r 
2 
* Volumen de la argolla: 


V=2x1x8 


k= 


* Reemplazando “Rk”, resulta 
2 
> V= ART) (R -r? 


RPTA : 


“g” 


PROBLEMA 2: 


En la figura mostrada AC es diámetro. A0 =0C=44, 
Los triángulos ABO y ODC son equiláteros. Calcular 
el volumen del sólido generado por la rotación de la 
región sombreada alrededor de la recta xx", 


Eje 
AJOS) *|/ 
B)32x(/3+x) 0 
C)32./3x 
D)48x(/3 +x) 
E) 24x(J3 +1), 


RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema de Pappus 


a AA A CICLOPEDIA 2012 
PROBLEMA 3 : 


Calcular el área de la superficie generada por la 
circunferencia cuyo radio mide 3m, si gira 360% 
alrededor de una recta tangente a la circunferencia. 
AJ36x7 B)38x C)4017 D)42x*  EJ50x 
RESOLUCIÓN : 


* La longitud de la 

circunferencia , será: 

L = 2x(3) = 6x 
* Ahora por el teorema de 
3 Pappus; calculamos el área 
de la superficie generada por 
la circunferencia cuyo radio 
mide 3m, al girar 3609 
alrededor de la recta tangente 
Y a la circunferencia: 
S= 27(3)(61)= 361? 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 4: 


En una semicircunferencia cuyo radio mide 2m. se 
prolonga el diámetro AB hasta F tal que BF = 2m. 
Por F se traza la tangente FM. Calcule el área de la 
superficie engendrada por la línea mixta AMF al girar 
una vuelta completa alrededor de AF (en m?). 
AJ2x  Bj4x  Cj8x  D)12x E)18x 


RESOLUCIÓN : 


* La superficie generada es : 
S=2x1(2)(3)+27(3)(1) 
> S=127 +67 >S=18x% 


RETA: 


dad 
PROBLEMA 5 : 


EDICIONES RUBIÑNOS pesó ls 


9 TEOREMA DE PAPPUS 


y GULDING 


mFC= 150", halle el volumen del sólido generando 
cuando la superficie sombreada rota alrededor del 
eje AC. 


F 


A BE 0) e 


pa 2 ga (4+J3) 


(2+/3)  B) 


E UCIÓN : 


F, 


R/2 R+Ry3/2 
AL 
* De la figura: 
y 5)> 1-2 Reg (1 


votos] 
_aR? 


=p Ts Ey PRA (an) 
*(D+ (1D; y oO > 
3 
y, + va = 22, 5) 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 6: 
En un cuadrante ABCD de lado / se traza el cuadrante 
ADC y la diagonal BD,BDAAC=(N), halle el 
volumen del sólido de revolución que se resulta de 
hacer girar ] vuelta la región mixtilínea limitada por 


AB,ÁN y BN, alrededor de Ap. 
aZÓN7 a CCA 


RESOLUCIÓN : 


05% (8-42) 


7D) 3250 x 


£ 
0-12 


* El volumen pedido es : 


=E (4)? 1- 
ga £ 


se(059 


* Simplificado: Va = 2E 43 -1) 

Ps: RPTA : “B” 
PROBLEMA 7: 
Una región triangular de área 60u? gira alrededor de 
un eje coplanarsiendo la distancia de sus vértices 
al eje giro 10u, 1lu y 42u. Calcule el volumen 
generado (en u”). 


A) 1250x% B) 2520 x 
E) 4270 x 


RESOLUCIÓN : 


C) 2780 x 


* Por propiedad : 


10+11+42 
RS > 


x=21 


* El volumen generado es : 
V = 21 (21)(60) 


> V = 25207 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 8 : 
ABCD es un rectángulo, AB = 3, BC = 4, se inscribe 


en ABC una circunferencia. Halle el volumen que 
genera el círculo inscrito al rotar alrededor de la recta 


AC. 
Ajay? BA ajz al pz Ze EJ2a?yp? 


RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema de PONCELET : 


eLOMEDRIA DEL ESPACIO > 


Poncelet enel L>. ABC 34+4=5+2R >R=1 
* Luego por el teorema de Pappus Gulding: 
Vi =27rxA 

> V= 2x(R) (AR?) 


>V=2r(1Mrx1?)=27? 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 9: 


Halle el volumen del sólido generado por la región 
sombreada cuando gira alrededor del eje mostrado: 
sabiendo que el radio de la circunferencia mayor es 
R y que: Eje 


A) Ter A 


B) er 
C)= dl R' 
D) Ss R* 
E) mR* 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de 
Pappus y Gulding: 
V =2xR(. AR*)- 225) 


7a*R* 
4 . 


AR* 
4 


> V= 


SS 
Halle el volumen del sólido generado por la región 
cuadrada ABCD al girar alrededor del eje XY. 


(a=3, 141 6). Cc 5u 


AAA y CICLOPEDIA 2012 


volumen del sólido engendrado al gir 
-==una vuelta , alrededor de un ejecoplana 


RESOLUCIÓN : 


* En el trapecio rectángulo BDMN : 
8: ¿543 
En V3 +1 
ir De er ) 


* El volumen del sólido y o es: 
V = 2x1x S E 
=>V= 27 (J3 + Dx25>V = o 
PROBLEMA 11 : 


Un conjunto de pilas plata zinc utilizado en un 
satélite están confinadas en un recipiente cuya forma 
es generada tal como se muestra la figura. Calcule 
el volumen del recipiente. ¡4Y 


A) 2bR + mb | E 
B) mbR + 2m*b 

C) mbR + ma*b b 
D) mbR + mba 

E) mbR- mb*a 


H 
; 
; 
; 
! 
ñ 
; 
3 
H 
; 
; 
H 
; 
; 
; 
¡ 
: 


RESOLUCIÓN : 


* Luego el volumen es : 
V=21x 8 


>V= 25[5+ Ras) 
> V = 2rabR +xa*b 


PROBLEMA 12: 
El lado de un cuadrado ABCD 


EDICIONES RUBIÑNOS [8955 


por el punto D , haciendo un ángulo de 8? gp con 
exteriormente al cuadrilátero (en cm”). 


A) 800/22 B)700/2x C)800/3x 
D) 500/31 E) 600/27 
RESOLUCIÓN : . 
10 Cc 
B Sy Y el 
10 Z 
ALÍ 


* De la figura : 49n? + n? = 100 
>50n*? = 100>n* =2 > n=/2 


* En el trapecio rectángular ACMN ; por teorema : 


122 42-42 


* Luego el volumen es : 
V = 27(4/2)(100) > V = 800/27 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 13 : + 


Se tiene un círculo de centro-O de 10 a de área y 


un eje «L».coplanar a una distanció de 10 cm de su 
centro. Calcule el volumen del sólido generando 
por la región circular cuando gira 180” alrededor de 
L (encm?). 

A) 10077 B)100x 
RESOLUCIÓN : 


C) 100 D)200 E)200 


L 


* El volumen del sólido generado por la región 
circular cuando gira 360” alrededor de £ es: 


V =2x(10) S = 200 


EN TEOREMA DE PAPPUS y GULDING 
* Cuando gira 180 es: V, = 100 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 14 : 
En el gráfico , halle el área de la superficie generada 


por el cuadrado ABCD de 6en:, de lado , cuando gira 
alrededor de la recta £ (en em?). 


B 
Cc 
A 
15 D 7 
A) 72716 B) 2167 C) 1087 
D) 2707 E) 1627 


RESOLUCIÓN : 


(. 


Q D 
* E. 00D notable de 30" y 60 : 


Si on=3/3=5=5% 


* El área de la superficie generada por el cuadrado 
ABCD, cuando gira alrededor de la recta £L es : 


S=21x x4(6) > 8. 25252 Js > S=721 46 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 15 : 


Cuadrilátero ABCD es un cuadrado. Halle el volumen 
generado por la región cuando gira alrededor del 


eje x. 

AJV= 2205 3+1) 
sl 5 3+1) 

ov="E 3 3+1) 


D) Y = 22 6 3+1) 


E)JV= 22 45 3+1) 


* Por el teorema de Pappus y Gulding: 


V =2xrxA 
* Pero por base media: 
L_1J3 
322% 2 L(43+1) 
2 4 


* Reemplazando: 


a 


= 2 (541) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 16 : 
Si se tiene dos cuadrados ABCD y EFGH; CD= £ 
unidades. Calcule el volumen del sólido generado 
al rotar la región sombreada, alrededor de CD. 
25xt* 
e 27 
26:11? 
27 
25xt* 
26 
Lat? 
25 
24re? 
27 


B) 


C) 


D) 


E)- 


RESOLUCIÓ Ni 
. Por: Pappus: E 


obtenemos en casquete esférico de vo 


PROBLEMA 17 : 


Al reactor de ensayo de fusión Tokamak es un gran 
toroide que produce un campo magnético par 
confirmar partícula cargadas. Se muestra la región 
que lo genera y el eje de giro , calcule el volumen. 


A) a(rR)? Zar 
3 4 
B) a AR+ AR 


C) amR? id 


RESOLUCIÓN : 
* El volumen generado, es: 
V = 2r(a+ Ss 


4rirRr? 
V=2 + 
p =om(o 2) E 


* De donde obtenemos: 


ye a(mR)? Rd 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 18 : 
Calcule el área generada la línea OAB cuando se 
hace girar una vuelta alrededor de L. 


A) 1R*(8- 2cosa- 4sena)  B) xR*(8- 2cosa +4sena) 
C) xR*(4 - cos a - 2sen a) D) aR*(16-cosa- cdo 


RESOLUCIÓN : 
"ESOO 
Sena 1D 


* Hacemos girarel arco AB alióadir del sta da 
e vol 


 V= 2 (BT) 


He Za LN 


EDICIONES RUBINOS 


* En el SATB : 
BT = 2RSen?a 
> V = 27R(2RSen*a) = 27 dL 


i-=(z) 


* Pero; 


* Luego: 2 
2R?*Sen?a = ana) 


2 
ER y) 
Ta 
* Reemplazando (1) en (1): 
180RSen*a 
de A 180RSen*a 
Sena Ta 


S= rR*(8 - 2Cosa - 4Sena) 

: RPTA : “A” 
PROBLEMA 19 : 
En la figura mostrada , calcule el área de la región 
que genera la línea ABC cuando se hace girar una 
vuelta alrededor de 4C- 


R 


B 


A 
AJaR?* + éR*-2R* B)akR* C)xR*-R* 
D) 1R* +R* E)R* + 2R* 
RESOLUCIÓN : 


A R Cc 
* Área generada por AB: xR* 
* Ahora por el arco BO: x*R* 


Shedido = BR? + 1?R? - 2R? 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 20 : 
En un triángulo ABC de área S se traza la mediana 
AM y la ceviana BN de manera que NC = 2AN, si 
AMAAB= (D), calcule el volumen que genera la 
región CABDM al girar una vuelta completa alrededor 
de CB. si el volumen que genera la región ABC al 
girar uha vuelta completa alrededor de gg es Y 


TE 2 3 6 
=V =V =V =V 
vz B) 5 C) 5 D) 


7 
ER 
, E 5 


“RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad : 
h 
== 
3 


* Por Menelao: 
AD = DM 


* Se pide hallar: 


Va = 278 — 0 2y E) 


* En el 4DBN ; la distancia de C.G. al lado py es 
E S AS 
126 y "pan = 


* Simplificado : Vy = ES (1) 
* Pero: 


v=2" (> 


3 


3v 
Js>1s= rn 


AS (1) 


GEOMETRIA DEL ESPACIO 3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 20 : 

Usando el teorema de Pappus Gulding deducir la 
posición del centro de gravedad de : 

a) Una semicircunferencia de radio R. 

b) Un semicírculo de radio R. 

c) Un cuarto de circunferencia de radio R. 

d) Un cuarto de círculo de radio R. 
RESOLUCIÓN : 

A) Sea ACB, una semicircunferencia de centro O y 
radio R. Cc 


A —— y 
*Algirar ACB 360" alrededor del eje AB se genera 
la superficie esférica, cuya área es: 
S7= (Longitud de ACB)-(2x.x) 
Siendo “G”, el centro de gravedad del arco 


> . 
cord 4AR*=(AR)M2x -x) 


B) Si “G”, es el centro de gravedad de semicírculo; 
su giro alrededor del eje AB determina una esfera 


ES 2 Varado [trend Jer) 


AR —_4R 
o > e 


(994 a NCICLOPEDIA 2012 


* Al girar AB, 3607 alrededor del eje OB, se genera 
media superficie esférica. Según el teorema de 


Pappus: S — pe 
S3 = (longitud de AB )(2x7 y) 


* Reemplazando sus equivalencias: 
daR? _(2%R 
2 9 Jer 


* De donde : y= 


D) Al girar el no le círculo AOB, 360” alrededor 
de OB, el volumen generado corresponde a media 
esfera: 


* Reemplazando sus equivalencias: 
2 AR? - 4R 
ZAR? = | |(2 =— 
3” 30) >>=3 


PROBLEMA 21 : 


En la figura hallar x si O es el centro de gravedad de 
la región limitada por el Op isósceles de la 
pais AB=BC=(CD=a; = 24 


RESOLUCIÓN : 
* Por Pappus : 


Viatos = 21% ES 2)... 


* Ahora por suma de volúmenes: 


1 fa 2/a a3 ñ 
Vai= 2x5 3) (e 2 Accor (1) 


* Igualando (1) y (AI): 
(30 aJ3Y_ ax . 3a?x 
ml) AA 


al 


* Efectuando: x 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 22 : 


Para el sector circular que se muestra. Si G es el 
centro de gravedad de dicho sector circular, entonces 
OG mide. a 


yz 
xr 


E pyE 
3x 


x 


2x 
pcia 
x 


RESOLUCIÓN : 

* Se planteará: 

Volumen del _9,= e 2) 
6 


sector esférico 

2 52 AR 
LAR = pio és 
3" sar E0) 


* Despejando : =% E 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 23 : 


En la prolongación de AO en un cuadrante AOB se 
ubica el punto de C de manera que AO=0C=4, se 


traza el segmento BC. ¿A qué distancia(enm)de AC 


EDICIONES ROBINOS llas h 


EN TEOREMA DE PAPPUS y GULDING 


se ubica el centro de gravedad de la región limitada 
por el arco AB s los segmentos AC y BC?. 


6 8 16 
— — C)— D)]— EJ 
a 2 a a Ls 
RESOLUCIÓN : A 
* Por Pappus: L 
V =2xxA 4 


>V =21x(41+8) ...(D y 


4 


C 
* Pero por suma de volúmenes: 


A AA 
V =G 1x4 + (16% (4) ooo (12) 


* igualando (1) y (ID) 
2xx(4r +8) =Emo £+2(160)(4) 


* Despejando: x «a 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 24 : 

Hallar el volumen del sólido generado por la rotación 

de la región sombreada alrededor del eje: 


RESOLUCIÓN: 
* Se desea: 


v=5 (12) (9)- 2x1 (E 


3x 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 25 : 
En la figura mostrada ABC es el equilátero de lado £, 
halle el volumen del sólido que se genera al rotar la 
región triangular alrededor de la región de la recta 
indicada. 


ear LL 
3 E y 


C) us 


D) ost 


RESOLUCIÓN : 
* Del: GHO: A 


2/8 = a ET IRA 
* Por Pappus: 


V= 27xA =2x7 (22) Xx E 2) 


7L/6 
6 


4 


> V= PE oyo 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 26 : 

Los lados de un triángulo miden 11 ; 13 y 20. La 
región triangular gira alrededor de uno de sus lados 
obteniéndose un sólido de máximo volumen. Halle 
dicho volumen. 

A)J628x B)582x C)825x D)852x E)285x 
RESOLUCIÓN : 


Since = 66 4? (Por Herón). 


- 


-3>2- 4 


“a volumen pedido es : 
_V=2x(4)(66) > V= 5281 


. Por pelas: 


 RPTA : “A” 


PROBLEMA 27 : PRE 


Halle la relación de los volúmenes ierdos al rotar 
las siguientes regiones sombreadas alrededor de los 
ejes indicados. 


* El volumen generado es : 


y, = 200 55) | 


AR? 


> Y, = 


* El volumen generado es: 


Va a E RO ETER E 
* Simplificando: 

Va= E mRO cncaiccoconoo (MI) 
*(D=(D: PS 

e a E 

Yo mi ps Y 


2 RPTA : “E” 
PROBLEMA 28 : Ss 


Halle la relación de volúmenes de los sólidos 
generados al girar las regiones MBN y AMNC, 
alrededor del eje py ,si AM =MB y BN=NC. 


EDICIONES RUBIÑOS [bass 
B 


Pes 
2 


Sean: 
Very» Volumen que genera MBN 
V now » Volumen que genera AMNC. 


X y Xx, ; x, : distancias de los centros de gravedad de 

las regiones triangulares MBN, MNC y AMC, al eje de 

giro. Por propiedad del baricentro para cada eN 
es fácil deducir , que : 

= d . =- d . 2 

E? =3 3" =35%3=5 


Además la altura del triángulo ABC es el doble del 
triángulo AMC pero tiene la misma base , luego : 


Sac = Sano AS um = Sac 


= Aplicando el teroema de Pappus-Gulding : 


MNC = 


VMBN =S ny x 2x7 > VmMBNn = an a 

> VMBN = ¿Sano A y) 

Vaunc = Vamo + Vane 

VAMNC = = Suc xerxzd+ Sac xao 

> a = Ena x Sie ei] 

* Se Pide : 

Y, : : V, 

y 4BN- Relacionado (D=(1ny=>-—MBN_= 1 
'AMNC Vamnc $ 

RPTA:“D” 


PROBLEMA 29 : 
Un sector circular de radio R y ángulo central que 
mide 60”, se hace girar una vuelta alrededor de un 
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eje coplanar distanciado de su vértice en un valor 
de «a» y cuyo ángulo formado por la prolongación 
del segmento que une el vértice y su centro de 
gravedad con el eje de giro mide g ,sia >R calcule 
su volumen. 


RESOLUCIÓN : 
-F p2 


El volumen generado por el sector al girar una vuelta 
completa alrededor del eje coplanar L . es : 


2 
= "E (am - 2RSeno) 


PROBLEMA 30 : 


En la figura mostrada, calcule el volumen que genera 
la región sombreada al girar una vuelta alrededor de 


'AC.Datos : AB = a AC =b 


B 
A € 
dat >. 9, HO ar 1 4 
3. “4 bal 3xb 
B) za*b C) xb%a +xvb?*-ata 


RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA DEL ESPACIO [ios 


da?—-a?  3mb 
>> ————— =D y= 


= Y (3rb-4Vb*—a?) 
3mb 


r-y dr 
* El volumen pedido es : 
Y 20 a a. nz (3mb- ta . 00 -e 


(a s 
* Simplificando: 
¿1 a y | 2 
y (b+a) ba? 3mb 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 31 : 


Si el volumen de un neumático de auto móvil mide 
Vu? y su área total Au? y el radio de la sección 


transversal es r, tal que AXr = 60u*. Calcule Y 


(en u*). 
A)20  B)30 C) 40 
RESOLUCIÓN : 


* Por condición del protecza 
A= 2rx(27r) 


D) 50 E) 60 


>x= 


* El volumen'es: 


A E 
A=2 A 
jr Es 


+. 


>v= 4 y+2y- 30 


_ RPTA : “B” 
PROBLEMA 32 : 

Un hexágono regular cuyo lado mide «a», gira 
alrededor de uno de sus lados. Halle el volumen de 
Nue genero (en us). 


—B) ra 


C) Za 


AAA A CICLOPEDIA 2012 


* El volumen es : 
2 
v=2" 5 3) 6a?/3 v=2ra* 


4 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 33 : 


Un rectángulo descansa sobre la recta L , se inclina 
el rectángulo con un ángulo que mide 60. si la 
diagonal determina con el lado mayor un ángulo 
que mide 30” y además el mayor lado mide «a». 
Calcule el volumen del sólido generado al rotar 
alrededor de £, 


A) Ea ma 


* De la figura: 3 


x 3=a:= 52 
o 


3 


>= a 


PROBLEMA 34 : E ES 
Usando el teorema de Pappus = - Guldin, deducir 

posición del centro de gravedad, S 
A) Un semicírculo de radio Tr. 22 


EDICIONES RUBINOS [vda 


B) Una semicircunferencia de radio r. 
C) Un cuarto de circunferencia de radio r. 
D) Un cuarto de círculo de radio r. 


RESOLUCIÓN : 
A) Si «G» , es centro de gravedad del semicírculo; 
su giro alrededor del eje 4p, determina una esfera 


0 H B 


v do = (área del círculo)(2x GH) 
4 


general 
Sr? > (ler<cm>o n= 
2 4 37 


PROBLEMA 35 : 


Halle las coordenadas del centro de gravedad del 
alambre mostrado. 


v ¡o = (área del semicírculo) (27 x0G) 


* Reemplazando sus equivalentes : 


4 3 ar 4r e 
- == OG OG=-— 4 
¿"E m7 (27x0G) +>0G 3 a (273 E] Á 
B) Sea ACB , una semicircunferencia de centro O y R SR 
radio r. Cc JE 5) 
:2x R 
o(+7)m | 
x d 
coffen2ja 2] 
xr x 
0 P: B 
A 0 B 
RESOLUCIÓN: 
r * : 
Por Pappus: 
* Al girar ACB 360? alrededor deleje “4, se genera «RAR 
la superficie esférica, cuya área es: AR tE 
-— a C. O 
S 55 = (Long. de ACB)x(2 x0G) Oespalarió: 
Siendo G , el centro de gravedad del arco. - 3R 
Así: 4xr? = (xr)(2 x x0G) is 
Son» A * También: 
Tr 


21R*+27 E ES) =27 x (rR) 


Cc 
) * Despejando: En ( 1 2) 
x 


0 H B 
+2): 
x 4) 2x 
S,, = (Long. de ABN29y) => LT - Enf a) RPTA : “A 
A , 2) PROBLEMA 36 : 
*Dedonde: 9 ES ae En la figura halle el volumen del sólido generado 
T Tr (en u3) por la región sombreada al girar alrededor 


GEOMETRIA DEL ESPACIO ES 
de AD.Si AD=1u y ABCD es un cuadrado. 


AE x B Cc 
AS BB) 


* De la figura 


5x 
2LQV=—onsooo 
> 13 (1) 


A ns 12) 


PROBLEMA 37 : 

Hallar el centro del área de la sección transversal 
(perfil e) mostrada en la figura, aplicado Pappus 
Guldings, 
A) x =2k 
B) x =2,45k 
C) x =2,25k- 
D) x =3,45k 
E) x = 3,25k 
RESOLUCIÓN : 


* De la figura, por equivalencia de volúmenes, se 
obtendrá: $, 
a(7R (12) =2r(4t)(60K) )=2x1x(24k?) 


> dí = 49h-40k 
> 4 = 9h 
> x =2,25k 


PROBLEMA 88 : 


En el gráfico , ABCD y BEFG son cuadrados , AB=R. 
Calcule el área de la superficie generada por fp al 
girar 360” respecto de HE E 


A) Y3 292 
3 
e pta 


2/3 
O=5> 


NA NN CICLOPEDIA 2012 


rr? 


* Piden: ASG — =?*?=S= 2axL 


(FD) 
Lg =0R=2 ER > POE 
3 
* El C.G. estaen AH >x=AP 


=y R R ¡xaR a R?4S3 
= — 3 = — — = —__—_—_—— 

>x 5 >S 2% 13 3 >S 3 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 39 : 

En un triángulo ABC, se ubica su triángulo mediano 
PQR tal que PR//BC Y PQ//AC- Si maABR=a y 
m<RBC =0, calcule la razón de volúmenes de los 


sólidos generados por la región triangular POR al 
girar 360” alrededor de (AB y BC respectivamente . 


sen2a “ tan2a 6 sena D) sena 
enzo *tanzo Y coso send 
RESOLUCIÓN: 


y Ñ TEOREMA DE PAPPUS y GULDING 


7 A .AB z 
A 
a DR DES (aSena + aSena) 
(S) AB 3 
TE 
Y, = —asSen 
> SG 5) PEE ES 3 as a o Sena 
2% Seno 
SG, y jue BC = q esSenó 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 40 : 


Dado un cuadrado ABCD de centro O, en AB se 
ubica P, tal que BP=3(AP)=3. Por D se traza una recta 


paralela a gp . Calcule el volumen del sólido 


generado por la región cuadrada ABCD al girar 360? 
alrededor de dicha recta . 
192/5 
5 


A)8x BJ10x C) 


RESOLUCIÓN : 


A=S=4*=16 
x= 2.2008 Y. > 5-50 
Va: A YA E 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 41 : 


En el gráfico T es punto de tangencia, CD=J3 y 


mCD=mAR=2mAC=2mBD.Calcule el volumen 
de la región 'sombreada al girar 360”. alrededor 


de <. 
(£// AB) 


A) 2(/3 - 1) 
B) 6(/3 - 1Jx 
C) 8(/3 - 1)x 
D) 5 (3/3 +2x) 


a 
RESOLUCIÓN : 


* Piden: — 4 qe 
Vsa;s, = ay" 


CD=L,=R/3=J/3  >R=1 


A artrz0 e 21 +3/3 
s=af -2/% e A 
S de (A 360 3 Sen. 120)= 6 
E a (233) ex 
a RNE (3/3 + 27) 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 42 : 


En un romboide, cuyos lados están en la razón de 3 
a 7, calcule la razón de volúmenes de los sólidos 
que se obtienen al girar la región romboidal en torno 
a sus lados. E 
A)2/7 B)3/7  C)4/7  D)6/7 
RESOLUCIÓN : 


E) 1 


RPTA : “B” 


e girar una semicircunferencia alrededor de su 
diámetro, se genera una: 


AJEsfera B)Zona esférica C)Cuña esférica 
D)Superficie esférica E)Todas las anteriores 


Qa girar una región rectangular alrededor de uno 


de sus lados, se genera un: 
A)JCono BjHuso esférico C)Prisma D)Cilindro E)Cubo 


(3H) Hallar el área de la superficie generada al girar 
el segmento AB alrededor de la recta L. 


AJxbh/3 B)2xbh C)xbh/2 D)abh E)3xbh 
Calcular el volumen del sólido generado al girar 
una región triangular rectangular alrededor de su 
cateto mayor, cuyos catetos miden 6 y 8 unidades. 
AJ108x B)96x C)J90x D)86x E)128x7 
(03) Calcular el volumen del sólido generado al girar 
una región cuadrangular regular alrededor de uno 
de sus lados, cuyo perímetro es de 24 unidades, 
AJ1087 B)l36x C)l44x D)180x E)216x 


(9 Calcularel área de la superficie generada al girar 
el ángulo recto AOB a de la recta £. 


5 B 
AJ144 /2x tos /2s 27  C)180/27 
D)216/2x E)288 /27 


Calcular el volumen generado al girar una región 


triangular ABC alrededor del lado AB, si se conoce 
que: la altura CH mide 18 unidades y AB = 10. 


260% B)1080% C)1020x D)960x EJ900x 


0% Calcular el volumen del sólido generado al girar 


AJ16007 B)1500x7 C)1400x D)13007x E)1200x 
Calcular el área de la superficie generada por 


un triángulo equilátero al girar alrededor de uno de 
sus lados, cuyo perímetro es de 36 unidades. 


A)288/3x1 B)300/3x  C)144./3x% 
D)216/3x E)252/3x 


(1 calcular el volumen del sólido generado por la 
región ABCD al girar alrededor de la recta L 


A)2160x% 
D)23607 E)22807 
(AY) Calcular el volumen del sólido generado por la 


región de un hexágono regular al girar alrededor de 
uno de sus lados, cuyo perímetro es de 36 unidades 


A)J9607 B)972x% C)984x D)J996x E)1260x 
Calcular el volumen del sólido generado por la 
región ABC al girar alrededor de la recta L. 


B)22007 


C)2240x 


5 
a 


A)2721 B)296x C)333x a 


ul; 
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(E) Calcular la distancia del centro de gravedad de 
un semicírculo a su diámetro, cuyo radio mide 6 
unidades. : 


x 8 r 6 E 
=- = CIJ DJ? EJ= 
cd L y xr : 3 y xr . 2 
(O) Calcular el volumen del sólido generado por la 


región de un rombo al girar alrededor de uno de sus 
lados, cuyo perímetro es de 48 unidades y uno de 
sus ángulos internos mide 60". 

A)1200x B)1224x C)12487 D)12727 E)1296x% 


A Calcular el área de la superficie generada por 


un círculo al girar alrededor de una recta exterior y 
coplanar, cuyo radio mide 6 unidades y la distancia 
de su centro a dicha recta mide 15 unidades. 


A)3601? B)3301? C)3307 D)320x EJ300x 


(EB)Los puntos A(3; 1); B(7; 9) y C(14; 8) son los 
vértices del triángulo ABC. Calcular el volumen del 
sólido generado por la región triangular ABC al girar 
alrededor del eje de abscisas. 


A)2607x B)276x C)2927 D)300x E)324x 


á9calcular el volumen del sólido generado por la 
corona al girar alrededor de la recta £, si: AC=5, 


A)1256x B)1224x C)1200x D)1176x E)1100% 
ÉN)|Los lados de un triángulo miden 13; 14 y 15 


unidades, las distancias de sus vértices hacia una 
recta exterior son 7; 17 y 9 unidades. Calcular el 
volumen del sólido generado por la región triangular 
al girar alrededor de dicha recta. 

A)1848x B)1500x C)1524x D)1564x E)1600x% 


SEGUNDARRRAGHIOAS 
(0) Enun triángulo ABC, AB=AC, la altura AH mide 


6 y el triángulo gira una vuelta alrededor de AC. 
Calcule el volumen del sólido generado, si el área 


de la superficie generada por BC es igual a 150. 
A)200 B)320 C)250 D)300 E)350 
(7) En la figura: ABCD es un cuadrado, 


BM=MA, CN=LM y BC=6. Calcule el volumen del 
sólido generado por la región sombreada al girar en 
torno a L una revolución. 


A)3643 x B)48/3 x C)24J3 x 
D)72/2x _: EJ86J2x 
03) En la figura: A, B y C son puntos de tangencia. 


Calcule el volumen del sólido generado por la región 
triangular al girar en torno a L una revolución, si 
r=1,5 y R=3. 


A)2/2x mE o) e 
D)8/2x pone 


(E) En un trapecio isósceles (BC//AD), en CD 


se ubica el punto medio M. Si la suma de las áreas 
de las regiones BCM y AMD es igual a 12 m?, calcule 


el área de la superficie generada por CD al girar una 


vuelta en torno a AB. 
A) 12x m* B) 48x m* 
D) 24x m* E) 24 m* 


(03) En el gráfico: ABCD es un cuadrado de lado 6, 


m<DAQ=60” . Calcule el volumen del sólido 
generado por la región ABCD al girar 360” alrededor 


de AP. 


C) 48x m* 


A)72./3 x B)54x C)36(/3+2)x 
D)108(V3+1)x E)72x 
(o) En el gráfico, calcule el volumen del sólido 


generado por_la región sombreada al girar 360% 
alrededor de £ (P y T son puntos de tangencia) 


AJ2x(4/5-x) B)3x(4/5-x=x) C)4x(2/5-x) 
D)4x(3/5-x) E)2x(2/5-x) 
03 Se tiene una esfera de radio 12x. Calcule la 


distancia del centro de esta esfera al centro del 
semicírculo que la genera . 
AJ)12 B) 15 C) 16 D) 13 E) ¡4 


03) Calcule el volumen del sólido generado por la 


región sombreada cuando gira alrededor de E una 
vuelta, si R=5 y AM=2. 


N ESO re M 
A)12x B) 2 6x  D)j9x  EJ10x 
O E el gráfico: G es el centro de gravedad de la 
región sombreada. Calcule: (AG)*-(0G);(R=3x) 


4) Sx(x-8) 
o 


(T)) En el gráfico, si R=85 y mAB=2(m<APB), 


calcule el volumen generado por la región circular 
mostrada al girar 360% respecto de la recta L(A y B 
son puntos de tangencia) 


A) 4001? 
B) 2001? 
C) 3007? 
D) 8001? 
E) 6001x* 


O En el gráfico, mPB=30", calcule el volumen 
del sólido generado porla región sombreada al girar 
360” en torno a BO. 


A)4/3x B)6/3x C)8V/37 
D)12/3x EJ16/3 x 


(Y) Se tiene una región limitada por un triángulo 
rectángulo. Si el volumen del sólido generado por la 
región cuando gira una vuelta alrededor de la 
hipotenusa es 12 y el área de dicha región es 6, 
calcula la longitud de la altura del triángulo 
correspondiente a la hipotenusa. 

A)J3x  Bj2lx  C)x D)3/x  E)6lx 


(E) Tenemos un romboide ABCD en donde los 
puntos medios M y N se ubican en BC y AD, 
respectivamente, AM n BN =(T) y CN A MD=(R). 


Calcule la razón de volúmenes de los sólidos 
generados por las regiones TMRN y ABCD al ea 


una vuelta alrededor de MD. z 
A)J1/3 B)1/5  C)1/6  D)1/2 E) Y 
(E) Calcule la razón de los volúmenes de. los 


sólidos generados por la región cuadrantal y la 
región triangular ABO al girar una vuelta alrededor 
de L,si m es mediatriz de AD. 
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A) /3/8 B)3/3/8 C)/3/3 
D)/3/4 E)243 /7 

43) En un triángulo ABC se encuentra inscrita una 
semicircunferencia cuyo diámetro está contenido en 


AC. Calcule el volumen del sólido generado por el 
semicírculo al girar una vuelta en torno a AC, siendo 
AC=3(/2+2), ma BAC=30" y m<BCA=45". 

A)36x B)18x C)277/2 D)36x/5 E) 72x 


(7) En el gráfico la longitud del lado del hexágono 


regular ABCDEF es igual a 25. Calcule el volumen 
del sólido que genera la región hexagonal al girar 5” 
alrededor de la recta £. 


AJ625/3x B)125/3x C)150/3x 
D)225/3x  E)475/3x 


O En el gráfico: T es punto de tangencia CD=2 y 
AT=J5 Determine la distancia del centro de 
gravedad de la región sombreada a CD. 


13 19 
3(6—7) Bs 3(6-—x) yd 3(6-x) 
3 15 
1 ia 


(E) El lado de una región triangular regular ABC 
mide 2. Calcule el volumen del sólido que genera 
dicha región al girar 360" alrededor de un eje coplanar 
que contiene al vértice A y forma un ángulo de 15" 
con AC. El eje no interseca a la región triangular. 
A)2/2x B)3x C)3/3x D)2/3x E)3/2x 

En el gráfico: OABC y DEFG son cuadrados, 


3(BF)=2(AD). Calcule la razón de los volúmenes 
generados por las regiones OABC y DEFG al girar 
360" alrededor del eje de las abscisas y de las 
ordenadas, respectivamente. 


A) 24/13 
D) 27/13 


B) 25/13 
E) 28/11 


C)2 


: En una región triangular ABC se cumple que 
- BC=a, BA=c y AC=b. Si p es semiperímetro de la 


región triangular ABC, calcular el volumen del sólido 
que se genera al girar alrededor del lado BC. 


A, PP=alP=0NP=0) BIG (PIP +alp+b)(p+e) 
os p(p-a)íp -b)(p- e) DIF pp ra lp +brp+e) 


EJ abe.p 


(CLAVES DELLA PRIIEEA PRACITCA 
Md 
MAA 


3440 !5)D6)4 181858 ¡9)DI10)4 


ALO TD 
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a CAPITULO 
- . ESA - RRE 42 
», En este tema se trata de enfocar la teoría de máximos y mínimos a 
OBJETIVO : problemas básicos o sencillos de geometría analítica para después 


aplicarlos al entorno, encontrando problemas de realidades en los 


Determinar situaciones específicas como el E See 
cuales se aplique el principio de estos. 


máximo ó el mínimo , en problemas donde 


se desee optimizar. Se verán problemas corno el área máxima de un triangulo dados sus 
lados y algunas aplicaciones, al igual que el teorema de Herón de la 

INTRODUCCIÓN 2 propiedad de extremos de los rayos del sol. 

El deseo de medir y de cuantificar el cambio, 220 Es PS 


o e] 


noción de derivada. El estudio de las : AI A 


la variación, condujo en el siglo XVIT hasta la A Pa o 
4 E e r=0 

operaciones con derivadas, junto con las — 

integrales, constituyen el cálculo infinitesimal. y "1 

; 


EAT 
Los introductores fueron Newton y Leibnitz, | y = wb)+v0) 
de forma independiente. Los conceptos son «e : 
difíciles y hasta bien entrado el siglo XIX no 
se simplificaron. A ello contribuyó la aparición 
de una buena notación, que es la que 
usaremos. 44) vb)—ub)v 0) 

2 
Las aplicaciones prácticas de esta teoría no 
dejan de aparecer. Contextualizando los 
problemas de máximos y mínimos de tipo 
geométrico, como situaciones de cambio y 
circunscribiendo su análisis a la obtención de 
la función analítica a optimizar, se presenta 
un acercamiento covariácional para su 
consecución. Dicho acercamiento, 
configurado como una metodología, permite 
al estudiante, a través de dos etapas: 
percepción del cambio y variación; en la 
primera, visualizar el cambio y mediante 
aproximaciones cualitativas, darle sentido y 
significado a un escenario de optimización ,y 
en el uso y paso entre distintos sistemas de 
representación, llegara una relación funcional 
analítica entre dos de las variables de la 
situación. y 
Es muy natural que los matemáticos se interesen en 
cuestiones de esta índole. En la vida cotidiana 
aparecen constantemente los problemas de 
máximos y mínimos, de “lo mejor”-y lo “peor”. 
Muchos problemas de importancia práctica se 
ide esta manera, por ejemplo: ¿Qué forma 
sele a un bote para que ofrezca la menor 
¿Qué recipiente cilíndrico hecho de una cantidad 
de material tiene un volumen máximo? 


EDICIONES RUBINOS 


MAXIMOS y MINIMOS GEOMETRICOS 


DERIVADA DE f (f”) 


Consideremos la función f(x) cuyos gráficos es: 


E fGcyth) (0) 


xy+h 


* Del gráfico : tan a = po 


* Tomado límite cuando h tiene a cero : 


re f (x,+h) f(x.) 
pp 


Derivada de fíx) 
en “xf. 
* Entonces, f'(x,) representa la pendiente de la 
recta tangeñte a la gráfica de la función de f(x) en el 
punto Xx. 
OBSERVACIONES : 


*Si:fíx) =ax" > f(x) =anx"" 


*Si: fíx) = f(x) = 
red So de 

EJEMPLOS : 

*Si: fía) =2*—f (ax) = 21” = 

* Si: g(H) = 3H —-g'(B) = 3(5)H" = 15H" 

* Si:P(x) = 13—>P(x)= 0 

* Si: fla) = 31 - 5x + 7>f (x) = 6x -5 

* Si: h(y) = 1-2y + y —h (y) =-2 + 2y 

> Si: fíx) = 2x"—-f (a) = 6x* —,f "(x) = 12x 

AA 


derivada 


REGLA PARA MALLAR LOS MÁXIMOS 
y MÍNIMOS DE UNA FUNCIÓN 


Como consecuencia de todo lo dicho se seguirá lo 
siguiente para determinar los máximos y mínimos 
de una función. 

19) Se halla la primera derivada de la función. 


20) Se iguala a cero esta derivada y se revuelve la 
ecuación que resulta. 


3”) Se halla la derivada segunda de la función. 


4”) Se substituye en esta segunda derivada el valor 
de la variable x sucesivamente por cada una de las 
raíces o soluciones obtenidas al resolver la ecuación 
en la operación segunda. Si resulta para la 
derivada segunda un valor negativo , la función tiene 
un máximo ; y resulta un número positivo la función 
tiene un mínimo. 

* - Cuando resulta que la derivada se reduce a cero 
al llevar a cabo las substituciones indicadas, se tantea 
la variación de la segunda derivada en las 
proximidades del valor substituido y, entonces, si la 
derivada pasa de negativa a positiva habrá un 
mínimo, y si pasa de positiva a negativa, habrá 
un máximo. 


MÁXIMOS y MÍNIMOS 


Si tenemos x, eDf, se cumple: 


NY Tae 


f (xp) = 0Af "lx ) < 0 
Tenemos un máximo 
en x=xy 


U 0A ” >0 
al un pupa 
en x=xp 


Existe un mínimo en x y 
que viene a ser; f(xp) 


Existe un máximo en x y 
que viene a ser: f(x) 


f(x,) =0| f"(x,)<0 


EJEMPLO: 

Determinar los máximos y mínimos de la función: 
y =344+4% +3 

RESOLUCIÓN : 


e Primer paso: y =9x*+8x 


=0 


1 
e Segundo paso : 9x* +8x = oe -8/9 


GEOMETRIA [EEES 
e Tercer Paso: y"=18x + 8 

e Cuarto paso: para x=0es y"=8>0 

> La función tiene un mínimo. 

* Para x=-8/9 ; y"=-8<0 la función tiene un 
máximo. : 

* Asícuando x = 0 la función tiene el valor mínimo 
+3 y el valor máximo lo adquiere cuando x=-8/9 
en Cuyo caso la función toma el valor 985/243 
NOTA : 

En algunos problemas se puede observar el criterio 
de las derivadas, ya sea completando cuadrados ó 


haciendo razonamientos geométricos, para calcular 
máximos o mínimos. 


RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS DE 
MÁXIMOS Y MÍNIMOS GEOMÉTRICOS 


En la resolución de problemas en que se debe 
determinar el máximo o el mínimo de una cierta 
expresión, deben seguirse los siguientes pasos: 

% Determinar la magnitud que debe hacerse 
máxima o mínima, y asignarle una letra. 


d% Hacer un dibujo cuando sea necesario. 


Ah Asignar una letra a las cantidades mencionadas 
en el problema y escribir una ecuación en la que se 
establezca lo que se debe hacer máximo o mínimo. 
Ah+Establecer las condiciones auxiliares del 
problema y formar una ecuación (ecuación auxiliar) 
d+ Expresar la cantidad que debe maximizarse o 
minimizarse. en términos de una sola variable 
utilizando para ello la ecuación auxiliar. Determinar 
el dominio de esta función. 

d Obtener la primera derivada de esta función para 
determinar los valores críticos. 

d Comprobar, utilizando el criterio de la primera 
derivada o el de la segunda derivada, si los valores 
críticos son máximos o mínimos. 

Ah Verificar que el valor obtenido cumple las 
condiciones dadas en el problema 

dh Responder a la pregunta establecida en el 
enunciado del problema. 

% En algunos problemas hay que utilizar diversas 
figuras geométricas por lo que a continuación se 


especifican algunas de ellas junto con las respectivas 
fórmulas sobre áreas y volúmenes. 
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PROBT 


= 


PROBLEMA 1 : 


Un cono de revolución está inscrito en una esfera 
de radio 3u. Halle el volumen máximo del cono (en 
u3). 


25 28 31 

AJgr7 B) 3* C) ES mor E) es 
RESOLUCIÓN : 
* Volumen del cono : 

m2 

vV== AA 

q 109) 
*E=OHB: 3? = (y-3) + x? 
* Reduciendo :x? = 6y=y? oncsconoao (1) 

y 


* (ID en (1): 
+ 2 5 2 _T 3 
V=¿10y-y )>V=21y —=3Y 
* El volumen del cilindro será máximo, cuando la 


derivada de V es cero , es decir : 
N=4xry-xyY =0>y=4 


* En (II): x? = 24-16 >x*=8 
*En(D: V- 00 V- Ea 


(Volumen máximo del cono) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 2 : 
Se tiene un rectángulo de 60em? de área. Si los lados 
son números enteros (en centímetros), el perímetro 
mínimo posible , en cm, es: 
AJ30 B)32 Cj34 
RESOLUCIÓN : 


DJ36 


E)38 


* Dato: xy = 60 cm? 
* El perímetro : 


ds 
(LIE = 2 Y): 00. «nenicannodanid 10) 


* Pero : 
y= 2 >(2PJ 0(x)= 2(2+%) 


como nos basa el mínimo , derivamos, así : 


(2P)o (=)=2(1 - E) 3 igualando a cero tenemos : 
x 


2(1-%)- =0 > x=v460=2/15 


* Pero del problema xeZ*A6<7<2/15<8 


* Elegimos 6 por ser divisor de 60 
=> Los lados miden 6 y 10 cm. 
> (P) y min =2(6+ 10)=32 cm 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 3 : 
El área del triángulo de área máxima que puede ser 
inscrito en una semicircunferencia de radio “R” es. 


A) id BJR A) re E) R* 


D) 2R* 


RESOLUCIÓN : 
* Las posibilidades , serán: 


* Analizando, se deduce que el área del triángulo 
sombreado, será máxima cuando la altura coincida 
con el radio, es decir : . 

: (2R)(R) _ 


ÁREA cima = 


PROBLEMA 4 : 


En un cono de revolución , se inscribe una esfera de 
radio «R». Halle el volumen mínimo del cono. 


RESOLUCIÓN : 


R? 
RPTA : “B” 


* Volumen del cono: V=ta?y mo... (1) 
. R_ y-R 2_Rix 
y lanza: %= = les 
Por semej ja o y-2R an 


Plis y MINTMOS GEOMETRICOS 
* (11) en pes : , y a 
R*y TR y 
V=- =>V=="= 
qe 5 7 3 (; - 5) 
a (y? - 4Ry) 


. .V=- 
* Derivando : 3 (y -2R? 


* [gualamos a cero : y? -4Ry=0 
> y =4R.... (un mínimo) 


* Reemplazamos en (1D): ..- y /2 


* El volumen mínimo de cono es : ¡A id 


PROBLEMA 5: 

Se tiene el hexágono regular ABCD-EFGH ; AB = 2m. 
Halle la longitud del menor camino para ir de A hacia 
B pasando sólo por cuatro caras. 

AJ2/174  BJ2Ñ13u  C)2/15u DJ2/T44  EJ10u 
RESOLUCIÓN : 


* El menor recorrido, será 
cuando al desarrollar 4 
imaginariamente el cubo, la 
suma de los recorridos en cada 
cara, formen un segmento entre 
o y “ug” 


* Luego : 
(min? =2? 4 8? 
> Xmin = V68 = 2/17 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 
Dadas dos circunferencias concéntricas , de centro 
común O , se trazan los rayos OX y OY que cortan 
a las circunferencias menor y mayor , 
respectivamente , en A, B y D, C formándose un 
trapecio circular ; cuyo perímetro siempre se 
mantiene constante e igual a 2p. Si la diferencia de 
los radios de ambas circunferencias coincide 
numéricamente con el valor del ángulo central 
formado por los rayos , determine dicho ángulo en 
radianes para que el área del trapecio sea máxima. 

J6 J3 2/6 Je ye 


y Bl=37 A mo 


GEOMETRIA [asas AAA E CIOLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el problema : 


*Dato:R-r=9 >2p=29+09 R+gr 
* Sea $ el área del trapecio circular ABCD : 
(Or+0RMR+r) 
2 
* Luego s en términos deg yP es: s =(p-0 )06 


* Completando cuadrados : 
2 2 


P PY 
sE 0-5) + 8-7 


>$S= 


P 
dal 
A 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 7 : 


Sobre los lados de un cuadrado ABCD, de lado igual 
a “L” se localizan, a igual distancia de los vértices, 
los puntos B Q, R y S, que al unirse determina el 
cuadrilátero PORS tal como se muestra en la figura. 
Entonces, los valores de x que hacen que PQRS 


tenga área mínima y máxima, son ropeciaa z 


A QxB 
AJLIS,LI2 e | 
B) L/2,14 
C) 0,L/2 L 
D) L/5,L 
E) L/2,0 "| 
DS c 


RESOLUCIÓN : 
A A 


cuadrado, El área del cuadrado PQORS es: Sons =0* 


* Pero: 
a? =x?* + (L-x)? 


Sñ0es =2x?- 2xL + 12 


* Completando cuadrados : 
? 
=29l1-2 paz 
Sorers = (+ a, 2 


LY 
+ además: (+=) 20 


> El área mínima será para: 
4 =0 > x= es 
2 2 
y el área máxima será para: x=0 
3 RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 


¿Para cuál valor del radio , se hace máximo el área 
de un sector circular de perímetro 2p ? 

AJPI5  B)P/4 > C)P/3  D)P/2  EJP 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando el sector circular : 


* Se sabe que : 


O AN 


* Por condición : 
2p =2r+L 
>L=2p- Lrrvooo. (1) 


* Reemplazando (II) en (1): 
=r(p - r) 


* Para maximizar S, completamos cuadrados : 


RPTA : 3 ¿apo 
PROBLEMA 9 : 
Dado el segmento de recta AB de longitud = “q” 
determinar sobre AB un punto Mt que la: «suma e 
de las áreas de los triángulos equilá SUE 
sobre MA y MB sea mínima. E 


y MINIMOS GEOMETRICOS 


Cc 
4x=5 D 
Ba = va 
2 
C)x= dalz3 aL E 'B 
ce H——p 
D)x=aJ2/2 Y E . 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura, la suma de las áreas, será: 
2 ¡2 
s-* NE y (ax) Y3 
4 4 
* Efectuando: 


A y a? -2ax +x*) 


>8 ge -2ax +4?) coman (1) 


S= 


* Completando cuadrados: 
v3 


=Z 2x* - 2ax a -a + a”) 
inomio cuadrado 
perfecto 
V3 2.2 
==, s=((2: -a) +a* — a) 
* Luego para que “S” sea mínima, se tendrá que 
(x - a)? sea mínimo, es decir 
2x-a=b > Se 

RPTA : “A” 

Otro método : Derivando (1), e igualando a cero: 


sS=0 
a 2a)=0 > 25 


PROBLEMA 10 : 

En un triángulo ABC se traza la ceviana BD, si 
AB1BD, m<BAD = 535, AC =k entonces el área 
máxima de la región triangular DBC es: 


3h? 
ld 
5 50 ) 


2h? 
21 


p? "p? e? 
lp ps 
vi 20 25 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: AD = 25x >BH=12x 


Luego : 


S.,.= (R-26x)(12x) 
DBC=3 >” a aL 


2 
> Soac=6 (xk —-25%* Joucoosmooo (1) 


* Derivando, e igualando a cero: 


6(R-50x)=0 > pe 
50 


* Reemplazando en (1) : 


k Y 
* Entonces: 


PROBLEMA 11 : 
Halle el máximo valor del volumen del cilindro que 
se puede inscribir en una esfera de radio /3m . 
Adam?  Bj6x C)8x  D)12x 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema de Pitágoras : 

£=8 - H? .....(1) 


* Ahora del volumen: 


V = rr" (2H) 
* Con (1): 


V= r(3 - H?)(2H) 
>V=2 (3H - H')......(I) 

* Derivando respecto a “H”, la expresión (II): 

V = 2 7(3 - 3H?) 
* Igualando a cero: 2 1(3- 3H?)=0 > H =1 
* Reemplazando en (1): V,. = 2 x(3(1)- 1*) 

AV na. = Ur 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 12 : 


En un triángulo rectángulo, cuyos catetos tienen una 
longitud de 50 m y 120 m, se inscribe un rectángulo 
que tiene dos de sus lados contenidos por los catetos 
y uno de sus vértices está en la hipotenusa. 
Determine el área máxima de dicho rectángulo. 

A)1200m* B)1500m* C)1750m* D)2000m* E)2500m* 


GEOMETRIA EA a NOICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 


S> área AEFQ 
E IA (0 
* BEF — BAC: 
EF_BE , x% _50-y 
AC AB 120 50 


5 
=— — M)erarooro (HL 
Sd q9 20 x) (11) 
* (11) en (9): 
5 52 
=x-—(120- S = 50x ———2% ssesas (HL, 
x qee 0—x)> 19* (11) 
* Derivando respecto a “x”, e igualando a cero: 
50 A - 2x=0 > x=60 


* Reemplazando en (111): 


Sno.=50(60)- 551607 =1500 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 13 : 


En una esfera de radio R esta inscrito un cono recto 
de revolución; si el volumen del cono es máximo 
calcule su altura. 


2R 8R 4R 

ps B= O 
sia 5 s 3 , 3 
RESOLUCIÓN : 
* Volumen del cono: 


V=E y coa) 


3 
* Pero: 
á=R? - (y -R)? 
>= LR Y ccciccnonoo 
* (Men (D: 
2 ay 
V => y(29R- y? J> v=E E Ry 3 


* Derivando respecto a “y”, e SRT a cero: 


Er) 239) =0 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 14 : 


Si en una semiesfera de radio R se inscribe un 
cilindro circular recto de volumen máximo, entonces 
su volumen es: 


A) 2h po 


RESOLUCIÓN : 
* Del triángulo sombreado: 


B) 38 po 


o E ano 


* Volumen del cilindro: 
V=pyxX suo. (1) 
* (1H) en (1): 
UV = mA? -2)x>V= (R?x- x*) 
* Derivando respecto a “x”, e igualando a cero: 
a(R?-3x?)=0 >x == 43 
* En (1): 


* Luego el máximo del cilindro, será en (11): 
pa” (+55 *) (515) 3 Ea 
RPTA :“C” 


PROBLEMA 15 : 


Una caja cerrada con base cuadrada va a tener un 
volumen de 1000m* si se quiere que el costo del 
material sea mínimo encontrar las dimensiones de 


la caja. 7 

A) 20 y 10 B)15y5 C) 10 y 10 
RESOLUCIÓN : 

* Por dato: 


Volumen = 1000 


>xYy = 1000 
>y= e A 


* Luego el área total: 
S = 2 HIXY ccorcnanioos.o (1) 
* (1) en (1): 
S=2x?+ a (22)- 2x7? +4000x ' 


* Derivando respecto a “x”, e igualando a cero: 


EDICIONES RUBINOS ———— "[RW3N1013 3 MAXDIOS y MINIMOS GEOMETRICOS 


4x + 4000(-1)x**=0 
> 4x- =0> x*=1000 > x =101 y =10 


RPTA : “C” 


a? 


PROBLEMA 16 : | 

Halle el menor perímetro posible para un rectángulo 
si se quiere que dicho rectángulo tenga área 100 u?. 
D)J35u 


AJ40u B)J25u  C)J30u 
RESOLUCIÓN : 


Dato : xy= 100 u? 
Piden el perímetro mínimo=2(x+y),,,,.;, 
Se sabe que MA2MG 

* Reemplazando : 


A > lay >x + y > 2/100 > (% + Y)min=20u 
=> perímetro mínimo =40u 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 17 : 


Encontrar el volumen máximo del cilindro que 
puede ser inscrito en un cono de revolución con un 
radio “R” y una altura “H”. 
2 2 
dÍR"H B) R*Hx 
27 5 

RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que: 


2 
o p 28 


A 
? 24 


* Reemplazando en (1): 


H 
Vara m2) 
ar" R 


art H 
R 


>V=xr?H - 


* Derivando respecto a “r”: 
By? 
V'= a(2r)H - 5(3)u 
* Igualando a cero: : 
_x8riH _ 2R H 
R 


2rH 14) =X% a h== 
xr >.'r 3 A 3 


* Reemplazando en (1): 


E 
a 3 3 27 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 18 : 


En un cono de altura 16cm y radio 9cm se inscribe 
un cilindro de radio r. Determine el radio y la altura 
del cilindro de mayor volumen si sabemos que tiene 
radio entero. 


64 80 16 32 16 
1 a ¡E D E E 
A) 4 9 B) 5, 5 _18S ) 7, , EAS 
RESOLUCIÓN : 
AR EAN (1) 
* Por semejanza: 
E -1OZPTRIG E SE 2 10% 
a 16- y > y=16 ” seso (1) 


* Reemplazando en (1): 


V=1x? (15 S 5) V=16x1x* — Dra 


* Si el volumen es máximo la derivada se iguala a 
cero. 


E NL 
aida rd Jr>0 = 321x qe” 


=> se Pata >x=6 
16 


* Reemplazando en (11): I233 


RPTA : *C” 
PROBLEMA 19 : 


En un cilindro de revolución se traza la recta L que 
intercepta al apunto medio B de una generatriz y a 
un punto A de la circunferencia de su base, de 
manera que AB sea máxima, la mediatriz de AB 
intercepta a la base en un punto € de manera que la 
m<ACB= 90? ,si AB = 10. Halle el volumen 
máximo del cilindro. 


GEOMETRIA 
RESOLUCIÓN : 


V-= ah REA D 5 

*ESBQA: 

2 100-h*., 
7 (11) 

* (1) en () 


3r,> 7 2 50 
V'= h-—h 0 ha —— =— 
> 50% > 3 S 5 
3 
+ Luego: Vo 222 v9 


PROBLEMA 20 : 


En el gráfico, el cilindro de revolución está inscrito 
en la semiesfera de volumen máximo. Calcule BC. 


A) rJ6- 26 

BJ) rÍa—J6 

6-26 
3 


C)R 


RESOLUCIÓN : 


Piden: BC =?2 
Teoría de Euclides : * 


* =R? 4 RU 2Rxr > = 2R? - 2Rr 


Ven = arh..... (max) ; 7 =R?-p? 
Ven, ="(R?—h?)h=x(R?h-h?) 
—— 
f(h) 
LI ES EE 
=dh =0=R"-3H >h* = FS 
O EA O 
ME 3 3 
RPTA : “E” 


ss Se tiene un rectángulo de área S. 

Calcular su perímetro, sabiendo que es máximo. 
AJ2/S BJ3/S C)4/S D)6/S  EJ8/S 
(7) Calcular el área máxima del rectángulo que 


puede inscribirse en un triángulo isósceles cuya base 
y altura miden m y n, respectivamente. 
A) mn/2 B)mn C) mn/3 


D)mn/4 E) (m+n)/mn 


(03) En la figura: AP+BQ=a y PO=b. 
Calcular AR+RB, si es mínimo. 


A 
B 
P R Q 
a+b a+b 
D)Jab E)Va?+b? 


(7) ABCD es un cuadrado cuyo lado mide L, los 


valores de “x”, tal que PQRS tenga área mínima y 
máxima son, respectivamente: 


A) L/3; L/2 
B) L/2; L/4 
C) 0; L/2 
D) L/6; L 
E) L/2; 0 


(03) Calcular el área total del cilindro de revolución 
de mayor superficie lateral que puede ser inscrito en 
una esfera de radio 4. 

A)16x B)i2x C)24x D)48x E)96x 

De todos los cilindros circulares rectos de área 


total igual a 2a?, calcule el volumen del cilindro de 
máximo volumen. 


3: 3 3 
AyEzS Y3 BA /3 pe J2 

9 6 6 

3 3 : 
pana 2 gata y3 ed 


3 8 E ESTAR 


(7) Calcular el volumen máximo de un cono de 


revolución inscrito en una esfera cuyo radio mide 3. 
A) 161/15 B) 32x/9 C) 24x/7 
D) 32x/3 E) 161/3 


03) Calcular las dimensiones de un rectángulo de 


área máxima inscrito en un triángulo de lados 
8; 10; 12, tal que un lado del rectángulo está 
contenido en el lado del triángulo que mide 12. 


A) ye ; mal, :4 Cc) 2 
1% 


Dye E 56 35 
2 


36 


O En un paralelepípedo rectángulo el perímetro 


de una de las caras es L y la arista que es 
perpendicular a dicha cara mide el triple de la 
longitud de uno de los lados de la cara cuyo 
perímetro es conocido. Calcule el mayor volumen 
que limita el paralelepípedo. 

A) L'/118 B)LE*/16 C)L*/15 D)ELY12 E) L*/10 


(Xy) Si: AB+BC+CD+AD=k, calcular el área lateral 
máxima del tronco de cono circular recto. 


B C 
A D 
A) xR/2 B)xk/4 C) xk*/8 
D) xkt/16 ' E) xk*/32 


(12) En un triángulo ABC: AB+BC=20 y AC=12. 
Calcular el área máxima de la región ABC. 

A) 24 B)'30 C) 36 D)45  E)48 

a Dado un triángulo acutángulo, ¿cuál es el 


triángulo de menor perímetro inscrito en él? 

A) Mediano B) Tangencial C) Ex-incentral 

D) Órtico E) Podal 

(E) Calcular el volumen máximo de un prisma 


regular de base cuadrangular inscrito en un cono de 
revolución cuyo radio de la base es 12 y su altura 
mide 27. 


A)648 B)648/2 C)648/5 D)1152 E)648/7 
(E) Se tiene una plancha metálica cuyo lado mide 


12. Se desea construir de ella una caja cortando 
cuadrados congruentes en cada esquina y doblando 


EDICIONES RUBIÑNOS En 1015 


AS DMAXIMOS y MINIMOS GEOMETRICOS 
los bordes hacia ms Calcular las dimensiones de 
la caja de capacidad máxima que se puede construir 
de este modo. 

A)6;3 B)8;2 C)6;4 D)10;2 E)9;2 

43) Se desea cercar un lote rectangular que tiene 
400 m? de superficie con uno de sus lados a lo largo 


" de un río recto. Si no se necesita cercar al lado que 


da al río, ¿qué dimensiones requiere la menor 
cantidad de cerco? 


A) 4045 m; 20 /5m B)80/5m; 10 /5m 
C)100/5 m;20/8m  D)100m, 40 m 
E)J80 m; 50 m 


Go Dadas dos circunferencias concéntricas de 


centro O, se trazan los rayos OX y OY que 
intersecan a las circunferencias menor y mayor, 
respectivamente, en A, B y D, C formándose un 
trapecio circular, cuyo perímetro siempre se mantiene 
constante a 2p. Si la diferencia de los radios de 
ambas circunferencias coincide numéricamente con 
el valor del ángulo central formado por los rayos, 
determine la medida de dicho ángulo, en radianes, 
para que el área de la región trapecial sea máxima. 
A)Jp/í4 B)pli3  C)3p/2 D)p E) p/2 


| (Ey) Uno de los lados de un rectángulo está 


contenido en la recta x-— 9=0 y sus otros dos vértices 
pertenecen a la parábola x+4y=y?+7. Calcular el 
área máxima de la región rectangular. 

A) 7,5 u* B) 15 u* C) 30 u* 


D)8V2 u* E) 50 u* 
43) En el diagrama se muestran las proyecciones 


horízontales OP y 0Q de dos espejos. Un rayo 
luminoso es disparado en A, cuya trayectoria es 
A-B-C-D. Si AB y CD determinan un ángulo que 


mide 30%, calcular la medida del ángulo que 
determinan los espejos. 


q C O 
AJ15" B)30" C)45"  D)60* E) 75* 
(E) ¿Cuál es el menor volumen que debe tener una 


pirámide cuadrangular regular para que se pueda 
circunscribir a un cubo de volumen V, de tal manera 
que una de las caras del cubo se encuentre 


GEOMETRIA 

contenido en la base de la pirámide? 
AJ3V  B)9V/4 C)5V/3 D) 7V/2 
(7) Se tiene un recipiente cilíndrico de lámina 


(cerrado en ambos extremos) cuyo volumen es Y. 
Calcular las dimensiones que requerirán la mínima 
cantidad de material. 


E) 9V/2 


y AAA NCAA 
Vea” Ya Ven Ya Ver U2x 
2V 4V 2V_3v 


O 
Yer" Vx Ya Y3x 

GUN) 

GU 

¿ZAG 
GDiPara cuál valor del radio , se hace máximo el 


área de un sector circular de perímetro 2P ? 
AJPI5  B)Pl4  C)JPIB  D)JP/2  EJP 


(Y)se tiene un rectángulo de 60cm?” de área. Si los 


lados son números enteros (en centímetros), el 
perímetro mínimo posible , en em , es : 
A)30 B)32 C)j34 DJ36 EJ38 


(03H)se tiene el hexágono regular ABCD - EFGH. 


AB = 2m. Halle la longitud del menor camino para ir 
de A hacia B pasando sólo por cuatro caras. 


AJ2/17u  B)2/13u  C)J2V15u D)2/lI4u EJ10u 


(GSobre un segmento AB de longitud «a» se ubica 
un punto C y tomando como base los segmentos 
AC y CB se construyen triángulos equiláteros calcular 
AC para que la suma de las áreas de los triángulos 
construidos sea mínima. 

A) 2a/5 B)al3  C)ja/2  D)2a/3 E)4a/9 

(03) Si tres lados de un trapecio isósceles miden 
cada uno 3m, cuanto debe medir la base mayor para 
que su área sea máxima. 

A)2/3 m B)6J3 m CJ6J2m D)3J/2m EJ6m 
(GOun rectángulo tiene perímetro igual a P. Hallar 
sus dimensiones para que su área sea máxima. 
A)P/2; P/2 B)P/3;PJ6  C)P/4;P/4 D) 3P/10;P/5 


(G2)Dado el segmento de recta AB de longitud “a”, 


determinar sobre AB un punto M tal que la suma 
de las áreas de los triángulos equiláteros construidos 
sobre MA y MB sea mínima. 


4x==2 D 
B)x = ya 
2 
C)x= vals 
'B 
D) x = ad2/2 Ñ a a 
=+—_—_—_—_—_—a —__—_—__—_— 


(03)Se desea construir una caja sin tapa y de base 


cuadrada disponiendo de 300 dm? de material, 
calcule la altura de dicha caja para que su volumen 
sea máximo. 

A)4dm B)6dm C)8dm D)5dm E)J9dm 


GDHallar las dimensiones de un rectángulo de área 


máxima inscrito en un triángulo de lados 8; 10; 12 
tal que un lado del rectángulo, está contenido en el 
lado del triángulo que mide 12. 


55. 


yz, 6 ms 4 0y2 5/0; 


V5 5 Msl, 


Gnsi tres lados de un trapecio, miden cada uno 


10 cm, ¿cuánto debe medir la base mayor para que 
el área sea máxima? 


A)i5cm B)25cm C)20cm D)30em E) 20 /2 cm 


(E Calcular el máximo volumen que puede tener 


un cilindro circular recto inscrito en una esfera de 
radio «R» 

3xXR? , 41R? _ 4xR* 2R?* _ 31R? 
246 3/2 343 J6 5 


Yun alambre de longitud £L es cortado en dos 


secciones, una para formar un cuadrado y la otra 
para formar un triángulo equilátero. ¿Qué debe ser 
el lado del cuadrado para que la suma de las áreas 
sea máxima? 


A) B)——= CG DI E)=>= 


J2L V3L J6L 2/31 V5L 
Mili Por ola Dora 9 d3 


(3)Dadas dos circunferencias concéntricas , de 


centro común O , se trazan los rayos OX y OY que 
cortan a las circunferencias menor y mayor , 
respectivamente ,en A, By D, C formándose un 
trapecio circular ; cuyo perímetro siempre se 
mantiene constante e igual a 2p. Si la diferencia de 
los radios de ambas circunferencias coincide 
numéricamente con el valor del ángulo central 
formado por los rayos , determine dicho ángulo en 
radianes para que el área del trapecio sea máxima. 


EDICIONES ROBINOS 


MAXDIOS y 


MINIMOS GEOMETRICOS 


A)xiá B)x/l8 C)3x/2 D)x E) 1/2 


(E) Calcule la altura del cono circular recto de 


volumen mínimo que se pueda circunscribir a una 
esfera de 4 cm de radio. 
A) 16 cm B) 12 em C) 20 em D) 24 cm E) 10 cm 


(E) En una semicircunferencia de diámetro AD se 


inscribe el trapecio ABCD. Si AD=4 m, calcule el área 
máxima de la región cuadrangular ABCD. 


A)3/3 m? B)4m? C)J8m? 
D)J6m? E)4/3 m? 


úo) Una esfera de radio a está inscrita en una 
pirámide regular cuadrangular de la cual se pide su 
volumen mínimo. 


A)24a* yea aha DyZa E)16a* 


(Ey) En la figura se muestra una semiesfera de radio 


R y en ella se ha inscrito un cono oblicuo de vértice 
A y cuya base es un círculo menor cuyo único punto 
en común con el círculo máximo es B. Calcule el 
volumen máximo de dicho cono. 


yt apo BR C)12xR* 
4 : 4/3 
DJ¿AR” ED" 


(3) Calcule el área de la figura lateral máxima del 
tronco de cono circular recto, si AB4+BC+CD+AD=XK. 


o 


xk? ah? ah? ak? ah? 
Etica id ANS q Ja E so] ba 
E 2 a 4 1 8 D) 16 Y 32 


* 


los jpajoch 
meli ae leales) 100120 00J8 
¿EXISTE UNA CRISIS EX LA EXSEÑAVZA DE LA 
GEOMETRÍA? 


Durante la segunda mitad del siglo pasado , la geometría pareció tener 
una pérdida progresiva de su posición formativa central en la enseñanza 
de las matemáticas de la mayoría de los países. Este decaimiento ha 
sido tanto cualitativo como cuantitativo, Síntomas de esta reducción se 
encuentran por ejemplo, en los recientes encuestas nacionales e 
internacionales sobre el conocimiento matemático de los estudiantes. 
Con frecuencia la geometría es totalmente ignorada en ellas, o solamente 
se incluyen muy pocos items de geometría. En último caso, las preguntas 
tienden a ser confinadas a algunos «hechos» elementales sobre figuras 
simples y sus propiedades, y se reporta un desempeño relativamente 
pobre. 


¿CUÁLES SON LAS PRINCIPALES CAUSAS 
DE ESTA SITUACIÓN? 


En el período desdé aproximadamente 1960 hasta 1980, se dio una 
presión general en el curículo matemático contra tópicos tradicionales, 
debido a la introducción de otros nuevos (por ejemplo: probabilidad, 
estadística, ciencias computacionales, matemáticas discretas). Al mismo 
tiempo el número de horas escolares dedicadas a las matemáticas se 
fue abajo. El «movimiento de las matemáticas modemas» ha contribuido 
- al menos indirectamente - para disminuir el rol de la geometría 
euclideana favoreciendo otros aspectos de la matemática y otros puntos 
de vista para su enseñanza (por ejemplo: teoría de conjuntos, lógica, 
estructuras abstractas). La declinación ha involucrado en particular el 
rol de los aspectos visuales de la geometría tanto la tridimensional como 
la bidimensional, y todas aquellas partes que no encajaron dentro de la 
teoría de los espacios lineales como, por ejemplo, el estudio de las 


secciones cónicas y de otras curvas notables. 


En años más recientes ha habido un retorno hacia contenidos más 
tradicionales en matemáticas, con un énfasis específico sobre actividades 
de planteamiento y solución de problemas. De cualquier manera, los 
intentos de restablecerla geometría euclideana clásica, la que al principio 
y en muchas partes del mundo fue la materia principal en la geometría 
escolar no han sido muy exitosos, El punto es que en los cursos 
tradicionales de geometría euclideana el material es usualmente 
presentado a los estudiantes como el producto final y ya hecho de la 
actividad matemática. Así, esta presentación, no encaja dentro del 
currículo actual donde se espera que los alumnos tomen una parte activa 
en el desarrollo de su conocimiento matemático. 

En la mayoría de los países el porcentaje de gente joven que atiende al 
nivel medio superior se ha incrementado muy rápido durante las últimas 
décadas. Así, la forma tradicional de enseñar abstracta a una 
selecta minoría ha resultado más difícil e inapropiada para las 
expectativas de la mayoría de estudiantes de las nuevas 1 

Al mismo tiempo, la necesidad de más profesores ha causado, en 
promedio, una disminución en su preparación universitaria, 
especialmente en lo que respecta a las partes más demandantes de las 
matemáticas, en particular la geometría, Desde que profesores más 
jóvenes han aprendido matemáticas bajo curricula que han descuidado 
la geometría, les hacen falta buenos antecedentes en este campo, lo 
cual genera en ellos la tendencia a descuidar la enseñanza de la geometría 
a sus alumnos. 

La brecha entre la concepción de la geometría como un área de 
investigación y como una materia a ser enseñada en las escuelas parece 
estar incrementándose; pero no parece encontrarse consenso en cómo 
superar esta brecha, ni aún si pudiera (o debiera) ser superada a través 
de la introducción de más tópicos avanzados en los grados inferiores. 


GEOMETRIA DESCRIPTIVA ES 


CONSTRUCCIONES GEOMÉTRICAS 


Las contrucciones geométricas requieren para la 
solución de muchos problemas, de que el lector se 
halle familiarizado con los diferentes métodos de 
ejecución de las construcciones geométricas.La 
tecnología a utilizarse requerirá del lector el dominio 
de instrumentos simples (escuadras,compás, regla, 
transportador y lápiz), por cuanto no siempre contará 
con las ventajas que proporciona una máquina de 
dibujar, escuadras graduables o ciertos instrumentos 
sofisticados.Este pequeño trabajo contiene una 
selección adecuada y organizada de todo lo 
referente a construcciones geométricas. Las 
construcciones que se disponen son sumamente 
sencillas y detalladas, las que se efectúan a partir de 
ciertos datos dispuestos para su ejecución. Estas 
construcciones geométricas tienen aplicaciones 
importantes tanto en la elaboración de dibujos como 
en la solución de problemas de geometría 
descriptiva, todo lo que por ser de suma importancia 
debe el lector dominarlo convenientemente, 


CONCEPTO A : 


Determinar el lugar geométrico de todos los puntos 
que equidistan de un punto-P y una recta AB. 

Datos: P; AB 
MÉTODO: 


* Por P se traza perpendicular a AB. 

* Se traza paralela L, a AB. (distancia a). 

* Con radio a y centro en P se traza arco hasta que 
corte a L, en 1 y 1”. . 

* El mismo procedimiento para todos los puntos. 
CONCEPTO B : 

Determinar el punto geométrico de todos los puntos 
que hacen un ángulo g con los extremos de un 
segmento . 
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Datos : AB; 50? 
MÉTODO : 


* Se mide 30? con respecto a BA y se dibuja £,. 
* Por B perpendicular a £,. 
* Por M(AB/2) perpendicular a AB . 


* O punto de corte de las dos perpendiculares 
trazadas 


* O centro de la circunferencia. 
CONCEPTO C: 


Determinar la longitud de la tangente trazada desde 
un punto exterior a una circunferencia. 


DATOS : Radio=2cm ; A 


MÉTODO : 
A M Cc 


* Por A se traza una recta cualquiera cortando a la 
circunferencia en B y C. 
* El valor de la tangente AT: AT?=ABxAC 


* Sobre una recta se lleva AB y AC, y se toma el 
punto medio M de la suma de estos segmentos. 


* Con centro en M se traza semicircunferencia. 
* Por A perpendicular hasta cortar a la 
semicircunferencia en T. 
AT?=h?*=AB x AC 
CONCEPTO D : 


Determinar el centro de un circunferencia que es 
tangente a dos rectas y que pasa por un punto. 


EDICIONES RUBINOS 
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MÉTODO : 


* Se prolonga AB y CD hasta que se corten (1). 

* Se traza bisecctríz y se dibuja una circunferencia 
de centro 0” y radio cualquiera a. 

* Se une [ con P cortando a la circunferencia en 1 y 2 
* Por P paralela a O”] basta cortar a la bisectriz en O. 
* El punto O equidista de AB;CD y del punto p(2 
soluciones). 


CONCEPTO E : 

Determinar el centro de una circunferencia que pasa 
por dos puntos y es tangente a otra circunferencia. 
Datos : A;B y circunferencia de centro O. 


MÉTODO : $0 


* Se construye una circunferencia cualquiera de 
centro O” y, que pasa por los. punto A y B. 

* La circunrerencia de centro O” se corta con la 
circunferencia de centro O en 1 y 2. 


* Se prolonga AB y 12 hasta cortarse (P) . 

* Por P se" traza tangente a la circunferencia dada 
(PT). 

* PT=PT . 

* Por T” perpendicular a T”P y-se halla x-que será 
centro de la circunferencia pedida. 

CONCEPTO F: 


Determinar un punto P en una recta CD de tal manera 
que la suma AP+PB sea mínima . 


Datos: A;B y CD . 


MÉTODO : 

* Se traza simétrico de A(4') .C 

* Se une 4' con B y corta D 
aCDenP. 

CONCEPTO G: 

Resolver gráficamente una proporción x/a=b/c 
Datos: x/4 = 7/5 

MÉTODO: 5 


A' 


% 
¿e 
av 


12 
* Se traza recta cualquiera de 12u (5+7) 
* Se traza otra recta y sobre ésta se mide 4u. 
* Se une 3 con 4 
* Por 12 se traza paralela a5- 4. 
APLICACIONES DE CONCEPTOS 
BÁSICOS 


EJEMPLO 1: 

Determinar un punto X que equidiste de los puntos 
A;B y C;D. 

Datos: A; B y CD. D 
MÉTODO 1: A 
* Mediatriz de AB 

* Aplicación de concepto A 


C. 


PARAnQUe 


MÉTODO 2 : 

* Se prolonga mediatriz de AB hasta cortar a CD(L) 
* ML es mediatriz. 

* Aplicacion de CONCEPTO D . 


GEOMETRIA DESCRIPTIVA PES 
METODO 3 : 


* Mediatriz de AB 
* Se prolonga AB hasta cortarse con CD en 1. 
EJEMPLO 2 : 


Construir un triángulo ABC sabiendo que el lado AB 
mide 3cm, el ángulo en e en 50* y que el pie de la 
altura (trazada en C al lado AB) al punto B mide 1cm. 


MÉTODO : c 


B 


* Aplicaciones de concepto B. 

* De B se mide 1 cm y se halla C. 

EJEMPLO 3 : 

Conectar las rectas AB y CD que pase por X de tal 
manera xy/x3=3/1. Y pertenece a AB y Z pertenece a 
CD. : 


MÉTODO : B 


ZD 


* Se prolonga AB y CD hasta cortarse en I. 

* Por X paralela a CD hasta cortar a AB en 1. 

* Se lleva l1= a;3 veces sobre AB hallando Y. 
EJEMPLO 4: 


Se tiene una circunferencia de centro O y radio 2em 
y además un punto A. trazar por A una recta de tal 
manera que la cuerda mide 2cm. 
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Ñ 


ADeterminar un punto X en LM cuya distancia a PQ y 


* Se mide una cuerda de 2cm en una posición 
cualquiera. 


* Se dibuja una circunferencia de radio R”. 

* Por A trazar tangente a circunferencia de radio R”. 
EJEMPLO 5: 

Se da un punto A una recta LM y una recta PQ. 


el punto A sean iguales. 


MÉTODO 1 : Q 
Veargsoza 
P M 
P 


* Aplicación de CONCEPTO A . 
* La parábola se corta con LM en X. 
MÉTODO 2 : -Q 


* Se prolonga LM hasta cortarse con PQ en 1. 

* MI es bisectriz . 

* Aplicación de CONCEPTO D . 

EJEMPLO 6 : 

Se dan los puntos A; B; D y M Hallar un punto C en 


la recta AM de tal manera que el ángulo ACB sea 
como 2 y el ángulo ACD sea como 1. 


* Por D se traza perpendicular a AM(DI1) 


* Se lleva a sobre la perpendicular anteriormente 
trazada, hallando 2. 


* Se dibuja circunferencia de radio a y centro el 
punto 2. 

* Por B se traza tangente a circunferencia hasta cortar 
aAMenC. 

EJEMPLO 7: 

Trazar la bisectriz de las rectas AB y CD sin hallar el 


punto de corte de éstas. 
MÉTODO : 


B 


* Se traza perpendicular a AB(1X=a) Y CD (2Y=a)- 

* Por X paralela a AB, por Y paralela a CD. 

* Las paralelas trazadas se cortan en Z. 

* La bisectriz de XZY es la solución. 

EJEMPLO 8 : 

Trazar por X una recta que sea concurrente con AB y 
CD, sin hallar el punto de corte de éstas. 
MÉTODO : : 


* Se une X con dos puntos cualesquiera de AB y CD 
(18€ AB,2€ CD). 

* Se construye un triángulo semejante 45 y paralelo 
a12X (45//12 , 4Y//1X, 5Y//X2). 

* XY recta pedida. 

EJEMPLO 9: 

Se dan tres puntos A;B y C y un segmento XY. trazar 
por A;B y C tres paralelas que determinan en el 
segmento XY dos segmentos que esten en la relación 
1a2. - B 

MÉTODO : 


A 


ma 


a 2a 


* Se divide AC en tres partes iguales. 

* Se une B con 1 cortar a XY. (puede unirse B con 2 
otra solución). 

* Se traza por A y por C paralelas ala recta BJ 
EJEMPLO 10 : 

Determinar el radio de un pentágono regular de lado 


igual a 3cm. 
MÉTODO : 


EDICIONES RUBIOS > JESNIOZI MEN CONSTRUCCIONES GEOMETIIC 


* Se trazan dos rectas haciendo un ángulo de 

72*(360%/5) . 

* Con centro en O se traza una circunferencia de 

radio cualquiera, 

* Sobre 1-2 se mide 3cm, hallando un punto X. 

* Por X paralela O -1 hasta cortar a O - 2 en Y. 

YZ//1-2( YZ=3cm). 

DADO UN SEGMENTO DE KECTA., TRAZAR 
UNA PERPENDICULAR A ELLA 


* QUE PASE POR PUNTO MEDIO : 
METODO 1: De la mediatriz 


* Con centro en uno de los 
extremos del segmento dado y 
radio arbitrario r, trazamos un 
arco de circunferencia. 

* Con centro en el otro extremo y radio r, trazamos 
un segundo arco de circunferencia que cortará al 
primero en dos puntos: x e y. 

* La recta buscada (mediatríz), será la que pase por 
los puntos x e y; o simplemente, la perpendicular 
bajada desde x. 


QUE PASE POR LOS EXTREMOS 
DEL SEGMENTO 
MÉTODO!: DE LOS ARCOS ARBITRARIOS 


* Con centro en el extremo elegido , tal como B, se 
traza un arco de circunferencia de radio arbitrario r, 
que corta al segmento dado en el punto 1. 


* Con centro en 1 y radio r, ubicamos el punto 2, 
Igualmente, con centro en 2, hallamos el punto 3. 


* Haciendo centro en 2 y luego en 3,trazamos dos 
arcos de igual radio, que se cortarán en el punto X. 
* La recta perpendicular buscada pasará por los 


puntos B y X. nes 


Á B 


MÉTODO 2 : MÉTODO DEL ARCO Y LA PROLONGACIÓN 


* Con centro en uno de los extremos (B), trazamos 
un arco de radio arbitrario r, que corta al segmento 
dado en el punto 1. 

* Con el mismo radio r y centro en 1, hallamos el 
punto 2. 


* Prolongamos el segmento 12, y con centro en 2 y 


radio r, hallamos el punto X. 
* La recta que pase por X y B será la solución. 


Á 


QUE PASE POR UN PUNTO 
EXTERIOR AL SEGMENTO 


MÉTODO 1: DEL RADIO ARBITRARIO Y LOS ARCOS 


* Con centro en el punto dado (P) y radio arbitrario 
r, trazamos un arco que cortará al segmento AB o su 
prolongación en los puntos 1 y 2. 

* Con centro en 1, y luego en 2, trazamos dos arcos 
de igual radio que se cortarán en punto X. 

* La recta buscada pasará por P y X. 


AB | J2 
Ax 


MÉTODO 2: MÉTODO DEL ARCO CAPAZ 


* A partir del punto P dado, trazamos un segmento 
cualquiera PQ. tal que Q pertenezca al segmento AB. 
* Con centro en el punto medio (O) del segmento 
PQ, trazamos una semicircunferencia, que cortará 
al segmento AB en el punto R. 


MÉTODO 3: DELAS ESCUADRAS 


* Se realiza con ayuda de las escuadras, tal como se 
muestra en el gráfico. 


TRAZAR UNA PARALELA A UNA RECTA 
POR UN PUNTO EXTERIOR DADO 

MÉTODO 1: DE LOS RADIOS Y ARCOS 

* Con centro en un punto cualquiera de la recta dada 

y con radio 1P, trazamos un arco que cortará a la 
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recta en el punto 2. 
* Con centro en 2 y luego en P y con el mismo radio, 
trazamos arcos que se cortan en X, 


* La recta que pase por los puntos P y X será la recta 
paralela buscada. 


MÉTODO 2 : DE LAS ESCUADRAS 

* Ver figura que se muestra. 

NOTA : 

La posición de las escuadras queda a criterio del 
alumno. 


EMPLEO DE LAS ESCUADRAS DE 
30"45" Y 60” EN LA OBTENCIÓN DE 
ANGULOS DIVERSOS 


Disponiendo de escuadras de 45” y de 30"-60", se 
podrá obtener en las múltiples posiciones (como se 
muestra en el presente gráfico) ángulos diversos, que 
nos posibilitará usarlos en el diseño y el trazado 
geométrico. 


eses E A 
= E e, 
ANS 


BISECCIÓN DE UN ÁNGULO 


Consiste en dividir mediante una recta bisectriz un 
ángulo dado. 


CASO 1 : Cuando se conoce el vértice del ángulo 


EDICIONES RUBIÑNOS 


* Dado el ángulo AVB, con centro en V y radio 
arbitrario r, trazamos un arco que cortará a los lados 
VA y BV según los puntos 1 y 2 respectivamente. 

* Con centro en 1 y luego en 2, trazamos dos arcos 
de igual radio, que se cortarán en el punto X 

* La recta que pase por los puntos V y X, será la 
bisectríz buscada. 

CASO 2 : CUANDO NO SE CONOCE EL VÉRTICE DEL ÁNGULO 
* Dadas las rectas n y m, aigual distancia d de ambas 
rectas, trazamos otras dos, paralelas a las dadas. 
Dichas rectas se cortarán en el punto 7. 

* La bisectriz del ángulo que forman estas rectas, 
será también la bisectriz del ángulo formado por las 
rectas dadas. Luego, la recta que pasa por los puntos 
X e Tes la solución. 


POR UN PUNTO SITUADO ENTRE DOS 
RECTAS, TRAZAR UNA RECTA, TAL 
QUE CONCURRA EN EL MISMO PUNTO 
DE LAS OTRAS DOS 

MÉTODO : DE LA REDUCCIÓN HOMOTÉTICA 

(Se utiliza para los casos donde el punto de 
concurrencia de las rectas se halle fuera de los límites 
del papel) 

* Sean £ y M las rectas, y P el punto entre ellas. 

* Unimos P con un punto cualesquiera de cada recta, 
formándose de este modo un triángulo, tal como PAB 
* Trazamos CD paralela a AB 

* Desde los puntos C y D trazamos paralelas a AP y 
BP respectivamente, obteniendo de este modo el 
punto Q. 

* La recta que pase por los pun P y Q será la 
solución. 


5 EN 
na 


0 CONSTRUOCIONES GEOMETRICA 


DESDE UN PUNTO INACCESIBLE, DONDE 
CONVEKGEN DOS RECTAS DADAS, 
TRAZAR UNA RECTA TANSGENTE A UNA 
CIRCUNFERENCIA DE CENTRO O 


MÉTODO: 

* Siendo PQ y MN las rectas que convergen en un 
punto X fuera del papel, y O el centro de la 
circunferencia dada: 

* Trazamos 12que pasa por O y R en cualquier punto 
de la circunferencia formándose el triángulo 12R. 

* Luego, trazamos 1*2”,1"R” y 2'R” paralelos a12,1R y 
2R respectivamente y finalmente O”R” paralelo a OR. 
* Con centro en O” trazamos una circunferencia de 
radio O'R” 

* La recta tangente a las circunferencias, es aquella 
que trazando desde el punto inaccesible X, es 
tangente a la circunferencia de centro Q. 


DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
CASO 1 : En un número de partes iguales 


* Dado el segmento AB, por uno de sus extremos, 
trazamos una recta m cualquiera, la cual la dividimos 
en el número de partes iguales que se requiera. 

* Aplicando el teorema de Thales, lograremos la 
solución. (Ver gráfico) 
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CASO 2: En un número de partes proporcionales 
* Con el mismo criterio anterior, sobre una recta 
cualquiera m dividimos en partes proporcionales 
como se pida. 
* En el gráfico se ha dividido el segmento AB como 
ACesalBconlesa4. ¿ - 
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CASO 3 : DIVISIÓN DE SEGMENTO 
PROPOSICIÓN : 


Determinar sobre la recta L una porción n(a) dado 
por la relación: 


O Pi o de dos TUN 
mía) qu numéricamente por: 2=c_; Para 
todo valor cualesquiera de a y u unidades. 
PROCEDIMIENTO : 


* En este caso tomamos arbitrariamente a=8mm. 
Sobre L determinemos 3a; 


* Luego trazamos L, en posición cualesquiera, y 
sobre ella (6u+4u=10u) la dividimos en 10 partes 
proporcionales (en este caso u=1ecm.). 

* Con una regla trazamos 36 y paralelamente 10-—P. 
* n(a) queda determinado. Observar que en este 
caso n=2. 4u L 


6 


a, 
na 
APLICACIÓN : 


Dados un segmento mn y tres puntos no colineales 
fuera de ella, determinar en mn segmentos cuya 
relación sea 4 a 2, mediante paralelas que partan de 
los puntos dados. 

RESOLUCIÓN : 

Unimos cualesquiera dos puntos dados (como A y 
B) mediante una recta tal como AB, que lo dividimos 
en 4+2=6 partes. 

* Unimos C4 y trazamos paralelas a ella desde B y A 


APLICACIÓN : Cc 

' Unir dos rectas que se intersecan, por otra que 
intersecte éstas y pase por un punto C, de modo 
que se cumpla la siguiente proporcionalidad 


PROCEDIMIENTO : 
* Por C trazamos una paralela a la recta más 
conveniente. 
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* Con el valor x determinamos 2x, ubicando M. 
* MC prolongamos hasta N. Es la recta buscada. 


CONCEPTO DE REDUCCIÓN O 
AMPLICACIÓN HOMOTÉTICA DE 
SEGMENTOS 
Trazar segmentos más grandes o más pequeños 
mediante ciertas líneas que mantengan paralelismo 
con los segmentos originales significa ampliar o 
reducir homotéticamente un segmento dado. En el 
gráfico se muestra el trazado original ABC y 
paralelamente A'B*C” cuyos lados guardan una 

relación homotética con la primitiva. 


CONSTRUCCIÓN : 

Por uno de los vértices del polígono, trazamos una 
perpendicular al otro lado; en la perpendicular 
tomamos un punto, tal como 4”, desde donde 
trazamos paralelas a los lados del polígono, como 
se muestra en el gráfico adjunto. 


ER E Sy 


REDUCCIÓN O AMPLIACIÓN 
HOMOTÉTICA, CON APLICACIÓN DE 
ARCO CAPAZ Y SEGMENTOS 

E PROPORCIONALES. 
METODO : 
* Desde un punto X dividir la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo en una relación de 2 a 3, tal que 
dicha hipotenusa MN se halle contenida en una recta 
L, y sólo se conoce la ubicación del punto M. 


* Desde P, punto de perpendicularidad desde X a la 

recta L, tomamos 2u y 3u a la izquierda y derecha 

del punto O, respectivamente. Tomando O punto 

medio de MN,, trazamos una circunferencia que 

corta a XP en X,.. 

* Luego, a partir de X trazamos paralelas a X,M, y 

X,N,, encontrando XM y XN respectivamente. 

* Se ha dividido la hipotenusa MN en la relación: 
MP_PN 
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RECTIFICADO DE UNA CIRCUNFERENCIA 
(Verdadera magnitud de una circunferencia distendida) 


MÉTODO 1: 


Procedemos como se indica en el gráfico, con lo 
que obtenemos la longitud distendida xr de la 
circunferencia de radio r, con un error porcentual 


de 2x 107. 
NOTA: 
Longitud de una 


circunferencia =2x r 


MÉTODO 2: 
Procedemos como se indica en el gráfico, con lo 
que obtenemos la longitud disiendida 27 r de la 
circunferencia de radio r, con un error porcentual 


PROCESO DE TRANSFERIR UN TRIÁXGULO 


* Dado un triángulo ABC (fig.a) llevamos la longitud 
de uno de los dos lados a una posición deseada 
(fig.b). 

* Luego, llevamos la longitud de las aristas como 
radios dispuestos desde su punto correspondiente, 
AB y CD (fig.b), trazando arcos que se intersectan 
en un punto común B. 

* En la fig.c, el triángulo transferido, A'B'C” conserva 
sus dimensiones originales tomadas del triángulo 


7 ES 'B 
Cc 
(a) 
ps ; 
$ A 
U 
1 
A 
PJ 
¿ , 


REPRODUCIR UN ÁNGULO SEMEJANTE 
A UNO DADO 

MÉTODO : 

Tomamos de radio P que corta a OS y OR según M y 
N respectivamente, lo que llevamos a O'S* 
encontrando M” y trazando un arco. Luego tomamos 
una distancia q de Ma N con lo que trazamos un 
arco desde M” hallando N”. El ángulo g es igual al 


CONSTRUCCIONES DE POLIGONOS 
REGULARES 
PENTÁGONO : 


MÉTODO 1: INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA 

* Trazamos una circunferencia y dos cualesquiera 
diámetros perpendiculares. 

* Desde el punto medio (M) de un radio, trazamos 
un arco de radio MA que corte al diámetro (al que 
pertenece el punto M), en un punto tal como P. El 
segmento formado AP, será la longitud buscada del 
lado del pentágono, con lo que construimos el 
pentágono. A 


HEXÁGONO : - 

A) INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA : 
MÉTODO 1: . 

* Con radio igual al de la circunferencia y con centro 
en los extremos de un diámetro , trazamos dos arcos 
de circunferencia que contarán cada uno a la 
circunferencia primitiva de dos puntos 


* Uniendo adecuadamente dichos puntos con los 
extremos del diámetro y entre sí , obtendremos el 
hexágono buscado . 

MÉTODO 2 : De las escuadras y los extremos de un diámetro 
* A partir de los extremos de un diámetro y con ayuda 


GEOMETRIA DESCRIPTIVA 
de la escuadra de 60* tal como se muestra en el 


gráfico. 


INES 


B) CIRCUNSCRITO A UNA CIRCUNFERENCIA : 


MÉTODO 3 : 

* Con ayuda de las escuadras y del ángulo de 30" 
trazamos tangentes a la circunferencia por los puntos 
de tangencia hallados previamente con ayuda del 
ángulo de 60”, tal como se muestra en el gráfico. 


HEPTÁGONO : 
MÉTODO 1: INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA 

* Trazamos una circunferencia y un diámetro 
cualesquiera. 

* Por uno de los extremos de este diámetro , tal 
como M, trazamos un arco de circunferencia de radio 
igual a la circunferencia primitiva, que cortará a ésta 
última en dos puntos: P y Q. 

* La cuerda PQ corta al diámetro en el punto R 
(punto medio de PQ). El segmento PR (Ó RQ) será 
el lado del heptágono buscado. 


CONSTRUCCIÓN DE UN POLIGONO 
DADA LA LONGITUD DE UNO DE SUS 
LADOS 

MÉTODO: De la reducción homotética 

* Con centro en O, trazamos una circunferencia de 
radio arbitrario. 

* Con los métodos descritos anteriormente, 
construimos un polígono regular inscrito con igual 
número de lados que el polígono que se requiere, 
tal como el hexágono 123456 (fig.a) ó el triángulo 
123 (fig.b). 
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2 1 
3 6 (a) 


pi 4 
* Unimos el centro O de la circunferencia con cada 
vértice del polígono. 


* En uno cualquiera de los lados del polígono, 
determinamos la longitud £ dada, y mediante el trazo 
de rectas paralelas hallamos los lados del polígono 
pedido ; tal como el hexágono ABCDEF en la fig. 


(a). y el triángulo ABC en la fig.(b) 
1 


2 3 
L—] 


PROPOSICIÓN : 


Determinar gráficamente la recta que une el centro 
de un pentágono regular y un ángulo interior del 
mismo. 


PROCEDIMIENTO: 


* Trazamos dos rectas con una amplitud (22) =72" 
* Con centro en O, trazamos un arco de 
circunferencia de radio arbitrario. 

* Sobre dicho arco determinamos 1,5cm. de cuerda. 
* Por construcción se halla PT. lado del pentágono 
de largo 1,5cm. 

* El segmento PO o OT es la distancia buscada. 


2 
Z 


P, 


o 
CONSTRUCCIONES DE CURVAS 

CONICAS 
CONSTRUCCIÓN DE ELIPSES: 
MÉTODO 1 : De las circunferencias 
* Trazamos, 2 circunferencias concéntricas con 
diámetros igual a los ejes principales de la elipse, 
respectivamente. 
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* Luego, trazamos un número conveniente de líneas 
radiales, cada una de las cuales cortará a ambas 
circunferencias en dos puntos. Desde cada par de 
puntos, trazamos paralelas a los ejes de la elipse; la 
intersección de dichas paralelas nos determinarán 
puntos de la elipse. 


MÉTODO 2 : Del paralelogramo 

* Construimos un rectángulo de lados iguales a los 
ejes de la elipse, y lo dividimos en cuatro partes 
iguales, 

* Dividir el semieje menor y la paralela al semieje 
mayor en igual número de partes iguales. (En la fig. 
hemos dividido el semieje menor y la paralela al 
semieje mayor en tres partes iguales). 

* Unimos los puntos extremos del eje mayor según 
la numeración establecida. 

* La intersección de éstas rectas nos dan los puntos 
de la elipse. o 


MÉTODO 3 : Empíricamente (por cuerdas y clavos) 
Como ilustración: reseñamos la construcción de un 
ovoide, que como se podrá observar, el método 
permite también la construcción de una elipse. 


CONSTRUCCIÓN DE UN OVOIDE 
CONOCIENDO UN EJE NO 
SIMÉTRICO 


MÉTODO : 
* Dado el eje no simétrico PQ , tomamos este eje 
como diámetro de una circunferencia de centro O. 
* De O trazamos una perpendicular que corta a la 
circunferencia en C; tocando este punto trazamos 
dos rectas PB y QA. 

* Los puntos P;C;Q serán los centros de los arcos 
QB;BA y PA de radios PQ,CB y PQ respectivamente. 
* Con lo que concluimos la construccción del 
ovoide deseado , 


A B 


P Q 


CONSTRUCCIÓN DE PARABOLAS 
CASO 1 : dados el foco y la directríz de la parábola 
METODO l: trazando segrnentos del foco a la directriz 


* Desde el punto F (foco de la parábola), trazamos 
un número conveniente de segmentos hacia la 
directriz, tales como : FA, FB, FC y FD. 

* Intersectando las rectas perpendiculares a la 
directriz por los puntos A ; B ; C y D, con las 


mediatrices de los segmentos trazados, 
determinamos los puntos de la parábola. 

B 

DIRECTRIZ 
O 
FOCO 
C 
D 4 


MÉTODO 2 : Trazando paralelas a la directríz 

* Trazamos un número adecuado de paralelas a la 
directriz, que cortan al eje de la parábola según los 
puntos A;B;CyD. 

* Con centro en F y radio igual a la distancia entre la 
directriz y una de las paralelas, trazamos un arco que 
corta a ésta misma paralela en dos puntos; serán los 
puntos de la parábola buscada. 


CASO 2 : Dados la luz (L) y la sagita (S) 

MÉTODO 1: Método del rectángulo 

* Construimos un rectángulo de lados iguales a las 
dimensiones dadas. : 

* Por el centro de la luz trazamos una línea que 
dividirá al rectángulo en dos partes iguales y nos dará 
la ubicación del vértice V de la parábola sobre úno 
de sus lados. 

* Dividir dos lados adyacentes del rectángulo nuevo 
en igual número de partes iguales. (4 para el 
ejemplo). 
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* Las rectas paralelas trazadas por los puntos que 
dividen la luz, y los segmentos que unen el vértice 
con los puntos que dividen a la sagista ,nos 
determinarán puntos de la parábola. 


CASO 3: dado de rectas tangentes y los puntos de 
tangencia 

MÉTODO 1: De la division de rectas en segmentos 
* Sean las rectas OA y OB, tangentes a la parábola 
en los puntos A y B respectivamente, 

* Dividimos el segmentos OA y OB en igual número 
de partes iguales, numerando dichos puntos como 
sigue: comenzar por un punto de tangencia y al 
llegar al vértice iniciamos nuevamente la 
numeración hasta llegar al otro punto de tangencia. 
* Unimos los puntos de igual número; éstas líneas 
serán la envolvente de la parábola buscada. 


A 
4 
3 
A 2 
4 1 
0 
4 
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PROPOSICIÓN : 
Dados una recta y un punto en cualquier posición 
determinar el lugar geométrico de todos los puntos 
que equidistan de la recta y el punto. 
PROCEDIMIENTO : 

Paralelo a MN trazamos rectas £¿L,; L, .... etc. 


* Paralelo a la perpendicular trazada a MN desde Q, 
trazamos las distancias ayb;c;d..... etc. de MN a las 


rectas £ ;L,;L¿L, respectivamente. 
* Con centro en Q y radios a;b;c;d etc. tomamos 
distancias en £sL,sL.;L,. los que nos darán los 


puntos PPP, y P¡; Pz ; Pg. etc. que pertenecen 


al lugar geométrico. 

* El lugar geométrico que se logra es un arco 
parabólico. 

PROPOSICIÓN : 

Si se tiene una recta RT y un punto P fuera de ella, 
determinar un punto K en otra recta AB tal que PK 
equidiste a RT. 

RESOLUCIÓN : 

Determinamos los puntos que equidistante del punto 
P, y la recta RT c £, que corta a ABenK. 


PROPOSICIÓN : 
Determinar un punto T cuya distancia de los 
extremos de una recta AB, sea igual a la distancia de 
este punto a otro que pertenezca a la recta £. 


RESOLUCIÓN : 


construimos el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes del punto A y la recta £ (parábola). 

* Intersecamos dicha curva con la mediatriz de AB y 
obtenemos el punto T. 

* T Equidista de 2(ReZ), tambien de A y B 
respectivamente. - 


A T, 


L 
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CONSTRUCCIÓN DE MIPERBOLAS, 
DADOS EL EJE TRANSVERSAL Y 
LOS FOCOS 


MÉTODO: Selección de puntos y trazado de arcos 


* Sean F, y F,, los focos, y AB, el eje transversal. 

* Seleccionamos sobre el eje transversal un punto X 
cualesquiera. 

* Con centro en F, y F, y radio BX, trazamos dos 
arcos que se intersectarán con los arcos de radio AX 
trazados desde los mismos centros, según los puntos 
1;2;3 y 4; estos serán los primeros puntos de la 


EDICIONES RUBINOS 


hipérbola buscada. 

* Para hallar otros puntos de la hipérbola, 
seleccionamos nuevos puntos sobre el eje 
transversal, tales como W;Y;Z y con igual 
procedimiento definimos la hipérbola. 


CONSTRUCCION DE ESPIRALES E 
INVOLUTAS 


CASO 1: Construcción de ESPIRALES 
METODO : 
De la circunferencia y el aumento de distancias continuas. 
(Espiral de Arquímides: Es la curva plana originada 
por el movimiento uniforme de un punto alrededor 
de otro fijo, y que aumenta en forma continua su 
distancia a él). 
* Dividir la circunferencia dada en un número 
adecuado de partes iguales. 
* Dividir un radio en igual número de partes iguales 
a partir del Centro O, 
* Los puntos de intersección entre los arcos de las 
circunferencias concéntricas, con las líneas 
divisorias determinan la espiral de Arquímides. Estos 
puntos se unen con la plantilla de curvas. 

7 2 


CASO 2 : Construcción de INVOLUTAS 

INVOLUTAS, son curvas a manera de espirales que 
se logran en base a segmentos de recta, polígonos 
regulares o una circunferencia. 

A) INVOLUTA DE UN SEGMENTO : 

* Dado el segmento AB y con centro en B y radio BA, 
trazamos un arco AC. 

* Con centro en A y radio AC, trazamos el arco CD. 
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* Con centro en C y radio CD, trazamos el arco DE. 
* Y así sucesivamente. 


D 


B) INVOLUTA DE UN TRIÁNGULO : 

* Dado el triángulo ABC, prolongamos los lados del 
triángulo tal como se muestra en la figura. 

* Con centro en A y radio AC, trazamos el arco CD. 

* Con centro en B y radio BD, trazamos el arco DE. 
* Con centro en C y radio CE, trazamos el arco EF; y 
así sucesivamente. 


C) INVOLUTA DE UN CUADRADO: 

* Dado el cuadrado ABCD, prolongamos sus lados 
tal como se muestra en la figura. 

* Con centro en B y radio BA, trazamos el arco AE; 
siguiendo luego el mismo proceso que para hallar 
la involuta del triángulo. 


D) INVOLUTA DE UNA CIRCUNFERENCIA : 

* Dividimos la circunferencia dada en un número 
conveniente de partes iguales y trazamos las 
tangentes de éstos puntos de división. 

* Con centro en el punto 1 y radio 1A , trazamos un 
arco que corte a la tangente siguiente en el punto B. 
* Con centro en 2 y radio 2B, trazamos un arco hasta 
cortar la siguiente tangente en C. 

* Se sigue el mismo procedimiento hasta completar 
la involuta. 


[BS 

TRAZADO DE CURVAS CICLOIDALES 
CONSTRUCCIÓN DE UN CICLOIDE : 
CICLOIDE : 


Es la curva descrita por un punto de la circunferencia 
que se desplaza rodando sobre una recta como base. 


MÉTODO: 
* Dividir la circunferencia en un número adecuado 
de partes iguales. 


* Determinar posiciones sucesivas de la 
circunferencia y de un punto sobre ésta. 


P 
¡VAT LATAS A 
SSABASTARA, 
CONSTRUCCIÓN DE UN EPICICLOIDE Y 
UN MHIPOCICLOIDE 


EPICICLOIDE : 
Es la curva descrita por un punto de una 


circunferencia que se desplaza rodando sobre la 
convexidad de una línea circular. 


METODO: (Se aplica el mismo criterio anterior) 


HIPOCICLOIDE : 
Es la curva descrita por un punto de una 
circunferencia que rueda sobre la concavidad de 
una línea circular. 


MÉTODO: (Se aplica el mismo criterio anterior). 
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TRAZADO DE RECTAS Y CURVAS 
TANGENTES 


CASO 1: Trazar una recta tangente por un punto 
exterior a una circunferencia . 

MÉTODO : 

* Unimos el punto A con el centro O de la 
circunferencia. 
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* Con diámetro OA y centro en la mitad de éste 
segmento, trazamos un arco que cortará a la 
circunferencia en los puntos P y Q; estos serán los 
puntos de contacto de las tangentes buscadas, 
finalmente, unimos los puntos hallados con A. 


Q 


PROPOSICIÓN : 


Dados una circunferencia de radio R=1,5 y un punto 
x exterior a ella, trazar una recta que subtienda en 
ella un arco de 2cm. 


PROCEDIMIENTO : 


* Disponemos una cuerda cualquiera tal como 
ST=2cm. 


* Tangente a ella trazamos una circunferencia de 
radio r 


* Y, tangente a esta última X12 y se tiene la cuerda 
12 pedida. S 


* 2 soluciones. LES T 
Esa: x 
== 
2 
PREPOSICION : 
Hallarla longitud de la tangente a una circunferencia. 


PROCEDIMIENTO : 


Si PT es la longitud de la tangente, trazamos una 

secante cualquiera que corta a la circunferencia en 

RyS. 

* El valor de la tangente está dado por la relación: 
PT?=PRXPS - P 


DEMOSTRACIÓN : 


Tomamos una recta L, y sobre ella llevamos PR y PS 
como se observa. 
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* con centro en RS, trazamos una semicircunferencia 


* Por P una perpendicular que corta a la 
circunferencia en el punto T. 


* Observar que PT” tiene la misma longitud que PT 
Luego sabemos que LT'?=PSxPR=LT?. 
Observar que PT” es la altura del Triángulo STR. 
CASO 2: Trazar rectas tangentes a dos circunferencias 
Sean las circunferencias de centros O, y O,, y dichos 
R, y R, respectivamente. 
A) TRAZO DE RECTAS TANGENTES EXTERIORES 
METODO : 
* Trazamos una circunferencia con centro en O,, y 
radio igual a la diferencia de los radios. 
* Desde O, trazamos las rectas tangentes a la nueva 
circunferencia, en los puntos P y Q Prolongar 0,Q, 
hasta R y 0,A hasta S. 
* Trazar O,T y O,U paralelas a O,R y 0,S 
respectivamente. 

-* Unir R con T y $ con U, que serán buscadas, 

R 


B) TRAZO DE RECTAS TANGENTES INTERIORES : 
MÉTODO : - 

* Trazar una circunferencia con centro en O, y radio 
igual a la suma de los radios. 

* Dese O, trazamos las rectas tangentes a la nueva 
circunferencia en los puntos P y Q. 

* Los segmentos 0,Q y O,P cortan en T y U a la 
circunferencia de centro O,, 

* Trazamos, luego, O,R y O,S paralelos a O,T y 
O,U respectivamente. 

* Unimos $ con U y R con T que serán las rectas 
buscadas.. Q 


PROPOSICIONES : 
Hallar el centro de una circunferencia que pase por 
el punto P, con la condición que sea tangente a dos 
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rectas L, y L,. 

PROCEDIMIENTO : 

* Prolongamos L, ó L, hasta hallar un punto € de 
concurrencia entre ambas rectas. 

* Tomamos la bisectriz respectiva, tal como CV, 

* Con centro en cualquier punto de CV construimos 
una circunferencia de radio r arbitrario. 

* Unimos P con C, que corta a la circunferencia en 
los puntos 1 y 2. 

* Paralelo a 02 trazamos PO” ó 2*0”. 

* O'P ó 02” es el radio de una circunferencia de 
radio R que pasa por P y es tangente a L, y L 
respectivamente. 

* Otra solución se podrá determinar al usar O,. 


2 


PROPOSICIÓN : 


Dados dos puntos cualesquiera como K y C, y una 
circunferencia de centro en Q, determinar otra 
circunferencia que sea tangente a la primera y que 
pase por dichos puntos. 
PROCEDIMIENTO : 

* Con centro en cualquier punto R, trazamos una 
circunferencia que pase por K y C y sea secante a la 
circunferencia de centro Q en] y 2 respectivamente. 
* Trazamos 12 y KC que se encuentran en L. 

* Trazamos LT, tangente a la circunferencia de centro Q. 

* Perpendicular a LT en T trazamos una 
perpendicular que encuentra a la mediatriz de KC 
en el punto O. 

* El punto O es centro de la circunferencia de radio 
OT que pasa por K y C y es tangente a la 
circunferencia de centro Q. 
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APLICACIÓN : 

Teniéndose las rectas LyE,/L x L,, y un punto 
fuera de dichas rectas, Hallar un punto n en £L, que 
equidiste de-L y el punto P. 

RESOLUCIÓN : 

Ubicamos L x L,, construimos otro ángulos, tal 
que L, sea bisectriz . 


Realizando el mismo tipo de construcción que en la 
proposición anterior, ubicamos el punto n. 


APLICACIÓN : 

Determinar el punto P, equidistante de los extremos 
de RT y de algún punto que pertenezca a MN. 
RESOLUCIÓN : 

Incidimos la mediatriz de RT en MN, S e MN 


* Con DS bisectriz construimos una circunferencia 
de radio arbitrario tangente a MN . 


* Por construcción el punto P 


CASO 3: trazar un arco tangente a dos circunferencias 
Dadas las circunferencias de centro O, y O, y radios 
r, y r, respectivamente, debemos trazar un arco de 
radio R tangente a ambas circunferencias. 


A) ARCO QUE INSCRIBE A LAS CIRCUNFERENCIAS DADAS : 


MÉTODO : 

* Con centro en O, y radio igual a la diferencia de 
los radios R, y R, trazamos un arco que se intersectará 
en P con otro arco de centro en O, y radio igual a la 
diferencia entre r, y R. 

* Prolongamos la recta que pasa por los puntos P y 
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O, hasta A, de igual modo P y O, hasta B. 

* Los puntos A y B hallados serán los puntos de 

tangencia del arco de radio R y centro en el punto P. 
A 


B) ARCO QUE CIRCUNSCRIBE A LAS CIRCUNFERENCIAS 
MÉTODO: 

* El procedimiento es semejanza, con la diferencia 
que para el centro O del arco pedido, se toman como 
centros O, y O, y como radios de longitud de la 
suma de R y r, por un lado; y de R y r, por el otro, 
respectivamente. 

* Cy D serán los puntos de tangencia. 


¡ve 


<a 

EMPALME DE RECTAS Y CURVAS 
Empalme consiste el ligar sin interrumpir líneas 
rectas y/o curvas. 
CASO 1: Empalmar un punto y una recta mediante 
un arco dado. 
MÉTODO : del arco 
* A una distancia igual a la longitud del radio dado 
(r) trazamos una línea paralela a la recta dada. 
* Con centro en P y radio r, trazamos un arco que 
cortará a la paralela trazada en el punto O. 
* Desde el punto O trazamos OA perpendicular a la 
recta dada; A será el punto de conexión del punto y 
la recta. r—p 
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CASO 2 : Empalmar dos rectas dadas: 

MÉTODO : DE LAS RECTAS PARALELAS 

* En la parte interna del ángulo formado por las rectas 
dadas, y una distancia igual a la longitud del radio 
dado, trazamos paralelas a las rectas dadas ; el punto 
de intersección O de dichas paralelas será el centro 
del arco buscado. 


* Desde el punto O trazamos perpendiculares a las 
rectas dadas, determinando los puntos P y Q que 
serán los puntos de conexión del arco y las rectas 
dadas. 


NOTA: 
Observar que el procedimiento es único, ya sea para 
empalmar ángulos agudos, rectos u obtusos . 


CASO 3 : 
EMPALME DE UNA RECTA Y UNA CURVA MEDIANTE UN 
ARCO DE RADIO DADO. 

MÉTODO : 

* Trazamos un arco con centro en O y radio igual a 
la longitud de la suma (R+r) de los radios dados 
que se cortará en el punto P con una recta paralela a 
la recta dada y que se pasa a una distancia R de ésta. 
* Trazamos el segmento OP que corta a la 
circunferencia en A ; y desde P una norma a la recta, 
tal como PB; A y B serán los puntos de contacto 


buscados. * [Ry 


PROPIEDAD DE SIMETRÍA , 
APLICACIONES CARACTERÍSTICAS 


CASO 1: EN EL PLANO 


Dados dos puntos y una recta, determinar en ésta 
un punto de modo que la suma de los segmentos 
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formados por cada punto dado y el punto sobre la 
recta sea mínimo . Sean los puntos A y B, y la recta 
L Nos piden determinar un punto P de modo que 
(AP+PB) sea mínimo. 

PROCEDIMIENTO : 

* Por simetría determinamos el punto 4”. 

* La recta A'B corta a L en el punto P. 

* A'P es simétrico de AP y de igual longitud , luego P 
es el punto buscado. 

* La suma de los segmentos AP y PB es mínimo 


Observar que los puntos P; A; B; A' y la recta L son 
coplanares, todos pertenecen o están contenidos en 
el plano Q. 


CASO 2 : EN EL ESPACIO 

Dados en un plano y dos puntos fuera de ella 
determinar un punto en el plano, tal que la trayectoria 
que una los puntos dados con el punto en el plano, 
sea mínima. 

Dados el plano P, los puntos A y B fuera del plano; 
hallar un punto M tal que la trayectoria AMB sea 
mínima. 

PROCEDIMIENTO: 

* Disponemos el plano dado de canto como se 
muestra la figura. 

* Hallamos 4' simétrico de A al otro lado del plano y 
a igual distancia, luego AM=A'M. 

* La recta 4'B corta al plano de canto en M. 

* AMB es la trayectoria mínima, porque (AM+MB) 
es menor que cualquier otra, ejemplo (AR+RB) es 
menor que cualquier otra, por ejemplo (AR+RB). 


de canto 
A O A 


CONSTRUCCIONES DE UN ARCO CAPAZ, 
APLICACIONES CARACTERISTICAS 


CONSTRUCCIONES DE UN ARCO CAPAZ : 
PROPOSICIÓN : 


Determinar el lugar geométrico de todos los puntos 
que hacen un ángulo constante « con un segmento 
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AB y/o sus extremos. Resolver cuando a =45" fig(a) 
y cuando «=110* en la fig(b). 

MÉTODO : 

* Por uno de los extremos, por ejemplo A, 
determinamos un ángulo q mediante la recta L,. 

* Por el punto A,trazamos una perpendicular a la 
recta £L,. 

* Esta perpendicular interseca a la mediatriz del 
segmento AB en el punto O. 

* El punto O es centro de una circunferencia de radio 
OA. 

* El arco AMB es el lugar geométrico de los puntos 
desde los cuales se ve el segmento AB y/o sus 
extremos M 


bajo un ángulo constante de q (45” enla fig(a) y 110? 
en la fig(b)) . 
a=110* 


APLICACIONES CARACTERISTICAS 
EJEMPLO 1 : 


Dado el segmento AB, determinar el lugar 
geométrico de todos los puntos Q tal que el ángul 
AQB=60". . > 
PROCEDIMIENTO: (ensayaremos un método particular) 
* Con centro en A y luego en B, y radio igual a la 
longitud del segmento AB, trazamos dos arcos que 
se cortan en el punto Q,. el triángulo AQ,B es 
equilátero, 

* Trazamos la circunferencia 
circunstancia al triángulo 
formado; el arco superior AB 
es la solución. 


EJEMPLO 2: 


Hallar el lugar geométrico de los triángulos 
rectángulos cuya hipotenusa es el segmento AB. 
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RESOLUCIÓN : 


El segmento AB es la 
hipotenusa de los 
triángulos rectángulos (visto 
bajo un ángulo constante de 
90%) que nos forman los 
puntos de una circunferencia 
de centro en el punto medio 
del segmento AB. 


FORVIACIONES DE PROYECCIONES 


PROYECCIONES - INTERPRETACIÓN 
Consideremos un punto en el espacio y un plano 
en cualquier posición respecto a dicho punto, tal que 
el punto no se encuentre contenido en el plano . 


A, 


UN PLANO Y UN PUNTO EN EL ESPACIO 
Si en el punto A disponemos el ojo de un obsevador 
y entre el plano y el ojo del observador disponemos 
un objeto B, entonces el “rayo visual' del 
observador fija una imagen B* en el plano, a dicha 
imagen denominamos; Imagen proyectada de B. Al 
punto A llamamos también foco de proyección. 


| E 
(a) Si 


(proyección de punto ) 
El plano al cual nos referimos es el plano geométrico 
bidimensional, ilimitado, trasparente y sin espesor 
solamente para efectos de los ejemplos mostrados 
en los gráficos(cuando se requiera), los 
mostraremos como si tuvieran espesor, para anular 
este modo interpretaciones ambiguas de su posición 
en el espacio, como se muestra en la Figura. El 
objeto B podrá ubicarse más alla del plano de 
proyección pero de todas maneras el ojo del 
observador podrá retroceder y fijar una imagen del 
objeto en el plano de proyección . 
DEFINICIONES FUNDAMENTALES SOBRE 

PROYECCIONES 

PROYECTAR : 


Objetivizar lo que nuestro sentido de la vista capta 
de las formas y dimensiones de los objetos en el 
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plano. Plano de proyecciones:.superficie sin espesor, 
transparente, ilimitado y bidimensional donde se fija 
o proyecta la imagen de un objeto. 

PROYECCIÓN : 


figura que resulta de proyectar los puntos que se observa 
del objeto en la dirección del plano de proyección. 


RECTA VISUAL Y PROYECTANTE 


RECTA VISUAL : 

Es la línea por donde transita la mirada del 
observador hasta encontrar el objeto. 
PROYECTANTE : 

Es la línea por donde se fija la imagen del objeto en el plano 
de proyección . 

La recta visual y la proyectante se hallan contenidas en las 
mismas rectas. En el ejemplo de la Figura son rectas o líneas 
visuales AB y AB” y proyectantes BB' y BB", respectivamente. 
FOCO DE PROYECCIÓN : 


O punto de proyección, es el lugar desde donde se 
“emite” el “rayo visual” de la proyección. 
Adelantamos que este punto podrá considerarse 
cercano al objeto, o tan lejano de ella en el infinito. 
Resultado de ello serán las proyecciones cónicas y 
cilíndricas, respectivamente . 

OBJETO PROYECTADO : 

Todo lo que, por las percepciones que tenemos de su 
propiedades y dimensiones, pueda ser proyectado 


TIPOS DE PROYECCIONES 


A) PROYECCIÓN CÓNICA : 

Las rectas de un punto (foco de proyección) ( se 
supone cercano al objeto), formando un haz 
divergente y denso de “rayos visuales”. El tamaño 
de la proyección depende de la distancia entre el 
foco el plano y el objetivo proyectado. Una aplicación 
particular de este tipo de proyecciones son las 
proyecciones en perspectiva. 


[eMe 


BE) PROYECCIONES CILEIVDKICA < 

Los rayos proyectantes son paralelos entre sí 
formado éstos un ángulo cualquiera con el plano 
de proyección. El tamaño del objeto puede ser igual 
al de la proyección siempre y cuando al objeto, sea 
paralelo al plano de proyección. Se usa en sombras, 
iluminación etc. 


mm.” 


C) PROYECCIONES ORTOGONAL : 

Los rayos proyectantes son paralelos y además 
perpendiculares al plano de proyección. El tamaño 
de la proyección es menor al tamaño del objeto y 
será del mismo tamaño siempre y cuando el objeto 
y ePplan de proyección sean paralelos. Se une en 
geometría Descriptiva. 


(aJOblicua 


(b)Ortogonal 


PLANOS PRINCIPALES DE 
PROYECCIÓN, UBICACIÓN 


De todo lo anterior deducimos que los planos de 
proyección pueden fundamentalmente ocupar dos 
posiciones : 

a) Ojo del observador — Objeto — Plano de proyección 
b) Ojo del observador — Plano de proyección — Objeto 
Tres planos mutuamente perpendiculares formarán 
un sistema tiédrico de planos de proyección, si los 
utilizamos para tal fin. Las figuras siguientes nos 
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muestran tres planos mutuamente perpendiculares 
en los que ortogonalmente se proyecta un objeto. 
Estos objetos de proyección de acuerdo a la posición 
que ocupan en relación al objeto, se denominan: 
Planos de proyección HORIZONTAL, FRONTAL y de 
PERFIL, correspondiendo sus notaciones 
respectivas a los 'símbolo - letras? H;F y P, 
respectivamente. A estos planos se les denomina 
PLANOS PRINCIPALES DE PROYECCION. 


(a) D.I.N (b) A.S.A 
(Primer cuadrante) (Tercer cuadrante) 


PLANOS PRINCIPALES DE PROYECCIÓN 


SISTEMAS DEL PRIMER Y TERCER DIEDRO 


Si se tiene dos planos a y f[ y los disponemos 
mutuamente perpendiculares, se generan cuatro 
diedros consecutivos: l; HI; HIT y IV diedro. Ahora, si 
realizamos el artificio de “montar” en el primer diedro 
y en el tercer diedro. Los objetos se proyectan en las 
caras de los planos principales de proyección, 
generando de este modo dos sistemas de 


proyección ortogonal o rectangular. 


sistemas del 1er y 3er diedro 
SISTEMA DEL PRIMER DIEDRO : NORMA DIN 
En relación a los planos H; F: P, el observador ocupa 
una posición tal, que el objeto se encuentra entre el 
observador y los planos de proyección. 
Esta disposición recíproca de planos de proyección 
perpendiculares, cumple el sistema del Primer 
diedro; sistema utilizado en Alemania, la Unión 
Soviética y otros países de Europa. Genéricamente 
se le conoce con la sigla DIN, Que corresponde a 
las iniciales de: DEUTSCHE INDUSTRIE NORMEN, 
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SISTEMA DEL TERCER DIEDRO: NORMA ASA 

En relación a los planos de proyección H y P, el 
observador ocupa una posición tal, Que los planos 
de proyección (mutuamente perpendiculares) se 
encuentran entre el observador y el objeto. Esta 
disposición cumple el sistema del Tercer diedro, 
sistema utilizado en los Estados Unidos, Inglaterra, 
Países Bajos, Canadá y en la mayoría de los países 
donde los Estados Unidos hace influir su dominio 
económico — tecnológico. Genéricamente se le 
conoce con la sigla ASA, Que corresponde a las 
iniciales de: AMERICAN STANDARD ASOCIATION. 


En adelante, el presente capítulo, lo discurrimos a 
través de la Norma ASA, es decir por el sistema del 
Tercer diedro (Sistema del tercer ángulo espacial). 
Mediatamente tendremos nociones sobre 
abatimiento de planos, línea de pliegue y depurado 
de proyecciones. 


NORMA ASA : 


PLANOS PRINCIPALES DE PROYECCIÓN . 
LÍNEAS DE PLIEGUE 
Nuestro Sistema de Planos de Proyección 
corresponde al sistema del tercer diedro (Sistema 
del tercer ángulo espacial); donde en relación al 
tiedro de planos de proyección H; F; P, el observador 
ocupa una posición tal que dichos planos 
(mutuamente perpendiculares) se encuentran entre 
el observador y el objeto. 
* Con respecto al plano horizontal (HA), frontal (F) y 
de perfil (P), el ojo del observador se halla arriba, 
delante y al costado, respectivamente, de los planos 
de proyección (siempre en el infinito). 
* Los planos de proyección son ilimitados y 
“transparentes”, en muchos ejemplos los 
consideramos como una caja cúbica; sólo por 
razones didácticas. (fig. 1.7). 


* Los planos H; F y P representan al sistema de 
planos principales de proyección. Aparte de ellos 
tendremos los planos auxiliares de proyección y las 
vistas auxiliares sucesivas o complementarias. 


Planos principales - NORMA ASA 
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LÍNEA DE PLIEGUE (o intersección de 2 planos principales) 
Es la línea recta que se halla “uniendo? dos planos 
de proyección. Actúa como “bisagra” a todo su largo 
cuando los planos o pliegues de proyección son 
abatidos. En la figura anterior la recta OA es una línea 
de pliegue, su notación queda entendido como: H- 
F, que implica: línea de pliegue entre los planos H y 
F.V: F-P implica: línea de pliegue entre los planos 
FyP. 
* Existe sinonimia entre línea de pliegue , línea de 
tierra y eje de proyección. 
EL PUNTO 
PROYECTANTES DEL PUNTO : COTA , ALEJAMIENTO , 
APARTAMIENTO 
* Un punto A, en los planos H ; F ; P, se proyecta 
ortogonalmente. Luego: A,; A,; Ap, denotadas de 
este modo, son las provecciones de A en dichos 
planos. 
* La distancia desde el punto objeto a sus 
proyecciones en los planos H;F y P, respectivamente, 
se les denomina : COTA, ALEJAMIENTO Y APARTAMIENTO. 


COTA : 

Es la distancia perpendicular del punto objeto al 

plano Horizontal (H). 

ALEJAMIENTO : 

Es la distancia perpendicular del punto objeto al 

plano Frontal (F) . 

APARTAMIENTO : 

Es la distancia perpendicular del punto objeto al 

plano Perfil (P). 
> Línea de referencia 


.Proyectantes del punto 


ABATDIIENTO DE PLANOS DE 
PROYECCION. DEPURADO. LÍNEAS DE 
REFERENCIA 

LÍNEA DE REFERENCIA : 

* Esla línea de trazo fino que une las proyecciones 
adyacentes de un punto a través de la línea de pliegue 
común. 

* Cuando los planos se hailan no abatidos, esta línea 
tiene el ángulo de los planos de proyección, y nos 
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“refiere* la posición del punto en el espacio respecto 
a las líneas de pliegue . 


ABATIMIENTO DE PLANOS DE 
PROYECCIÓN 

Consiste en girar 90? los planos H y P (tomando F 
como fijo) alrededor de H-F y F-P. Obteniéndose de 
este modo “un solo plano”, 

* Ahora, las líneas de referencia que unen dos 
proyecciones adyacentes forman un ángulo de 180? 
a través de la línea de pliegue común. 

* Al abatir los planos se ha cambiado la disposición 
espacial de los planos, más no la posición del objeto. 


PROYECCIONES PRINCIPALES DE 
UN SÓLIDO 


El objeto se proyecta a los planos principales de 
proyección como se indican en la figuras. Luego se 
hace los rebatimientos de los planos principales 
horizontal y de perfil . 
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La visual de los tres observadores permiten hallar 
las tres proyecciones principales del sólido 


Se observa que el plano P ha rotado 90” y se ha puesto 
a nivel del plano F (bisagra F/P) .El plano H ha rotado 
90” y se ha puesto a nivel del plano F (bisagra H/P). 
Los planos F;H y P están en un mismo 
plano(depurado). 


DIBUJO ISOMÉTRICO DE UX SÓLIDO 
El dibujo isométrico es la manera de como el 


dibujante representa un objeto. En la geometría 
Descriptiva (30%) De acuerdo a nuestro ejemplo. 


DEPURADO 
Consiste en eliminar todo trazo innecesario en los 
planos abatidos. 


A 
H 
F 
Ar pip % 
Abatimiento y depurado 
* Como podrá al mirar, imaginarse el lector A,, A,, 


A,, son las proyecciones de un punto en el espacio 
que toma la posición que nos indica su cota ,su 
alejamiento y apartamiento en el depurado. 
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* Es decir, que las proyecciones del objeto nos 
muestra la posición del objeto en el espacio respecto 
a un sistema de planos de proyección. Se ha logrado 
trasmutar un “problema” espacial en uno plano. 

* Al observar el depurado, es conveniente que el 
lector se imagine el cuadro espacial que ella 
representa. 


Como se ha dicho anteriormente el depurado 
consiste en la representación de los planos de 
proyección en un solo plano. De acuerdo a nuestro 
ejemplo anterior su depurado será . 


El E 
1 


PLANO ADYACENTE : 


Es el plano de proyección contíguo, separado por 
una línea de pliegue. Por ejemplo el plano P es 
adyacente del plano F. 

PLANO ANEXO : 


Es un plano que se halla separado de otro por un 
plano adyacente Por ejemplo: el plano P es un plano 
anexo del plano H o viceversa. * 

LÍNEAS DE REFERENCIA : 

* En el depurado, las proyecciones adyacentes de 
un punto tienen su línea de referencia alineada 
perpendicularmente a través de la línea de pliegue 
común. 


* Las líneas de referencia de proyecciones 
adyacentes de dos o más puntos , son paralelas entre 
sí. 


POSICIONES RELATIVAS ENTRE 
PUNTOS, LÍNEAS DE REFERENCIA, 
ORIENTACIÓN 


POSICIÓN RELATIVA ENTRE DOS PUNTOS :; 


Para determinar la posición de un punto B, lo 
relacionamos con otro punto A, cuya posición la 
suponemos conocida. 


* Las proyecciones ortogonales de los puntos en los 
planos H;F ; P, nos indicarán si un punto se halla 
“más arriba” o “más abajo”, a la derecha o a la 
izquierda, delante o detrás, de otro punto cuya 
posición la suponemos conocida . En algunos casos 
podemos tener como referencia la línea de pliegue. 
Así el punto B, de acuerdo a sus proyecciones en H 
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se halla más atrás ya la derecha de A, y el plano 
frontal nos indica además que B se halla “más 
arriba”, Luego la posición del punto B es atrás, a la 
derecha y arriba del punto A. (Figura posterior). 


Las líneas de referencia de dos puntos a planos 
adyacentes, serán paralelas entre sí. 


EJEMPLO : 
A,A, es paralelo a B,,B, y perpendicular a la línea 
de pliegue común H- F. 


B» 


POSICIONES RELATIVAS ENTRE PUNTOS - ORIENTACIÓN 

POSICIÓN DE ORIENTACIÓN: 

Como podrá deducir el lector, solamente es posible 
definir en el plano horizontal una posición para las 
diferentes posiciones de orientación. Por convenio, 
el Norte de la BRUJULA, indica la posición “hacia 
atrás* en el plano H. La figura anterior, nos hace 
observar la dirección de las cuatro posiciones 
cardinales. 


EJEMPLO : 


El punto B se halla en una dirección 45” al Nor-Este 
del punto A , cuya notación es: N45*E, corno se indica 
en el depurado. 


GRAFICACIÓN DE UN PUNTO POR 


COORDENADAS 
y LAMINA DE 
: TRABAJO 
XxX 


Graficación de las proyecciones de un punto por 
coordenadas 


Si coincidimos la esquina inferior izquierda de 


nuestra lámina de trabajo con el origen de 
coordenadas cartesianas en el primer cuadrante, 
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podremos determinar convencionalmente las 
proyecciones de un punto mediante la notación: 
A(x/sPpsPy), donde x, indica la posición de 
latitud del origen de coordenadas del punto A , cuyas 
proyecciones A, y A, están distantes P, y P,, unidades 
sobre el eje X, dispuestos paralelamente al eje Y. 

* En muchos problemas, no se dispone la posición 
de una de las proyecciones, y la solución 
generalmente requiere la ubicación de aquel punto 
mediante los métodos de la Geometría Descriptiva. 


PROYECCIONES DE OBJETOS 


Dispuesto entre un objeto (léase sólido geométrico) 
y el observador, el sistema de planos de proyección 
H;F y P; el sólido proyectará otorgonalmente toda su 
*faz' que da hacia cada plano de proyección. En el 
presente acápite analizaremos cuatro principales 
problemas que se presentan al estudiar las 
proyecciones de un sólido. 

D Analizar la visibilidad de las proyecciones 

11) Dado un sólido determinar sus proyecciones 
principales. 

III) Dado las proyecciones principales de un sólido, 
construir su dibujo isométrico. 

IV) Dado dos vistas o proyecciones, determinar la 
tercera proyección. 


VISIBILIDAD DE LAS PROYECCIONES 


Es el problema de averiguar qué vértices se muestran 
visibles al observador en las proyecciones, y cuáles 
ocultos. Las rectas visibles se trazan con líneas 
contínuas y las ocultas con pespunte. 
La visibilidad nos muestra como se encuentra el 
objeto en el espacio. : 

Vv V 


/ D | 
(a) (b) 
REGLAS FUNDAMENTALES: 


a) Es visible el contorno de toda proyección, en 
cualquier plano de proyección. 


b) En general las proyecciones de un objeto, se 
mostrarán en el plano: 

* Horizontal: Visibles e invisibles los puntos que 
están arriba y abajo, respectivamente. 

* Frontal: Visibles e invisibles los puntos que están 
adelante y detrás, respectivamente. 

*+ Perfil: Visibles e invisibles los puntos que están a 
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la derecha e izquierda, respectivamente. 
Plano H : visible vértice E 
B, Plano F : visible vértice D 
Plano P : visible vértice C 


visibilidad 


c) Es visible la arista o vértice más cercano al 
observador, que aparecerá en cualquier vista 
adyacente como el más cercano a la línea de pliegue 
común. En la figura el vértice D y las respectivas 
aristas en el plano F, son visibles por tal motivo. 

d) Es visible el vértice o arista más lejano del 
observador si se encuentra dentro del contorno de 
la proyección. En la figura izquierda posterior el 
vértice Y es invisible en el plano H, 


Aristas(rectas)que se cruzan 
e) Si el vértice de un poliedro convexo se encuentra 
dentro del contorno de una proyección, todas las 
aristas que terminan en este punto tendrán la misma 
visibilidad de) vértice. En la figura anterior izquierda 
en el plano H, el vértice V es invisible, luego las aristas 
que concurren en él , también son invisibles. 

f) Para hallar la visibilidad de dos aristas qu” se 
cruzan en un plano de proyección, trazamos una 
línea de referencia desde el punto de cruce, hasta 
encontrar las proyecciones de las dos rectas en el 
plano adyacente, la primera recta que “encuentre” 
dicha línea será visible en el punto de cruce del 
primer plano. la figura anterior derecha nos muestra 
un ejemplo: las aristas (rectas) AC y BD de un 
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tetraedro muestran un punto de cruce en el plano E 
al que denominamos 1 - 2, de aquí trazamos una 
línea de referencia al plano H, la primera recta que 
encontramos es AC a la que denominamos 1, y luego 
BD al que denominamos 2, la primera recta que 
encontramos es visible, luego AC es visible en el 
punto de cruce del plano F es semejante el análisis 
para el punto 3 - 4. 


DADO UN SÓLIDO DETERMIVAR 
SUS PROYECCIONES PRINCIPALES 
Consiste, luego de proyectar el objeto en los planos 
principales de proyección y abatir dichos planos, obtener 
el depurado correspondiente, la Figura siguiente 
izquierda, nos muestra un objeto que se proyecta en los 
planos principales de proyección, mientras que la figura 
siguiente derecha el depurado de la proyección, luego 

que los planos hayan sido abatidos. 


(a) 


1 


(e) 


mó PROYECCIONES PRINCIPALES 
DADO LAS PROYECCIONES, CONSTRUIK 
SU PROYECCIÓN ISOMÉTRKICA 

Construir la proyección isométrica de un sólido, consiste 
que en base alas proyecciones H;F y P, dibujar al sólido 
con una inclinación de 30* respecto a una línea 
horizontal (de este modo los lados del sólido quedan 
reducidos en una misma magnitud), La figura anterior 
derecha, nos muestra la proyección isométrica realizado 
en base a las proyecciones H;F y P . 


DADO DOS VISTAS, DETERMINAR LA 
TERCERA PROYECCION 
Se construye la tercera proyección en base a las 
medidas tomadas de la proyección anexa a través 
de las líneas de referencia y con la ayuda de las líneas 
de pliegue. Las medidas serán tomadas (con un 
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compás), en la dirección opuesta a la proyección 
común adyacente, como se muestra en el siguiente 
ejemplo . 

PROBLEMA: 


Dadas las proyecciones F y P de un sólido, 
determinar su proyección horizontal y su dibujo 
isométrico. 


F|P 


RESOLUCIÓN : 


Tomamos las medidas de alejamiento desde F-P en 
el plano de perfil y las trasladamos (a través de las 
líneas de referencia) al plano H a partir de la línea 
de pliegue H-F . 


PROCEDIMIENTO DE LOS PLANOS 
AUXILIARES 


Aquellos planos de proyección que ocupan una 
posición (respecto al objeto) que no es de los planos 
principales, y donde el objeto también se proyecta 
ortogonalmente , se denominan planos auxiliares de 
proyección. Al recurrir a este procedimiento, el 
proyectante, supone siempre estar en una posición 
frente a cada nuevo plano auxiliar donde se proyecta 
el objeto .. 


TEORÍA DE LOS PLAYOS AUXNILLARES 


Se denominan auxiliares, porque coadyuvan a lograr 
una nueva proyección del objeto (recta, plano, 
cuerpo geométrico, etc.) en una posición requerida 
más explícita, que las que ofrecen los planos 
principales. 

* La práctica enseña que dichos planos se toman 
en relación (en relación perpendicular) a un plano 
principal dé proyección. 

* Siempre será posible disponer un plano auxiliar 
en relación(en relación perpendicular)a otro plano 
auxiliar al que  denominaremos plano 
complementario o vista auxiliar sucesiva. 

* Cuando se introduce un plano de proyección 
auxiliar se elige de acuerdo con alguna condición 
que responda a la finalidad de la construcción, es 
decir la elección de la posición de dichos planos 
está subordinado a la finalidad de determinar una 
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nueva posición de las proyecciones del objeto. 


* Perpendicular a cada plano de proyección, se 
podrán trazar infinito número de planos de 
proyección auxiliares o complementarios, pero cada 
vez de acuerdo al requerimiento del problema. 


* Al introducir un nuevo plano auxiliar o 
complementario se observará las mismas 
condiciones respecto a la posición del observador 
establecido en el sistema de planos H;E'P. 


* Las notaciones para los planos auxiliares y vistas 
auxiliares sucesivas o complementarios son los 
“símbolo - números': 1; 2; 3; 4, etc.. correspondiendo 
el numeral sólo como identificación a dichos planos. 


PLANOS AUXILIARES AL PLANO 
HORIZONTAL 


Son aquellos planos de proyección que guardan una 
relación de perpendicularidad con el plano 
horizontal, el objeto proyectado en dicho plano 
muestra la elevación o la altura verdadera del objeto. 
La figura posterior izquierda muestra un sistema de 
planos conformado por el plano F; H y un plano 
auxiliar al plano horizontal, en los que se proyecta 
el 'punto-objeto' A. La figura posterior del centro 
muestra dichos planos abatidos, en tanto que la 
figura posterior derecha es el depurado de las 
proyecciones del punto A en dichos planos. 


(e) 


PLANO AUXILIAR AL PLANO HORIZONTAL 


PROCEDIMIENTO: 

Dado las proyecciones F y H de un objeto, para 
determinar su proyección en el plano auxiliar al 
horizontal, se sigue el siguiente procedimiento: 

* Ubicamos la posición del plano auxiliar mediante 
la línea de pliegue H -1. 

* Trazamos las líneas de referencia perpendiculares 
ala línea de pliegue H—1 a partir de los puntos de la 
proyección horizontal. 

* Tomamos las dimensiones de cota del plano F 
(figura posterior), las que disponemos en el plano 
auxiliar a partir de H -1. Los puntos así ubicados en 
el plano auxiliar los unimos con línea llena o con 
pespunte según sea el resultado del análisis de la 
visibilidad, 

* En general, se sigue el procedimiento de, dado dos 
vistas hallar la tercera proyección. 


PLANOS AUXILIARES AL PLANO 
FRONTAL 


Son aquellos planos de proyección que guardan una 
relación de perpendicularidad con el plano frontal, 
no así con los planos H y P, con los que toma una 
posición inclinada. 

* La figura posterior izquierda nos muestra un 
sistema de planos conformado por los planos H; F y 
un plano auxiliar a este último, en lo que se proyecta 
el punto objeto A. La figura posterior central muestra 
dichos planos abatidos, en tanto que la figura 
posterior derecha es el depurado de las proyecciones 
del punto A en dichos planos. 


tc) 


PLANO AUXILIAR AL PLANO FRONTAL 


PROCEDIMIENTO: 

Dado las proyecciones H y F de un objeto, para 
determinar su proyección en el plano auxiliar, se 
sigue el mismo procedimiento de: Dado dos vistas 
determinar la tercera proyección. 


* En la figura se dan las vistas H y F de un objeto, 
para hallar sus proyecciones en el plano auxiliar, 
tomamos las dimensiones de “alejamiento? o 
profundidad del plano H (anexo del plano auxiliar 
1); estas dimensiones las trasladamos al plano 
auxiliar sobre las respectivas líneas de referencia y a 
partir de F-1. 

* Las proyecciones auxiliares al plano F, muestran 
las dimensiones de *profundidad' o 'alejamiento' del 
objeto, H-1Imedido desde F-1 hacia los puntos 
proyectados en el plano auxiliar. 


VISTA AUXILIAR AL PLANO F 


PLANOS AUXILIARES AL PLANO DE 
PERFIL 


Todo plano auxiliar al plano de Perfiles perpendicular 
al plano de perfil, no así a los planos H y F, con los 
que toma una posición inclinada. 

* La figura posterior, nos muestra un sistema de 
planos de proyección H, F y un plano auxiliar a este 
último, en los que se proyecta el “punto-objeto? A, y 
la figura posterior derecha muestra el depurado de 
las proyecciones del punto A en dichos planos. 


PLANO AUXILIAR AL PLANO DE PERFIL 


PROCEDIMIENTO: 

Dado las proyecciones F y P de un objeto, para 
determinar la proyección auxiliar al plano P, se sigue 
el mismo procedimiento de: Dados dos vistas, 
determinar la tercera proyección (figura posterior). 
* Tomamos las dimensiones de apartamiento que 
llevamos al plano auxiliar por sobre las respectivas 
líneas de referencia a partir de P - 1. 

* Las proyecciones auxiliares al plano P, muestran 
las dimensiones de apartamiento de las proyecciones 
del objeto, tomados desde P -1. 4 


VISTA AUXILIAR AL PLANO P 
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VISTAS AUXILIARES SUCESIVAS Y 
PLANOS COMPLEMENTARIOS 

* Si-un sistema de planos de proyección (incluido 
un plano auxiliar), no resuelve el problema de 
proyectar un objeto en posición requerida, se podrá 
hacer uso de uno o más planos complementarios 
tomados siempre en: relación (en relación 
perpendicular) a un plano de proyección, adyacente. 
* Los planos complementarios se utilizan cuando 
la necesidad requiere de una nueva vista sucesiva, 
que disponga la proyección (de una recta, un plano, 
un cuerpo geométrico, etc.) en posición más 
explícita. 

PROCEDIMIENTO: 

Para hallarlas proyecciones de un objeto en un plano 
complementario, se sigue el mismo procedimiento 
de: dados dos vistas, determinar la tercera 
proyección. El siguiente ejercicio nos ilustrará 
ampliamente el procedimiento de disponer planos 
complementarios y sobre ella proyectar vistas 


PROBUEMASIRESTENTOS: 


PROBLEMA 1 : 


Dado un triángulo ABC, construir un triángulo, tal que 


1 
el área de su región limitada seag de la región 


triángular ABC. 
RESOLUCIÓN : 


Del triángulo ABC trazado, se pide construir un 
triángulo de tal forma que el área de dicha región 


1 : 
triangular sea (3) del área de la región triangular ABC, 


Primero se traza pp , luego se ubican los puntos 1; 
2; 3; 4; 5 y 6, tal que: 


Lpi=£ 12 23€ 341 45=2 56 
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Se une C y 6 mediante un segmento, luego de los 
puntos 3; 4; 3; 2; 1 se trazan las paralelas de [6 
ubicándose los puntos B,, B,, B,, B,, B, en BC, 
donde se cumplirá ; 
BB,=B,B+=B2B3=B,B,¿=B;,C. 


Finalmente, se traza AB5 y podemos notar que 
CB, = ¿(BC) =>An CAB¿=3/M.ABC 
:. El triángulo pedido es AB,C 


PROBLEMA 2: 

En un triángulo ABC se traza la altura AD y la bisectriz 
BF que se  intersecan en H, si 
m<CAD=m<CBE;BD=DC utilizando regla y 
compás demuestre que BE=EH (E en la 
prolongación de AD). Ñ 


RESOLUCIÓN : 


Probar que BE=EH 

Deldato: BD=DC => AB=AC 
ym<CAE =m x< CBE=a0 

=> ABEC son los vértices de un cuadrilátero 

inscriptible, por lo cual se ha trazado la 

circunferencia C (en forma interrumpida) con el 

compás podemos verificar BE=EH. 

PROBLEMA 3: 


Se tiene un triángulo equilátero ABC se traza una 
circunferencia cuyo diámetro está incluido en AB y 
es tangente a AC y BC Utilizando regla y compás, 


trazar una recta L que sea paralela a 4p y tangente 
a dicha circunferencia. Además la recta interseca a 
los lados AC y BC en D y E respectivamente, 
calcule también la relación entre los perímetros de 
las regiones triangulares ABC y CDE. 
RESOLUCIÓN : 
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Primero trazamos el triángulo equilátero, se ubica el 
punto medio O del lado AB. Luego se traza la 
perpendicular OM a BC, ahora se traza la 
circunferencia C de centro O y radio OM. Se traza 


= ». 


CO. que intersecaa % en $, de donde se traza “7 


que es tangente, es decir, se asegura Z// AB 
(obviamente todos las construcciones realizadas es 
con regla y compás). 

Podemos notar que 4DCE, también es equilátero. 
además en el compás se verifica CS=SO. 


Passo _ CO _ ¿(C5S) 
ara PORO 


PROBLEMA 4 : 
Determinar las vistas auxiliares 1 y 2 del tetraedro 
cuyas proyecciones se muestran en H y F. 


: H|2 


PAABC _ 9 
PACDE 


Z 


RESOLUCIÓN : 


* Medimos los alejamientos c; d; e y f de las 
proyecciones de las aristas A; C; V y B en H y las 


llevamos a través de las líneas de referencia al plano /. 
* Realizamos el mismo proceso con las cotas a; b, 
etc., para ubicar las proyecciones de V; A, etc. en el 
plano 2. 

VISIBILIDAD: 

* En 2, es visible la cara VBC e invisible la arista VA. 
* En 7, son visibles todas las aristas que parten de B 
por estar más cerca del observador e invisible AV. 


PROBLEMA 5: 


Determinar las vistas auxiliares 1; 2 y 3 del sólido 
cuyas proyecciones se muestran en H y F. 


$ $ A 
EN 
F 

E qe 
RESOLUCIÓN : 


> 
* De las proyecciones en H y F, deducimos que se 
trata de un prisma de caras regulares, 
* Asignamos letras a cada vértice. 
* En el plano 1,la cara ABEH se proyecta paralela a 
FE-1, ubicando las aristas por sus cotas. 
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* De igual modo para hallar la proyección en 2, 
tomamos distancias m; n (para E y G respectivamente) 
que transferimos al plano anexo 2. 

VISIBILIDAD: 

* En 1, es visible la arista EF por estar más cercana del 
observador. 

* En 2, es visible el vértice C y luego las aristas que parten de 
él. 

* En 3 es visible el vértice B y las aristas que parten de él. 


PROBLEMA 6 : 
Dadas las proyeccioens H y F de un sólido, 
determinar su proyección de perfil y su perspectiva. 


[aba 


nm Y 
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PROBLEMA 7: 
Dados las vistas H y F, hallar la vista de perfil y la 
proyección isométrica del sólido dado. 


ñ 
H 
F 


RESOLUCIÓN : 

Tomamos las medidas desde H-F en el plano 
horizontal y las llevamos a tráves de la líneas de 
referencia a plano P analizando las aristas visibles e 
invisibles. 

Con las vistas logradas en los planos H; F y P, 
construimos la proyección isométrica, que consiste 
dibujar el sólido con una inclinación de 30* respecto 
al plano de su base como se muestra. 


100 
[pens 


F|P 


PROBLEMA 8 : 


Dadas las 
proyecciones H y F 

de un sólido, 
determinar su H 
proyección de perfil F 
y su perspectiva 
isométrica. 


RESOLUCIÓN : 
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H 
F 
RESOLUCIÓN : 
Seguimos los mismos pasos del problema anterior; 
desde F - P, tomamos las medidas de alejamiento 
5 en el plano P (como por ejemplo las proyecciones 


de los puntos 1 y 2), complementando la proyección 


PROBLEMA 9 : horizontal del sólido. 


Dadas las proyecciones de un sólido, dibujar su 
perspectiva isométrica. 


RESOLUCIÓN : 
Dadas las proyecciones del sólido en los planos H, 2 1-2 
Fy P, para dibujar su perspectiva isométrica se sigue Ha|F 


A e a 
A O Dibujar el isométrico del sólido, dadas las vistas H; 


las proyecciones dadas. FyP. 
El 
de el > ml 
H > S 
ES E sl 
Ez) 


PROBLEMA 10 : RESOLUCIÓN : 
Dadas las vistas F y P hallar la vista horizontal y el *Se sigue el mismo método que para los problemas 
dibujo isométrico reducido a la mitad. anteriores, 
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PROBLEMA 13 : 

Dadas las proyecciones H y F del sólido mostrado, 
H 
E TS] ] 


Determinar la proyección 1 y 2 del sólido. 
PROBLEMA 12 : 


Dadas las proyecciones H y F del sólido mostrado. 
Determinar la proyección 1 y 2 del sólido. 


n2 


RESOLUCION : 
p Igual que los problemas anteriores (ver problema 
E inicial de éste tipo) . 


RESOLUCIÓN : 
* Igual que Jos problemas anteriores inicial de este 
tipo. 


PROBLEMA l14 : 

Dibujar el polígono abierto ABCDE, sabiendo que: 
B, está 3km. al norte y 500m arriba de A; 

C, está 5km.al Este,1km. al sur y 500m. arriba de B 
D, está 2km hacia adelante, 3km a la derecha y 2km 
hacia abajo de C; 

E, está 5km. al Oeste, 2km al sur y I500m debajo de D. 
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Escala 1/100000 
ast 


A,+ 
RESOLUCION : ' 
La escala nos dice que una unidad cualquiera tomada 
en el papel representa la 100000 ava parte de la 
dimensión verdadera en el terreno. En nuestro problema 
tomamos como unidad lem = 100000 em =1km 
Luego ubicamos los puntos de acuerdo a su posición 
relativa entre ellos. 


PROBLEMA 15 : 
Hallar las vistas H, F, P y 1 del sólido cuya proyección 
isométrica se muestra , 


X 
E 
H 
| DEI MER 


y 1 


L S. 
F 
RESOLUCIÓN : 
Asignamos a cada vértice del sólido, según su 
ubicación,una letra o un número en sus 
proyecciones H y F, respectivamente ; construímos 
las proyecciones del sólido en el plano / . 
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tomando dimensiones de cota del plano F. Tener 
sumo cuidado al analizar la visibilidad . El croquis 
adjunto es la proyección isométrica del sólido. 


PROBLEMA 16 : 


Dadas las proyecciones H y F del sólido mostrado . 
Determinar la proyección 1 y 2 del sólido. 


B/1 


| 
ny 


RESOLUCIÓN : 
Igual que los problema anteriores (ver problema 
inicial de éste tipo) . 
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PROBLEMA 17: 
Dadas las proyecciones H y F del sólido mostrado. 
Determinar la proyección 1 y 2 del sólido. 


H 
F 


RESOLUCIÓN : 
igual que los problemas anteriores (ver problema 
inicial de este tipo) 


PROBLEMA 18 : 


Determinar la proyección frontal y la proyección 


auxiliar del sólido y visibilidad. 


RESOLUCIÓN : 

Con ayuda de las líneas de referencia de las 
proyecciones del sólido en los planos H y P. 
proyectamos el objeto en el plano F, y luego en el 
plano 1. Si creemos por conveniente esbozamos el 
sólido a mano alzada y numeramos algunas de sus 
aristas, lo que nos permitirá visualizar mejor el 
análisis de la visibilidad tanto en el plano F como en 
el plano 7. En el plano H, el vértice 3 es el más 
alejado respecto a 1-H, luego en el plano 1, se 
proyectaran invisibles las aristas que parten de dicho 
vértice, la arista 57, respecto al plano 1, es la más 
cercana al observador, luego será toda visible, no 
así 21 y 26 que se mostrarán invisibles . 


OBJETIVOS : 


* Algunos fenómenos físicos y geométricos pueden 
ser explicados utilizando vectores . 


* Saber aplicar Reglas y propiedades para realizar 
operaciones con vectores . 


* Comprender la suma y descomposición vectorial, 


INTRODUCCIÓN : 


La ocurrencia de muchos fenómenos físicos no 
solamente se caracteriza por magnitudes físicas que 
solo se definen con un número y una unidad de 
medida , se requiere también de otras magnitudes 
físicas que tengan un elemento adicional llamado 
dirección . Es precisamente el análisis vectorial el 
que determina las reglas y propiedades que deben 
cumplir tales magnitudes físicas denominadas 
vectoriales . De acuerdo a lo anterior , en el análisis 
de un fenómeno físico , se utilizará magnitudes 
escalares como : el volumen , densidad , tiempo , 
recorrido , longitud , etc ; y también magnitudes 
vectoriales como: la velocidad , aceleración , fuerza, 
desplazamiento , etc. La diferencia entre éstas 
magnitudes es solo la dirección . Aproximadamente 
hasta el año de 1900, muchos científicos se 
resistieron a usar vectores en favor de la teoría más 
complicada de los cuaterniones . El libro que 
popularizó los métodos vectoriales fue Vector 
Analysis , de E. B. Wilson (reimpreso por Dover en 
1960), basado en los cursos impartidos por J.W. 
Gibbs en Yale en 1899 y 1900. Wilson se resistía a 
tomar el curso de Gibbs, pues había llevado en 
Harvard un curso dé un año con J.M. Pierce, 

campeón en método con cuaterniones , pero un jefe 
de departamento lo obligó a añadir el curso a su 
programa . (Para más detalles ver a History of Vector 
Analysis, de M. J. Crowe , University of Notre Dame 
Press, Notre Dame, Ind. 1967. En este capitulo , 
consideramos las operaciones básicas de los 
vectores en el espacio bidimensional y 
tridimensional: la suma vectorial , la multiplicación 
por un escalar y los productos punto y cruz . Una de 
las herramientas más poderosas de las matemáticas 
y sus aplicaciones ha sido el concepto de vector . 


SEA 
ps E 
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CANTIDADES VECTORIALES Y ESCALARES 


Las cantidades físicas que encontremos en este texto 
pueden ser tratadas como cantidades escalares o 
como cantidades vectoriales. Una cantidad escalar 
es la que está especificada completamente por un 
número con unidades apropiadas . Es decir ; 
UNA CANTIDAD ESCALAR SOLO TIENE 
MAGNITUD Y NO DIRECCIÓN 
Por otra parte una cantidad vectorial es una cantidad física 
completamente especificada por un número con 
UNA CANTIDAD VECTORIAL TIENE 
MAGNITUD COMO DIRECCIÓN 

POR EJEMPLO: 

CANTIDADES ESCALARES CANTIDADES VECTORIALES 
volumen desplazamiento 
tiempo velocidad 
masa energía, etc. aceleración , fuerza, etc. 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


- Al hacer abstracción de la magnitud física en 


cuestión, consideramos un vector como un 
segmento orientado. Todos los segmentos de recta 
que tengan la misma medida , la misma dirección y 
el mismo sentido son equivalentes y cualquiera de 
ellos se puede tomar como su representante. 


Un vector considerado como un segmento dirigido 
tiene determinada su magnitud , por la longitud del 
segmento; la dirección , por el ángulo que forma con 
el semieje positivo de las x, y el sentido por la punta 
de la flecha del segmento orientado. 


INTERPRETACIÓN ALGEBRAICA 


Al definir un vector en forma algebraica , no se tiene 
en cuenta ni la magnitud física que representa , ni 
su representación geométrica, Sólo se tiene en 
cuenta su estructura operativa. 


Un vectorves un conjunto de números reales de la 
forma: 
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Los NÚMEeros (X,s X¿ Xyfersacrn as X,Jse llaman 
componentes del vector. 

* Así : x, es la primera componente, x, la segunda 
componente, y x, la n.ésima componente. 


VECTOR 


En matemática se utiliza al numeral para representar 
al número que solo es una abstracción del hombre 
(ente matemático) para poder indicar cantidad de 
objetos . De igual forma , para poder representar a 
las magnitudes físicas vectoriales se utiliza un ente 
matemático denominado vector . 

¿Qué es un vector? 

Es un ente matemático que se utiliza para representar 
a las magnitudes físicas vectoriales . 

Un vector puede ser representado geométricamente 
por un segmento de recta orientado y analíticamente 
por letras minúsculas o mayúsculas con rayos . 


e 


Magnitud - 
o norma 


e 


¿Línea de acción del vector 


A, es la representación analítica del vector, que se 
lee “vector A” . Otra formade representar a un vector 
es indicando su punto de origen y final, es de decir: 
PQ: se lee vector PO . 

[PQ|: se lee módulo del vector PQ. 


6: su medida nos indica la dirección del vector; se 
mide en sentido antihorario respecto de la horizontal 
(esto es en dos dimensiones) . 


A=PQ 
Vector: A=PQ= [Pe 18 
. módulo dirección 


¿Cuáles son los elementos de un vector? 
En general un vector tiene 2 elementos : 


MÓDULO y DIRECCIÓN : 


El módulo o magnitud es el que indica el tamaño o 
valor del segmento de recta , mientras que la 
dirección nos señala la orientación del vector 
respecto del sistema de ejes cartesianos definiendose 
con la medida de 2 ángulos, en el plano y de 3 


[Al : se lee, “módulo del vector A” y siempre es 
positivo . 

(Magnitud delA|)=A=[Al 

Por definición , la magnitud de un vector es un escalar 
(un número) y siempre es positivo . 

Observamos que un vector nunca puede ser igual a 
un escalar porque son cantidades de distinto tipo . 
La expresión "A=6m" es tan errónea como “2 
naranjas=3 manzanas” 0'6 Ib=7km”. 
DIRECCIÓN : 


Las direcciones , en un plano , se determinan por 
un ángulo , que es el ángulo entre una dirección de 
referencia y la dirección que se desea indicar , 
medido en dirección contrario al movimiento de las 
agujas del reloj. Y 


A 
B 
z Xx 
+: define la dirección respecto de +X 
+ A: define la dirección respecto de + Y 
EN EL ESPACIO : z - 


NOTA : 


Cuando se hace la. notación de un vector se debe 
expresar su módulo y dirección . 


EJEMPLO : 67 


Módulo : [A|=6u 
Dirección : 6120" 


GEOMETRIA VECTORIAL WE(105215 == NCIOLOPEDIA 2012) 


Vector: A=[Al|0==/120* 

* Una propiedad importante de los vectores es la de 
poder trasladarse paralelamente a su dirección 
original. Por ejemplo el vector A puede ser trasladado 


de la recta L,a la recta L, por ser direcciones 
paralelas. . 


/ 
pe 78 ys É 
pi Í d 
- É / A ds 
A YA Equivalente É A 
É sa 
y £ 2 A 
¿E A po e Lido Ae. 


CLASES DE VECTORES 


I) Vectores Colineales : Vectores que tienes las 
mismas líneas están contenidos en una misma recta 
* Y 


Los vectores A y B son paralelos . 


Si dos vectores son paralelos colineales una de ellos 
es múltiplo del otro definiendose de las siguente 


forma .A =RB 

*E > 0: entonces A y B tienen igual dirección . 
JS 1 kB 

*Rk < 0: entonces A y kB tienes dirección opuesta 

(Vectores opúestos) 


CERAS 
COIE RA 111] 
CHIITMITI11] 


Podemos encontrar que al multiplicar un vector A 
por un número real m el módulo del vector que se 


obtiene como resultado es |m|A (El módulo del 


vector mA es |m)] veces el módulo del vector A). 
Esto se puede apreciar claramente en el ejemplo 
anterior . 

II) VECTORES CONCURRENTES : Son aquellos 
vectores cuyas líneas de acción concurren en un 
mismo punto o tienen el mismo punto de origen . 


a 


TI) VECTORES COPLANARES : Vello contenidos 
en un mismo plano . 


IV) VECTORES IGUALES ; Son vectores que tienen 
el mismo módulo dirección y sentido . 


lal=/5l 

¿Que es un vector resultante? 

Es.el que reemplaza a dos o más vectores 
consecutivos . Tambien se le conoce como vector 
suma . Geométricamente une el origen del primer 
vector con el extremo del último vector 


AAB son consecutivos "PR" es el vector suma 


Para determinar la resultante de dos vectores se utiliza 
el método del triángulo que, en forma general, 
cuando se quiere sumar más de dos vectores , se 
aplica método del polígono, el cual detallaremos a 
continuación . Del siguiente conjunto de vectores, 
obtengamos su resultante . 


23 ES 
Q—_—_—— AÁ 
D Cc 


Primeramente, debemos trasladar los vectores y 
colocarlos uno a continuación de otro , de tal forma 
que el extremo de un vector coincida con el origen 
del siguiente. El orden en el cual se grafiquen no 


Tomando a las vectores de dos en dos , vamos 
sumándolos de acuerdo con lo que se ha realizado 
en el método del triángulo y finalmente concluimos 
que la suma de todos los vectores, es decir, el vector 
resultante, se obtiene uniendo el origen del primer 
vector con el extremo del último vector y dirigido 
del primero hacia el último . 

A 


¿Que propiedades cumplen los vectores? 


Al igual que los números , los vectores cumplen con 
la propiedad commutativa y asociativa . 


1) PROPIEDAD COMMUTATIVA . 


TI) PROPIEDAD ASOCIATIVA . 
b 


E. VECTORES) 
arb+c=a+(5+c)=(a+b)+c 
OPERACIONES CON VECTORES 


Los vectores pueden sumarse o restarse teniendo 
en cuenta ciertas reglas de acuerdo al tipo de 
vectores con los que se opera . Cuando los vectores 
son colineales o paralelos la operación es como si 
fueran simples números reales , teniendo en cuenta 
la orientación del vector al cual se le asigna un signo 
. Si los vectores son oblícuos la operación de suma 
o resta se puede determinar con reglas como las del 
paralelogramo , ley de cosenos y ley de senos . 


ID) CON VECTORES COLINEALES O PARALELOS 


-B=1, >|R|=A+B=9 


=3 .>|Ri=P-Q=5 


1) _A=6, 


2) P=8, 


A=4 » 


3) —B=6 30 Rl=A+B-C 
CxY 


Debemos tener presente que para poder sumar 
vectores estos deben tener igual unidad de medida. 
Por ejemplo , podemos sumar dos vectores que 
representen velocidad , pero no así un vector que 
represente velocidad con otro que represente 
desplazamiento. Recordemos que esto mismo 
obedecen las magnitudes escalares. Cuando 
decimos que para sumar vectores deben tener la 
misma unidad de medida , no significa que deben 
representar a una misma magnitud necesariamente; 
podemos sumar vectores que representen a distintas 
magnitudes pero que tengan igual unidad de 
medida. Por ejemplo , el desplazamiento y la 
posición se miden en la misma unidad (metros); 
entonces , podemos sumar un vector que represente 
desplazamiento con otro que represente posición. 
Pero para la multiplicación de vectores no se 
requiere que tengan la misma unidad de medida . 


ADICIÓN DE VECTORES 


La adición de vectores es el proceso en el cual dado 
dos o más vectores se obtiene el vector suma o 
llamado también vector resultante . El vector 
resultante reemplaza a los vectores que se suman 
(componentes) y se puede obtener a partir de un 
análisis gráfico y/o matemático. Veamos a 
continuación una forma de como podemos llegar a 
determinar el vector resultante . 


MÉTODO DEL PARALELOGRAMO 
Geométricamente definimos el vector suma como 
sigue. En el plano que contiene a los vectores A y 
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B formemos el paralelogramo que tiene como un 
ladoa A y como lado adyacente a B. 

Entonces A +B es el segmento de recta dirigido a 
lo largo de la diagonal del paralelogramo llamada 


resultante (R=A+B). 


A A 
$ > 
B 
E] 
R=A+B : vector resultante; por lo tanto, tiene 
magnitud (módulo) y dirección, 


Con los vectores oblícuos se forma el paralelogramo, 
los cuales son reemplazados por el vector suma o 
resultante , que tiene el mismo origen de los vectores 
y se ubica en la diagonal del paralelogramo. Con la 


regla del paralelogramo, se obtiene : 
R=[A4+B|=/A?+B*+24 B cos0 
CASOS PARTICULARES : 


ID) Si € = 0? serían paralelos, de igual dirección. La 
resultante sería así . 
B 


pd R=A+B 


A 
De la ecuación : 


R= [ar+a+2aB cos” = R=/A7+B*+24B 
J 
> R=/(A+ B)?=A+B 


OBSERVACIÓN : 

La magnitud (módulo) de la resultante cumple la 
siguiente desigualdad: Rm < R < Rpáy 

* Dados los vectores A Y B determinemos 
gráficamente entre qué valores se encuentra el 
módulo del vector suma o vector resultante (PR). 
Para ello , consideremos que A se orienta hacia la 
derecha, mientras que B nose cónoce su dirección, 
pero sí su módulo . 

Graficando al vector Ben diversas posiciones , su 


describirá una circunferencia cuyo centro 
se ubica en a extremo de A , tal como se muestra . 


os 
POR A 
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R=A+B 
Determinando la resultante gráficamente para las 


cinco posiciones que adopta el vector B, podemos 
concluirque A-B<R<A+B 

donde Rmn =A - B BPnáx=A+B 

II) Sig=90, Ay B serían mutuamente 


perpendiculares . Entonces , el módulo de la 
resultante se obtendrá como : 


R= [a?+B?+248 o 
R=/A?*+B? 


(Teorema de Pitágoras) 


En este caso,la dirección de la resultante está 
definida por la medida del ángulo « y será : 


HI) Si O =180", A y B serían opuestos . El módulo 
de la resultante se obtiene como 


as R=4+B 


| 
| 


[Al >|Bl ; 


Se 2 2 
R= /a +B +24B gordo, 


R=/A7+ B?+24B=/(A- BJ? 

R=A-B 
El módulo de la resultante sería la diferencia de los 
módulos de los vectores . Tener en cuenta que la 
dirección de la resultante coincide con la del vector 
de mayor módulo . _ 
IV) Si dos vectores tienen igual magnitud (módulo), 
se cumple : 

Vectores 
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Vectores Vector resultante Magnitud (Módulo) 


120* 


En la figura, se ilustra otra manera de considerar la 
suma vectorial en términos de triángulos en lugar 
de paralelogramos ; luego , se generaliza a 
polígonos, para más de dos vectores . 


EJEMPLO 1: 


Sobre un punto de una pared se aplican 2 fuerzas de 
2N y 3N de módulo. Determinar la fuerza Resultante 
(Efectiva) que se aplica sobre dicho punto . 

py r 


RESOLUCIÓN : 


1?) Desplazamos adecuadamente los vectores y 
graficamos el paralelogramo : 


22) R=F¡+F2,R €s el vector resultante cuyo 
módulo es: 


R=/F]+F3+2F,F, cos37” 


>R=/2?+5*+2(2)(5) 4/5 => R=3/5N 


EJEMPLO 2: 


Se desea levantar una masa aplicando dos fuerzas 
de 5 y 7N. Como indica la figura . Determinar el 
módulo de la fuerza resultante que se le está 
aplicando al cuerpo . 


RESOLUCI ÓN : 
1?) Determinamos el paralelogramo : 


2%) Calculamos el módulo de R : 
R=J5*+7?+2(5)(7)c0853 


3 R=2/29N 
EJEMPLO 3 : 


Al extraer un clavo de una pared se aplican dos 
fuerzas de 30 y 50N. Respectivamente y que forman 
un ángulo de 127”. Calcular el módulo de la fuerza 
resultante . - F, 


RESOLUCION: 
19) Graficamos el paralelogramo : 


2”) El módulo de la Resultante la calculamos por : 
[F+F2|= //F?+F2+ 2F,Facos127 

Donde : cos127"=- cos53” 

[F,+Fe|=,30*+50*+ 2(30(50)( -3/5,) 


> [Fi+Fo|=40 N 


* Pero en General : 


Para sumar más de dos vectores , se ubica uno a 
continuación de otro formado un polígono. El vector 
suma (resultante) es el que va desde el origen del 
primer vector hasta el extremo del último (aquel que 
completa el polígono). Es decir , para resolver este 
tipo de problemas usamos el método del polígono. 


El módulo siempre es positivo. Si el módulo fuera 
cero, el origen coincidiría con el extremo ; es decir, 
el vector se reduciría a un punto y , por tanto, no 
podría hablarse propiamente de un vector. Sin 
embargo, aunque en este caso no se pueda hablar 
de dirección ni de sentido , para facilitar muchas 
operaciones que veremos más adelante hablaremos 
de vector nulo o vector cero, y lo representaremos 


por 6. ; 
MÉTODO DEL POLÍGONO 


B 


EN B 
4 Le 


A 
No. 


R=A+B+C 


Si con los vectores dados se forma una poligonal 
cerrada, es decir, el origen del primer vector coincide 
con el extremo del último; entonces, el vector 
resultante (PR) es un vector nulo (O) . 

inicio A 


as: 


> 
K 


DESCOMPESILIAE VECTORIAL 


Un vector se puede descomponer en un conjunto 
de vectores cuya resultante sea dicho vector. Esto 
implica que existen muchas componentes que nos 
den una misma resultante . 


DESCOMPOSICIÓN RKRECTANGULAR 


Es la operación que consiste en descomponer , a 
un vector dado en dos componentes rectangulares 
u ortogonales . 

* A,=Acos0 
* A,=ASenó 


+ [Al=,//42+4? 


COMPOSICIÓN RECTANGULAR : 


Al determinar la resultante de varios vectores por el 
método de descomposición vectorial se siguen los 
siguientes pasos : 

D) Se descomponen rectangularmente a cada vector, 
respecto a un par de ejes rectangulares elegidos 
arbitrariamente . 

1) Se suman los componentes según el eje donde 
se ubican, donde obtendremos dos resultantes, 
R,yR, 

* R, : Suma de los componentes en el eje X. 

* R, : Suma de los componentes en el eje Y . 


111) El módulo de la resultante se determina aplicando 


el teorema de Pitágoras . R= R?2+ R; 
EJEMPLO 1 : 


*R,=3-6=-3 =8-4=4 


*R=/RÍ+R? >R= (37 +(4)? >R=5 


IV) Para determinar la dirección del vector resultante 
respecto al eje “X” se apuesta la función tangente : 


*R, 


* En el ejemplo dado : 
E 180= >0=127P 
Luego : 
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EJEMPLO 1: 


Determinar el módulo de la resultante de los vectores 
mostrados . 


* En este caso al vector de módulo 20 se lo 
descompone rectangularmente , obteniéndose lo 


siguiente : AY 
12=20Sen37 | ---===-- 7,20 


Se determina la resultante, en forma independiente, 
en los ejes “X” e “Y”. 
A EE És , 

Rís=+16-6 > Rx=+10 
Eje “Y”: Ry=+12-2 > Ry=+10 
* Se determina la resultante de los vectores 
Rs y Ry. 


R=,[R?+R? 
=> R=,[10? +10? 


R=10/2 


EJEMPLO 2 : 


Hallar el vector resultante de los vectores que se 
muestran : 


R 


40 


RESOLUCIÓN : 


* Se colocan todos los vectores con el mismo origen 


en el centro de un sistema de ejes X e Y . 
Y 


20 
30 


40 


5042 


* Se determinan las componentes de los vectores : 


Y 
20 y 
50 de 40 5 
40 X 
50 30 


* Se suman vectorialmente la componentes . 


* Por tanto el vector resultante R es. 


EJEMPLO 3: 


Encontrar el módulo y dirección de la resultante del 
conjunto de vectores mostrados en la figura , si : 


[Al=5; [B|=14 ; lC]=2/2 ; [Dl=7/3 


RESOLUCCIÓN : 
* Tenemos : 


A, =Acos37"= 5x4/5=4 
1 =Asen37"= 5x3/5=3 

B, =Bcos30"=14x/3/2=7/8 
ES =Bsen30"=14x1/2=7 
— [C,=Ceos45"=2/2x1//2=2 
Cc 

de =Csen45"=2/2x 1//2=2 

* Luego de las fórmulas : 
R¿=+A,+C,+D- B,=+4+2+74/3 -7/3=+6 
R,=+A,+B,-C,=4+3+7-2=48 


>| 


al 
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R=46*+8* > R=10 y igb== q 7958 
EJEMPLO 4: 


Determinar la resultante indicando su módulo y 
dirección para el conjunto de vectores mostrados . 


Si: lal=8/2 ; [Bl =10 y [cl =15 


RESOLUCIÓN: 

1%) Descomponemos los vectores en sus 
componentes rectangulares . (trabajaremos con los 
módulos) 


29) Calculamos resultados parciales en cada eje : 
R,=acos 45”+csen37 — beos53” 


/2 3 3 
=8/2: +15 -10x2 
R, =8/2 - 5 


R_=11u . Este resultado es positivo , indica hacia la 
derecha . 

elo ecos37” 

R,= 10 tale 16 ne 


R,=4u . do a hacia arriba 
3%) Obtenemos el resultado total : 
Y 


1058 


a NILO PAI 01 
R=[R? +Rj—>R=, + 
>R=y137u 


* Calculamos la dirección de la resultante dado por 
el ángulo g. 


R 4 4 
Por Te0=2 Tg0== = == 
g R, eL, e 0 arcta(773 
Importante : La dirección dada por el ángulo g se 
obtiene midiendo desde el semieje positivo X hacia 
el vector. 

EJEMPLO 5: 


Determinar el módulo y la dirección del vector 
resultante . 


RESOLUCIÓN : 
1”) Descomposición rectangular : 


15/2c0845 


2”) Resultados parcial en X e Y 
R,=5c0853"+10c0853" - 15/2c0945 
R_=- 6u . Negativo , hacia la izquierda : 
R, =15/2sen45"+ 5sen53” — 10sen53" 
R,=ITu. 

3) Calculamos resultantes total . 


R¿=/RÍ+Ri > R=/11 +6? 


R=4157 u 
4) La dirección esta dada por 4: 
R 11 
Por: Tg9=22 = Tg0== 
ER DAT 


x 


EDICIONES RUBIÑNOS 10% 


11 
O=arcigl -) 
EJEMPLO 6: 


Cual debe ser el valor del ángulo YO para que la 
resultante sea nula . 


RESOLUCIÓN : : 
1") Si la resultante es nula , entonces 


R,=0y R 


0= E + 6seno- 0/22 


'y=0, luego en X': 


+ seno=> > 0=30" 


EJEMPLO 7: 


Determinar el ángulo q para que la resultante del 
conjunto de vectores se E en el eje Y . 


RESOLUCIÓN : 
1") Para que la resultante se ubique en > y , el 
resultado parcial en el eje X debe ser nulo: 
*Luego en eje X : 
0=10/3 cos 37" - 16 seno 
=>: Ae 
2 
* Por lo tanto : $=60" 
EJEMPLO 8 : 


Dados dos vectores cuyos módulos son 2/3 uy y 


5 u. Determinar el módulo de la resultante sabiendo 
que los vectores forman un ángulo de 67”. 


RESOLUCIÓN : 
19) 67” uno es notable entonces ubicamos ejes que 
permitan determinarlos : Y, * 


5 2/3 
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do VECTORES) 
2”) Ahora por descomposición rectangular . 
R,¿=2/3sen30" - 5sen37” 
> R,¿=(V3 - 3) u 
R,=2/3c0830" +5c0837" 
> R,=7u 
3”) Determinamos resultante total con R, y R, . 


R=.[R?+R? 
> R= (3-3)? +7? 
> R=/61-6/3u 


EJEMPLO 9 : R, 


Determinar el angulo (O , para que la resultante del 
conjunto de vectores mostrados sea nula . 


RESOLUCIÓN: 
1") Ubicamos nuevos ejes X” e Y” (recurrimos a 
ello para visualizar ángulos notables), aprovechamos 
vectores que formam entre sí 90". 

RE y 


2”) Ahora 2,/3 forma 30” con X” y el vector P forma 


(43"+ 0) con X”. 
3”) Por datos del problema la resultante debe ser cero 


entonces : 
R,=01R,y=0 


*EnX: 0=5-2/3c0530” — Pcos(43+0D) 
=> Poos (44 D)=2 mncccccicncccoós (01) 
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*En Y”; 0= 3/3 - 2/3sen30” - Psen(43"+0) 

1 => Psen(43+0)= =24/3 ME (B) 

4) (B)+(a) : 
Psen(43+0D) _ 2/3 


Pcos(43+D) 2 
* Porlo tanto: 43 +D=60" => 0=17" 


DIFERENCIA DE VECTORES 


> Tg(43+0)=J3 


Como en el álgebra vectorial sólo está definido la 
adición y multiplicación de vectores , para determinar 
la diferencia de dos vectores se puede partir de la 


adición. Seanlos vectores A y B,elvector diferencia 
A-—B denotado por D se obtiene como la suma 
del vector A y el opuesto del vector B . Así : 


El vector p se obtiene por el método del 
paralelogramo y su módulo como : 


D =/A?+B?+24Bcos(180 - 0) 
Por lo tanto, D =/A?+ B? - 2AB cosO 


Dirección ; pero una formá más de representar al 
vectores es la siguiente : . 
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* Es decir :; Yes: ES Es 
F1 = -2F2=(-2)F2 
KK ——— _———_—- 
F, F, 


* Una yez pasado el enojo , tanto don jacinto como 
el caballo empiezan a llevar la carreta en el mismo 
sentido y con las mismas fuerzas anteriores , como 
se muestra en la figura : 


DEFINICIÓN : 
Si a es un vector y c es un escalar (un número real) 
el producto e a se define como un vector que tiene: 
* La dirección de q 
* El mismo sentido de a ,sic > 0 
* El sentido opuesto de a ,sic < 0 
* La magnitud o módulo |Jea ||=]c]]| a || 
EJEMPLO: 

3T, 


* De aquí es importante deducir lo siguiente : 


Para que dos a A 5 sean paralelos se debe cumplir 
a=t b para algún t real. Si t=0 entonces ¿=0 , 5 
es cualquier vector , con lo que podemos convenir 
que el vector £ es paralelo a cualquier vector. 
EJEMPLO: 

Dados los vectores a,b y e de la figura, donde 
todos los cuadrados tienen igual medida. 

* Se tiene : 


Denotamos : b(-1)=(-) b 


PROPIEDADES DE LA 
MULTIPLICACIÓN DE UN 
VECTOR POR UN ESCALAR 


Sean a ab vectores, c y d escalares: Se véis 
siguientes propiedades: SAD 
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De(a+b)=ca+cb 
2) (c+d)a =ca+da j 
3) (cd)a = e(da)=d(ca) 
4) la=a 
5)0a=0 
PROPIEDADES DE LA ADICIÓN 
DE VECTORES 


Sean los vectores a ,b,e y 0 (vector nulo). 
Entonces se cumplen las siguientes propiedad : 


1) a+0=4...... f elemento neutro aditivo) 
2) ar+rb=D+ Ano... [comutatividad) 


4) a+(-a)=0....(elemento inverso aditivo) 


EL SISTEMA COORDENADO 
BIDIMENSIONAL 


El sistema coordenado bidimensional está formado 
por dos rectas perpendiculares , llamadas ejes , que 
se cortan en un punto llamado origen. Este sistema 
se conoce como plano XY. 


MEE ASEOS 
- ETT ILT Ndrigel 1] |] 
NAAA A 


El conjunto de todos los puntos o pares ordenados 
de este sistema se denota por r2 
Donde R*-=((x;y)/x € R,y € R) 


EJEMPLO : 
Ubicar en el plano X y Y los siguientes puntos : 
A) A(2:8)B)  B(-4;-2)  C)C(0;5)D)  D(2,5;-1) 


RESOLUCIÓN : 


MR 10c MA 


A O VELETORIS) 
DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTOS 


ER EEN 
ADA ES o E 
Sea a(BO)La distancia entre los puntos P y Q. 
* Aplicando el teorema de Pitágoras en el triángulo 
rectángulo PMO, Se tiene : 
d=(x,-x)P+(y,- yy)? 
* Por lo tanto : 


APQ)= lez? + (93-91? 


EJEMPLO : 

Determinar la distancia entre los puntos : 
a)P(7;1),Q(1;-3) bJA(2;0),B(1;4) 
RESOLUCIÓN : 


a) d(P:QU=/82 + 42 = 4/5 
Bb) d(a:B)= hi8? + (1-4? =5 
REPRESENTACIÓN DEL VECTOR 


Del análisis realizado en el espacio vectorial 
bidimensional , un vector se denota con una letra 
minúscula y sobre ella una: flecha , así a : se lee 
vector a . La representación geométrica del vector a 
es mediante una flecha o segmento dirigido , el 
siguiente gráfico nos ilustra dicha representación. 


* El segmento dirigido AB o flecha representa al 
vector a, donde A es el punto inicial o extremo 
inicial y B es el punto final , su notación 
correspondiente es : 

"AB: se lee vector AB o segmento dirigido que va 
de A hacia B. 


GEOMETRIA VECTORIAL 3 


* Luego: AB =a 


aa] 


Operación lineal con vectores 
NOTA : 


* Sea: a= (a,;a,): se lee vector a cuyas 
componentes son a, y a, 

* Sea : P(x sy ,): Se lee punto P de coordenadas x, y 
y, Es frecuente asociar la palabra vector en el campo 
de las matemáticas , física, mecánica y otras 
ciencias. Esto es cuando se refiere a las magnitudes 
vectoriales, así tenemos por ejemplo : la velocidad, 
la aceleración,la intensidad del campo 
electromagnético, etc. Además de sus valores 
numéricos estos tienen una dirección y un módulo, 
se representan mediante un vector o segmento 
dirigido. 

REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA 
DE UN VECTOR EN p? 


Geométricamente un vector a =(a7;a3) en Ry *5 


representado mediante un segmento dirigido o una 
flecha. 


* Cada vector a a =(a,;a9)tiene un número infinito 


de representaciones geométricas en R,, todos ellos 
son paralelos ente sí, tienen igual módulo y 
dirección. EN 


NOTACIÓN : 
PoPj: vector PpPy 


la :vectora 
E a =PoP,¡> a =P,-Po 
* Donde : 


P,: punto inicial o extremo inicial 
P,: : o final o extremo final 
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aa (a,;ay) se lee, vector a cuyas componentes 
son a, y a, tienen la dirección de los ejes X e Y. 


* Donde : 


a,: se denomina primera componente y es 
desplazado paralelamente al eje X. 


a,: se denomina segunda componente y es 
desplazado paralelamente al eje Y. 


RADIO VECTOR : 


Es aquel vector cuyo punto inicial es el origen de 
coordenadas. 


En la figura A. 


OP. : radio vector ............. (vector posición) 
MODULO O MAGNITUD DE UN VECTOR : 


Para cada vector a=(a¡;a9)er?, existe un 
escalar o número real denominado módulo , 


magnitud, norma o longitud de dicho vector a. 
denotado por | a |. 


Extremo inicial 


* En la figura : 
ISP MP: aplicando el teorema de Pitágoras 


(141? =a? +a3 53H Ja? +al 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR :; 


A cada vector no nulo a=(a 1549), le corresponde 
una dirección dada por la medida del ángulo que 
forma el vector con el eje X. 


Así : 


Dado el vector: a=(a7;a3) A ETE 


EDICIONES RUBINOS ¡AS 


* Del gráfico : 


a; =|a| c08%, 4 =| a | sen a 


* Luego: a=(|a] cosa;| a | sena) 


>|a=| a |(cosa;sena) 


* Analizando las componentes del vector a, se 
observa dos elementos muy importantes los cuales 
son el módulo | a | y a . Donde a es medido en 


sentido antihorario a partir del eje x el cual indica la 
dirección del vector. 


OBSERVACIÓN : 


Donde : a=P, = P,sd=(a,; a3) 


Si > a,=x; -YXo y a2=); 3 
A=(*,-%05Y1— Yo) 

NOTA : 

El conjunto : R?=/4=(a,;a,)/a, y as ER) 


tiene por gráfica : 


Vector : á=(a,; as) 


Longitud de dá: lal=,/a? La 


IGUALDAD DE VECTORES : 


Dos vectores a =(a,;a3) a b=(b,;b3)son iguales 
si se cumplen que a,=b, y a,=b.; es decir, si sus 
respectivas componentes son iguales : 
EJEMPLO: 


E 


Si: uy =(22,1) y v =(3+x,-3+2y) halla el valor de 
x,y de y sabiendo que y=y 
RESOLUCIÓN : 

* De la igualdad de vectores se tiene que : 


* Son iguales las primeras componentes. 
5+x=-2 >x=-7 


* Son iguales las segundas componentes. 
3 + 2y =1 > y=2 


OPERACIONES CON VECTORES 


Las operaciones entre vectores estudiadas se pueden 
efectuar expresándolas en términos de sus 
componentes, con lo que evitamos las 
construcciones geométricas. Ahora veremos cómo 
efectuar la adición y diferencia de vectores y la 
multiplicación de un vector por un escalar. 


DEFINICIÓN : 
si a= (a¡;a3), b=(b1;b2) son dos vectores ya 
es un número real, entonces : 


D ¿+5 =(4,+b, ; az+b,) 


U) a- B= (a, - b, ; az- b,) 

1H) aa = (aa, ;aa,) 

*Puedes verificar que todas las propiedades vistas 
sobre la adición de vectores y del producto por un 


escalar se satisfacen cuando expresamos un vector 
en términos de sus componentes, 


EJEMPLOS : 
Si a =(-3;6) y b=(1;-3), entonces : 


*a+5b=(3 +16 -3)=(-2; 3) 
*2a =2(3 ; 6) = (2(-3) ; 2(6)) = 
= (3-1 ; 6-(3)) = (4; 9) 
*3a+4b=-3(3 ; 6) + 4(1; 3) 
5-3 a +4) = (9; -18) + (4;-12)=(13;-30) 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
SUMA DE VECTORES 


(6 ;12) 


AS 
*ra-b 


Sean :a =(a,; a,) y b=(b,; b,), luego el vector 
suma es: 


E + (b,; ba) 


GEOMETRIA VECTORIAL |ES 
$ En. el E 
ñ a+b= =(a,;a9)+(b,;b9) 
reo denomina resultante 
REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR 
eN CON UN VECTOR 

Dado un número real r (escalar) y un vector a: 
(a,; a,).se tiene : r. a =r(a,; a,). 


Donde ra : se lee r veces el vector a y ra: tienen 
igual dirección que a . 


NOTA : 
Todo vector a =(a,;a3) tiene su inverso aditivo 


denotado par — a=(a;;az) «denominado también el 


opuesto del vector a y ambos tienen igual módulo y 
qipación: Y 


STA DE VECTORES 


ys a ed as)y o ba), se 


En la figura : a =(a,;a,) y B=(b;;b,), luego : 
a- b=(a- b,; as- by) 
VECTOR UNITARIO BIDIMENSIONAL 


Dado un vector y =(ps 2) se denomina vector 
unitario, aquel vector cuyo módulo es uno, se 
denota: y =1. 
* Así 

= (Ms 2): vector unitario. 


* Luego: | 4 ]= Vii + 13=1 


EJEMPLO: 
Uvecor % = |- Es 02) es unitario dado que: 
E AA AECA 
2 2 


VECTOR UNITARIO QUE TIENE LA 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR 
Dado el vector a =(a,;a9),a 20 y el vector 
unitario y que tiene la direceión del vector a como 
ayu tienen igual dirección, entonces dichos 

vectores son paralelos. 


* En la figura: y 


*Luego: — a 
Mm =— 
la| 
EJEMPLO : 
* di oo el vector a =(3;4). ss cu 030% 
* Si multpliGarmos dicho vector por > ==2 


obtendremos: 


Que es un vector unitario. 
VECTORES UNITARIOS 
_ ESPECIALES ¡;5 


Se nombra a ¡i=(1;0) y j=(0;1) como los 
vectores unitarios que siguen la dirección de los 
semiejes coordenados positivos. A estos vectores 
también se les llama vectores canónicos de R? 


DESCOMPOSICIÓN DE UN VECTOR 

EN TÉRMIVOS DE LOS VECTORES 
CANÓNICOS ¡5 

Los vectores ¿ , j seutilizan para tener otra forma 


de representar vectores. En efecto, si a a=(ay; a) 
se tiene: a=(a,;0)+(0,09) = aj(1;0)+ a9(0;1) 
* Luego, este resultado puede expresarse como: 


= (aj393)=a/1+a95 


EJEMPLO: 

* (3-2) =3i- 2 

* (-5-9) =-5i - Y 

* Las operaciones con vectores expresados en 

términos de los vectores í y j se realizan en forma 

idéntica a las operaciones con suma algebraicas. 

* Enefecto: 

(43-5) + (73) =4í - Ej + 7i + S=11i- Y=(113-2) 
FÓRMULAS PARA EXPRESAR UN 


VECTOR EN TÉRMIVOS DE SUS 
COMPONENTES 


*Sea a= (az;a9) un vector, cuyo ángulo director 
es q grados, como muestra la figura: 


* Puesto que: 


* Se obtienen las fórmulas siguientes: 
* Dado el vector: q= (a¡;a3)= aji+ asj 
* Entonces; a¡= la |eosó , as =|a| send 


* Es decir: a=|a| cos0i + ja| sen0j 


EJEMPLO : 
Si el viento sopla a 20 km/h en dirección N 60% O, se 
tiene: N 


* Observa que: 


0 = 907 + 60* = 150% 


* Luego, la velocidad expresada en términos de sus 
componentes es: 


v = 20 cos150% + 20 sen150 
> 10=-17,321+ 105 


PRODUCTO ESCALAR 


Considera un bloque que se encuentra sobre una 
rampa, tal como se encuentra en la figura. Si 
aplicamos una fuerza F sobre el bloque, éste se 
moverá hacia arriba. ¿Cuál es el trabajo que se 
desarrolla si el bloque se desplaza una distancia D 
por acción de la fuerza constante F? 

Para responder a esta pregunta debemos estudiar el 
concepto de producto escalar. 


E 8 


— 


¡TES a EE 

El ángulo entre dos vectores no nulos a y b,esel 
ángulo q, tal que 0”< 8 < 180" 

* El producto escalar de dos vectores es un número 
real. 


* El producto escalar es: 
Positivo si Y9< Es 
2 

. sE 
Negativo si 3 <O<x 

: Xx 

cero si Y== 

¿ 2 


* Si cualquiera de los dos vectores es el vector nulo, 
podemos convenir que el producto escalar es cero. 


* Si a a 5 tienen la misma dirección y sentido .. 


=0* 1 a. b=|a| [b| pues cos9 = cos 0” =1 
* Si los vectores son perpendiculares el producto 
escalar es cero y viceversa. , 
* a.a=ja 
EJEMPLO : an 


En la figura, todos los cuadrados pequeños tienen 
E Y ¿3 


interno. 


APLICACIÓN : 


Como ya vine epica a O 
el trabajo que realiza una fuerza constante 


“F cuando la partícula tiene un da 
Veamos: 


* Como el trabajo (W) se define como el producto 
de la magnitud de la fuerza que sigue la dirección 
del movimiento por la distancia, se tiene: 


W=|F| cos6[D|:= [F| [D| cos 6 
* Por tanto: W = F. o * 


PRODUCTO ESCALAR EN R” 


Ya hemos definido el producto escalar como 
a.b=|ja| [bjeos 9 , donde q es el ángulo 
formado por los vectores a y e . 


j=1;5i.j=1 
«j=1:5j. =0 


* Si para a=aji+asj y para b=bji+b3j 
entonces el producto escalar de a» b será: 
a.b=(aj+a95).(bji+b9)) 
> S Enfap iia e AR 
> a .b=ayb,(1)+a¡b9i(0)+a9b,(0)+a9b9(1) 

> a.b=ajb + agba 

PRODUCTO ESCALAK DE DOS 

VECTORES 
Dados los vectores “a=(a;03) A B=(by5b3); el 
iris escalar o interno de g y 5 se denota por 
6 y se define por: , 


anb= (a,;a7).(b,;b,) 


producto Ei roda o interior, > pro. 
10 AA 


EDICIONES RUBINOS [vasos 


EJEMPLO : 
Si a=(-2;0) y b=(4; 7, 
* Entonces: a . b =(-—2)(4)+(5)(7)=27 


PROPIEDADES DEL PRODUCTO 
ESCALAR 


-5)+(a. 0) nuno(distributividad) 
)=0(4 . Duane... (homogeneidad) 
VECTORES ORTOGONALES 


En el espacio vectorial dos vectores son ortogonales 
si sus respectivas líneas de acción son 
perpendiculares. 


Línea de , 
acción 


* En la figura, se muestran dos vectores a A B cuyas 
líneas de acción son perpendiculares. Mediante una 
traslación, los vectores q a b- 67 

* Son ortogonales en P y-se denota por g 1 bh. 

* Así: 


* Siendo; 
a=(a;a3) a b =(b,;b3) 
* Luego: 
Suma: 


pa 


a + b= (a, +b,;a3 + ba) 


> ja +5] = lía, +b,1.+(a9+b9)? 


* Resta : 
a - D=(a,-b;a3 - bg) 
ja - B| = (a, - b11+(a9 ba? 


* En el rectángulo sus diagonales tienen igual 
longitud, entonces. 
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ja +5] =ja- 5/>| a + Ja -5fP =0 
* Luego: 
> ayb; + agbs IT ARA 
* Por definición del producto escalar: 


a . b= ajb; + 2D rroomrcecionciosso (1) 


* Luego de (1) y (II): 


NOTA : 
Si dos vectores a y b son ortogonales, entonces el 
producto escalar es cero, así: q 1 5=0 


ORTOGONAL DE UN VECTOR 


Para cada vector a=(a,;az)se define su 
correspondiente vector ortogonal denotado por 7 
cuyas componentes son(-a,;a,), es decir: 

—L EN 

a” =(a9;a7) Gráficamente el vector ase 


obtiene haciendo girar el vector “a sobre su punto 

inicialsun ángulo cuya medida es 90 en sentido 

antihorario. 

* En figura: 
a= (a, ;a3) 
—i 
a =(-ag;aj) 

* Luego: 

= =i 
a.b =0 
ÁNGULO ENTRE DOS VECTORES 


Sean los vectores 'a y b que tienen el mismo origen 


y forman un ángulo de medida 6, luego el cosó se 
define por: 


* Enel APQM : Aplicando la ley de cosenos : 


¡a-5P=3a? +51? -2/4115]c080 
* Despejando cosÚ : 


GEOMETRIA WVECTORIAL — ES 


ab 
[a 115] 

Calcular el ángulo que forma : 

po a=(1:2) nb=(4; 3) 


* Se tiene ; 5 
_axb xb 
=a1151 

* Como : 

a=(1;2) y b=(-4; 3) 
* Entonces : 
_ (43+(2)(3) _ 245 
JI+4J16+9 J16+9 25 
* Por tanto : 
0= arcos 2) 
NOTA: 


Las desigualdades que siguen y sus múltiples 
generalizaciones juegan un papel importante en 
muchas deducciones matemáticas. 


Il) DESIGUALDADES DE * CAUCHY 
SCHWARZ : MS 


pl 


Sean a y E dos vectores. Se tiene: 


[[a+5]<a]+151 


aldad corresponde al teorema 
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VECTORES EN EL ASEADIOS $ 


EL SISTEMA COORDENADO | 
TRIDIMENSIONAL 


Para estudiar los vectores en el espacio se usan ternas 
ordenadas y un sistema de coordenadas en tres 
dimensiones. : 


DEFINICIÓN : 
Un terna ordenada (a; b; c) es un conjunto(a; b; cj 
de tres números de los cuales “a” se considera el 
primero, “b” el segundo y “c” el tercero. 
* En la tema (3;2;5), por ejemplo; 3 es el primero, 2 
es el segundo y 5 es el tercero . 
DEFINICIÓN : 
Dos ternas ordenadas (a,;a,;a,) y (b ;b,;b,) son 
iguales, lo que se escribe como: 

(ayaza,) = (byb5b,) 
* Si y sólo si: ; 

a, =b,;a,= b, y a¿=b, 
* Entonces, para que las ternas ordenadas (3;b;4) y 
(a-1;3;4) sean iguales se debe cumplir que: 

5=a-1yb=3. Esdecir, a=6 y b=3. 

*Las ternas ordenadas (1; 2; 4) y (2; 4; 1) son 
diferentes, pues el primer elemento de (1; 2; 4) esI, 
mientras que el de (2; 4; 1) es 2. 
* La colección de todas las ternas ordenadas se 
denota por Rx RXR ,o también por R* (se lee R 
tres). 
* Para establecer un sistema de coordenadas en tres 
dimensiones se escoge un punto fijo O (el origen) y 
tres rectas coordenadas perpendiculares entre sí, 
como se ilustra en la figura (considera que los ejes 
“y” y “Z” se encuentran en el plano del papel y que 
el eje “X” apunta hacia fuera de la hoja). 


Z 


Xx 


NOTA: 
Usualmente la denominación de los: Ss se ua de 
acuerdo con la regla de la mano derecha, como se 
muestra en la figura, : AR 


AS 


EDICIONES RUBIÑNOS 


Si los dedos de la mano derecha se pliegan en la 
dirección que va del semieje “X” positivo al semieje 
“Y” positivo, entonces la dirección del pulgar apunta 
en la dirección del semieje “Z” positivo. 

* Las tres coordenadas determinan tres planos 
coordenados que se indican en la figura: el plano 
XY, el plano YZ y el plano XZ. 


Sea P un punto del espacio. Denotemos por P,,, a la 
proyección de P sobre el plano XY como P,,, se 
encuentra en el plano XY, podemos considerar sus 
coordenadas tal como lo hicimos en el plano. sean 
a y b dichas ordenadas. Ahora denotemos por “ec” 
la distancia dirigida del plano XY al punto P: está 
debajo del plano XY entonces “ec” es negativo. Es 
claro que si P está en el plano XY, entonces “c” es 
cero. . 


EJEMPLO : 

Representar geométricamente el vector definido por 
las componentes v =(3;4;3). 

RESOLUCIÓN : 


*El vector y =(3;4;3)lo representamos gráficamente 
en el sistema coordenado, así: 

* Punto que representa la pareja (3;4) en el plano 
XY. 


* P: punto que representa el trío (3; 
sistema X,Y,Z. z 


:-3) en el 


3 a, 


>> (8:48) 


VECTORES 


Para representar gráficamente un vector de tres 
componentes, se representa el espacio determinado 
por tres ejes perpendiculares entre sí, llamado 
sistema  coordenado cartesiano tridimensional y en 
el se representa el punto terminal (a;b;c) del vector 
con punto inicial en el origen del sistema,“a” 
unidades en el eje X, “b”unidades en el eje Y, “e” 
unidades en el eje Z. 

* De esta manera, al punto P del espacio se le ha 
asociado una única terna ordenada (a;b;c) de R?, 
en este caso decimos que las coordenadas del punto 
P son (a;b;c). 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 


Sean P, y P, dos puntos del espacio. Podemos 


_deducir una expresión para la distancia d (P,;P,) 


entre estos dos puntos. 
* Supongamos que la coordenadas de P, y P, son, 
respectivamente, (x ;y,53,) y (X5Y,53,). 


* Como el triángulo P, A P, es recto en A, por el 


teorema de Pitágoras tenemos: 


[d(P,,PJP? = L? + H? 
* Como : L?=(x,-x)?+(9,-Y2)* ; 
* Se tiene que: 
[d(P¡¿PYP = (x3-x Y? + (ya y)? + (2, =)* 
DEFINICIÓN : 


Si P,(x ¡y 53,) y P,(x:y,53,) son dos puntos cuales 
quiera del espacios, entoncesla distancia d(P,;P,) 


H?=(z,-2,)* 


(GEOMJETRIA VECTORIAL, | VECTORLAL (GEOMETRIA VECTORIAL | ya 


E Hlos está dada por: 


a) ltz - x1 += 94 + (29-24 


Ea 


La distancia d entre los paños P, (2:34) y P.(5:4:3) 
sE dada por: 


dl (5-27 + (4-3 + (3-4? 
5 d= lt? + (1? +(1?= 1 
EJEMPLO 2 : 


Considerando el triángulo cuyos vértices son los 
puntos A(1;0;2), B(2;4;1) y C(3;4,2), determinar el 
perímetro de este triángulo. Para ello, hallemos las 
distancias entre los puntos tomándolos dos a dos. 


d (AB) =d(2-1)? + (4-0? +(1- 2)? 
=/1+16 +1 =J18 = 3/2 


=/ (3-1? + (4-0? + (2-2)? 
= V4 +16 + 0 =/20 = 2/5 


=/(3- 2)? + (4-4)? + (2-1)? 


=V1+ 0+1=yV2 


d (A;C) 


d (B;C) 


* Sumando las tres distancias, obtendremos que el... 


perímetro del triángulo es 4/2 + 2/5 unidades, 
REPRESENTACION ALGEBRAICA 
DE UN VECTOR EN ¿R* 


En forma análoga al caso de R?, vamos ahora a 
establecer una relación entre vectores y puntos que 
nos va a permitir expresar un.vector en forma de 


algebraica. LE 


* De esta manera, pódremos realizar todas las 
operaciones entre “vectores estudiadas 
emocione sin necesidad de realizar 


construccione métricas. 

* Sea a un vector cuyo punto inicial lo colocaremos 
n vel origen de coordenadas, Si Py 2) es el punto 
a entonces al vector a lo asociamos con 
lo P. de esta manera obtendremos una relación 
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Xx z 
* Observa que ahora un punto y un vector tienen la 
misma representación. Así, podemos hablar del 
punto P(x;y;2) y del vector a =(x;y;2). por eso, 
debemos tener mucho cuidado para no 
confundirnos. 


EJEMPLO : 

Consideremos el. vector a =(2;3:4). Sus 
componentes son 2;3 y 4: Su representación gráfica 
se muestra en la figura siguiente: 


* El modulo de un vector se puede determinar 
cuando lo expresamos en términos de sus 
componentes. 
* Sea a =(a ¿aa,) un vector. Si observamos la 
figura siguiente nos daremos cuenta de que. el 
módulo de a es igual a la distancia entre los puntos 
(0;0;0) y (a sa,;a,). 
YA 


P(a¡aza;) 


Y 


xXx 


El modulo del vector a =(a jaja). que. se 
representa AE 


por: lal está dado por: 


la|= vaj+a3+a3 E S 


EJEMPLO 1 : 
El módulo l'al del vector a =(2;4;3) es: 


[a]= /22+42 +32 = 2/5 


» Si a es un vector no nulo , sabemos que un vector 
unitario en la dirección de a es: 


— 
— 


* También podemos hacer esto cuando el vector está 
dado en términos de sus componentes. 
EJEMPLO 2 : 
Ya sabes que el módulo del vector a =(2;4;3) 
es /29 . Luego, el vector unitario en la dirección de 
a es: 

da | TI EL ) 

«a J29 I|J29'"/29'/29 

Puedes comprobar que, en efecto, el módulo de m a 


es uno. 
EJEMPLO 3: 


Consideremos el vector a =(2;4;3) Sabemos que 


lal|=/29 y que el vector unitario uz en la dirección 
de a es: y 


e RÓS o 

HG [a Juez e claro que: 

o 7 PLENAS == 

a = (2:43, =/29 == >=; = /29 — zz as 
0 a el 

Así, todo vector no nulo se puede expresar en 

términos de su vector unitario. En efecto, sea a un 


vector no mulo. Como el vector unitario en la 
dirección de «au está 


dado por MZ= A» entonces de a. =[a|=. 
lal la] 

Luego, podemos afirmar que: 

*Si a” esun vector no-nulo y mm a eselvectorunitario 

en la dirección dea, entonces. 
a=[aly 

* Consideremos dos puntos A(a,;a,;a,) y B(b ;b,;b,) 
del espacio (ver figura). Si una partícula se mueve 


de A a B,jqué vector describe dicho 
desplazamiento”, 


B(b;;b,;b,) 


¡2 as) 


Y 


* Observa que, en este caso, el punto inicial es A y el 
punto final es B. 


EJEMPLO 4 : 
Si A(3:5;2) y B(2;3:6), entonces el vector AB está 
dado por: 
AB =(2-3;3-5;6-2) =(-1;-2;4). 
* Y su módulo es: 
JAB=V(-1* +(-27 + (47 =J21 
DEFIVICIÓN : 


Si A(a,;a,sa,) y B(b sb,sb,) son dos puntos del 
espacio, entonces el vector que describe el 
desplazamiento de A a B se denota por AB y está 
dado por 

AB=B-A= (b,- a,; b,- a,; b,- a) 
* Y su módulo es 


[[4B|= (by -a¡? + (bo as? + (bg - asY 
LOS VECTORES UNITARIOS ¡,j,k 
Sean ¡=(1;0;0), j=(0;1,0) A k=(0;0;1) , Cuya 


representación gráfica se muestra en la figura: 


* Los vectoresi ,j A h son unitarios y están 
dirigidos en la dirección de los semiejes positivos 
xy nz respectivamente. 


OPERACIONES CON VECTORES 


En forma análoga a las operaciones en R? se tienen 
las operaciones de adición, sustracción y la 


multiplicación de un vector por un escalar. 
DEFINICIÓN : : 

Si a= (a¡;a3;03), b=(b,:b9;b3) son 
vectores y a.€es un número real, 

Entonces : 

-D a+ b = (a, +b,;09 + b9;a3 + b3) 


dos 


DD a-b = (a; — b,;5a2 — b3;a3 — b3) 
ID) aa= (aa,;009;003) 

EJEMPLO 5 : 

*Si a =(3;4;6) y 5 =(1;-3;2) 

* Entonces: 

a+ D=(3+1;4 -3;6+2)=(4;1;8) 

* da =4(3;4;6) =(12;16;24) 
*a-b=(3-1;4-(-3);6-2)=(2;7;4) 
*3a +2b=3(3;4;6) + 2(1; -3;2) 

> 3a +2b = (9:12:18) + (2;-6;4) = (11:6;22) 
* Sean P(x ¿x¿x,) un punto y a= (ay;a3;ag)un 


vector tal como se muestra en la figura. 
Z 


Q(x ; ya; 23) 


a=(A,; a,; a) 


Plz xx) 


Xx 
* Si el punto inicial de alo colocamos sobre 
P, ¿cuáles son las coordenadas: del punto final Q?. 


* Denotemos por (yz) Jas coordenadas de Q. 
Luego el vector PG debe ser igual al vector a . 
. e tenemos « 
E y Xy iz - Ds > EE 


E 


6 =(x¡xyx,) + (ayaza,)=P + a 

(X ¿XX y) denota un punto y (a,;a,;a,) 
1 1 vector, utilizaremos esta fórmula para 
anto final de un vector. En forma similar se 
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cuando se conoce su punto final. 
DEFINICIÓN : 


Si a= (a¡;as;az) es un vector: 
* Si P(x ;y 57 ,) es el punto inicial de a , entonces su 
punto final Q está dado por: 
Q=P+a 
>Q=(x,+4, + a,;z, + a) 
* Si Q (Xx 4y7,) es el punto final de a, entonces su 
punto inicial P está dado por: 
P=Q- ua 
> P=(x2-a1]:y2- 025223) 
EJEMPLO : 
Si PQ = (4:25) y P=(1;2;3), entonces: 
Q = P+PQ = (4:2:5) + (1:2:3) 
> Q =(5;4;8) 
EJEMPLO : 
Si RS =(5;3:2) A S=(1:158), entonces: 
RS =S-R > R=S-RKS = (1:1:6)- (5; - 3;2) 
> RS =(- 4:4:4) 
DESCOMPOSICIÓN DE UN VECTOR EN 
TERMINOS DE LOS VECTORES 


A 


Sea a=(a 1549543 ) un vector. Es claro que podemos 
escribir: 
a =(a¡;a3;83)=(a,;0;0)+(0;43;0)+(0;0;03 ) 

> a = ay(1,0:0) + az(0;1:0) + ag(0;0;1) 

>a= aji+agj+agk 

* Es decir: 

Todo vector a=(a; ¡49;43) se puede escribir en 

forma : 
a=(a,sa9;43) = 

* Así, podemos decir que todo vector se puede 

expresar como la suma de vectores paralelos a 2 

vectores i ,jak. a 

EJEMPLO : E 

El vector a=(2;4;5) se puede expresar como 

a =2i+4+3k : 

EJEMPLO : 


a =aji+as9j+azk 


E75:1). 
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NOTA : 


Observa que ahora un vector se puede expresar de 
dos maneras. Así, podemos hablar del vector. 


a=(a¡;a3;43) 
o del vector a =aji +a9j + agk 
VECTOR UNITARIO 


Es aquel vector que define la dirección de cualquier 
vector a lo largo de cualquier línea de acción. Se 
caracteriza porque su módulo es igual a la unidad. 


Matemáticamente el vector unitario se define con la 
siguiente expresión : 


Por ejemplo, si el vector unitario está asociado , con 
el vector A , se lo define con la siguiente expresión: 


El vector '¿ expresado en función de su vector 


unitario £z es: A 
A=Aña  A=pA l=1- 

“Todo vector se expresa como el producto de su 
modulo por su vector unitario” 

Usaremos ¿,j y k para representar vectores 
unitarios que apuntan en las direcciones X ,Y y Z 
positivas respectivamente . Los vectores unitarios 
ij Y forman un conjunto de vectores, 
mutuamente perpendiculares , en un sistema de 
coordenadas de mano derecha como muestra en la 
figura. La magnitud de cada vector unitario es igual 


a la unidad , es decir lil=|5=[ñl=z. 


ZA 
> 
Í y 
--—— 
rd 
XxX AA 
ll=|ilelél=z 


Es importante recordar que todo vector unitario tiene 
como módulo la unidad, de allí su nombre . Al vector 
unitario también se le denomina vector direccional, 
porque su dirección nos da la dirección del vector 
al cual corresponde . 


COMPONENTES DE UN VECTOR 


Cualquier vector A puede siempre considerarse 
como la suma de dos (o más) vectores, siendo el 
número de posibilidades infinito. A cualquier 


conjuñto de vectores que, al sumarse den A, se les 
lláma componentes de A 


** Componentes rectangulares de un vector en un 


plano . y 


== X 


A, 
Su módulo es ; [Al=,/A? +A? 


* Componentes rectangulares de un vector en tres 
dimensiones . 


A=A,i+A,j+A¿h 


A Ja2+a3+ 2 Se 
Donde : E haci AN 


GEOMETRIA WVECTORIAL REST 


Epa 


. determina la dirección de los vectores en el 
eje zr.. 


Si tenemos un vector en tres dimensiones tal como 
el que se muestra , podemos expresarlo en función 
de tres vectores componentes , que son las 
proyecciones de este vector sobre los tres ejes 
coordenados . Az 


Dado el A sus proyecciones sobre los ejes X, Y Z 
son Ax; Ay; Az, respectivamente . 
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al latas) sa? 


A?=A7+ Aira? 


¡24 
Por lo tanto : A=[A7+AJ+ AZ 
(Módulo del vector A ) 


Pero conocemos que : 
A,=Acosa, A,=Acosf, A,=Acosy 


A= J(Acosa)?+ (Acosf + (Acosy )? 
> A= JA? ícos?a + cos” fp + cos?y) 
Simplificando , se obtiene E 

costa +cos* B+cos*y=1 


(Propiedad de los cosenos directores) 


PRODUCTO ESCALAR EN R? 
Como ya hemos visto, el producto escalar de anb 
está dado por: 
la a b=|lal [blcoso, dondeges el ángulo 
formado por a a b. 

* Calculando el producto escalar para los vectores 
unitarios canónicos ¿,j,k: 


«de 1 lleos 0 (DDA) =1 
1 
i .h = | il [flcos 90 = (D(D(0) =0 EE 
E de [ilcos == 
[leo 90" = ado eS E 


eos 90” = (1)(1)(0) = 


* Si ordenamos estos productos en una tabla de 
doble entrada se tendrá: 


que es más fácil de recordar. 

Si los vectores a y bestán en términos de los 

vectores unitarios canónicos, es decir: 

a =aji +ayj+a,k a b=bxi+b,j+b,h, 

El producto escalar de a a bh será: 

ad=(a,i+a,j+a,k).(b,i+b,5+0,k) 

> a.b=a,b, ii + abi + ab. ¡ik + a,b, ji + a,b, ij + a,b. jk 

+ a.b,hi + ab, kj + ab. ¡ik 

* Es decir: 

a. 5 =ayb,(1) + ayby(0) + ayb¿(0) + 
2yb:(0) + aydy(1) + ayb¿(0) + 
azb,(0) + azb,(0) + azb¿(1) 

ERE y = 4yb, + ayb, + a,b, 
* Luego, podemos resumir en lo siguientes: 
Sia 


Entonces el producto escalar dea y b está dado 


= azi +a,j +a,k a b=bdb i +b,j + bak; 


pora. b= ayb, + ayb, + azb, 
* 0 equivalemteimente>- 1 
Sean a=(a,;a3;43) y b=(bysb3;b3 ) dos vectores. 
El producto escalar dea y Db está dado por 


z a. b = ayb; + agbo + azgbz 


EJEMPLO : 
Si a=(6;-35) y b =(-26:2), 
* Entonces: 


a. b=(6;-3,5). (-2;6;2) 

>4a . b=(6(-2) + (-3)(6) + (5)(2) =-12-18+10 =-20 
Observa que todas las propiedades 
del producto escalar se pueden 


verificar con la nueva expresión 
que tenemos para hallarlo. 


EJEMPLO : 


Sea a=(a,;a3;43) un vector cualquiera, como: 


[a =a7 + ag+ aj 
y a.a =aj +a3+aj 


* Entonces: la 


* También: la |=/2.a 


EJEMPLO : 


AS 
"== 


5 =bxi+b,j+b,k 
Dos vectores no nulos y g el ángulo entre ellos. Como 
el producto escalar a . b se puede calcular usando 
sus componentes de a y b, y dado que: 


Fee: 
* Entonces el Jedo 6 se puede hallar mediante la 
fórmula : 


0"<60 <180* 


EJEMPLO: 
Si a= 6 - 3) +5k 
b = -2Í + 6j+ 2 
* Entonces : 
a. b =-20; = la| = /70 y [5| = /24 
* Luego, si 9 es el ángulo entre los vectores se tiene 
que: 


A 
Cos9 = EI" Tola =-0,96 > 6 =arccos( — 0,36) 
* De lo cual se sigue que 9 = 111,1". 


NOTA : 


* Si dos vectores son perpendiculares u ortogonales, 
el producto escalar de ellos es cero. 


*Sib_= «a para un número a (es decir, a y bh son 


paralelos), entonces 9 = 0” sia es positivo, y 9 = 180% 
sia es negativo. 


EJEMPLO 4 : 
Determinar la resultante de los vectores mostrados . 


GEOMETRIA VECTORIAL (1.076 ES 
¡RESOLUCIÓN : 
A 2 2 Es 2 
Para hallar la resultante de los vectores mostrados *%= A +2(10) x= y3(10) 


se les da una representación analítica a cada vector 
y se le expresa vectorialmente a cada uno . 


Por lo tanto la resultante de los vectores mostrados 
será: di+2j 

EJEMPLO 5: 

Determinar la restante de los vectores mostrados 


RESOLUCIÓN : 
A cada vector se le da una representación analítica 


(Ay B) y se analiza independientemente a cada 
uno obteniendose lo siguiente . 


io! 
mou 
Ec 
+ + 
dd 


106 

pe] 

+ 

$5 

hn 

Lo» 

e 

+ 

Lo» e 


La resultante-de dos vectores es; 121+8 
EJEMPLO 6: 


Determinar el módulo del valor resultante de los 
vectores mostrados : 


: 10 
RESOLUCIÓN : 


Se construye el paralelogramo con los vectores 
mostrados . 


Se utiliza la regla del paralelogramo ; 
LR =/10?+ 104 2(10)(10)c0860? 


Es 


R=10/3 
EME 7: 


Determinar [A+ 2B], si [B|=5 y [A|=10 


RESOLUCIÓN: 


* La idea es que a partir de los dos ángulos se 
obtenga como resultado un ángulo notable ya sea 
sumandolos o restandolos . Nótese que se requiere 


2B, esto significa que al vector B se le duplica y no 
se altera su dirección : 


Al igual que en el ejercicio anterior se nota que A=10; 
2B=10 y el ángulo entre los 2 vectores es 60”, por lo 
tanto: [A+2B| que representa al módulo de la 
resultante será :R=10 

EJEMPLO 8 : 

Hallar la resultante de los siguientes vectores : 


A=(a;b;c), B=(c;a;b)n C=(b;c;a) 
RESOLUCIÓN : 
Todo vector se puede representar como una triada 
(en el espacio) o con vectores unitarios : 
A=(a; b; c)= ai+bj+chk 
A=(c;a;b)= ci+aj+bk 
C=(b;c;a)= bi+cj+ak 
Y: A+B+C= (a+b+c; a+b+c; a+b+c) 


>A+B+C=(a+b+e)i + (a+b+c) + (a+b+c)k 
ro es 
vector suma 
o resultante 


[A+B+C|= la+rb+c)?+(a+b+c) +(a+b+c)? 
E ejex eje y ejez 
[A+ B+C|=(a+b+0)/3 

EJEMPLO 9: 


Hallar el valor de 4, si la resultante de los vectores 
mostrados es nula . 


. 
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RESOLUCIÓN : 


* Si la resultante de más de 2 vectores es nula . los 
vectores formarán el denominado “POLÍGONO 
VECTORIAL CERRADO”. En este problema conviene 
hacer , girar **10%”” a los vectores , en forma 
antihoraria, obteniéndose lo siguiente : 


NETAS ” 
e+10" X 
, 5 
' 
' 

Eo 


* Como la resultante es nula , los vectores forman 


un polígono vectorial cerrado . 


> 


8+10* 
24 


25 


7 
* El triángulo rectángulo mostrado es notable, por 


lo tanto : 06+10"=16 =0=6" 
EJEMPLO 10 : 


La figura maestra un paralelepípedo, determinar el 
vector resultante . 


“(2;0;0) 


1 


RESOLUCIÓN : 


En este caso para hallar al vector resultante , cada 
vector se le asociará con su vector unitario o vectores 
unitarios correspondientes , para ello debemos tener 
en cuenta a los puntos que se dan como dato. Para 
mayor comodidad a cada vector se le asignará una 
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representación analítica (A,B,C y D) . 


Nótese que los vectores A y B son colineales con 
los ejes “X” y “Z” respectivamente , por lo tanto. 
considerando su módulo y dirección tenemos : 
A=-2f: (-) porque es opuesto a “+X” A=+2%: (+) 
porque tiene la dirección de “+Z” Además D está 
en el plano XY, por lo tanto se expresará con 2 
vectores unitarios (¿ y j). Mientras que G está en el 
espacio por lo que estará asociado con los tres 
vectores unitarios (¿,k, j)- 


AZ 

¡ 

' 

n 

O E AR 
DN e D=-2i-3j 
LD 
*x 
¡z 
4 
; ivos 
(e E=-2k- 3j- 2 

C=-2í-3j-2k 


Finalmente los vectores serán los siguientes : 
A =-2+ Oj +0k 


B= 0i+0j+2kÉ 
T = -2i-3j-2k 
D = -2i- 3j+0K 


Y: A+B+C+D= —6í -6j+0% 
————— 


veclor sum a 
o resultante 


> R=-6i-6j 
PRODUCTO ESCALAR Y PRODUCTO 
VECTORIAL 


En esta sección, estudiaremos dos productos de 
vectores : el producto escalar o interno y el producto 


cruz o vectorial . Son muy útiles en aplicaciones 
físicas y tienen interpretaciones geométricas 
interesantes. : 

- PRODUCTO ESCALAR O PRODUCTO 
. INTERNO (PRODUCTO PUNTO) 


Supongamos que tenemos dos vectores A y B en 
Ri y queremos determinar el ángulo entre ellos , 
esto es , el menor ángulo subtenido por A y B en 
el plano que generan. El producto interno nos 
permite hacerlo.Primero, desarrollamos formalmente 
el concepto y después probamos que este producto 
hace lo que aseguramos . k : E 

Sea A= aj + as j+agk y B=bj¡+b>j+b3k 
Definimos el produdo interno de A yB que se 
escribe como (¡xp como el número real . 


Ax B = ayb, + ab, +a3b3 
CUIDADO» Nótese que el producto interno de dos 
vectores es una cantidad escalar. 
TEOREMA : 


Sea A yB dos vectores en p3 ysea 9,0<8<x el 
ángulo entre ellos . Entonces : 


E .B= [ATI ]c ose | 


Este producto escalar tambien se denomina 
producto punto o producto interno . Veamos algunas 
propiedades que posee el producto escalar . 


1) A.B =B.AEl producto escalar es conmutativo. 


2) C.(A+B)=C.A+C.B El producto escalar 
cumple con la propiedad distributiva . 


3) m(A.B)=(mA).B donde m es una cantidad 
escalar . 
Para el caso de los vectores unitarios cartesianos, 


. 


tenemos ¿.¿=j.j=k.k=1 


(Vectores unitarios cartesianos colineales) 
¡.j=jh=i.h=0 
(Vectores unitarios cartesianos perpendiculares) 
AZ 
t 


4) A=[A|=./A.A 


5) Si A.B=0 siendo A y B vectores no nulos 
entonces A y B son perpendiculares 
OBSERVACIÓN : 


El producto escalar es muy útil para definir 
magnitudes fisicas escalares muy importantes como 
el trabajo mecánico y el flujo magnético . 


W="F. d (trabajo) d0=B.A (flujo magnético) 


* Si de la expresión (1) pasamos al primer miembro 


el [A] tendremos [áleoso= E? 


que vendra a ser la proyección ortogonal de A sobre 
la recta que contiene a B.. 


PRODUCTO CRUZ O PRODUCTO 
VECTORIAL (Ó EXTERNO) 


En esta sección definiremos un producto de vectores 
que da como resultado un vector ; esto es , 


mostraremos como dado dos vectores AyB, 
podemos producir un tercer vector AxB, llamado 
el producto cruz de A y B .Este nuevo vector tendrá 
la muy agradable, propiedad geométrica de ser 
perpendicular al plano generado (determinado) por 
AyB. 

Dados los vectores A y B , se representa 
geométricamente el producto vectorial AxB como 


Su módulo se determina como [Ax B|=AB sen9 


Sean: A=aji+a,j+a3k y B=b¿+b,j+b3h Vectores en 


R? . El producto cruz denotado por X está definido 
como el vector : 


3. m_|%a Ugls [A] Ag|a [A] Gol > 
AxB= - k 
bz Bo| |b, Bal” [bz de 
o simbólicamente : 
E JR 
AXxB =|a, 43 Az 
b, bz dy 


CUIDADO?» Notar que el producto cruz de dos 
vectores es otro vector, a veces se le llama producto 
vectorial . 


Si A y B no son colineales entonces generan un 
plano y AxB es vector perpendicular al plano . La 
magnitud de AxB, es igual lAl [Bl Seno, es 
simplemente el área del paralelogramo que tiene 
como lados adyacentes a los vectores A y B . 


Para determinar la dirección del vector AxB de los 
vectores A y B se utiliza una regla práctica llamada 
regla de la mano derecha (RMD), que consiste en 
colocar la mano derecha extendida (ver gráfico) a 
lo largo del primer vector a multiplicar, en este caso 
el vector A. Luego , cerramos la mano girando los 
dedos hacia el otro vector, en este caso hacia B:Al 
extender el dedo pulgar, éste nos indicará la dirección 
del vector AxB . 


A 
Colocando la mano derecha $5 A 
a lo largo de vector Á ii 
AXxB es un vector normal al plano que contiene a 
los vectores A y B. 
Matemáticamente, el producto vectorial de los 
vectores A y B tiene un módulo igual al área del 
paralelogramo formado por los vectores A y B . 


= basex altura=ABsend 


Por lo tanto área,=|AxB| 
En general AX B 


o 


A 


PROPIEDADES DEL PRODUCTO 
VECTORIAL 


DAxB=BxA 2) AxA=0 
3) Ax(B+C)=AxB+AxC 
Productos vectorial de los vectoriales unitarios 


Dados A= AÑ+A J+AL y B= 


se verifica que : 


+i+B,j+B,k 


Cuyo desarrollo es : 
AxB=(A,B, - A.B,)i-J(A,B, -A,B,Mj(A,B, -A,B.) 
Si AxB=0, y ninguno de las vectores es nulo los 


vectores tienen la misma dirección (con sentidos 
iguales u opuestos), es decir son paralelos . 


NOTA : 

El producto vectorial es muy útil para definir 

magnitudes vectoriales que.se estudian , en la parte 

de la física denominada mecánica , tales como el 

momento de una fuerza y el momentum angular . 
M=rxF (momento o torque) 


L=rxp (momentum angular) 


PRODUCTO MIXTO Y OTKOS 
PRODUCTOS VECTORIALES 


TRIPLE PRODUCTO ESCALAR O 
PRODUCTO MIXTO 


Dado los vectores : 

A=A,i+A,j AR, B=B,1+B,j BR » C=C,1+C,j+C,k 

El producto triple de dichos vectores es : 
(AxB).C=A.(BxC)=(CxA).B 

Al escribir al ecuación anterior se ha utilizado el orden 


ciclico destrorsum (derecha) . cada uno de los 
productos es igual al volumen V del los vectores 


q A K<+>+<«+< A O Y 
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'G, como se muestra en la figura . 


Entonces : :(AxB).C=A.(BxC)=(CxA).B=V 

Sin embargo, un conjunto dextrorso se comvierte en 

sinistrorso y viceversa , cuando se cambia el orden 

cíclico. (A xC).B=( -AXxB).C 

Entonces se tiene : 

para un paralelepípedo sinistrorso : 

(AxC).B=(CxB).A=(BxA).C=-V 

El triple producto escalar presenta las siguientes 

propiedades : 

D El Valor del triple producto no se altera por el 

intercambio del punto y la cruz, ya que se tiene 

que: AS, A A. 
(AxB).C=(BxC).A=(CxA).B 

Esto se debe a que la multiplicación escalar es 

conmutativa . 


II) La condición necesaria y suficiente para que tres 
vectores sean paralelos a un mismo plano 
(coplanares) es que su producto mixto sea nulo . 


II) Si A, B y C son vectores , se verifica que : 
¿8 dd 
B, B, B 
NA 
Tambien se puede escribir : 
AB C, 
A.(BxC)=|A, B, C, 
A Os 
DEFINICIÓN : 
Los vectores w, w y w que no están en el mismo 
plano determina los lados de. un paralelepípedo en 


el espacio. El volumen de este paralelepípedo viene 
dado por: 


A.(BxC)= 


Y= área de la base porlla altura ó V = A.h 

*Donde A= [7 X 10] y cos8 = a] donde h =[u |cos9 
= u 

* Osea el volumen del paralelepípedo es: 

V= ju x 10] |u| cos9 = 


ju] [o x 10[c080 =|u.(v x1w0)| 
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El volumen de un paralelepípedo determinado por 
los vectores y, w y w viene dado por la magnitud 
del triple producto escalar de dichos vectores, 
EJEMPLO : 


Hallar le volumen del paralelepípedo determinado 
por los vectores. 


u=3i +2) +k;0=4i-j+2k y w=i - j +5 
RESOLUCIÓN : 
Se sabe que el volumen está dado por: 
= [u.(v xw)| 
* Donde: 


¡jR 
vxw=14 -1 2|=-3i- 18j - 3k 
1.24 
* Ahora: 


ju.(v xw)|=(8Í +2 +%).(—3í -18] - 3k)| 
ju.(v xw)|=|-9 - 36 - 3|=|-48|=48 
TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL E 
IDENTIDADES VECTORIALES 

Dado tres vectores A,B y C se define el triple 

producto vectorial . 

1) Ax(B x C)=B(A.C)-C(A.B) 

2") Ax(B x C)=B(A.C)-C(B.C) 
IDENTIDAD DE LAGRANGE : 


(Ax BIAT x D»-| e 
PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UN 
VECTOR 


La proyección vectorial de un vector tal como B 
sobre otro vector A cuyo sentido está dado por el 


vector unitario ¡=Ase define como el múltiplo 
y A 
numérico de y. Este número se llama componente 


de B sobre A que lo denotamos por CompBA y 

tiene el siguiente aspecto ; 
Comp ¿== al 

De manera que la proyección vectorial de B sobre 

A es de acuerdo a nuestra definición 


En la figura se tiene que Proy ¿= =0C 
Además se podrá observar que : 


[Proy zz =Comp,; =Proy,; 
PUNTO DE DIVISIÓN : 


Si A, B, C, son puntos de una recta, se dice que el 

punto € divide al segmento AB en la razón A si: 
AC=¿CB 

Evidentemente ¿>0 cuando C está dentro del 


segmento AB ; ¿<0 cuando C está fuera del 
segmento AB 


Xx 


Ala izquierda de A, varía entre O y -1 a la derecha de 
B, varía entre —o y —1. 


A ¡ B 
-1<14<0 0<4<m -n<4<-1 
De acuerdo con la figura el vector de posición € es : 
o 
1+2 


Entonces: 4=0,4=+wy 4=-1 cuando C está en 
A, en B o en el punto infinito de esta recta 
respectivamente . 


PROYECCIÓN ORTOGONAL 
COMPONENTES 


Se llama proyección media iia de a sobre 5.al 
vector: 


Proy¿a (6 Pr¿a) definido de la siguiente manera: 
=- ad 
prog -jo b,donde 50 
(aj? 


De la definición y teniendo presente que 


a .b=lallbleosó$ , obtenemos las siguientes 
consecuencias : 


1”) El vector Proy; a y el vector 5 son paralelos . 


2”) El vector Proy¿a y el vector 5 tienen el mismo 
sentido si el ángulo $ (formado por a y b) es agudo. 
3") El vector Proy a yelvector 5 tienen sentidos 
opuestos si ángulo $ es obtuso , 

49) El vector Proy¿a y el vector b son ortogonales 


si f=x/2 en cuyo caso Proy, a=0,(a 1b)- 
2 (ab(b5 
Ya prosja-=[T Tel Jl) 
PROPIEDADES DEL VECTOR 
PROYECCIÓN ORTOGONAL 
1) Proy. (a + b)=Proy¿a + Proy, b ,(e+0)2) 
2) Proy; (ta )=tProy¿a ,(b+0) 


3) Proy ¿a = Proy¿a 


Cuando se proyecta un vector “sobre otro”, lo que 
en realidad se hace , es proyectar el vector sobre la 
dirección del otro . . 


Demostramos únicamente la tercera propiedad , las 
demás quedan como ejercicio para el lector , 


Por definición : 


— la.(rb) rila.bl 
oy _a= (rb)==5 b= 
$ $ lral” | al 


is 


AS 

De la 3* consecuencia tenemos que 

Proy Sea y como — es: un vector 
lal 118! E 2.5 


unitario, entonces el coeficiente (número real) £ == 


nos proporciona la “medida” del vector Proy¿a, 
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motivo por el cual recibe un nombre especial . 
DEFINICIÓN . Se llama componente de a sobre 5 
(más directamente , de a en la dirección de 5). se 
denota por Comp, a (ó Cp¿a), al número real . 


Comp.a= pai donde 50 
5 T5l , 


Medida eel vector E 


De la definición y 
a.b =lallblcos $ 
consecuencias : 


teniendo presente que 


obtenemos las siguientes 


1?) El vector proyección y la componente están 
relacionados por : 


prorgá=(compa)| E) 
2”) Si Comp, a>0 ($ =angulo agudo), entonces el 


vector ¿ y el vector Proy; a tienen el mismo sentido, 


39) Si Com; a<0 ($ =ángulo obtuso), entonces el 


vector ¿ y el vector Proy, a tienen sentidos 
opuestos . - 


45) Si Comp, a=0 ($=7/2). entonces el vector 5 y 


el vector Proy, a son ortogonales en cuyo caso 
Proy¿a=0 (a1b). 


PROPIEDADES DE LAS 
COMPONENTES 


1) Comp. (a+5)=Comp_ a +Comp.b , (00) 
2) Comp; (ta)=Comp, a ,(57+0) 
3) a) Comp _¿a=Comp; a si r>0,(6+0) 


b) Comp ¿a =-Comp,a si r>0, (60) 


Demostraremos únicamente la tercera propiedad las 
demás CE como ejercicio para el lector . 


a(rb)_r e e) 
Co o 
ls eE [ral IT) terrenos . (a) 
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a) Si r>0, entonces + E =1, Reemplazando en (q): 


— a . — 
Comp ; a= Tr 2 Comp; a 


Tr 
b) Sir<0, entonces rail — 1; Reemplazando en (4) 


OBSERVACIONES GENERALES 


1%) Sabemos que pa a Ci . b=lallblcos $ 


Talla 
luego, la. B|=lall5l eos ¿| =la!|5| |eos $] <la!lbl 


> la . 5|<lallól (Desigualdad de  CAUCHY- 
SCHWARZ) momoccocaonaros (a) 
NOTA : 


Si cosp=+ 1,(4=0;1) >la . b|=lallbl 


> la . b[=lallbl > a //5 (y se cumple la igualdad 
en la desigualdad (a )) . 
2%) Los vectores unitarios que tienen la misma 
dirección que los ejes coordenadas XYZ son, 
respectivamente : 

¡=(1;0;0) ; Í=(0;51:0); k=(0;0;1) 
Luego , toda vector a e R? puede expresarse como 
combinación ¿;j y % . Además los vectores 
unitarios ¿;j y £ son ortogonales dos a dos, 
entonces decimos que el conjunto 
(i ;j ; hy constituye una base (la base usual) para 
el espacio R* y por 10 tanto , la dimensión del 
espacio R? es 3. 
Más propiamente a esta base se le llama base 
ortonormal . Vemos que ; 
a=(a,;a3;03)=(a,;0;0)+(0;02;50)+(0;0;03) 
=a,(1;0;0)=a3(0;1;0)+a3(0;0;1)=a/+03j+a5k 
Gráficamente : % 


a, 


IA ==> 


EDICIONES RUBINOS JIrd00 


PROBLEMA : 


Dados tres puntos A, B y C, los cuales forman un 
triángulo , hallar la dirección de una altura cualquiera 
del triángulo, usando el vector proyección . 


RESOLUCIÓN : 
Vamos a calcular, como. modelo la altura relativa al 
lado AB. 


Así, la altura PC=PA+AC onccanccinnniconinioninnanisncos (1D) 


(1) en (1) : PE=AC- Proy AC 


con lo cual queda fijado la dirección de la altura . 
Cc 


A P B 
EJEMPLOS : 


1) Sean los vectores a=(3;5;2) y b=(-4;0;3), 


tal que B=7+8,siendo r paralelo a 5 y ortogonal 
a 3. Hallar y y 5. 
RESOLUCIÓN : 
En el problema general anterior hacemos : 
AC=a; AB=b .Si AB=b, entonces AP=r y 
On, ' 
De donde: 7=Proy;a=-<(-450;3) 
AA 
=a-r=>—(51;125;68 
_r=a-r 25 +68) 


DERIVACIÓN DE VECTORES 


Si Afu) es un vector función de la variable escalar u, 


en estas condiciones la derivada de Aru, con 
respecto al escalar u se define por : 
dA AA e Áfu+du) = Aru) 


da O gy o 


Si: Au)= Ásx(uji +A yu) ) +Azquyk 
dA, 


dA_dA,: 4,0dA,; 
$ 24 + E 
Entonces > S i+ A J 


Las reglas usuales en el cálculo diferencial puede 


ser extensiva a los vectores , aunque el orden de los 
factores en los productos de vectores puede ser muy 
importante . 

Por ejemplo si se tiene Aru); Bu); C(u)5D (u) se 
verifica : 


1) PA+B)= O 

2) 2 am=a E, 2 5 

3 Laxmi 

4) —(0A)= o1A, 907 

5) E A EEE 
6) <[ABxT]ZA x (520),5, (28 Amd) 


7) a(A.B)=A.dB+dA.B 
8) d(AxB)=AxdB+dAxB 
9) Si A= A(x;y;z)se tiene : 
dan? ar+ 22 yr Las 
ox 0y 0z 


INTEGRALES DE VECTORES 


Si Au) = Ara d + Aur) + Azfuyk es una función 
vectorial de u, se define la integral indefinida 
Au) como . 

fAcrdu=i JA, dutj [Ay du + h [Az du 


Sise tiene: A(u)= By , entonces : 
u 


fAruydu = ¡LB du=B(u)+C 
Donde C es constante arbitraria independiente de 
4. La integral definida entre los límites u=a y u=b 
es: b 


ba e. E 
] A(u)du= ] Bda) =B(6)- Bla) 

a 
Si T(u)=X (4 1H Y d+ Z(u)R es el vector de 
posición del punto (x; y; z) de una curva que pasa 
por los puntos P, y P, correspondientes a u=1, y 
u=u, se tiene : 


P, 
Í A.dr=|A.dr=|(A,dx +A, dy+A,dz) 
P, [e] e r 


ERRE recrea TEO 
> = Ma f (A, dy AM 


Mecsozas DIFERENTES 
- VECTORIALES 


EL OPERADOR NABLA : Es un operador vectorial y 
goza de propiedades análogas a los vectores 
ordinarios , de gran utilidad en la práctica en 
operaciones llamadas gradiente , divergencia y 
rotacional , se representa por y y se define : 


GRADIENTE : Si VD = D(x;y;z) el gradiente de Y 
representación por yG está dado por : 
Veni ( a 
define un campo escalar derivable en cada uno 
de los puntos (x; y ; 2). 

DIVERGENCIA : 


Dado Alx; y:z)=A, 4 +A,j+A,k una función 
vectorial definida en cada uno de los puntos (x; y;3) 
de una cierta región del espacio, la divergencia de 
A, representar por y A, 0 div A tiene el siguiente 
aspecto : 


=> 0:.0- o. . A A 

V.A=| —i+— j + —kR| Ai +A, J+A¿h 
(E ay? 0z y is Así) 
DA, ,9A, 0A, 


Observe que A define un campo vectorial derivable. 
ROTACIONAL : El rotacional de cualquier campo 
vectorial derivable tal como A, se representa por 
VXA,ÓrotA y tiene el siguiente aspecto . 


AO a 


a i j Rk 
y ACA 
Ox 0y 02 

Az Ay Az 


Estas expresiones tienen una gran aplicación en 
física sobre todo en Mecánica de Fluídos y 
Electrodinámica. 


Aquí damos algunas fórmulas en que interviene y 
1) V(0+Y)=10+ DY ,D y Y escalares 

da 
(A+B)= V.A+V.B 


8) Xx (A+ E)= VxA+VxB 
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4) V.(DA)=(VO).A +2(V.A) 
5)VX(DA)=(VO)XA + D(VXA) 
6)V.(AxB)=B.(VxA)-A(VxB) 

7) Vx(AxB) =(B.V)A—B(V.A)-(A.V)]B+A(V.B) 
8) V(A.B)=(B.VJA +(A.V)B + BX(VXA)+AX(VXB) 
9) VxVO0=0 

10) V.(Vx A)J=0 


JÁ 


11) dÁ= (dr. V)A + dt 


APLICACIONES A LA GEOMETRIA 
DEL ANALISIS VECTORIAL 


A) ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA : 
a.1) La ecuación de una recta se puede determinar 
cuando se conoce uno de sus puntos tales como 


P¡(x 5y 53,) y un vector A= (AAA, ) que indique 
su dirección tomando un punto genérico P(x;y;z) 
que pertenece a la recta. 


De manera que la ecuación vectorial de la recta 
pedida es : E E 

P=P¡+RA 
Siendo k un parámetro variable , de manera que al 
variar que —o < k < wo describe toda la recta pedida . 
Véase figura. VA 


b) Cuando la recta pasa por dos puntos conocidos 
tales como P,(x sy, 3,) P,(x.5y3,) en este caso se 


tiene que A=P» - Py z 


EDICIONES RUBINOS IAESES 


De manera que la ecuación vectorial de la la recta 
es. P=P,+RkA =P,+ k(P, -P;) 

B) ECUACIÓN VECTORIAL DEL PLANO : 
Si P,¡(x 5 y; 3,) es un punto conocido del plano y 
N=N, 4 + N, j +N3h esun vector peperdicular al 
plano y P(x; y ; z) es un punto cualquiera del plano; 
la ecuación vectorial del plano es . 


Ez Ñ 


(r-r,).N=0 
N,¿x+N,y+N,2+D=0 en la que 
D=-(N,x¡+N,y/+N,2/) 

C)JDISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA: 
Con referencia a la figura _ la distancia de la recta 


De donde : 


cuya ecuación es P=P+kRA al punto 
B(B,;B,;B, )está dado por : a 
2 
a ¿¿PBxA 
lal 


D) DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS 
Una recta que pasa por P,(x ; y ,s 3,) y es paralela al 
vector A tiene a ecuación p= P,+kA, y otra recta 
que pasa por e punto P,(x,s y; 3,) y que es paralelo 
el vector ¿tiene porecuación P=P,+RB entonces 
la distancia mínima entre estas dos rectas está dado 
por: a PP (AxB) 
[Ax B' 

ANGULO ENTRE DOS PLANOS 
Dada las rectas P=P/+RkA y P=P2+kB, el 
A.B 
AB 


ángulo entre ellas está dado por Cos9= , son 


perpendiculares si: A. B=0 son paralelas las rectas, 
si AxB=0. 

ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS 
Dados los planos con ecuaciones vectoriales 
(7 -rj).N=0 y (r - r¿).M=0 el ángulo entre ellos 
está dado por : MN 


b) son perpendiculares si: M.. N=0 
ÁNGULO ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO 


Dada una recta con ecuación vectorial P=P,+RA 
y el plano con ecuación vectorial (7 —r,).N=0el 
ángulo que forma la recta con el plano será el 


complementario del que forman los vectores A y NÑ 
es decir : 


La recta y el plano perpendiculares si: AxN=0 
Si: A. N =0 . Son paralelos 
DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO 


Dado un punto P,(x,; y,; z,) que pertenece a un 


plano y un vector normal al plano tal como y, la 
distancia del punto P(x; y ; z) al plano está dado 


or: =5 >= 
E ¿nr .N | 
N 
* En coordenadas cartesianas tendremos: 
P=14(x:y:z) ER Jax+by+cz +d = 0) 
La normal n=(a;b;c) es paralela a y x y ; entonces 
4xv=tn 
*S1Q =(X5Y 53,) Y Py(Xx ¡Y 53,) tenemos: 
_1%o —*1iYo —Y15Z0 —%1) 5 (asbic) | 


d(Q;P) = 
Va?+b*+0? 
> d(Q;P)= lax¿+ byy+czo+ ed ges P, Por lo 


da?+6* +0? 
tanto verifica 
d= - ax,- by,- cz, 
[ax¿+ byy+czo+ d| 
da?+b* +0? 
ÁREA DE UN PARALELOGRAMO 


Deseamos hallar el área del paralelogramo (en R?) 
determinado por los vectores y y vw; es decir; de 
vértices O;0; u+vyA- 


> a(q;P)= 
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: era 


Luego A(1;v)=|4xvw|; elárea del paralelo gramo 
Determinado por u yu de donde el fe del triángulo 
determinado por y yv esA(u ;v) =Huxo] 
EJEMPLO : 
Hallar el área del triángulo de vértices 
(-1;2;-1) ; (1;2;0) ; (3;1;-1) 

RESOLUCIÓN : 
* Sea: Po=(-1;2;-1) 

ul =(1:2:0) - (-1:2;-1) = (2:0;1) 

V=(-3;1;-1)-(152;-1)=(-2;-150) 
*Luego: A(u;0)=>3 laxo] = 310:-2:2)1= sl 


AREA DE UN TRIÁNGULO 


SiiP (xs ys 2) y Pes y 22) y P, (Xx 5 Y 5 3,) son 
los vértices de un triángulo, y a, b,e, son los 


respectivos vectores de posición con respectos al 
origen de coordenadas el área del triángulo se : 


53 (B2 Br x (Ps Pu) 
Que es lo mismo . s=3axb +bxe+exa| 
VOLUMEN DEL PARALELEPÍPEDO 


Sean los vectores 4; v;w ; entonces el volumen 
determinado por los vectores 4; p;w €s: 
ux y 
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*El volumen »(2;0 ;w)=|2x v/.h 
> w.(axv)-A(uxv)= |uxv]! 
>w(uxv)= Auxvl? > 4= SAS 
[xv]? 
* Pero: h =|4] |uxv| 


[w.(4xv)| 


xv| 


>h= ¿entonces 


== — — 


>vo(1;03w) =|uxv!l. lo.(a;0)| (a50)| 


xo] 
>o(4;0;0)=| w.(u;v)| 
EJEMPLO : 
Hallar el volumen v(1;v;w) sabiendo que 
U=(153; 3); 0:=(-2:2:1) ; 10 =(2:1:3) 
RESOLUCIÓN : 
* Sean los vectores y =(1:3:-2); v=(-22:1); 10=(2:1:3) 
VETO 
>uxvo=|1 3 -2|=7i +3] +8k = (7:3;8) 
* Luego: Sd AE 
v(u;0;1w) =jo.(4 X v)|=/(2,1:3).(7:8:8)| 
v(4;v;1w)= |41|=41m* 
DEFINICIONES : 
A) COMBIVACIÓN LINEAL: 
Si (a ¡583 A conjunto de vectores de Y, ;el 
vector V e V, es, una combinación lineal de los 
vectores á, 54, ;..5a, si Y puede expresarse como: 
V=r,2,+r303+..+r,0, para 1eR/i=1;25..n 
B) Un vector a eV, es combinación lineal de los 


vectores b y e si y sólo si existen los escalares 
riseR 


tales que: a =rb+s8e 
EJEMPLO: 
a=(a,;a,;a,) 
a=aj¿+a,j+a,k 


El vector a es una combinación de: (¿¿;£) en R* 


EDICIONES RUBIÑNOS (dsg; 


UELTOS 


PROBLEMA 1: 
Dado los vectores: a=2i +85 yb=7Y- 3j 
Determinar : 


Da+b IMa-b5 UD -2a + 3b 

RESOLUCIÓN: 

D- a+b=9+2 

m) a-b=-5+8j 

II) -2a +3b= -2(2Í + 8j) + 3(7 -—3)) 

>-2a+3b =x-4i-10) + 214 - Y 

>-2a +3b = 17-19 

PROBLEMA 2: 

Determinar el vector x de: —-3(1;3)-2x%= 5(0;2)+ 4x 

RESOLUCIÓN: 

(-3:-9) + 2x = (0;-10) + 4x=>(-3;-9)-(0;-10) = 4% -2x 
- - ] E ad 

>(-31D a ; 3) 

PROBLEMA 3: 

Siu=2i+3-k, o =i-2+k, y w=3i+j-5k. 

Calcula: u+21w-30 

RESOLUCIÓN: 

a +20-30 =(2+3j=Rk) +03 +j-5k)- 3(-2)+k) 

> +210-30 =(2+ 3j-h + 61+2j-10R)-3Í-6j+3h) 

> 5 +0 30 =51+11j—14h =(6;Í13-14) 

PROBLEMA 4: 

Siii=20+8j-k; 0=i-2]4k ; m=8i +I-5h, 

Calcula: 4.0+D0.w 

RESOLUCIÓN: 

50m (24 Bj RMÍ-2j 4H) =28=6 -1=b 

D.m=(i-2)+K)(3Í + Í-5h) =3-2-5=-4 

*Es decir: u.D4+0.w=(-5) +(-4) =-9 

PROBLEMA 5: 


A 


Sn 2ADjk 
ángulo entre los vectores y y p: 
RESOLUCIÓN: 

* Se sabe que 


h A A An 
y v=i-2j+k,calcular el 


2 u.v 
u.v=u.vcosó Ó cosó = 
lu) lol 

E 5 a 5 

V243 + (PA 2 4 /14 x 6 

5 
= -—=-0,54 
/84 


> 0 = arccos( — 0,54) 
PROBLEMA 6: 
Considerando los vectores 
a =2i+ 4G+ 5Íhy D=4i-3j +% 
ID) Determinar a+b 


== - 


HI) Determinar ¿5 

111) Determinar 34 — 25 
RESOLUCIÓN: 

Da+b = 6i +5 +6h 

IDa-b =-2i+ Jj + dh 

111)3a -2b =3(2Í + 4 + 6x)- 2(41 -3 +4) 
> 34 -=2b=-2 + 18) + 18% 
PROBLEMA 7: 


Dosvectores tienen una resultante máxima que mide 
14 y una resultante mínima que mide 2. ¿Cuál es el 


“módulo de la resultante de dichos vectores cuando 


formen un ángulo de 90*? 
RESOLUCCIÓN: 
* Según datos: 


Romáx = A+FB=IA coreneranscansanos (1) 


* Resolviendo las ecuaciones (1) y (II) 
obtendremos : A 
—————Áá]álL 
A a A 
—> B 
A=8 y B=6 


* Luego, cuando los vectores formen 90”, su 
resultante se obtendrá de la fórmula 


R=/A?+B?+2AB cos90"=/A?+B? .......cos90"=0 
R=/8?+6? => R=10 


PROBLEMA 8: 


Entcontrar el módulo del vector diferencia A-B, si 
estos vectores se muestran en la figura, de módo que. 


[al=50,[B|=14 


56" 


RESOLUCCIÓN: 


* trasladando los vectores de modo paralelo a sus 
posiciones originales hasta que sus posiciones 
originales hasta que sus origenes coincidan, 
observaremos que ángulo formado por ellos se 
obtienen de : 


56%+0+50"=180" => 0=74” 
* Luego, utilizamos la fórmula : 


D= [507 +14? - 2X50x 1400874 ooo (cos74*=7/25) 
D=48 

PROBLEMA 9: 

Demostrar que el segmento de la recta que une los 

puntos medios de los lados de un triángulo es 

paralelo al tercer lado y que su longitud es igual a la 

mitad de la longitud del tercer lado. 


RESOLUCIÓN: 


A . B 
Como € y D son puntos medios de AE y EB 
respectivamente, se tiene AC = CE y ED = DB. 
* Portanto ¡AE + EB = AB> 2CE + 2ED = AB 
>2(CE + ED) = AB> 2CD=AB 
* Es decir: CD = 3AB > |0D|= S/AB| 


* Por consiguiente, CD es paralelo a AB y tiene 
una longitud igual a la mitad de | AB |. 
PROBLEMA 10: 

Determinar el módulo de la resultante del conjunto 


-> 


d 
Si le|=12; |[d|=2,5 
RESOLUCIÓN: 


* Como la resultante R es la suma de todos los 
vectores, se tiene: 


Como los vectores que se obtienen, 2d y e ,son 


perpendiculares, la resultante es la hipotenusa del 
triángulo rectángulo y su módulo se obtiene 
aplicando el teorema de Pitágoras: 


RE = ¡2d ?+101? >/B]= /(5)? + (127 
* Por tanto: |R|=13 
PROBLEMA 11: 


Dado los vectores a =(3;4), b =(0;2), e =(2;-1). 


representarlos en el plano “X” y “Y” calcular la 
magnitud o módulo de cado uno. 


RESOLUCIÓN: 
lal= V3?-4? =5 


15] = Yo0?+ 2? = 2 


fe] = /2%+ (-1)* = J5 


PROBLEMA 12: : 
Se tienen dos vectores coplanares y concurrentes 
cuyos módulos son 3 y 3 respectivamente. 
Determinar el ángulo que ellos deben formar para 
que su vector suma correspondiente tenga un 
módulo igual a 7. 


RESOLUCCIÓN : 


* Sean A=3; B=5 y R=7 ; entonces , aplicando la 
fórmula de la ley de cosenos , pero elevando al 


EDICIONES RUBINOS | dd 


cuadrado previamente , para eliminar el símbolo 
radical y dejar expuesto el término cos 9 mediante 
quien llegaremos a conocer el ángulo "g" pédido . 
* Veamos :' 


R?*=A?+B+2ABcos9 > 7?7=3*+5?%+2x3x5c080 
49=34+30c080 => cos0=1/2 = 0=60" 


PROBLEMA 13: 


Retomando el día de playa de Luis, si el auto en el 
que viaja recorre 86 km rumbo al sur y después tomo 
un desvío de 2 km en dirección oeste para finalmente 
llegar a la playa “León Dormido”, ¿cuál es la longitud 
del desplazamiento resultante del auto? 
RESOLUCIÓN: 


El desplazamiento resultante ¿ es la suma de dos 
desplazamientos individuales A y B. para el cálculo 
algebraico de la magnitud de la resultante aplicamos 
el teorema de sip en el triángulo rectángulo 


formado. 
86km 
A 


pda + (86)* pens 
|= /7400 => |R|=86,02 
* Por tanto, la longitud del desplazamiento es de 
86,02 km. - 
PROBLEMA 14: 


Determinar la dirección y el módulo de la resultante 
del conjunto de vectores mostrado, si cada cuadrado 
pequeño de-la figura tiene por lado una longitud de» 
lado de una unidad (1u). 


y 
1] 3 


o] 


RESOLUCIÓN : 


* Ordenamos los vectores uno a continuación de 
otro para determinar gráficamente la resultante : 


; 
A a 
; | 


* Módulo de la resultante: 

[R|?=(6u)?+(2u)? > [El 3/10 
* Podemos determinar la dirección de muchas 
formas. Por ejemplo, si los vectores están en un plano 
podemos convenirla como el ángulo girado en 
sentido antihorario que hace el vector con relación 
a una línea horizontal. 
* Luego, tendremos: 


a 1 1 
tan 0= e 3? 0= aretan +) 


PROBLEMA 165: 


Encontrar el módulo y dirección del siguiente 
conjunto de vectores, si se sabe que : 


[Al =7,15|=8, lel=6,[d|=3,lel=4 

= E e 
3 ¡PURO E 
RESOLUCIÓN: 


* Se desea: R=5yV=a+b+c+d+e 

En vista de que los vectores dados son todos 
colineales , procederemos a anticipar que el vector 
suma a encontrar será colineal con ellos , y para 
encontrar su valor y signo elegiremos a priori una 
dirección positiva (hacia la derecha) y otra negativa 
(hacia la izquierda), de este modo : 


R=+7-6+3-4-8> R=-8;6; R=8(+) 
PROBLEMA 16: 
Dado el siguiente conjunto de vectores , hallar : 


e 


R=2a-b+30 E. MIN 

TACOS 
Siendo : lal=7 ; [5|=5; lcl=4 a 
RESOLUCIÓN: 


* Nuestra solución se obtendrá graficando en primer 


lugar a los vectores (+2a);(-B) y (+32) para luego 
aplicar el mismo proc del pEQpismS 
anterior: TE 


GEOMETRIA WECTORIAL WS 
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R=3V (= 


R=+14-5+12 [ADE 


R=21(>) 4 12 


PROBLEMA 17: 

Dos vectores se encuentran a un mismo punto . Si 
uno de ellos mide 15 y el otro 7 ¿Cuál es el módulo 
de su vector suma , si el ángulo formado por ellos 
mide 53 

RESOLUCIÓN: 

* Considerando que los vectores dados dados son 
AY B tales que : [A|=15; [Bl=7; y0=53". 

el ángulo formado por ellos , entonces aplicamos la 
siguiente fórmula 


R=y15*4+774+2x158X 7008538 coccion (cos 53"=3/5) 


=R=/225+49+210x3/5=20 
PROBLEMA 18: 
Sean los vectores del tetraedro de la figura: 


Hallar: Y Cc 
A)a+b+e 
B)b+c+e 
C) a-d E ES 


D) Un vector que una el punto medio de la arista a 

con el punto"medio de la arista c. 

RESOLUCIÓN : 

Ajarbre=d BJb+i+e=0 

C)ja-d=e D)' Sea el vector buscado. Entonces : 
e 


= =e =d 
paez 


* Portanto: x =3-la +0) 

PROBLEMA 19: 

Determinar el módulo y la dirección del vector dado 
A) 2145 : 
B)2|30* 

0) 2/2/45" 
D) 3/3|30* 


1090 | ES 


RESOL CIO : 
* Para el módulo : 


Como se sabe es la longitud del segmento dirigido, 
el tamaño o lo que mide el vector . 


* En el triángulo rectángulo formado aplicamos el 
teorema de pitágoras , así : 


[v]=/2?+2* >[V]=2/2 


* Para el módulo : 


Es la medida del ángulo que forma el vector con el 
eje X, por la relación entre sus catetos; se deduce 
que el triángulo o formado es notable 
(45 y 457) 

* Del gráfico se deduce que ; 


V=2/2y/45 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 20: 
2 puntos en el plano XY tienen coordenadas 
A(2; - 4) y B(=3;3) 
[) Determine la distancia entre estos puntos . 
TI) Determine sus coordenadas polares . 
TT) Determine sus coordenadas polares . 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando adecuadamente : 

MA 


I) Recordando que : D=lix, +9 y 
* Entonces : D=.((-3-2%+(3+4)* =/74 


II) Sea A=(-3:3)=>-3=rc088 tanó=- qe 
3=rseng | 0=135" : 
ES 343 =3/2n 2m.. 
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* Luego: A=(3/2;135") 
*Sea: B=(2;-4)> r=/2%+(-4P =/20=2/5 


Tg0==3 > Tg0=-2 >0=Tg '(-2) 


PROBLEMA 21: . 

Si las coordenadas rectangulares y polares de un 
punto son (2; y) y (r; 30%), respectivamente, 
determine “y” yr. 


RESOLUCIÓN: 
Dato (2; y) y (r;30%) > 2=rc0830" > r=44V3/8 
y=rsen30" => y=L43, 1.243 
y E y 


*Luego : y 28 5 p= 4/3 
3 3 
PROBLEMA 22: 


Las coordenadas polares de un punto son r = 5,5 m 
y 0 =240 ”. ¿Cuales son las coordenadas cartesianas 
de este punto? 


RESOLUCIÓN: 
* Dato : r=5,5m; 0=240" 
x=rc0s0 > x=5,5 cos240”=- 5,5 cos60” 


1 
=- 55[7)> - 2,75 
>. 3 
y=rsen9 > y=5,5 sen240”=- 5,5 sen60* 
> 1 /3=- 2,7648 


PROBLEMA 23: 
- Dos puntos en un plano tienen coordenadas polares 
(2,5 m; 30") y (3,8 m;120"”). Determine: 
a) Las coordenadas cartesianas de estos puntos. 
b) La distancia entre ellos. 
RESOLUCIÓN : 
Sea el punto A=(2,3; 30?) 
Sea el punto B=(3,8; 120?) 
Parte (a) : 
Hallando “4”. 
3 
x=2,5c0830" > 1=2,5=1,25/3 


y=2,6sen30" = y=2,55=1,28 


> A=(%;y)=(1,254/3 ;1,25) 
* Hallando “B” : 
x=3,8 cos120” > x=- 3,8 sen30* 


> PT 
2 


” 


y=3,8 sen120” > y=3,800830=3,87 


> y=1,9/3 
B=(x;y)=(-1,9;1,9/3) 
* Parte (b) : 


Da. =((1,2543 -1,9/2)' +(1,25-1,9/3) 
> Di4;n)=2,38 
PROBLEMA 24: 


Cierta esquina de un cuarto se selecciona como el 
origen de un sistema de coordenadas rectangulares. 
Una mosca se mueve lentamente en una pared 
adyacente a uno de los ejes . Si la mosca se ubica 
en un punto que tiene coordenadas (2;1) m. 


a) ¿a qué distancia se encuentra de la esquina del 
cuarto? 


b) ¿cuál es la posición en coordenadas polares? 
RESOLUCIÓN: 


* Parte (a): 


Dow =V2* +1 =/5=2,24m 


* Parte (b) : 
x=rc0s0 => 2=/5 cos 9 


y=rsen0 > 1=/5sen0 


y(m) 


x(m) 
tan0=1/2> 0-2 


*Luego las coordenadas polares de la mosca será: 


(V5;53*/2) 
PROBLEMA 25: 
Determine el módulo “y la dirección del 


desplazamiento total que experimenta un móvil , si 
primero se desplaza 24m hacia el norte , luego 12m 
hacia el este y finalmente 8 m hacia el sur . 


A) 20m|37* B) 10m|45? C) 20m|53? 
RESOLUCIÓN: N 


11092 1 
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Grafiquemos primero cada uno de los 
desplazamientos seguidos por el móvil. El 
desplazamiento total será la suma vectorial de cada 
uno de los desplazamientos e Ds piden el 
módulo del desplazamiento , para ello 
aprovechamos la figura que se ha ivimadó con los 
desplazamientos , la cual resulta ser un trapecio 
rectángulo . En él se aprovecha el trazo de una altura, 
porque , debido a ello, se forma un rectángulo y un 
triángulo rectángulo, y se determina en el triángulo 
rectángulo, aplicando el Teorema de Pitágoras . 


d=/((167+(12)* =20 
* La dirección del vector desplazando |¿| viene dado 
por el ángulo y y de la figura se tiene que : 
1802 > Tgo== >0=53 
* Con lo que : Y =20m|53" 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 26: 


¿Cuál es el módulo de la resultante de todos los 
vectores graficados? Se sabe que el cuadrado tiene 
10 u de lado . 


A)30/2u 
B)50/2u 


C)30u 
D)20 u 


RESOLUCIÓN : 
* Reduciendo , resultará : 


tu 
o 


Orrae sip) 


++ + A ne a —_—_—_—_— 


3 
á Ta 
> R=3(10/2)=30/2 


PROBLEMA 27: 

Dos vectores de módulos 10 y 6 tienen una resultante 
igual a 8 ¿Qué ángulo formarán dichos vectores? 
AJ60” B)37 C)107 D)127 E) 137 
RESOLUCIÓN: 


Ea 
R=,/A?+ B*+2ABCos0 
8? =10* +6*+2x 10 x 6Cos0 


> 64=136+ 120C080 > Cos0=- 3/5 6 
>0=127 


RPTA :“A” 


10 


RPTA : “*C” 
PROBLEMA 28 :; 


Si R=A+B+C+D, determine el módulo del 
vector R-2D 


AJ7,2 
B)J6,7 
C)5 
D)O 


> 6 4 
* El vector x es la resultante de los vectores 


A,B,C, y -D. 
* Luego : 


>x=3-3=0 


> |s]3 


PROBLEMA 29: A 


La figura muestra 6 vectores ; 2,5,C, D,E y F. 
Halle S=A-B+2C0+D+E+F. - eS 


A 
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RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico : 2 
14 


7 4 Sumando 
(+) 4 


RPTA.::C” 


PROBLEMA 30 : 
En el sistema-de vectores mostrados determine el 


vector resultante . 


A0 

B)A-B+C 

C)A+B-C te 
A 

RESOLUCIÓN : 


* Nos piden R=A+B+C 
Trasladamos B hacia el lado paralelo inferior y ; G 
hacia la cara paralela opuesta , 


. 


En el triángulo sombreado : 
R=A+B4+C=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 31: 
Dado: 


¿cuál de los siguientes enunciados es falso? 

A) Los vectores a y e tienen la misma dirección . 

B) f=b-e 

C) Todos los vectores tienen componente x de módulo 
menor o igual al módulo del vector a 

D) e+f=a-0 

E) d+f-e=0 

RESOLUCIÓN: 

A) VERDADERO : a y e tienen la misma dirección 


¿pero sentido contrario . 


B) VERDADERO : porque c+f=5 
C)VERDADERO : todos los vectores tienen 
componente x de módulo menor o igual al módulo 
de a 
D) VERDADERO: a-c=2a; e+f=2 
E) FALSO : porque d +f+ e=0 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 32: 
Dado el siguiente conjunto de vectores donde 
lal=/2u y ldl=2u, determine el módulo de la 


resultante de los vectores mostrados . 
AJ2u z 
B) 7 
C) /10 
D) 2/10 
RESOLUCIÓN: 


* El vector resultante (R) se determina como la suma 
de todos los vectores, así : 


R=a+Db+o+ d+ cnoncarmanannnss (1) 


y ños piden [A|; ahora debemos buscar alguna 
relación entre los vectores dados y nos convendría 
colocar a los vectores 5, y ¿ en función de los 
vectores q y d, ya que de estos últimos se conoce 
sus módulos . 

* Acomodando la figura , hemos colocado el 
opuesto del vector d, porque nos , damos cuenta 
que se forma una poligonal en donde el vector d es 
la resultante de los otros cuatro vectores . 


> a=e+(-d)+c+b 
> a+rd=e+c+b mmcmconenscicnnocos (1) 
* Reemplazando la expresión (MH) en (1) : 
> R=a+d+b+c+e 
2 pone E uE a+d 
>R=2(a+d)>|Rl=2[a+d]..c..aaaoom (1) 


* Solo queda determinar el módulo de la resultante 
de los vectores a y d. Note que estos vectores 
forman, entre sí 45” , 


* Trasladando d, de tal forma que su origen coincida 
con el final de a, aplicamos el método del triángulo. 


a+d 


la+d|=/a?+d*+2adcos45" 
> la+dl=/22+/27+2(2)(/2)c0945" 


> la+d|=/10 
* Luego en (11): [R|=2./10 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 33: á 
Señale la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones: 
D La suma vectorial de los componentes de un 
vector da como resultado dicho vector . 


11) Un vector puede tener componentes en cualquier 
dirección . 

111) El vector unitario de un vector necesariamente 
tiene la misma dirección y sentido que el vector . 
A) VVF B)FVF C)VVV .D)FVV E)FFF 
RESOLUCIÓN: 


I) VERDADERA , dada que : 
Y; 
t 


1 
' 
DONDE : A.y A, son componentes del vector A. 


II) VERDADERA :. ya que un vector puede tener 
infinitas componentes y en cualquier dirección . 


A=AJ+A2 Homo An 


DONDE : 


Ar Ázv»="" An : SON componentes del vector A. 


1) VERDADERA : dado que el vector unitario de un 
vector es aquel vector que tiene la misma dirección 
y sentido que el vector, por eso, su nombre . 


3 
TA A 


s — 
e at . . 
. A. Hp=vector unitario 
e s ses 
a? AA ret del vector A. 
' 


?, RPTA : “C” 
PROBLEMA 34: 
Determine el módulo del vector resultante de 


EnF y Fo. gos 


A) 30/2u 
B) 60/3 u 
C) 20/43 u 


RESOLUCIÓN : 


* Descomponiendo dos de los vectores : 
. Y 


30u JN 
48% E. 
* R,=404-10u 
> R,¿=30u(<) 
*R,=304 (1) 204 


* Simplificando: 


R 
30 is 
¡ES =|Bl=90J2g 


304 


PROBLEMA 35: 


Con referencia a los vectores que se muestran en la 
figura, ¿cuáles de las siguientes proposiciones son 
correctas? 


DD) A+B+C+D=3B/2 
II) A+B+C-D=0 


ID 3A+D=C 


A) Sólo TI 
B) Sólo H 
C) Sólo III 
D) Todas 
E) Ninguna. 
RESOLUCIÓN: yá 
ID VERDADERA : ya que : 
A, 
1 I 
$e: 
1 | 
' py A 
Looth=oo no Br 
1 | L 1BJ2s 
1 | HL 1 
a ie 


> Á+B+ C+D=>B 
HI) FALSA : dado que . 


RESOLUCIÓN: 


III) FALSA , ya que : 


* Se puede notar que : 
A+B+C-Dx0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 36: 


Determine el módulo del vector resultante del sistema 
mostrado si “M”: punto medio , “40”: centro de la 
circunferencia y la|=4 


* Dandole forma al sistema de vectores , y 
reduciendo: E OS 


. 
ye 


* Por simple inspección mABCD es un rectángulo . 
* Luego : 


> R=3l12+2? =3/5 


RPTA : “D” 
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PROBLEMA 37: 


Determine la suma del conjunto de vectores 
mostrados en términos de a,b y 2, si estos últimos 
nacen en el centro de la circunferencia . 


A) 2b- 2c 
B) 2a- 25 
C)2c-2a 
D)2c-2b 


S=(a+b+0)+x+y4Z comecnmanso (1) 

De la figura , Aplicando! la regla del A vectorial : 
*b=a+z => 2z=b-a 
* a=c+y > y=a-e 
*b=c+x > x=b-c 
* a+b+0=0 (propiedad) 
* En (1): 

S= 0+b- c+ra- e+b- ca >S=2b-2c 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 38: 


La figura muestra un trapecio M, N son puntos 
medios de las diagonales; respectivamente , 
identifique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
proposiciones: 


D B=1A, donde 2>0 o 
Il) =(A+B)/2 


III) %=(B-A)/2 Me HET ER 

A) FFF / E A Pe 
B) FFV A e 
C) VFV 7 DOS 
D)FVF 


S 
5 
> 


RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad de geométrica elemental , en un 
trapecio, se tiene que :  IBI-JAl 
ps 


I) VERDADERA : dado que como 
A//B=B=1A 


número real 


Como A y B tienen el mismo sentido: =>4>0 
11) FALSA : ya que. =2-4 
11) VERDADERA : ya que : A a 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 39: 


Determine la resultante del sistema de vectores 
mostrado : 


A)3C B)2A 
RESOLUCIÓN : 
* Para determinar el módulo de la resultante , primero 
expresaremos la resultante (R) en función de los 
vectores que se muestran z 


R=A+B+C+D 
* Ahora, sea E el vector que reemplaza a A+0C 


Lc 


> E la resultante se reduce a lo siguiente : 


ld 
A —Á 
>R=B+B=2B 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 40: 
Se muestra un sistema de vectores dispuestos sobre 


un hexágono regular . 
Determine 'la resultante del sistema de vectores 
mostrado . 


A) 3a 
B) 2d 
C) 30 
D) 56 


RESOLUCIÓN: 


* Para obtener R podemos aprovechar las 
propiedades de un hexágono regular, por ejemplo, 
sus lados opuestos son paralelos y de igual longitud, 
con ello podemos trasladar a los vectores a y e, tal 
como se muestra . y E 


DA Cc 
* Ahora en los triángulos sombreados se puede 
deducir que . 
elAOBC b+e=c 


elAODC d+a=c 
>BE= c+ ce +0=30 
BRE 
PROBLEMA 41: 


Determinar la expresión vectorial para xen función 


de los vectoriales A y B, sabiendo que PQRS es un 
cuadrado . R Q 


== 


SY 
b+a RPTA : “C” 


A) x=(3/5)(A+3B) 
B) =(2/5)(A+2B) 


C) 3=(1/5)(A+B) 


RESOLUCIÓN: 4 
* Se deduce que : 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 42: 


“Hallar el módulo de %+>3 


A) (2/2 - Ja 
B)(2/2+1)a 


C)(J2+1)a 
D)(J2-1Ja 


RESOLUCIÓN: 


Descomponiendo “los 
convenientemente . 


* Como: 


vectores 


iS R=ía-a 2 J2 
¡ =R=(/2-Da 


RPTA : “D” 


[ya 
PROBLEMA 43: 


Del sistema de vectores mostrado, determine x en 
función de a y 5. (MNPQ es un rectángulo y O es 
centro de la. semicircunferencia). 


B) 11(5-a) 


1 a 
c 315-3) 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando el ángulo de e se obtendrá : 


QU eran p 


* En el A sombreado : 


7 5 a de 
£. a 
E = 


* Geométricamente ; 


el 
il 
e 


* En los ss sombreados : 
. [=11kmenss=110 20) 
[1-2 V5k 
+ 4k=|y|seno3" 
1 hn] 
4k=lyl| =4/5k 
ai) 5 


* Como xey tienen la misma dirección; entonces . 


A EN 
HS) > RES 
dit lxel [yl 
x = 20= 


y 
A ad A E 1 Y) 
pain 


* Reemplazando : 207 5_£ 
11 2 
AN (3 .) 
a e a 

20 2 RPTA : “C” 
PROBLEMA 44: 
Determine x en función de a y bh. 

EIA a ERE A, 5 a 


4) ¿(sa -45) 


oda 
B) ¿(3b-4a) 
; 
; 
1 


C) (45 -3a) 


RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que : 


* En el A sombreado . 
3a 


(45 -3a) RPTA:*C” 
PROBLEMA 45: 

Una partícula experimenta tres desplazamientos 
consecutivos: d,=(1,51+33) cm, d¿=(2,1i - 0,6jJem, 
d,=(-1,8Í+2,8)) em. Encontrar las componentes del 


desplazamiento resultante y su magnitud. 
RESOLUCIÓN: 


R = d; + dz + de 
>R = (155 +2;1-1:8)Í + (3,0—0,6+2,5)j 
>R= (2;3Í + 4; 9) cm. 
Esto indica que las componentes en los semiejes 
“x” positivo e “y” positivo del desplazamiento 
resultante son 2,5 cm v 4,9 cm respectivamente. 
Además, su magnitud [R| es: 
(2:33? + (49)? = 5:41 
Luego, la magnitud del desplazamiento resultante 
es 5,41cm. 
PROBLEMA 48: 
Si a=6í-2 y b=i+8j 
Calcular: 
A) (2a -3b ).a 
B) El ángulo que forma a y a+ b 
RESOLUCIÓN: 
A)  (2a-3b).a = (12i—4-9)). (6 —2j) 
=(9;-13) . (6 ;-2) 
= 54 + 26 = 80 
B) Sea 4 el ángulo que forman a y a+ b. 


* Como: a+b=6-2+¿+3j= 7Í+j=(71)> 


(6;-2). (71) 


+ L ; Y e e 
uego: cos 0 = ¡a 7zp)] 


> cos O= pr = 
4/36 + 4 /49 +1 
ao 0 E 
(2/10)15/2) 5 
* Por tanto 9 = arc cos 23) =26,57" 
* Es decir, el ángulo que forma a y a+ b es 
aproximadamente de 26,57”. 


PROBLEMA 47: 


Una fuerza constante tiene magnitud y dirección 
expresadas pora = 7i + 4j «Calcular el trabajo 
efectuado cuando el punto de aplicación de a se 
mueve a lo largo del eje x, desde P (-5;0) hasta Q 


(3;0). 
RESOLUCIÓN: 
* La fuerza F está dada por a =7i + 4] = (7:4)N. 
* El desplazamiento es: 

D=PGQ =Q- P= (30) - (-5;0) = (8;0) 
* Como sabemos, el trabajo W está dado por 
W=F.D 


W =(7;4) . (8;0)= 56 joules. 
Este resultado se puede interpretar teniendo en 
cuenta en qué unidades está dada la fuerza. Por 
ejemplo, la unidad de longitud es el metro y la 
magnitud de la fuerza se expresa en newtons, 
entonces el trabajo efectuado es 56 Newton - metros 
o 36 joules. 
PROBLEMA 48: 
Determinar el valor de k si los vectores a = 31 — ki, 
5 = 5í + 6j son perpendiculares. 
RESOLUCIÓN: 
* Se sabe que si dos vectoresag y 5son 
perpendiculares, entonces a.b=0. Luego, 
(3; -R).(5;6) = 0 
15-—6k = 0, entonces k = 2;5 
PROBLEMA 49: 
Encontrar el trabajo realizado por una fuerza 
constante F' de 30 N siestá en dirección Este y mueve 
un objeto diez metros en dirección N 30" E, 


RESOLUCIÓN: — N 
W=F. D =|F| |D|eos60? 10m 
> W=(30N)(10m)cos60* 
> W=150Nm = ÓN 
F E 


PROBLEMA 50: 
Ubicar los puntos A(4;2;3) y B(3;-2;4). 
RESOLUCIÓN : Z 
B(3;-2;4) A 
, 


4: 


PROBLEMA 51: 


Determinar las coordenadas de los puntos A,B,C,D 
y E que se muestran en la figura adjunta. 


GEO)IOTRIA WECTORIALN 


RESOLUCIÓN: 


Las coordenadas de A son (2;3;4) y B es la 
proyección de A sobre el plano XY. Así, las 
coordenadas de B son (2;3;0). El punto C se 
encuentra en el plano YZ y sus coordenadas son 
(0 ;-2; 2). El punto D se encuentra en el plano XY y 
sus coordenadas son (2;-2;0). Finalmente, el punto 
E es la proyección de A sobre el plano YZ y sus 
coordenadas son (0;3;4). 


PROBLEMA 52: 


En el paralelepípedo de la figura adjunta, ubicar el 
origen de un sistema de coordenadas en el vértice A 
de manera que el segmento AB esté sobre el semieje 
positivo de x, el segmento AD sobre el semieje 
positivo de y , y el segmento AH sobre el semieje 
positivo de z. A partir de ahí, obtener las coordenadas 
de los demás vértices. 


C(3:4:0) 
G(0;4;2) 


A (0;0;0) - B(3;0;0) 
E (3;0;2) F(3;4;2) 
PROBLEMA 53: 


Considerando el problema anterior, hallar las 
distancias de AaE de BaGydeHaB. 


RESOLUCIÓN: 

d(A;F) = 3-07 + (4-0? = J/29 

d(B;G) = 0-3 + (4-0 + (2-07 = J29 

dana) = Joa J2 

d(:B) = lis -0P+0-0%+ (0-24 = JI3 
PROBLEMA 54 : 

Hallar el vector AB si A=(3;-2:1) y B =(1;-5;3) 
RESOLUCIÓN : 


D(0;4;0) 
H(0;0;2) 


PLA” NCICLOPEDIA 2012) 
AB = B-A=(1-3;-5-(-2);3-1)=(-2;-3;2) 
PROBLEMA 55: 


Si A=(3;6;2) y B(0;3; - 7), hallar el vector BA y el 
vector unitario en la dirección de BA. 
RESOLUCIÓN: 
AB =(3;3;9) 
>|BA|= V37 + 37 + 9%= 99 =3/11 
* Luego : 
| > E $3) 
3/11 VI 


va Ja” 

PROBLEMA 56: 

Considerar el paralelepípedo de la figura adjunta. 
Ubicar el origen de un sistema de coordenadas en 
el vértice A, de manera que el segmento AB esté 
sobre el semieje positivo de las “x”, el segmento AD 
sobre el semieje positivo de las “y” y el segmento 
AH sobre el semieje positivo de las z. A partir de ahí, 
obtener las coordenadas de los demás vértices y 
hallar los vectores AF,BG,ED,EF, y HG. 


RESOLUCIÓN: 

A(0;0:0),  B(3;0;2,, C(3:4:0), D(0;4;0),  E(3;0;2), 
F(3;4:2),  G(0;4;2' H(0;0;2) 

* Luego : 


AF = (3:4:2), BG =(-3;4:2) y ED =(-3;4;-2) 
* Además: EF = (0;4:0) y HG = (0;4;0) 
Los vectores EF y HG son iguales. Esto significa 


que los desplazamientos de E a F y de H a G son 
iguales. 


PROBLEMA 57: 


Determinar el módulo de la resultante de los vectores 
mostrados . 


AAA 


a a A 


EDICIONES ROBINOS BRIONES WECTORBES) 
RESOLUCIÓN: 2”) Ahora calculamos R_;R_ y R,. 

1?)Tomamos direcciones que formen 90* y En X: R,=5+5=10 semi eje positivo X 

aplicamos descomposición poligonal : En Y : R,=-5 semi eje negativo Y 


a En Z: R,=5 semieje positivo Z 
3”) Calculamos la resultante total con R,, R, y R,. 


H=2= 
29) Hallamos resultados en X e Y : 


EnX: R,=2+4+6-2 >R_=10 
En Y: R,=44+4+4+4+4 >R_=10 
3”) Con R, y R, calculamos la resultante : 


* Luego R es la resultante cuyo módulo es : 
R= JRI+ RARE 
> R=/107+5*+5? > R=5/6cms. 


PROBLEMA 59: 


Determinar el módulo de la resultante para el 
conjunto de vectores espaciales mostrados . 
Z 


R=,[R2+R? 
R=,/10?+20? = R=10J5 cm. 


PROBLEMA 58: ' 
Determinar el módulo de la resultante del conjunto 
de vectores espaciales mostrados, si el cubo tiene 5 
ems. de lado . z a 


XxX 


RESOLUCIÓN: 
17) Descomposición poligonal de vectores en función 
de los ejes , denominados ángulos q 

VA 
RESOEDETION: 3 "==" 7 ITA EA 
1”) Descomponemos cada vector en componentes ; des 
ubicados en los ejes o en direcciones paralelas a 
cada eje . z 


í 3 
2”) Ahora calculamos R., R. yR,. 
EnX: R,_=4- 4=0 4 
En Y: R,=3+3=6 5 


“e 
Por 


GEOMETRIA VECTORIAL We 


EnZ: R,=6 
$") Calculamos la resultante total con R,, R, y R,. 
Ese > 


Xx 


R=,[R?+ RP 4+R? 
> R=/0%+ 6*+ 6? 


PROBLEMA 60: 


> R=6/2 


Si a=3b+20c;Siendo 5=4i-2j y ¿=-3Í-j.- 
Determinar un vector unitario en la dirección de a . 


RESOLUCIÓN: 
1%) Por dato se tiene que : 
a=3b+ 20 
=> a=3(4 - 2)+ 2-3 - j) 
a=12i-6j-6í - 21 
*Luego: a=6j-8i Ó a=(6;-8) commccconnoarao 0 
2%) El módulo de a será : 


lal=,/6? + 8? 


> lal=10 emm. LR 
Sabemos due: == AAA Pro Ye > A an) 
* Entonces (1) y (11) en (HI) : 
a E 2 
ENT Ua aio? > Ua (57 


PROBLEMA 61: 


Determinar el módulo del vector resultante del 
conjunto de vec Ores espaciales mostrados . 
ES AS 7 
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AByC. 

A =(4:0;0) , B=(0;8;0) , C= (0;0;6) 

2%) Ahora determinamos los vectores AC y BC 
AC=C-A 


AC=(0;0;6)-(4;0;6) 


> AC=(Aj076) ooicionionnnn (1) 
BC=C-B>BC=(0;0;6)-(0;8;0) 
=> BO=z(0;5=850) vocironiosmarios (1D) 
37”) La resultante sería : 
R=ACPBO cri RR (1D 


* (1) y (1) en (MD) . 
R=(-4;0;6)+(0;-8;6) > R=(-4;-8;12) 
* y su módulo será ; 


[Rl=/4+8%4+12? > [R=4/14 
PROBLEMA 62: 


Determinar el valor de "q"si la resultante es 
horizontal . 
A) 607 
B) 307 
C)37 
D) 53" 
E) 45” 


RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo cada vector en sus 
componentes, así : 


* R, =0 

30+10- 80 Cosa = 0 
> Cosa =1/2 
> a=60 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 63: 


Hallar el ángulo f para que el módulo de la suma 
de los vectores sea mínimo . 
y 


A) 10" 
B) 20* 
C) 15" 
D) 15" 
E) 30" 


EDICIONES RUBIÑNOS ERES 
RESOLUCIÓN : 
* Reduciendo el sistema de vectores : 


* Luego : 
Para que la resultante sea mínima entonces los dos 
vectores deben ser ser paralelos y opuestos . 


>fp=20 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 64: 5 > 


Si la resultante de los 3 vectores mostrados es nula, 
hallar F. Y, 


A) 1043 
B)12/3 * ¡9 
C)14J3 
D) 16/3 
E) 2/3 


RESOLUCIÓN : 


+* Para que la resultante sea nula , entonces los 
vectores deben estar en forma consecutiva formando 
un polígono cerrado . 


24 > F=12V3 
12 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 65 : 


Dados dos vectores A y B que forman entre sí 45”, 
donde A=/2u y el módulo del vector diferente tiene 
su menor valor , determinar el módulo del vector 


resultante entre A yB. 
A) /3 B) J2 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando los vectores A y B, también los 


vectores suma (R)y diferencia (D) se tiene el gráfico 
adjunto . => 


0) 7 D) 5 


, 
4 
/ 
, 


'5 
* Donde : R=/A?+ B*+2ABcos0 


> R= 2 +B?+2(/2)ABcos46".ocors(1) 


* Para hallar R debemos conocer B, para esto 
utilizamos la condición de que el vector diferencia 


D'entre A y B toma su menor valor , o sea es 
mínimo. Examinamos esta condición gráficamente: 


A 


. — 
nx Br” 


* Como se conoce el módulo del vector B 
encontramos varias posibilidades para representar 
el vector diferente ya que este parte del extremo B y 
se dirige hacia el extremo de A. Pero, de todos estos 
vectores, el que presenta menor longitud (mínimo 
módulo) es aquel que es perpendicular a la línea 


que contiene a B . 


Extrayendo el triángulo que contiene a A,B Y Dm. 
Como el hos notable (45”;45") tenemos que B=1. 
BA 


* Reemplazando en (1) : 


GEOMETRIA WVECTORIAL My 


EA 2 1 
pS R= pz 22020) 7) 
>R=J5 : 
PROBLEMA 66: 
Encontrar un vector normal al plano determinado 
por los vectores ayb. Si a=(1;2;3) y 
b=(6;7;8) - 

RESOLUCIÓN: 

1*) Un vector normal al plano determinado por a y. 5 
seña n=axb 


RPTA : “D” 


eS 
e 
5 
[8) 
a 
ij 
*Luego: n=axb=|1 2 3 
678 
A las 1d dla (2 Bla 
=aXxb= ¿ + Rk 
A Ec pa 


> n=axb =(-5;+10;- 5) 

> n=axb =-51+10)-5k 
PROBLEMA 67: 

Si a =(3:6:8)- y B=(2-6:4), hallar: .. 
Da+b  m33+2b un) 2-35 
RESOLUCIÓN: 

D a+ =(3 + 25- 6844) = (8;- 1;12) 


1) 3a +2b = 3(3:5:8) + 212; - 6;4) 
= ces + (4; - 2:8)= (13;3;32) 


11) 20-35 = =2 $58) (2;—6;4) 

pe j = (6:10:16) - E 3:2) = (5;13;14) 
PROBLEMA 68: 

Sean. A=(1:4;-3) y B=(-2 +40). 

, Hallar el vector AB. 

II) Hallar un vector de seis unidades en la dirección 


<« 


d el vector AB . 


NES AS OICLOPEDIA 2012 


II) El módulo del vector AB es: 


[45] = JEsP + (07 +57 =J18 = 3/2 
* El vector unitario en la dirección de AB está dado 
por: 


UAB = 


(- A 0h) 
3/2 J2 “2 

* Luego, si denotamos por a el vector pedido 

tenemos que: 


a =GuAñ =0(7 y ol. 5) 


>4a=(-3/2;0;3V2) 
PROBLEMA 69: 
Considerando los puntos A(6;-3;3),B(3;0;6)y 
C=(x;y;2), hallar el punto € sabiendo que: 

AC =2BC 
RESOLUCIÓN: 
* Como AC =2BC tenemos que: 
(x-6;y + 3;2-3) = 2(x-3;y;z - 6) 
(x-6;y + 3;2-3) = (2x- 6;2y;2z - 12) 
* Igualando componentes: 
x-6=2x-6z2 ——>x=0 
y+3=2y 
2-3=2-12 ——>z2=9 
* Así, C=(0;3;9) 
PROBLEMA 70: 
Sean A (x,; y,; 2,) y B (x,; y,5 2,) dos puntos. Se 
dice que un punto P divide el segmento AB en la 
razón. 


2 .Si AP =rPB, hallar las coordenadas de P. 


P n 
m 
A 


RESOLUCIÓN: 


——>y=3 


* Suponiendo que P= (x; y; 2), como AP =rPB 
se tiene que: 
(Xx 5Y=Y 53 3,) =r(%,-X5Y,-Y 3%, -F2) 
= (FX, TX; Yy,-Ty5rz, -r2) 
* Igualando coordenadas se tiene que: 
xj + TX 
1+r 
y1 +TY2 
I+r 
2, +22 
l+r A 


X—X/= TX TX > E = 


VIA TIZIANO 


2-2] = 1293-12 32 = 


EDICIONES HOBISOS VES 
* Porlotanto: 
pa +rxz. y1 + Ty» ¿E 11%) 
1+r 1+r 1+r 
PROBLEMA 71: 
Sean: a” = (5:7:1), b. =(8:6:5;) y e =(-1:4:2). 
Hallar el vector x que satisface la ecuación: 
3x + 6a - 5c =8b 
RESOLUCIÓN: 
* De la ecuación dada se tiene que: 
x=8b-6a +50 
> 37 = 8(8:6:5) - 6(5:7:1) + 5( —1:4;2) 
> 3x = (29:26:44) 
> x= E 25 ) 
3-3 3 
PROBLEMA 72: 


Si PQ =(4;6;3) y P =(1;4:5), Hallar el punto Q. 
RESOLUCIÓN: 
Q =P + PQ = (1:45) + (4;6;3) 
> Q = (5;10;8) 
PROBLEMA 73: 
Considerando los vectores : 
a =(1:4:-5), B=(3;-2:4) y e =(- 3:62) 
Calcular : 


Daz mb. Un a.(b+ 2) 

RESOLUCIÓN: 

Dab= (1:4;-5).(3;- 2:4) = (1(3) +4 2)+(-5)(4) 
= 3-8-20 =- 25 


1H) ab =(3;-2;4) . (-3:6:2) = (3 —3) + (—2)(5)+(4)(2) 
= -9-10+8=-11 


HI) Como b+e= (0:3;6), se tiene que : 

a.(b+ e) =(1:4;-5) . (0:3:6) = 0 + 12-30 =-18 
PROBLEMA 74: 

Los vectores a y 5 forman un ángulo de 60% y 
lal=2/3 y [B]=2 

Hallar : 

Da.b ID) (a + b). (a-b) 
RESOLUCIÓN: 

Da.b= fal [cos 60* = 2/3x2x2=2 J3 


mM) (a+b).(a-b) b.(a—b) 


OS MEN SECTORES) 


PROBLEMA 75: 

Considerando los vectores a =(-4;8;-3) y d =(21:1), 
hallar el ángulo formado por a y 5. 
RESOLUCIÓN: 


a.b=(-4;8; - 3).(2:1:1) =-3 
* Como: a =(-4;8;-3) y b =(2;151) 


* Se tiene que: || = /89 ; |5l= J5 
* Luego: 


= — 


a.b 3 3 
+ cosó = === = += =-0,129 
Ad [allo]" Jas J5” J537 
* Se sigue que: 9 = arccos( - 0,129) 
PROBLEMA 76: 
Una caja rectangular tiene dimensiones 2;6 y 4 metros 
respectivamente, tal como se muestra en la figura 


adjunta. Si P es el centro de la caja, usar vectores 
para hallar el ángulo APC. 


a 6 


: qA EA 
A 


B 6 c 


RESOLUCIÓN: 


Ubiquemos un sistema de coordenadas 
rectangulares con origen en el punto A, tal como se 
muestra en la figura adjunta. 


Con respecto a este sistema de referencia, Las 
coordenadas de los vértices A,P y C son: 


A(0;0;0),P(1;3;2),C(2;6;0). Luego: 

PA = (-1:-3:-2) > |PA|= J14 

PC = (1:8:-2) > |PC| = J14 

PA. PC = (-1;-3;-2). (1:3;-2) = -6 


GEOMETRIA WVECTORIAL [53111063 
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* Si denotamos por g al ángulo APC se tiene que: 
a LAS POS 1207 2-67 3 
z. [pa [| Pc| JmaJ14 14 7 


* de lo cual se obtiene que: 


3 
0= arcos|-7) > 
PROBLEMA 77: 
¿Para qué y valores de r los vectores 
a =(r;r;l1) y b=(2r;-2;-4) son perpendiculares? 
RESOLUCIÓN: 


* Para que a y b sean perpendiculares su producto 
escalar debe ser cero. Así, se debe tener que: 
(r;r;1).(2r;-2;-4) = 0 
>27-2r-4=0 
>Hé-r-2=0 
> (r+1)(r-2) =0 
*Esdecir: r=-1 ó r=2 
PROBLEMA 78: 
Considerando los puntos: P(2;4;-3), Q(-3;1;2), 
R(0;7;8) y S(3;6; - 3), Hallar: 
DD) La componente de PS a lo largo de QR. 
11) La proyección de PS a lo largo de QR. 
RESOLUCIÓN: 
PS= (1:2;-2), |[PS| =3 
QR = (3:66), [QR| =9 
PS. QR =(1:2;-2).(3:6:6) = 3 
53_PS.QR _3_1 
D Comp PS fer =3 E 
II) El vector unitario U'ax enla dirección de QR está 


dado por Daz - LE E E 2 2) 


RI E 33'3 
da 
1 2 2 
PS =(Comp¿¿PS) Uar = $3 3 5) 
(537) 
999 


PROBLEMA 79: 
Siú =3i- G+ky vo Lig calcular y x y 


e ls 3 -2 


3 


>. Es 207 + 07 = ¿Ú14zO 1198 


=(-10-(-3)Í=015-DÍH-D)k==7Í-14j-7h 


PROBLEMA 80: ' 
Considera los vectores a =(1;4;3) y b=(-2;5;1).. 
Hallar el vector que sea perpendicular tanto a a 
comoa b. 

RESOLUCIÓN: 


Un vector que sea perpendicular a ambos vectores 
es el vector a x 5. así que calcularemos este 
producto vectorial: 


axb=|1 4 3|= 
251 

>axb =-11- 7% + 13% 

* Por lo tanto, el vector -11Í- 7% + 13% es 

perpendicular a los vectores dados. 

PROBLEMA 81: 


Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los 
puntos. 

A(5;-2;2), B(7;3;8) y C(2;3;3). 
RESOLUCIÓN: 


[5 o) 


B 
Denotemos por “S” el área del triángulo, Es claro 
que $ es igual a la mitad del área del paralelogramo 
que se muestra en la siguiente figura: 
Cc 


Luego: S= 2 [as x ac| 


* Como ae AC=(-3;5;1) Se sigue que: 
x ac|=5 EN 


a 
2115 1 


ps 
A 


1 Z A cos 
q ji e sa 31 —20)+7k) 


EDICIONES RUBINOS [PEE 


* Porlo tanto, el área del triangulo es 18,8 unidades 
cuadradas. 


PROBLEMA 82: . 
Hallar el área del paralelogramo determinado por 


u=2i+3j-h y 0=4i-5j+k 
RESOLUCIÓN: 


* Primero calculamos el vector yx» y luego 
hallamos su módulo : 


SR 


5 1 


Pda 2 -] 


z 4 1] 


A 
Rh 
1 


A 
j 

3 

-5 


an 12 308 a 8 A 
147 Ti oi=oj-2k 


“Ahora la magnitud de ¿xy será: 


ux0j= /8*+(—6+(-2)? = J64+36+4= /104 =10,19 
El área del paralelogramo es 10,19 unidades 
cuadradas. 


PROBLEMA 83: 


Calcular el módulo de la resultante de los vectores 
mostrados: 


A) 6 E 
r=+ : 

B) 10 pei 

C) 15 MAA 

D) 22 + 
' | l , 

E) 25 A O a la 
AE 

RESOLUCIÓN: 


* Trasladamos los vectores a lo largo de su línea de 
acción hasta el punto A: 


* Luego, para la resultante R: 
R?=(2/13)* + (12)? +2(2,/13 (12) cosa 
-2n -2 
* Siendo: =. es E 
Siendo: cosa=-cosp 33 
* Entonces: 
R?=5? + 144 + 48/13 (%)-100 
* Dedonde:R = 10 
PROBLEMA 34:. 


Determinar x en términos de A y B,siM y N son 
puntos medios. 


D) 


RESOLUCIÓN: 
* Formado un paralelogramo: 


2 B 
* De la figura, se deduce que: 
3A+ B=4x 
Er 3A + B 
4 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 85: 
Determinar m, de modo que la recta: 

12mx-9y +129 = 0 


Intersecte al segmento de extremos A (2:3) yB 
(11;6) En la razón 2/7 


AJ1 B)-2 C)-1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
* P(x;y) es la intersección de la recta dada y el 
segmento AB. 
y 
L 
P B(11;6) 


a; 


* Por condición: JAR E 
7 


8 [PB] 
* Luego: 7(AP)=2(PB) 


* Estoes: 7(A-P)=2AP-B) 


* Dedonde: p= Za +5B = 7 2i3)+ S(11:8) 


11 
>P=[4; 5) 
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*'Como este punto pertenece ala recta: 
: 12mx-9y + 129 =0 


* Entonces: — 12m(4)- (+ >)+120 = 0 


>m=-2 

: RPTA: “B” 
PROBLEMA 86: 
Un cuadrilátero tiene sus vértices en los puntos 
coordenados: A=(0;0); B=(2;2), C=(7;2) y 
D=(5;0). 
PROPOSICIÓN 1: 
Si sólo los valores de las abscisas se multiplica por 
2, entonces este nuevo cuadrilátero es semejante al 
original. 
PROPOSICIÓN 2: 
Si los valores de las abscisas y ordenadas se 
multiplica por un mismo número, entonces este 
cuadrilátero es semejante al original. 
PROPOSICIÓN 3: 
Si los valores de las abscisas se multiplica por 2 y 
las ordenadas por 3 , entonces el área de éste 
nuevo cuadrilátero es 3 veces mayor que el original. 
A) FVF B)FFV  C)VFF  D)FFF  — E)VVF 
RESOLUCIÓN: 
La única verdadera es la proposición 2: 
“Si P,, P,Py....P,, son vértices de un polígono y 
todas las abscisas y ordenadas de dichos puntos se 
multiplica por un mismo número real r, se obtiene 
otro polígono semejante al original. 
Donde la razón de semejanza es |r|. 

E > FVF 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 87: 
Sean los puntos del plano cartesiano: 

A=(3;10) , B=(13;2) 

C= (0;a) y D= (b;0) 
Hallar los valores de “a” y “b” de tal forma que la 
suma de longitudes de los segmentos AC, TD y DB 
sea la menor posible y dar como respuesta el valor 
de 12 ab. 
A) 961 B) 828 
RESOLUCIÓN: 
Se trata de hallar el menor camino parairde4AaB, 
tocando primero un punto de Oy y luego un punto 
de Ox .Para ello graficamos A'=(-3;10) y 
B'=(13; 2), Simétricos de A y B respecto a dichos 
ejes. 


C)780  D)1020 E) 605 
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A(310) A 


3 
E 
* Entonces: 

o” > a =31/4 

e 12ab = 961 
_0-10 =- 353b=31/3 

b-(-8) 4 

RPTA : “A” 


PROBLEMA 88: 


Hallar el volumen del tetraedro regular cuya base es 
el triángulo de vértices: 


Y. (1,4%, Zo, 243 
ad arhso ,» B=|1; + C=|0; 3 30 
2/2 ES y3 2 
A) == B—= C)= D, E)1 
) 3 ) de ) 2/3 ) 
A sonveróm D 
3 
40 210:2+0) 
Cc 
y, 43 úl 
B zi ¡7 0 7 
* Para un tetraedro regular: 
3 
a 
o= 12 
a =d(A,B) =(1-(-1)F =2 
LR AZ 
de 1 AE 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 89: 
Sise cumple que: A+B+C=0, determine el vector 


> E 


unitario del vector €. 
A) +35 
B) (+8) /10 
C) (i+ j1J2 
D) (2i+35114/5 


RESOLUCIÓN: 

Del gráfico: A=3 +2). 

* Sesabe : A+B+C=0> (31 +2) +(-2Í + j)+ 
>C=-i E 


B=-2i+j 


(¿+3)) 
J10 
RPTA : “B” 


E 


Mo= 
7 id” J12+3? 


PROBLEMA 90: 


Para el conjunto de vectores dados, determine el 
vector unitario del vector resultante. 


Si: [4|=/B|=|0|//3 
A) (+5) A 
B) i+J33 

C) (i+/35)/2 
D) -IN8 
RESOLUCIÓN: 

* Haciendo [A|=2a4 

*Luego : [Bl=2a y [C|=2/3a 


* Nos piden : 


=> R=3ai +3 V/3aj 


313a 
4 
ú J 
A 
* Nos piden : 
E E ANI y (32 


dl RAE 


PROBLEMA 91: 


RPTA : “C” 


Tres vectores A,B y C tienen componentes x e y 
como se muestra en la tabla . Calcular el ángulo que 
forma el vector 3A-2B+C con el eje X. 

AJO 


RESOLUCIÓN: 
* De la tabla se deduce : 


* A=(31) *B=(4;-2) *C=(-1;1) 


+, * Calculando el vector . 


R=3A-2B+C 
R=3(3;1) - 2(4; -2)+(-1,1) 
> R=(9:3) (8; - 4) +( - 1,1) > R=(0;8) 
* Graficando el vector "S” : 
YA 


PROBLEMA 92: 


Si el lado del cuadrado es “K” determine la magnitud 
del vector resultante del grupo de vectores mostrados: 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la regla del polígono vectorial, 
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determinamos, la resultante de los vectores internos 
al cuadrado , quedando así : 


s [al=k 
* lel=k/2 


* Luego : R=a+ e 


> [Rl=/k?+(R/2)* +2(R)(R/2 )(cos 45") 

>|Bl=KJ/5 RPTA : “C” 
PROBLEMA 93: 

Determine la magnitud y dirección de la resultante 
de tres desplazamientos que tienen componentes 
rectangulares (3;2) E 5: 3) y (6; 1) 
RESOLUCIÓN: 

A=3i+2 ; B=-5+3j ; C=6i+j 


> E =A+B+C=(3i+2)) +( 51 +3))+(6i+]) 
>R=41+6) > |Rl=V4*+6* =/52 


. - R 
* Dirección: tang=*=-===1, éS te: 5) 


PROBLEMA 94: 

Considere el ¿Vector desplazamiento 
A=(si+amiB=G Gym y C=(-2i+85j)m. Con el 
método de componentes, determine : 


1) La magnitud y dirección del vector D=A+B+C- 
La magnitud y la dirección de E=- A-B+C. 


RESOLUCIÓN: 
D=A+B+C > D=(3i+i-2)+(% -4S+6) 


- > D-2+4) =D (2407 =/20 


ión: tang=2=2 > O=tan”(2) 


CS 


a 
Disa mo 3i-35)+(-i+4)+1-2i+8)) 


n 3 tano=G=-1 > O=tan”(-1)=135 


o 
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PROBLEMA 95: 


Un mariscal de campo toma el balón desde la línea 
de golpeo , corre hacia atrás 10 yardas y después 
recorre 13 yardas en paralelo a la misma línea de 
golpeo . En este punto , lanza un pase recto de 30 
yardas dentro del campo perpendicular a la línea de 


golpeo . ¿Cuál es la magnitud del desplazamiento 
resultante del balón de fútbol? 
RESOLUCIÓN: Línea de golpeo 
150 yard 
C yardas > 
16 yardas 


B lOyardas A 
* El sistema es equivalente a : 


15 7 
* Entonces : 


>|4D|=./(15 yardas)" +(40 yardas)? 


>1AD|=5/73 yardas . 


PROBLEMA 96: 


Dados dos vectores a=4i-3j y B=6i+8), encontrar 
la dirección y magnitud de a, de 5, de a+b y de 
a-b: 

RESOLUCIÓN: 

Dado : a=4í-—3j ; b=6i+8j 

a) Magnitud de ú: [al=,/42 +3? =/25=5 

Dirección de a: tano=-5 

> 0=arctan(- 0,75) 


> 0=323,13" ángulo con el eje “X” 
b) Magnitud de b: 


l5|=./6*+8* =/100=10 
Dirección de b: tag4== 
> f=arctan( 2) Ly; 


> 4=53* ángulo con el eje “X” 
* Gráfico de las posiciones de 5308 uno de los 
vectores : - E ¡É E 2) 


EDICIONES RUBINOS Mpio LA VECTORES 


resultante de módulo 30 N y que forma 53” con el 
semieje +X. Determine la cuarta fuerza (en N) 


F,=50N 

A) 201+-605 

B)- 281 +56] 

C) 201 +40) - 
c) Magnitud de +5:  a+b=10i+8) D) -381+66) % 

la +8j=/10? +5? > la+B|=5J5 F=20/3N “UT del 
Dirección de a+b: tagp==5 RESOLUCIÓN: pr 
> fPB=26,57" F,=50N 


d) Magnitud a-b.  a-5=-2i-11 


> a-5|=(-23%+(-11* =5J5 
PROBLEMA 97: 
La figura muestra una figura cuya magnitud es 100N. 
Determinar. 
ID) Las componentes cartesianas de la fuerza. 
11) Los cosenos directores. 


P(-3;4;2) 
o 


F¿=60N 


RESOLUCIÓN: 
1) F=Fu, siendo F=100 N . 
-_OP_-3i+4j+2k 
oP /29 
* Entonces la expresión vectorial de la fuerza es : 48N 
300 ,: 400N ; 200N ; 
FAM A 
VS 128”. J29 
* De donde: .=_300N , _400N , _200N 
AA A Ja 0 
3 


ll) cosa =- AY RS AA 

429 429 /29 
PROBLEMA 98: e E MR E = 
Se sabe que al sumar las tres fuerzas que se indican  R=F1+F2+Fs+F4; piden F¿=2? 
con una cuarta fuerza, se obtiene una fuerza Donde: 


Del dato del problema : 
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30N 
* Luego en : BFo Rodo 
>E¡sR-F,-F, -F, 


F,=(301+403) - (401+305) (481 — 36Í) - ( - 201 - 20j, 
>F,=-381+66j 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 99: 


En la figura se muestra los vectores unitarios a lo 
largo de los ejes coordenadas U y V del plano . 


Si la componente ortogonal de A sobre uno de los 
ejes tiene 32 unidades , halle el vector A . 


A) 32ú4+ 320 
B) 3,24 +400 
C) 42ú+ 400 
D) 25ú4+ 250 


RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que : 
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Z A=25/11+ 250 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 100: 
Determine el vector unitario del vector resultante . 


a (Ex/5) a 6 <= 
j 
B) i 45 35 
o) ir) 
O UCIÓN: 
* Descomponiendo algunos vectores , así : 


* Del gráfico: R=6i+6/3]' 


* Nos piden; jp= E- A A 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 101: 
Determine el vector unitario del vector resultante. 


A) (¿+ 5)142 
B)J(i-j)12 
Ci 

D) ñ 


RESOLUCIÓN : : E 
* Descomponiendo algunos vectores , y reduciendo: 


5 


* Simplificando , resulta : 
z 
du mas 3 
GB 
LL” >R=-si+6 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 102: 


Si S=A+B ,donde A y B son vectores unitários, 


identifique la veracidad (V) o falsedad. a de las 
proposiciones siguientes : 


D El módulo de $ satisface : 


ms también puede ser unitario . y 

III) Si a= 60” es el ángulo entre A y B luego [S|=3 
A)VVV_ B)FVV  C)VFF —D)FFF  E)VVF 
RESOLUCIÓN: 

[) VERDADERA : 


dado que 


Como A y B son vectores unitarios, entonces : 
A=B=1 
>A-B=<8s A+B 


To — 
>0<S<2 
HI) VERDADERA : 
Efectivamente cuando [|S|=S=1, esto se dará 
cuando a=120* 


VECTORES 


> |8|=/3 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 103: 


En la figura mostrada, la medida del ángulo BCA es 
30. El punto D es punto _ medio de 


— — — — —— 


silo de AB + AE + ED + DF 
a) E/91 - 
B) J91 «¿E 
C) 2/91 
D) 5/9 


E) Ja 


E 


A 
RESOLUCIÓN: 
R = AB + AE + ED + DF 
[R| =? 
* Con el gráfico: 
R = AB + AE + ED + DF 
> R= AB + (AB + BE)+ ED + (DE + EF) 


a 
a 
2a 
Bj—5 —>AA 
* Cancelando ED y DE: 
E=2AB+BE+EF 256 K 
R =2AB + BF 
3_ 035.3 37m a 
6R =2AB +7 BC 2AB 
Combinación lineal 
AB y BC 


R se puede representar como: 


NOS A CE R 
0 (ya que AB BC) 4 

36 245 
* Siendo : 

= |2AB|=12 » ¡Em | -| 3613 | 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 104: 
Del gráfico, ABCD es un cuadrado y APB es 
equilátero. Halle x 
Nota : ¿1 vector ortogonal de a” 


a 52, -a o a sE /3 Ja 


A 


RESOLUCIÓN: 
Piden: x=? 


* Ecuación vectorial de la recta: P =P, +ra a 
y Py) EA 


* Donde P,=(0;5) es un punto de paso y a=(2;1)es 
el vector direccional y r e R es el parámetro. 
> (x;y) = (055) + r(2;1) 

> (x;y) = (2r5+r) 

> x=2r 

>y=5+r 
* De donde: y=5+5 
ó: x-2y+10=0 

* La distancia d, del punto o, a la recta, es: 
q=UX 0+(-2)x 0 +10|_ 10 


JE + (-27 Y5 


PROBLEMA 106: 


> d=2/5 
RPTA : “C” 


El' punto 5 ; ps 
segmento que une los puntos (a;b) y (c;d). En el 
cuadrilátero de la figura adjunta, M y N son puntos 
medios. 
Si la longitud del segmento MN es 13 cm. 
Calcular la longitud del vector: 

(c-a;d-b) + (r-p3s-q) 


es el punto medio del 


e (a:b) (cid) 


A) 20enm. B)22em. C)25cm. D) 28cm. ee 
RESOLUCIÓN: pos 


* Nos piden el módulo de: 
l(c—a;-d) + (r- p:s-q)|= 
=|(c+r-a- pid +8 -b-q)|o..ommo (1) 


* Se conoce el módulo de ¡MN|=|N - M|= 


0 e) et) 


al (e+r—a- pid+s-b-q)|=15 em 
2 


> |(c+r-a- pid +3-b-q)|= 30 cm 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 107: 


Según el gráfico, AL=LB; AB//CD, AB=a y CD=b, 


calcule |MN]|. A E B 
M 
Cc D 
4 lala! % lala) 3 lal +15l 
lal + 2l5l lal + (5] 3 
RESOL UCIÓN: | , 


* Piden [a 
=P 
* Propiedad 
b 
En el problema: 
ab As Y 
=4+5 MP = PQ = QN 


E ae. >|MP| - 3(4P) => MP = Ela! 
la|+ 21 | + 2o| 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 108: 


Dados los vectores a =(1;-1; 2); b =(0;2:4) y E 
en R? tal ques es perpendicular cona y b 
respectivamente, y ¿ es un vectorunitario, determine 


la longitud del vector Be. 
A)2/21 B)4/21 C)/21 D)3/21 E)5J/21 


RESOLUCIÓN: 

* Si hacemos el gráfico de b 

los vectores, en tres E 

dimensiones , por dato e es 

perpendiculara: ayb - a 


* Observando el plano 
comprendido entre b-e 


estos son perpendiculares. 


El módulo del vector E esta 


b=J0? + 2? + 4? - /20 


dado por : 


*Si ¿£ es unitario su módulo es uno: ce = 1 Por 


Pitágoras: 
+ V21 
1 
/20 
> l5 - é| > /21 
RPTA :“B” 


PROBLEMA 109: 
En el gráfico y está inscrita en el triángulo equilátero 
ABC. Si AC=a, calcule Ap . 


B 
A) a- J3a” 
da 
B) a+J3a. 
C)a-J3a” 
D) 9a+J3a. 
12 
6a+J3a. 


E) E 
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E 9a+V/3a 
12 
RPTA :'D” 
PROBLEMA 110: 
Según el gráfico AB=a;BC=b, calcule CD. 
En un pentágono regular ABCDE, 


a (Ibl(lal + 151) 

al lal-18l ] 

lal+I51)- 
all la Js 

al-18N), LO 
As oz (0) 
RESOLUCIÓN: 2 
. : > jal+bl 

2 


EOL PQPBD.......1D 


1 a 1D) E 
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* (1) = (1D: 


A 


* Piden: ¿= Era DE elit da) 
la] 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 111: 
En un pentágono regular ABCDE, Si BC=a, calcule 
DG. Si 


pya(Y£) al 


AQCD:(£,0): 


(1-V5) 
CLAVE: “A” 


QD=-3(45-1)>%-= 


PROBLEMA 112: 


Determinar el vector x en términos de los vectores 
a y 5 en el cuadrado mostrado. a Ta% 


RESOLUCIÓN : 
* Trazando vectores auxiliares adecuadamente: 


* Por semejanza de triángulos, se deduce el vector 


dx. 

* Luego también se observa que: 
-.5b - 2a+b 
AA 10 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 113: 


En la figura se muestran los vectores de magnitudes 
indicadas . Hallar el módulo del vector resultante . 


A) 20 
B) 32 
C) 48 
D) 52 
E) 60 


RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo , adecuadamente los vectores , 
así: 


* Simplemente se obtendrá : 


> R?=20?+48? 
> R= 52 


se RPTA :D” 


PROBLEMA 114: 


Se tiene dos vectores A y B tal como se muestra . 


Si [Al=6u ¿qué valor tiene la resultante de estos 
vectores , si se sabe que es mínima? 


A) 1u SS =< 
B) 3 B A 
C) 3/3 

DJf3 ' 

RESOLUCIÓN: 


*-A“tiene dirección y módulo definidos , entonces, 
su longitud también está definida ; B tiene dirección 
definida, pero no tiene un valor definido ; entonces, 
la longitud del segmento dirigido que lo representa 
tampoco , tal como se muestra : 


A 

* El vector representado con líneas punteadas, 
representa la resultante R para los distintos casos 
planteados . 

* Del gráfico se deduce que R también no tendría 
un valor definido ya que lo representa un segmento 
dirigido de diferente longitud ; por último , para que 
R tenga su menor valor (mínimo), el segmento 
dirigido que lo representa debe presentar la menor 
longitud, lo cual es posible sia partir de O lo dirigimos 
en forma perpendicular hacia la línea que contiene 
B, tal como se ve a continuación : 
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MA 


lal=6 
. * Del Triángulo formado se ad e 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 115: 


Un vector a de diez unidades de magnitud y otro 


vector 5 de seis unidades de magnitud apuntan en 
direcciones que forman un ángulo de 60”. Encontrar 
D el producto escalar de los dos vectores . 


11) el producto vectorial de los mismos . 
RESOLUCIÓN: 
* Las magnitudes son : 5 


a =10 unidades 
b =6 unidades 
de a > 
a-b=ab cos60”=30 unidades al cuadrado (es un 
escalar). 
I)axb =absen60"=51,96 unidades al cuadrado 


perpendicular al plano formado por a y 5 (es un 
yector). 


PROBLEMA 116: 

Aplicando la definición de producto escalar 
a:b=abcosg y el hecho de que G.5=a,b,+ a,b,+ a,b, 
obtener el ángulo entre los dos vectores dados por 
a=3i+3-3h y b=2i+ J+8k. 
RESOLUCIÓN: ' 4 
.a Box zada -9x9) 

> a:b=6+3+-9 >4a-b=0 

* Las magnitudes de a y 5 serán: 


60% 


= 


pe Pr =/141 


o del ángulo que forman : 


as EN AAPP CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 117: : 1 
El vector A tiene componentes x ; y; z de 8:12; y -4 
unidades , respectivamente . ! 

a) Escriba una expresión vectorial para A en 
notación de vectores unitarios. 

b) Obtenga una expresión de vectores unitarios para 
un vector B con una longitud de un cuarto de la 
longitud de A , apuntando en la misma dirección 
que A. 

c) Obtenga una expresión de vectores unitarios para 
un vector C con tres veces la longitud de A, 
apuntando en la dirección opuesta a la de A. 


RESOLUCIÓN: 
* Por dato : A=(3;12;- 4)u 


Parte (a):  A=8i+12-4k 
Parte (b): [Al=/87+127+(— 4)? =/224=4/14 
> [Al=/14 B=ai+bj+ck 


* pero: a=8k ; b=12k ; c=-4k 


* Luego: (8k)*+(12k)?+(-—4k)?=14 > 224k*=14 


ki== hk== 
ed a 


'* En consecuencia : B=2Í+3)- 1% 


Parte (c): [c|=3|4] >|0|=12/14 

* Luego : C=ai+bj+ch 

* Sabemos que: A y C no son paralelos . 
>a=-8k » b=-12k »n e=4k 

> (-8k)P+(— 12h)” +(4k)J”=144x14 

> 224k?*=144x 14 > k?*=9 > k=3 

* Luego : C=- 241 +36j+ 12h 
PROBLEMA 118: 
Dados los vectores 
A=(3i-4j+4k)m. y B=(2i+3j-7k)]m , 
encuentre las magnitudes de los vectores 

a) C=A+B 

b) D=2A4-B, expresando también cada uno en 
función de sus componentes rectangulares , 
RESOLUCIÓN: Ses 3; 


A 


Sea: A=(3í — 4j+4k)m ; B=(2i +3) -7h)m b 
Parte (a): C-A=B dl 


desplazamiento 


EDICIONES RUBDIÑNOS [ist dy 


> C=(3Í -4j+4Ñ)+(2Í +3 - 4h)=(5i - j- 3k)m 
C= ES 


Parte (b) : A=(3Í — 4+4k£)= 2A=(6i -— 8j+8%)m 
* Luego : D=2A - B=(6Í - 8j+8%)- (21 +3) 7h) 
> D=(4 - 11j+15k)m 
> |D|= /(4*+(-11%+(153? =/362 
PROBLEMA 119: 
Si A=(6í - 8 j) unidades, B=(-8i+3i) 
unidades , y C=(26i + 195) unidades, determine a 
y b de manera que : aA+bB+C=0 . 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: A=(6í — 8j)u; B=(-8i+3))u; 
C=(20i+19)u;aA+bB+C=0 
> a(6í -8j)+ d(-81+3))+ 261 +19 =0i +05 
> Gai -8bi+26i=0i => 8b-6a=28........... (1) 


-8aj+3bj+19=0j = 8a-3b=11 ............ (11) 


* Resolviendo la ecuación resulta que a=51b=74-. 


PROBLEMA 120: 
Determinar el ángulo que forman el vector 4xb y el 
semieje positivo Z . Si a=(6;0;8) y b= (3; 1;4). 
RESOLUCIÓN: 

1?) En semieje positivo Z consideramos al vector 
EZ(OFO 51) renarconronennesóó 149) 


xb y su módulo 


unitario 


2") Determinamos el vector ax 


axb 


1 
Y o 


* Desarrollando: 
== axb=(-8;0;6) PERA (1D 


y: laxb|= (5 i+07+67=10 a (11D) 


3”) Usando producto escalar calculamos ángulo 
formado por axb eje Z: 

(axb)-k=laxbl |lcos0 ................... (a) 

* (1D y (ID en a : 

> (-8;0;6)(0;0;1)=10c080 >6=10c080 


> coso=2 > 0=53 


PROBLEMA 121: 

Un paralelepípedo tiene un vértice en A=(1;2;3), 
siendo B, C y O sus vértices adyacentes . Además ,. 
se conoce que : 

AB=2(1;0;1) ; AC=3(1;1;1) y AD=4(0;1;1). 
¿Cuál es el vértice opuesto a A? 
RESOLUCIÓN: 

* De acuerdo al gráfico, vernos que el vértice opuesto 


.aAñesE luego: 


E=A+ AB+BM+ME = A+ AB+AC+AD 
= (1:2;3)+2(1;0;1)+3(1;1;1)+4(0;1;1) 
E=(6;9; 12). 


PROBLEMA 122: 

Desde A=(1+ 2/2;3;3+2/2) y B=(452;0) parten 
móviles que se dirigen perpendicularmente hacia la 
recta que contiene al segmento Cp. Si C=(3;2;1) y 
D=(-1;4;5), ¿alguno de los móviles interseca a 
CD, ¿por qué punto?. 

RESOLUCIÓN: 

* Es necesario y suficiente que uno de los ángulos 


adyacentes a la base CD del triángulo CBD(ó CAD) 
sea obtuso para que la perpendicular respectiva 


caiga en la prlongación de CD. 

D En el triángulo  CBD,UB=(1;0;-1) 
yCD=(-4;2;4)como CB. CD=-8<0, el ángulo 
a entre estos Vectores es obtuso . Luego, el móvil 
que parte de B no interseca a CD . 

11) En el triángulo CAD : 

AC=(2/2 -2;1;2/2+2 Y DA=(2/2+2;-1; 2/2 — 2) 
Como [|CA|=|DAÍ, el triángulo es isósceles. . 

* Entonces, el ángulo $ es agudo y el buscando es 
el punto medio de CD, así : 


=3(C+D)=(153:3) 


: B 
PROBLEMA 123: 


Sabiendo BG =2xz*-— x?; hallar yg. 
RESOLUCIÓN: 
vO= Zar 2 y)i+ ¿y azz - Pujar —a*y)h 
* Despues de efectuar operaciones : 

vg = (221 — 2x y)i -a?j +8x2*h 
PROBLEMA 124 : 
Siendo A=x? yi - 2xzj+ 2yzk ¡hallar Vx A 
RESOLUCIÓN: 


E 

VxXA= e ¿E os 
0%. .09-* uz 

x*y —2xz 2yz 


AA 
[0 ra 2x2 120 re 2: |+ 


Ñl 2 (- 202) (2x?y) =(22+2x)i +0) -hí22+x?) 
Ox 0y 5 ij 


* Entonces : vxA=(2% +22)i — (+ 22)k 


PROBLEMA:125: 
En el esquema Ostrado, ABCD es un romboide 
Donde M es punto medio de AD y N punto medio de 


— 


1 1230) E 


. B) 203 


RESOLUCIÓN: A a 


* El punto G es baricentro del ACD. > Ed = MG 
* Si MG =r>6C =2r de 2 s 


* BAMG: P= a+bD- O mmm (1) 
* AAMC:xX= 04 Bremen (1) 
*(Den(ID: =2+3(a + 5-c) 
> x=3a +3b- 2c 
* Comparando: m=3, n=3 y p=-2 
* Se pide: m* + n*+4 p? = 22 
e RPTA : “D” 
PROBLEMA 126: 


Respecto a los vectores mostrados . lel=2 y 
A+B+C=6i ; halle [Ax B|. Y 


AJ5/3 


C) 36 
D) 16/3 
RESOLUCIÓN: 
*Si A+B+C=6í y C=- 2í, entonces la resultante 
de A y B debe ser paralelo ál eje X e igual a 81. 

* Graficando : Y 


* De la figura se deduce que : ES 

lAl=4 » [Bl=4J3 E 2 
* El módulo del produccto vectorial de Ay se: 
[AxB|=IAllBleos(90*)=(44/3M)=16/3 > 
di 2 ORPTA: “D? 


PROBLEMA 127: * El módulo de la componente de R alo largo de L 


Se traza un vector PQ entre los puntos P(1;2;3)y €5: _  _ 4 
Q(4 ; 6 ; 8) de un sistema coordenado cartesiano. R,=|Ricos ar=7x5) =5,6 
La relación: (componente x) + (componente 3) de RPTA : “B” 
PQ, es: PROBLEMA 129: 
A) 0,6 B)0,65 .  C)0,7 D)0,75  Dadoslos vectores: A=2i+3; A=i- 2) determine 
RESOL E AxB 
Q(4:6;8) AE 
A)1,756Ñ B) 0,68 k C) -1,75k 
D) 1,92 h E) -1,92h 
P(1;2;3) RESOL UCIÓN: 
* Calculado AXxB: 
+ - + 
AxBelLad * 
XxX (2.3 0 
PQ=Q - P=(4;6;8)-(1;2;3) dl 
=> AxB=+i pe ¡ de (+4 2 l=-7é 
PO=(V.;V,;V,)=(8;4;5) a o | a 0 | la 01] 1-2 
* La componente de PQ en x es: V_=3 *% Calculado A.B : 
* La componente de PG en x es : V,=5 0 AB=(258:0 (13-250) 
* Se pide: 3+5=0,6 e > A.B=2Xx1+3X(-2)+0X0 
RPTÁ ¿“A”? A. Bad 

PROBLEMA 128: » 6 dá el É 
La resultante R de los yectores A=3¿+4j+2% y  * Se pide: — "LR 
B=-¿+2)-5k , forma un ángulo de $7” con la recta RPTA : “A” 
ES rada módulo de la componente de R a lo PROBLEMA 130: 
largo de L : A e 
A) 3,23 B) 6,6 0) 8,3 D) 4,4 Los lados de un paralelepípedo oblicuo tiene lados 


RESOLUCIÓN: dados por los vectores : A=i;B=i+j y C=i+j+k-. 
Halle el valor de la expresión : V=(AxB)-C 


R=A+B' 
E=((+4+25)+(-1+2)-5k) A) 1 
R =2i+6j-3k nie 
>IR|=/(2)+(6)?+( -3)? =7 EN : 
ñ RESOLUCIÓN: 


=(1;1;0) 
C=(1;1;1) 


OS E V=(AXB).Cv..........(1) 


AB +0) FHOJ+R()=kR  >AxB 
* Reemplazando en (1): 
V=(AxB).C >V=(0;0;1)-(1;51;1) 


> V=0x1+0x1+1x1=1 
RPTA : “A” 


=(0;0;10) 


PROBLEMA 131: 


El cubo mostrado tiene una arista de 4em, P y Q son 
puntos medios de los lados respectivos . Los 
módulos de los vectores A y B son 30 y 12 


respectivamente. Halle A-B 


A) -180 
B) 320 
C) 200 
D) 120 


Da 
AS 
H e 
ue 
É ” Lo, 
1 7 
Hb, 
' o 
En 
! 
1 
1 
1 
E 
x 


30:4)+(4;4; 
2 


As450)+(0:4:0) o 


2 o 
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1) VERDADERA: 


(4;254) o 

> A=30| 4420 5(4;2; y 

: O ] 

* Analogamente ; 

pS PE (2:;4;4) 

B-[Bl=ipo=12[ 269 
2 lar? + 4? se 

* Finalmente : A-B=[5(4;2;4)-2(2:4;4)]=320 

RPTA : “B” 


PROBLEMA 132: 

En un sistema de coordenadas x, y, z, rectangulares, 
se dan los vectores : A=0,8i+0,6j Y B=-3i+4) . 
Indique verdadero (V) o falso (F) en las siguientes 
proposiciones: 

1) Solo A es vector unitario . 

II) La magnitud de AxB es 4,8. 
III) El producto AxB €s 5k 

A) VVV  B)FVWV . C)VFV 
RESOLUCIÓN: 

* Sea los vectores: 


AS 


A=0,81+0,6j B=-3i+4 


D)VVF  E)FFF 


ya que como [Al=1 y [B|=5; 
entonces solo "A" es un vector unitario . 
H1) FALSA : dado que calculando AxB. 


+ - + 
bd 
AxB=|0,8 0,6 
-3 4 
> = ¿[06 0| ¿108 0| ¿|0,8 0,6 
=i k 
e (E ol Hao les ed: 


> AxB=5h +>|Ax B|=5 
II)VERDADERA : porque AXB = 5% ; 
| RPTA : “C” 
PROBLEMA 133: 
En la figura se muestran los vectores P y R. Si 
|IRl=1,5|Pl=a, el producto escalar de (P- R) y 
(P+ a ) es: 


AN 


o 5 
aa 


RESOLUCIÓN: 
* Piden calcular : M=(P-R)-(P+R) 
* Usando álgebra vectorial : 
M=P.R+P-R-R-P4+B Bencina: 49) 
== ENT EA 
* Se conoce que :A.A=ÍAl y AB=B.A 
* Usando estas propiedades en (1) tenemos : 
—2 = =;2 
mM=IPl + PX - RG -IKl 
2 2 
M= a e _00 
3 E) dae ear 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 134: 

Calcule la suma de los vectores unitarios de los 
productos AxB, CxD Y ExF : 

Ai+j+k 
B)i-j+h 
C) -i+j-—h 
D)i-j-k 


E) i+j+k 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la regla de la mano derecha pala cada 
productos vectorial escribimos : , 
AxB=|AxBli ; CxD=|CxD|) ; EPIA 
* Luego, la suma de los vectores unitarios de estos 
productos vectoriales es: 

laa +M6x5 +4 =i bj+k 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 135: 


Con relación a las siguientes proposiciones sobre 
las operaciones vectoriales . Indique verdadero (V) 
O falso (F) : 


D Si A=6í y B=8 : Ax B=48 
1) Si C=6 ¡ D=8k ; CxD=- 
III) Para dos vectores Vi y Y2 se cumple 


VixV2a=Ve2xV1 
AJ


B) 11(5-a) 


1 a 
e 25-2) 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando el ángulo de A se obtendrá : 


QU eran 2 


* En el A sombreado : 


X b oe it 
ze a 
С Wa A 


* Geométricamente ; 


l 
Ш 
T 


* En los №5 sombreados : 
. lle ttksensse и 5.) 
== [БЕ 
‚ 4k=|y|seno3" 
1 € 
4k-ly| — =4/5k 
ai) =D 


* Como жеу tienen la misma dirección; entonces . 


d x 
H.mA, > mM 
die А [yl 
x = 20-— 


y 
> = э у=——х.............(1) 
ar eiat 


* Reemplazando : 20 5 9 
11 2 
2 M (s 3 
mnt 

20 2 RPTA : “С” 
PROBLEMA 44: 
Determine x en función de a y 5. 

ceo hr кү ERE A, 5 a 


A) ¿(sa - 48) 


— 
B) ¿(3b-4a) 
i 
i 
1 


C) 204 -8@) 


RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que : 


* En el А sombreado . 
3a 


(45 -3a) ЕРТА:“С” 
PROBLEMA 45: 

Una partícula experimenta tres desplazamientos 
consecutivos: d,=(1,51+33) em, d, (2,1 – 0,6})ст, 
d,=(-1,8Í+2,8)) ст. Encontrar las componentes del 


desplazamiento resultante y su magnitud. 
RESOLUCIÓN: 


R = d; + dz * ds 
ЭЕ = (1;5 +2;1-1;8)ї + (3,0—0,6+2,5)j 
>R= (2; 3î + 4; 9j) cm. 
Esto indica que las componentes en los semiejes 
*x" positivo e “y” positivo del desplazamiento 
resultante son 2,5 cm v 4,9 cm respectivamente. 
Además, su magnitud [В| es: 
(2:3)? + (49)? = 5:41 
Luego, la magnitud del desplazamiento resultante 
es 5,41cm. 
PROBLEMA 48: 
Si a=6í-2 y b=i+8j 
Calcular: 
А) (2a - 3b ).а 
B) El ángulo que forma a y a+ Б 
RESOLUCIÓN: 
A) (2a-3b).a = (12i - 4j - 9j) . (66 — 2j) 
=(9;-13) . (6;-2) 
= 54 + 26 = 80 
B) Sea Ө el ángulo que forman a y a+ b. 


* Сото: a+b=6-2+¿+3j= 7i j = (7;1)- 


(6; — 2). (7;1) 


* L М зе саана 
МеВ: сое 0 = e - 2)7;1)] 


— cos 0— BENED LL Mme = 
4/36 + 4 /49 +1 
ao 0 E 
(2410)(542) 5 
* Por tanto 0 = arc cos 25) =26,57 
* Es decir, el ángulo que forma a y a+ 5 es 
aproximadamente de 26,57”. 


PROBLEMA 47: 


Una fuerza constante tiene magnitud y dirección 
expresadas pora = 7i + 4) -Calcular el trabajo 
efectuado cuando el punto de aplicación de a se 
mueve a lo largo del eje x, desde P (-5;0) hasta Q 


(3;0). 
RESOLUCIÓN: 
* La fuerza F está dada por a = 7i + 4j = (7;4)N. 
* El desplazamiento es: 

D-PQ-Q-P-(30)- (-5;0) = (80) 
* Como sabemos, el trabajo W está dado por 
W=F.D 


W =(7;4) . (8;0) = 56 joules. 
Este resultado se puede interpretar teniendo en 
cuenta en qué unidades está dada la fuerza. Por 
ejemplo, la unidad de longitud es el metro y la 
magnitud de la fuerza se expresa en newtons, 
entonces el trabajo efectuado es 56 Newton - metros 
o 56 joules. 
PROBLEMA 48: 
Determinar el valor de k si los vectores a = 3i — Aj, 
b = 5i + 6] son perpendiculares. 
RESOLUCIÓN: 
* Se sabe que si dos vectoresg y b son 
perpendiculares, entonces a.b = 0. Luego, 
(3; – Е).(5;6) = 0 
15 — 6k = 0, entonces k = 2;5 
PROBLEMA 49: 
Encontrar el trabajo realizado por una fuerza 
constante F de 30 N siestá en dirección Este y mueve 
un objeto diez metros en dirección N 30? E. 


RESOLUCIÓN: N 
W-F. D = |F| [D|cos60* 10m 
> W- (SON) (10m)cos60* 
—W-150Nm = SSON 
F E 


PROBLEMA 50: 
Ubicar los puntos A(4;2;3) y B(3;-2;4). 
RESOLUCIÓN : 7 
B(3;-2;4) E 
* 


4: 


PROBLEMA 51: 


Determinar las coordenadas de los puntos A,B,C,D 
y E que se muestran en la figura adjunta. 


GEO)IOTRIA VECTORIAL 


RESOLUCIÓN: 


Las coordenadas de A son (2;3;4) y B es la 
proyección de A sobre el plano XY. Así, las 
coordenadas de B son (2;3;0). El punto С se 
encuentra en el plano YZ y sus coordenadas son 
(0 ;-2 ; 2). El punto D se encuentra en el plano XY y 
sus coordenadas son (2;-2;0). Finalmente, el punto 
E es la proyección de A sobre el plano YZ y sus 
coordenadas son (0;3;4). 


PROBLEMA 52: 


En el paralelepípedo de la figura adjunta, ubicar el 
origen de un sistema de coordenadas en el vértice A 
de manera que el segmento AB esté sobre el semieje 
positivo de x, el segmento AD sobre el semieje 
positivo de y , y el segmento AH sobre el semieje 
positivo de z. A partir de ahí, obtener las coordenadas 
de los demás vértices. 


С(3;4;0) 
G(0;4;2) 


А (0;0;0) - B(3;0;0) 
E (3;0;2) Е(3;4;2) 
PROBLEMA 53: 


Considerando el problema anterior, hallar las 
distancias de A a E, de B a G y de H a B. 


RESOLUCIÓN: 

d(A;F) = (3-0) + (4-0? = 429 

d(B;G) = (0-37 + (4-04 (2-07 = J29 

Шив) асоба (0-07 (0-2). = {29 

d(H;B) = (3-0 «(0 0? (0-27 = J13 
PROBLEMA 54 : 

Hallar el vector AB si A=(3;-2:1) y В =(1;-5;3) 
RESOLUCIÓN : 


D(0;4;0) 
H(0;0;2) 


EU NCICLOPEDIA 2012) 
AB = B-A=(1-3;-5-(-2);3-1)=(-2;-3;2) 
PROBLEMA 55: | 


Si A=(3;6;2) y B(0;3; - 7), hallar el vector BA y el 
vector unitario en la dirección de ВА . 
RESOLUCIÓN: 
AB =(3;3;9) 
>|BA|= V3? + 3? + 9%= 99 =3/11 
* Luego : 
um = S59 - ( 15 027 A) 
3/11 Үп 


м1 `1’ 

PROBLEMA 56: 

Considerar el paralelepípedo de la figura adjunta. 
Ubicar el origen de un sistema de coordenadas en 
el vértice A, de manera que el segmento AB esté 
sobre el semieje positivo de las “x”, el segmento AD 
sobre el semieje positivo de las “y” y el segmento 
AH sobre el semieje positivo de las z. A partir de ahí, 
obtener las coordenadas de los demás vértices y 
hallar los vectores AF,BG,ED,EF, y HG. 


RESOLUCIÓN: 

A(0;0:0),  B(3;0;2,, С(3;4;0), D(0;4;0, Е(3;0;2), 
F(3;4;:2), (G(0;4;2' H(0;0;2) 

* Luego : 


AF = (3:4:2), BG = ( -3;4;2) y ED = (-3;4;- 2) 
* Además: EF = (0;4;0) y HG = (0;4;0) 
Los vectores EF y HG son iguales. Esto significa 


que los desplazamientos de E a F y de H a G son 
iguales. 


PROBLEMA 57: 


Determinar el módulo de la resultante de los vectores 
mostrados . 


EA 


CET A 


EDICIONES nvniSos žo WECTORBES) 
RESOLUCIÓN: 2°) Ahora calculamos R, ; R, y R,. 

1°)Тотатоѕ direcciones que formen 90° у En X : R,=5+5=10 semi eje positivo X 

aplicamos descomposición poligonal : En Y : R,=-5 semi eje negativo Y 


6667 En Z: К,=5 semieje positivo Z 
3°) Calculamos la resultante total con R,, R, y R, 


р 4 
2°) Hallamos resultados en X e Y : 


En X: R,=2+4+6 -2 >R_=10 
En Y: Е,=4+4+4+4+4 — R,=10 
3°) Con R, y R, calculamos la resultante : 


* Luego R es la resultante cuyo módulo es : 
R= Мв2+ 8+8? 
= R-410* «5*5? = Rz5/6 cms. 


PROBLEMA 59: 


, Determinar el módulo de la resultante para el 
conjunto de vectores espaciales mostrados . 
Е 


R= [в2+ в2 
R=,/10?+20? = R=10J5 ст. 


PROBLEMA 58: , 
Determinar el módulo de la resultante del conjunto 
de vectores espaciales mostrados, si el cubo tiene 5 
cms. de lado . 2 


X 


RESOLUCIÓN: 
1°) Descomposición poligonal de vectores en función 
de los ejes , denominados ángulos q 

2 
RESOLUCION 3 = T = Dn 0 кта стын эе лн 
1^) Descomponemos cada vector en componentes " Е; 
ubicados еп los ejes о en direcciones paralelas a 
cada eje . Z 


x 3 
2°) Ahora calculamos R R, yR,. 
En X: R,24- 4-0 i 
En Y: R,2343-6 5 


ir 
Ар 


GEOMETRIA VECTORIAL We 


EnZ: R,=6 
3°) Calculamos la resultante total con R,, R, y R,. 
om Я 


X 


R= [R?+ R? +R? 
= R-40? 6*+ 6? 


PROBLEMA 60: 


> R=6/2 


Si a=3b+20c;Siendo b24i-2j y c--3i - j. 
Determinar un vector unitario en la dirección de а. 


RESOLUCIÓN: 
1°) Por dato se tiene que : 
a=3b+ 2c 
> a-3(4i - 2j) 2(-8i – Í) 
a -12i - 6j - 6i - 2i 
*Luego: a2 6j -8i Ó a =(6; — 8)................ (1) 
2*) El módulo de a será : 


141/62 + 8? 


> lalz10 emm. LR 
Sabemos боз: == AAA UA Ye 2 M (Ш) 
* Entonces (1) y (1) en (Ш) : 
a У \ 2 
ENT Ua (10210) > Ua Ce) 


PROBLEMA 61:.. 


Determinar el módulo del vector resultante del 
conjunto de vec ores espaciales mostrados . 
К dz 
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AByC. | 

А = (4:0;0) , В = (0;8;0) , C= (0;0;6) 

2°) Ahora determinamos los vectores AC y ВС 
AC=C-A 


AC=(0;0;6)-(4;0;6) 


> АС z(-4;0;6) sss (1) 
ВС=С-В= BC- (0;0;6)-(0;8;0) 
=> B62(0;-8;0)........— (П) 
3°) La resultante sería : 
В=АС+ВС cri EENS (П) 


* (I) y (Ш) en (Ш). | 
R=(-4;0;6)+(0;-8;6) > R=(-4;-8;12) 
* y su módulo será ; 


[Rl=/4+8%4+12? > [Rl- 4/14 
PROBLEMA 62: 


Determinar el valor de "а" ѕі la resultante es 
horizontal . 
А) 60° 
В) 30° 
С) 37 
D) 53° 
Е) 45° 


RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo cada vector en sus 
componentes, así : 


* R, =0 

30+10 – 80 Cosa = 0 
> Cosa =1/2 
> a=60 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 63: 


Hallar el ángulo 3 para que el módulo de la suma 
de los vectores sea mínimo . 
y 


A) 10° 
В) 20° 
С) 15° 
D) 15° 
Е) 30° 


EDICIONES RUBIÑNOS их 
RESOLUCIÓN : 
* Reduciendo el sistema de vectores : 


* Luego : 
Para que la resultante sea mínima entonces los dos 
vectores deben ser ser paralelos y opuestos . 


—-20* 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 64: i^ 


Si la resultante de los 3 vectores mostrados es nula, 
hallar Е. Y, 


A) 1043 
В) 123 ` ¡9 
C)14J3 7 
D) 1643 
E) 243 


RESOLUCIÓN : 


:* Para que la resultante sea nula , entonces los 
vectores deben estar en forma consecutiva formando 
un polígono cerrado . 


24 — , F=12V3 
12 


RPTA: "C" 


PROBLEMA 65: 


Dados dos vectores А y B que forman entre sí 45°, 
donde A=/2u y el módulo del vector diferente tiene 
su menor valor , determinar el módulo del vector 


resultante entre A y B. 
A) J3 B) J2 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando los vectores А y B, también los 


vectores suma (В Ју diferencia (D) se tiene el gráfico 
adjunto . em 


€) J7 D) 5 


, 
4, 
СД 
, 


Б 
* Donde : = {А?+ B*-- 2АВсоз@ 


> R= 2^ +В? + 2(.[2 )АВсов45°..............(1) 


* Para hallar R debemos conocer В, para esto 
utilizamos la condición de que el vector diferencia 


D entre А y B toma su menor valor , o sea es 
mínimo. Examinamos esta condición gráficamente: 


A 


. — 
В" 


* Como se conoce el módulo del vector В 
encontramos varias posibilidades para representar 
el vector diferente ya que este parte del extremo B y 
se dirige hacia el extremo de A. Pero , de todos estos 
vectores, el que presenta menor longitud (mínimo 
módulo) es aquel que es perpendicular a la línea 


que contiene a В . 


Extrayendo el triángulo que contiene a A, B Y D, 
Como el IN es notable (45°;45°) tenemos que B- 1. 
AA 


* Reemplazando en (1) : 
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кы 2 1 
= R= Га 22020) 7) 
>R=J5 : 
PROBLEMA 66: 
Encontrar un vector normal al plano determinado 
рог los vectores ay b. Si a-(1;2;3) y 
b=(6;7;8) . 

RESOLUCIÓN: 

1*) Un vector normal al plano determinado por a y. b 
serra n-axb 


RPTA : “D” 


"^. 
4 
5 
ө 
а 
ijk 
* Luego: n=axb=|1 2 3 
6 78 
сын 45 |4$ 0| TT Bla 
-zaxb- і j+ k 
Ere BM, ШЕН 


> n=axb =(-5;+10;- 5) 

> n-axb --5i«10j - 5k 
PROBLEMA 67: 

Sia = (35:9. y 5 = (2;- 64), hallar: 
Da+b I)3a425 Il) 2a - 75 
RESOLUCIÓN: 

1) a+b =(3+2;5- 6844) = (5;- 1;12) 


П) За +26 = 303;5;8) + 212; - 6;4) 
z (oed). + (4; - 2;8) = (13;3;32) 


Ш)?а-2 = = 2 hbi8)- 2 (2; -6;4) 

P ў = 16:10:16) m 3:2) = (5;13;14) 
PROBLEMA 68: 

Sean А=(1;4;-3) y B=(-2 740). 

D Hallar el vector AB . 

П) Hallar un vector de seis unidades en la dirección 


ў 


d el vector AB . 
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П) El módulo del vector AB es: 


[a| = «-3* + 0? + (3)? =J18 = 3/2 
* El vector unitario en la dirección de AB está dado 
por: 


UAB = 


(- сааи о, 
3/2 J2 *42 

* Luego, si denotamos por a el vector pedido 

tenemos que: 


а -6u3 - (5 j oix Re: X) 


-a2(-34/2;0;342) 
PROBLEMA 69: 
Considerando los puntos A(6;-3;3),B(3;0;6)y 
C-(x;y;z), hallar el punto € sabiendo que: 

AC =2BC 
RESOLUCIÓN: 
* Como AC =2BC tenemos que: 
(х-6;у + 3;2-3) = 2(x - 3;iy;z - 6) 
(x-6;y + 3;z-3) = (2x - 6;2y;2z - 12) 
* Igualando componentes: 
x-6=2x-6z2 — х = 0 
y+3=2y 
2-3=2-12 ———›=—=9 
* Así, C=(0;3;9) 
PROBLEMA 70: 
Sean А (x,; y,; 2,) y B (x,; y,; =,) dos puntos. Se 
dice que un punto P divide el segmento AB en la 
razón. 


7. .Si AP = г PB, hallar làs coordenadas de P. 


Р n 
m 
A 


RESOLUCIÓN: 


— y=3 


* Suponiendo que P= (х;у; z), сото AP =r PB 
se tiene que: 
(х-х;у-у,;®- 2) = т(х,-х;у,-у;®,-г%) 
= (rx,-rx;ry,-ry;rz, rz) 
* Igualando coordenadas se tiene que: 
Xp TX 
ltr 
УІ + туз 
1+т 
2; + T25 
ltr . A 


X—X/= TX T > х= 


VIA Уту ЛУ сусты 


z-z; = 1293-12 32 = 


EDICIONES nimios VES 
* Porlo tanto: 
Е tra, y1 + гу» 5 m) 
1+r 1+r 1+r 
PROBLEMA 71: 
Sean: а = (5/71), b. = (8;6;5;) y © = (142). 
Hallar el vector x que satisface la ecuación: 
3x + ба – 5c = 8b 
RESOLUCIÓN: 
* De la ecuación dada se tiene que: 
x=8b-6a + 5с 
> Зх = 8(8:6:5) - 6(5:7:1) + b( — 1;4;2) 
> 8x = (29:26:44) 
> х= (2, T 1“) 
3 3 3 
PROBLEMA 72: 


Si PQ =(4;6;3) y P =(1;4;5), Hallar el punto Q. 
RESOLUCIÓN: 
Q =P + PQ = (1;4;5) + (4;6;3) 
> Q = (5;10;8) 
PROBLEMA 73: 
Considerando los vectores : 
a = (l;4;-5), Б = (3;—2;4) y e =( - 3952) 
Calcular : 


pas 1D 8.c IH) а@.(®+ 2) 

RESOLUCIÓN: 

I) a 5 = (1:4; —5).(3; - 2:4) = (1)(3)(4)( — 2) ( 5)(4) 
= 3-8-20 =- 25 


II) a Б =(3;-2;4) . ( —3;5;2) = (3 —3) + (—2)(5)+(4)(2) 
= -9-10+8=-11 


III) Como Б+с = (0;3;6), se tiene que : 

a.(b* c ) = (1;4;—5) . (0;3;6) = 0 + 12-30 =-18 
PROBLEMA 74: 

Los vectores a y b. forman un ángulo de 60? y 
lal=2/3 y [B]=2 

Hallar : 

Da.b П) (a + Б). (a- b) 
RESOLUCIÓN: 

Da.5- fal Й cos 60° = 2/3х2х2=2 J3 


П) (a+b).(a-b) b.(a — b) 


OS MEN SECTORES) 


PROBLEMA 75: 

Considerando los vectores a =(-4;8;-3) y b =(2;1;1), 
hallar el ángulo formado por a y 5. 
RESOLUCIÓN: 


а.Б= (- 48; - 3).(2:1:1) =-3 
* Como: a =(-4;8;-3) y b =(2;1;1) 


* Se tiene que: [24| = /89 ; |5l= /6 
* Luego: 


= – 


a.b 3 -3 
* cosh = === = += =-0,129 
Ай АСС 
* Se sigue que: 0 = arccos( – 0,129) 
PROBLEMA 76: 
Una caja rectangular tiene dimensiones 2;6 y 4 metros 
respectivamente, tal como se muestra en la figura 


adjunta. Si P es el centro de la caja, usar vectores 
para hallar el ángulo APC. 


H G 


: PARE 
dto on an 


B 6 с 


RESOLUCIÓN: 


Ubiquemos un sistema de coordenadas 
rectangulares con origen en el punto A, tal como se 
muestra en la figura adjunta. 


Con respecto a este sistema de referencia, Las 
coordenadas de los vértices A,P y С son: 


A(0;0;0),P(1;3;2),C(2;6;0). Luego: 

РА = (-1:-3:-2) > |PA|= J14 

РС = (1:8:-2) > |РС| = J14 

РА. РС = (-1;-3;-2). (1:3;-2) = -6 
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* Si denotamos por 9 al ángulo APC se tiene que: 
Кыа LAS POS 0-0. 2-67 3 
F, [Ра || Pc] „л4-Л4 14 7 


* de lo cual se obtiene que: 


3 
0- arcos(-2) 7 
PROBLEMA 77: 
¿Para qué p valores de r 105 vectores 
a =(r;r;l1) y b=(2r;-2;-4) son perpendiculares? 
RESOLUCIÓN: 


* Para que a y b sean perpendiculares su producto 
escalar debe ser cero. Así, se debe tener que: 
(r;r;1).(2r;-2;-4) = 0 
>27-2r-4=0 
> 12-г-2= 0 
(7+1) (7-2) = 0 
*Еѕ десі: к=-1 ó r=2 
PROBLEMA 78: 
Considerando los puntos: P(2;4;-3), Q(-3;1;2), 
R(0;7;8) y S(3;6; - 3), Hallar: 
I) La componente de PS a lo largo de QR. 
II) La proyección de PS а lo largo de QR. 
RESOLUCIÓN: 
PS- (12; 9), |PS] =з 
QR = (36:6) , [QR| =9 
PS. QR = (12; 2).(3;6;6) = 3 
zz; PSQR _3_1 
D Comp. PS EN =3 E 
П) El vector unitario Ugg enla dirección de QR está 


dado por Daz - Æ- в) E 2 2) 


RI- ГУШ 3'3's 
n 
1 2 2 
PS =(Comp¿¿PS) Оф = is з? 2) 
-(2:2,2) 
9'9'9 


PROBLEMA 79; 
Siu =зї- G+ky vo Lits «sk calcular u x v 


za 8 -2 


8 


>. Es 207 + GP = Viri | са: 


=(-10-(-35){—(15-1)] &( -) ko -71- 1j -7À 


PROBLEMA 80: { 
Considera los vectores a =(1;4;3) у b -(-2;5;1).- 
Hallar el vector que sea perpendicular tanto a a 
comoa b. 

RESOLUCIÓN: 


Un vector que sea perpendicular a ambos vectores 
es el vector a x Б. así que calcularemos este 
producto vectorial: 


axb=|1 4 3|= 
-2 5 1 

>axb =-1li- + 13% 

* Por lo tanto, el vector -11i- 7 +13 es 

perpendicular a los vectores dados. 

PROBLEMA 81: 


Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los 
puntos. 

A(5;-2;2), B(7;-3;8) y С(2;3;3). 
RESOLUCIÓN: 


Paene. 


B 
Denotemos por *S" e] área del triángulo. Es claro 
que $ es igual a la mitad del área del paralelogramo 
que se muestra en la siguiente figura: 
С 


Luego: S= i [АВ х АС| 


* Como Sx AC-( –8;5;1) Se sigue que: 
x х|-; £i 


med 
2115 1 


Es 
bee 


1 A MTS 
HE or Wu 31 2034 7k) 
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* Por lo tanto, el área del triangulo es 18,8 unidades 
cuadradas. 


PROBLEMA 82: . 
Hallar el área del paralelogramo determinado por 


u=2i+3j-h y v2 di- Bj +Е 
RESOLUCIÓN: 


* Primero calculamos el vector ихо y luego 
hallamos su módulo : 


rg 


5 1 


x3 -2 -1 


+ 4 1 


^ 
k 
1 


^ 
j 

3 

-5 


^|2 308 a .^ A 
ШР MILLS 


*Ahora la magnitud de zx será: 


uxv|- 48*«(-6)«(-2)? = /64+36+4= /104 =10,19 
El área del paralelogramo es 10,19 unidades 
cuadradas. 


PROBLEMA 83: 


Calcular el módulo de la resultante de los vectores 
mostrados: 


A) 6 o£ 
r-T - 

B) 10 AS 

C) 15 MAA im 

р) 22 + 
i NP 1 ! 

E) 25 MA 77 a цш: 
VaL 

RESOLUCIÓN: 


* Trasladamos los vectores a lo largo de su línea de 
acción hasta el punto 4: 


* Luego, para la resultante R: 
R?=(2/13)* + (12 «2(2413)(12) cosa 
-2n -2 
* Siendo: =. es E pA 
Siendo: соза=-созф SUN. us 
* Entonces: | 
R?=5? + 144 + 48/13 (4) 
* Dedonde: Е = 10 
PROBLEMA 84:. 


Determinar x en términos de A y B, si M y N son 
puntos medios. 


D) 


RESOLUCIÓN: 
* Formado un paralelogramo: 


Ач. в 
* De la figura, se deduce que: 
ЗА + B=4x 
2. ЗА + B 
4 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 85: 
Determinar m, de modo que la recta: 

12mx-9y +129 = 0 


Intersecte al segmento de extremos А (2;3) yB 
(11;6) En la razón 2/7 


А)1 В)-2 С)-1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
* P(x;y) es la intersección de la recta dada y el 
segmento AB. 
y 
L 
P B(11;6) 


— 


* Por condición: ЈАР = 
7 


eds IPB| 
* Luego: 7(AP)=2(PB) 


* Esto es: 7(A-P)=2AP-B) 


* Dedonde: p- Za +2в = SG $116) 


11 
» P: 5) 
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*'Como este punto pertenece ala recta: 
: 12mx-9y + 129 = 0 


* Entonces: — 12m(4)- (+ 2) 29 = 0 


>m=-2 

у КРТА : "B" 
PROBLEMA 86: 
Un cuadrilátero tiene sus vértices en los puntos 
coordenados: A=(0;0); B=(2;2), C=(7;2) y 
D=(5;0). 
PROPOSICIÓN 1: 
Si sólo los valores de las abscisas se multiplica por 
2, entonces este nuevo cuadrilátero es semejante al 
original. 
PROPOSICIÓN 2: 
Si los valores de las abscisas y ordenadas se 
multiplica por un mismo número, entonces este 
cuadrilátero es semejante al original. 
PROPOSICIÓN 3: 
Si los valores de las abscisas se multiplica por 2 y 
las ordenadas por 3 , entonces el área de éste 
nuevo cuadrilátero es 5 veces mayor que el original. 
A) FVF В) FFV  C)VFF  D)FFF  E)VVF 
RESOLUCIÓN: 
La única verdadera es la proposición 2: 
“Si Pp РЬР,....,Р„ son vértices de un polígono y 
todas las abscisas y ordenadas de dichos puntos se 
multiplica por un mismo número real r, se obtiene 
otro polígono semejante al original. 
Donde la razón de semejanza es |r|. 

Е > FVF 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 87: 
Sean los puntos del plano cartesiano: 

А = (3;10) , B=(13;2) 

С = (0;a) у ` D= (b;0) 
Hallar los valores de “a” у “Б” de tal forma que la 
suma de longitudes de los segmentos AC , CD y DB 
sea la menor posible y dar como respuesta el valor 
de 12 ab. 
A) 961 B) 828 
RESOLUCIÓN: 
Se trata de hallar el menor camino para ir de A a B, 
tocando primero un punto de Oy y luego un punto 
de Ox Рага ello graficamos 4'-(-3;10) y 
B'=(13; 2), Simétricos de A y B respecto a dichos 
ejes. 


C)780 1)1020 E) 605 
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A30) >м 


3 
CAB EISES) ANA, 
* Entonces: 

V" > а = 31/4 

E 12ab = 961 
.9-10 =- З 5-318 

b-(-3) 4 

RPTA : “A” 


PROBLEMA 88: 


Hallar el volumen del tetraedro regular cuya base es 
el triángulo de vértices: 


Y. (1,4%, fo; 243 
acaso ; В=|1; uw? C=|0; 3 30 
2/2 а: УЗ 42 
A) —— B) — C)-— D, E)1 
) 3 ) г ) 248 ) 
E oorccróm D 
3 
A (o) 
c 
4(1, УЗ ^ 
B zi 3° 0 i 
* Para un tetraedro regular: 
3 
a 
v= 
а =d(A,B) -(1-(-1)* =2 
25.25 = 1248: 
м; 12/2 Ew 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 89: 
Sise cumple que: A+B+C=0, determine el vector 


» E 


unitario del vector C. 
А) (+33145 
В) {i+ 3j) 10 
С) (i) N2 
D) (22+3 31/5 


RESOLUCIÓN: 

Del gráfico: A=3f+ 2} 

* Se sabe : A+B+C=0> (31 +2) +(- 21 + ј)+ 
>C=-i E 


B--2i«j 


(£*3j) 
J/10 
RPTA : “B” 


d-3 _ 


дс= 
Є а Jr «3? 


PROBLEMA 90: 


Para el conjunto de vectores dados, determine el 
vector unitario del vector resultante. 


Si: [4|=/B|=|0|//3 
A) (i j) A 
B) i+J33 

С) (i+/35)/2 
D) (6 - })/8 
RESOLUCIÓN: 

* Haciendo [4|-2a 

*Luego : [Bl=2a у |C|-2/3a 


* Nos piden : 


=> R-3aí +3 V/3aj 


313a 
4 
[ri J 
A 
* Nos piden : 
-IOR 223/80) ANI y [езу 


qd» REESE 


PROBLEMA 91: 


RPTA : “С” 


Tres vectores А,В y С tienen componentes x e y 
como se muestra en la tabla . Calcular el ángulo que 
forma el vector ЗА - 2B--C coneleje X. 

A) 0 


RESOLUCIÓN: 
* De la tabla se deduce : 


* A=(31) *B=(4;-2) *C=(-1;1) 


à * Calculando el vector . 


R=3A-2B+C 
R=3(3;1) - 2(4; - 2)+(-1;1) 
= R-(9;3) (8; - 4) +( - 1,1) > R=(0;8) 
* Graficando el vector "S” : 
YA 


PROBLEMA 92: 


Si el lado del cuadrado es “К” determine la magnitud 
del vector resultante del grupo de vectores mostrados: 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la regla del polígono vectorial, 


GEOMETRIA VECTORIAL НЕ 


determinamos , la resultante de los vectores internos 
al cuadrado , quedando así : 


=. 
* lel=k/2 


* Luego : R=a+ e 


> Igl- Jk? e (k42 )#+2()(%/2 )(cos 45°) 

э[В|=к./5 ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 93: 

Determine la magnitud y dirección de la resultante 
de tres desplazamientos que tienen componentes 
rectangulares (3;2) ,(- 5: 3) y (6; 1) 
RESOLUCIÓN: 

A=3i+2 ; B--5i43j ; C=6i+j 


2R-A*B«C-(3i 2j) +( 25i 3j) (614) 
2 R-4i «6j > [Rl-/4* +67 =/52 


> Б Е 
* Dirección: ѓапб=—-=—=—=1; СМ, UNES 5) 


PROBLEMA 94: 

Considere el ¿Vector desplazamiento 
Я=(зї+дў)т;В=(.— т: y C=(-2i+85j)m. Con el 
método de coniponenies, determine : 


I) La magnitud y dirección del vector D-A*B4C. 
La magnitud y la dirección de E=- A- B+C. 


RESOLUCIÓN: 
Б=А+В+С > D-(3i«í - 2i) «(3j 4j 8) 


- э Desi «4i) =D diez? =/20 


ión: tang=2=2 > Ө=їіапг!(2) 


CS 


m 
ра ава. 3i-35)+(-i+4)+1-2i+8)) 


n itang- 16—71 = 6-ian'(-1)-135* 


o 
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PROBLEMA 95: 


Un mariscal de campo toma el balón desde la línea 
de golpeo , corre hacia atrás 10 yardas y después 
recorre 15 yardas en paralelo a la misma línea de 
golpeo . En este punto , lanza un pase recto de 50 
yardas dentro del campo perpendicular a la línea de 


golpeo . ¿Cuál es la magnitud del desplazamiento 
resultante del balón de fútbol? 
RESOLUCIÓN: Línea de golpeo 
! 50 yard 
с yardas D 
15 yardas і 


B lÜyardas А 
* El sisterna es equivalente a : 


15 2" 
* Entonces : 


|AD|- (15 yardas)" +(40 yardas)? 


—lAD|-5473 yardas . 


PROBLEMA 96: 


Dados dos vectores a=4i-3j y B=6i+8), encontrar 
la dirección y magnitud de a, de b, de a+b y de 
a-b: 

RESOLUCIÓN: 

Dado: a-4i-3j ; b=6i+8j 

a) Magnitud de а: [al-./4? «3? - /25-5 

Dirección de a: tano=-5 

> 0=arctan(- 0,75) 


> 0=323,13° ángulo con el eje “X” 
b) Magnitud de 5: 


l5|=./6*+8* = /100 - 10 
Dirección de 5: tagi- 
> p=arctan( 5.) ir 


-> ġ=53° ángulo con el eje "X" 
* Gráfico de las posiciones de popa uno de los 
vectores : : E eus ER 
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resultante de módulo 30 N y que forma 53? con el 
semieje +X. Determine la cuarta fuerza (en N) 


F,=50N 

A) 201+-605 

B) - 28i +56] 

C) 20i 4-40j * 
c) Magnitud de g+: — a4b5-10i «6j D) -38166j У 

[a^ Bj» 10° +5° = |а+8|=5/5 Е,=20/ам T «за 
Dirección de a+b: tagp==5 RESOLUCIÓN: pr 
> 8=26,57° | F,=50N 


d) Magnitud а-5.  a-5=-2i-11 


э|а-Б|=(-2)#+(-11)# =5J5 
PROBLEMA 97: 
La figura muestra una figura cuya magnitud es 100N. 
Determinar. 
I) Las componentes cartesianas de la fuerza. 
II) Los cosenos directores. 


P(-3;4;2) 
o 


F,-60N 


RESOLUCIÓN: 
I) F-Fu,siendo Е=100 М. 
-_ОР _-3ї+4]+2Ё 
ОР /29 
* Entonces la expresión vectorial de la fuerza es : 48N 
300 ,: 400N , 200N ; 
FAM A f 
J25 ую” J2 
*Dedonde: p =N р _400N p _200N 
A 29 A X29 с 5/80 
3 


П) cosa = – ufu ed m Р 

V29 429 4/29 
PROBLEMA 98: Mee Pur E E = 
Se sabe que al sumar las tres fuerzas que se indican  R=F1+F2+Fs+F4; piden F,-?? 
con una cuarta fuerza, se obtiene una fuerza Donde: 


Del dato del problema : 
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30N 
* Luego en : B-Fit Pai OL 
>F =R-F,-F, - Е 


F, -(30i--4j) - (401+30)) - (48i — 36)) - ( - 201 — 20], 
— F,- - 88i 4 66j 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 99: 


En la figura se muestra los vectores unitarios a lo 
largo de los ejes coordenadas U y V del plano . 


Si la componente ortogonal de A sobre uno de los 
ejes tiene 32 unidades , halle el vector A . 


A) 32и+ 320 
В) 3,2ü +400 
C) 420+ 400 
D) 256и+ 250 


RESOLUCIÓN: 
* Se deduce que : 
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a A-2514 250 


RPTÀ : “D” 
PROBLEMA 100: 
Determine el vector unitario del vector resultante . 


л (68) азе 6 7 
j 
B) i ;i-J5j 8j 
с) (8+0) 
3358 UCIÓN: 
* Descomponiendo algunos vectores , así : 


* Del gráfico: R=6i+6/3]' 


* Nos piden: zg- E- A A 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 101: 
Determine el vector unitario del vector resultante. 


А) (¿+ JJI V2 
В) (і - j)i2 
C) j 

D) å 


RESOLUCIÓN : " E 
* Descomponiendo algunos vectores , y reduciendo: 


5 


* Simplificando , resulta : 
2 
du mas Xx 
"c 
X^  5RB--sie8 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 102: 


Si S=A+B , donde A y B son vectores unitários, 


identifique la veracidad (V) o falsedad. e de las 
proposiciones siguientes : 


I) El módulo de S satisface : 


ms también puede ser unitario . v 

Ш) Si а= 60° es el ángulo entre А у B luego |8|=3 
A)VVV  B)FVV  C)VFF 0) ЕЕЕ  E)VVF 
RESOLUCIÓN: 

I) VERDADERA : 


dado que 


Como A y B son vectores unitarios, entonces : 
A=B=1 
—^A-BsSzA«B 


To — 
>0<S<2 
II) VERDADERA : 
Efectivamente cuando [S|2S-1, esto se dará 
cuando а=120° 


VECTORES 


ә 181=/3 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 103: 


En la figura mostrada, la medida del ángulo BCA es 
30. El punto D es punto medio de 


— — — — == 


madda de AB + AE + ED + DF 
A) $491 с 
В) J91 „РБ 
С) 2491 
D) 5491 


ЕЈ Ja 


E 


A 
RESOLUCIÓN: 
R = AB + AE + ED + DF 
[R| -? 
* Con el gráfico: 
Е = АВ + AE + ED + DF 
э R= AB + (AB + BE)+ ED + (DE + EF) 


a 
a 
2a 
Bj—5 — jÀ 
* Cancelando ED y DE: 
E=2AB+BE+EF БС Е 
R =2AB + BF 
Б oR S Бя e 
ó R = 2АВ +7 BC 2AB 
Combinación lineal 
AB y BC 


R se puede representar como: 


NOS A CE Р 
С (ya que ABL BC) 4 

NC 245 
* Siendo : 

© |2AB|=12 ^ вс - 3 6/3 | 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 104: 
Del gráfico, ABCD es un cuadrado y APB es 
equilátero. Halle x 
Nota : 21 vector ortogonal de a^ 


оаа p*- -a o a Su 43Ja 


A 


RESOLUCIÓN: 
Piden: x=? 


* Ecuación vectorial de la recta: P =P} trac PS 
y Р(х;у) EA 


* Donde P,=(0;5) es un punto de paso y a=(2;1)es 
el vector direccional y r e R es el parámetro. 
> (x;y) = (055) + r(2;1) 

> (x;y) = (2r;5*r) 

> х = 2г 

>y=5+r 
* De donde: y=5+5 
ó: x-2y+10=0 

* La distancia d, del punto o, a la recta, es: 
g HX 0+(-2) х0 +10|_ 10 


JE +(-2)# 45 


PROBLEMA 106: 


> d-245 
RPTA : “С” 


El punto (525 ; 50 
segmento que une los puntos (a;b) y (c;d). En el 
cuadrilátero de la figura adjunta, M y N son puntos 
medios. 
Si la longitud del segmento MN es 13 cm. 
Calcular la longitud del vector: 

(c-a;d-b) + (г-р;з- 9) 


es el punto medio del 


x (аЬ) (c;d) 


А) 20cm. B)22cm. C)25cm. Р) 28cm. VE cere 
RESOLUCIÓN: e 


* Nos piden el módulo de: 
|(c-a;- d) + (r- p:s-q)|= 
=|(c+r-a- pid + 8-b-9)]............ (I) 


* Se conoce el módulo de [MN] -|N - M|- 


(69) 6:9) - ese 


ЕС: (c*r-a- pid+s-b-q)|=15 ст 
2 


э |(c+r-a- pid +3-b-q)|= 30cm 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 107: 


Según el gráfico, AL=LB; AB//CD, AB=a y CD-b, 


calcule |MN|. A Z B 
M 
C D 
2 312181 % lalltl б) lal +15l 
lal + 2l5l 151+ 15 3 
RESOL UCIÓN: | s 


* Piden [a 
=? 
* Propiedad 
b 
En el problema: 
ab M Y 
х= +в МР = PQ = QN 


Sun. d. АВ. = [ИР|- 3(МР) MP = 3p 
la|+ 2| | 2l 


ВРТА : “A” 


PROBLEMA 108: 


Dados los vectores a =(1;-1; 2); Б =(0;2:4) y с 
en R? tal ques es perpendicular cona y b 
respectivamente, y ¿ es un vectorunitario , determine 


la longitud del vector 5-4. 
A)2/21 B)4/21 С)/21 D)3/21 Е)5{21 


RESOLUCIÓN: 

* Si hacemos el gráfico de b 

los vectores, en tres E 

dimensiones , por dato c es 

perpendicular a: a y b. - a 


* Observando el plano 
comprendido entre b-c 


estos son perpendiculares. 


El módulo del vector 5 esta 


b = 40? + 2? + 4? – /20 


dado por : 


*Si c es unitario su módulo es uno: c = 1 Por 


Pitágoras: 
+ J21 
1 
/20 
>» lb - ë| - J/21 
RPTA :“В” 


PROBLEMA 109: 
En el gráfico £^ está inscrita en el triángulo equilátero 
ABC. Si AC=a, calcule Ap . 


B 
A) a- За” 
4 
B) a « /3a* 
C)ja-43a* 
D) 9a«43a- 
12 
6a + /3a^ 


E) 8 


GEOMETRIA VECTORIAL WS 


cu 9a+V/3a 
12 
RPTA :“D” 
PROBLEMA 110: 
Según el gráfico AB=a;BC=b, calcule CD. 
En un pentágono regular ABCDE, 


a (151(1+ 15) 

al lal - ibl | 

[1-15 
| la Js 

81-187); £ 127. S 
(8:8) oz 9088-8). 
RESOLUCIÓN: 4-9 
d "a+b 

2 


EOL _(рРо)(РН)..........(1) 


1 a (I) E 
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* 1) = (1D: 


A 


* Piden: & |82; DE elit н) 
e|- B 
ВРТА : “A” 
PROBLEMA 111: 
En un pentágono regular ABCDE, Si ВС=а, calcule 
pg. е 


pa( E) Ba 


AQCD:(44)): 


(1— 4/5) 
CLAVE : “A” 


QD- (45-1) - 


PROBLEMA 112: 


Determinar el vector x en términos de los vectores 
a y b en el cuadrado mostrado. Lor 


RESOLUCIÓN : 
* Trazando vectores auxiliares adecuadamente: 


* Por semejanza de triángulos, se deduce el vector 


4x. 

* Luego también se observa que: 
2. b 2 2a+b 
edm twm 10 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 1138: 


En la figura se muestran los vectores de magnitudes 
indicadas . Hallar el módulo del vector resultante . 


A) 20 
B)32 
C) 48 
D)52 
E) 60 


RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo , adecuadamente los vectores , 
así: 


* Simplemente se obtendrá : 


> R?=20?+48? 
> R= 52 


se RPTA :“D” 


PROBLEMA 114: 


Se tiene dos vectores А y B tal como se muestra . 


Si [Al=6u ¿qué valor tiene la resultante de estos 
vectores , si se sabe que es mínima? 


A) lu ES zd 
B)3 B A 
C) 3/3 

D4s . 1 

RESOLUCIÓN: 


* A" tiene dirección y módulo definidos , entonces, 
su longitud también está definida ; B tiene dirección 
definida, pero no tiene un valor definido ; entonces, 
la longitud del segmento dirigido que lo representa 
tampoco , tal como se muestra : 


A 

* El vector representado con líneas punteadas, 
representa la resultante para los distintos casos 
planteados . 

* Del gráfico se deduce que R también no tendría 
un valor definido ya que lo representa un segmento 
dirigido de diferente longitud ; por ültimo , para que 
R tenga su menor valor (mínimo), el segmento 
dirigido que lo representa debe presentar la menor 
longitud, lo cual es posible sia partir de O lo dirigimos 
en forma perpendicular hacia la línea que contiene 
B, tal como se ve a continuación : 


GLOMIETRIA VECTORIAL [yia 


MA 


lal=6 
° * Del Triángulo formado se о De 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 115: 


Un vector a de diez unidades de magnitud y otro 


vector Б de seis unidades de magnitud apuntan en 
direcciones que forman un ángulo de 60°. Encontrar 
I) el producto escalar de los dos vectores . 


II) el producto vectorial de los mismos . 
RESOLUCIÓN: 
* Las magnitudes son : i 


a =10 unidades 
b =6 unidades 
de a > 
a.b -ab соѕб0°=30 unidades al cuadrado (es un 
escalar). 
Il) axb =absen60"=51,96 unidades al cuadrado 


perpendicular al plano formado por a y 5 (es un 
yector). 


PROBLEMA 116: 

Aplicando la definición de producto escalar 
a-b-abcosé y el hecho de que G.5=a,b,+ a,b,+ a,b, 
obtener el ángulo entre los dos vectores dados por 
a-3i«3j -3k y Б=2ї+ jesh. 
RESOLUCIÓN: ' y 
.a Box zada -9x9) 

2a b26433—-9 >4a-b=0 

* Las magnitudes de a y Б serán : 


60° 


= 


isa Pr =/14 


{= del ángulo que forman : 


[1118]]] AAPP CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 117: % ES 
El vector А tiene componentes x ; y; z s de 8:12 y- -4 
unidades , respectivamente . і 

а) Escriba una expresión vectorial para А en 
notación de vectores unitarios. 

b) Obtenga una expresión de vectores unitarios para 
un vector B con una longitud de un cuarto de la 
longitud de А , apuntando en la misma dirección 
que A. 

c) Obtenga una expresión de vectores unitarios para 
un vector С con tres veces la longitud de А, 
apuntando en la dirección opuesta a la de А. 


RESOLUCIÓN: 
* Por dato : A=(3;12;- 4)u 


Parte (а):  A=8i+12-4k 
Parte (b): [Al=/87+127+(— 4? =/224=4/14 
> [Al=/14 B=ai+bj+ck 


* pero: a=8k ; b=12k ; c=-4k 


* Luego: (8k)?--(12k)?--( - 4k)? 214 > 224k*=14 


ki== Rz— 
ed Ln d 


"ж En consecuencia : B- 2i 4-3j -1k 


Parte (с): |С\=з|А| = |C|- 12/14 

* Luego : C-ai 4 bj ck 

* Sabemos que: А y С no son paralelos . 
>a=-8k ^ b=-12k ^ с=46 

> ( - 8k &( - 12k* & (4k) -144x14 

> 224k?-144x14 > k?*=9 > k=3 

* Luego : C=- 24i +36} * 12k 
PROBLEMA 118: 
Dados los vectores 
A=(3i-4j+4k)m. y B=(2i+3j-7k)]m , 
encuentre las magnitudes de los vectores 

a) C=A+B 

b) D= 2A - В, expresando también cada uno en 
función de sus componentes rectangulares , i 
RESOLUCIÓN: e zp 


pi 


Sea: A-(3i – 4j e 4k)m ; B=(2i+ $ -Thm d 
Parte (а): C- A=B ——M 


desplazamiento 


EDICIONES RUBDIÑNOS [Бы 


> б=(3ї-4]+4Ё)+(21+3]-4Ё)=(51- ]-3Ё)т 
С= аа 


Parte (b) : A=(3Í - 4j - 4£) = 2A-(6i — 8)+8Ё)т 
* Luego : D=2A - B-(6i - 8j 8k) - (2i 3j - 7k) 
> D=(4 - 11j* 15k)m 
|D= f(4**( - 117 18)* =/362 
PROBLEMA 119: 
Si A = (6i - 8 J) unidades, B=( - 8i 3i ) 
unidades , y C- (26i + 195) unidades, determine a 
yb de manera que : aA+bB+C=0 . 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: A-(6i – 8j)u; B2( - 8+ 3j)u; 
C=(20i+19)u;aA+bB+C=0 
> a(6í — 8j)- b( — 8i 3j)-- 261 +19 =0i +05 
> 6ai -8bi+26i=0i => 8b-6a=28........... (1) 


-8aj+3bj+19=0j > 8a-3b=11 ............ (1I) 


* Resolviendo la ecuación resulta que a-5^b-7u- 1 


PROBLEMA 120: 
Determinar el ángulo que forman el vector 4xb y el 
semieje positivo Z . Si a=(6;0;8) y b= (3; 1;4). 
RESOLUCIÓN: 

1^) En semieje positivo Z consideramos al vector 
RE(O 50; 1) ninesi a) 


xb y su módulo 


unitario 


2°) Determinamos el vector ах 


axb 


T 
t) o ~o 


* Desarrollando: 
=> ахБ=(-8;0;6) PERA (II) 


y: laxb|= /( 8)2+02+62-10 ERE AREA (III) 


3^) Usando producto escalar calculamos ángulo 
formado por ax 5 eje Z: 

(axb)-k=laxbl |lcos0 ................... (a) 

* GI) y (ID епа: 

> (-8;0;6)(0;0;1)=10c080 >6=10c080 


> созё=® > 0=53 


PROBLEMA 121: 

Un paralelepípedo tiene un vértice en A=(1;2;3), 
siendo B, C y O sus vértices adyacentes . Además ,. 
se conoce que : 

AB-2(1;0;1) ; АС=3(1;1;1) y AD=4(0;1;1). 
¿Cuál es el vértice opuesto a A? 
RESOLUCIÓN: 

* De acuerdo al gráfico , vemos que el vértice opuesto 


.aAes E luego : 


Е=А+АВ+ ВМ + МЕ = A+ AB+AC+AD 
= (1;2;3)+2(1;0;1)+3(1;1;1)+4(0;1;1) 
E=(6; 9; 12). 


PROBLEMA 122: 

Desde А=(1+ 2/2;3;3+2/2) y В=(4;2;0) parten 
móviles que se dirigen perpendicularmente hacia la 
recta que contiene al segmento Cp. Si C=(3;2;1) y 
D=(-1;4;5), ¿alguno de los móviles interseca a 
CD, ¿por qué punto?. 

RESOLUCIÓN: 

* Es necesario y suficiente que uno de los ángulos 


adyacentes a la base CD del triángulo CBD(ó CAD) 
sea obtuso para que la perpendicular respectiva 


caiga en la prlongación de CD. 

I) En œl triángulo САР, CB-(1;0;- 1) 
yCD-( -4;2;4)como CB. CD=-8<0, el ángulo 
a entre estos Vectores es obtuso . Luego, el móvil 
que parte de B no interseca a CD . 

II) En el triángulo CAD : 

AC=(2/2 -2;1; 2/242 у DA=(2/2+2;-1; 242 - 2) 
Como |CA|=|DA], el triángulo es isósceles . 

* Entonces, el ángulo $. es agudo y el buscando es 
el punto medio de CD, así : 


-2(C*D)-(0,3:3) 


E B 
PROBLEMA 123: 


Sabiendo Ø = 2xzf —x?; hallar vg. 
RESOLUCIÓN: 
vø= Zer —-х?у)ї+ yu - Pujar -х?у)Ё 
* Despues de efectuar operaciones : 

VØ = (2z* — 2x y)i -х?ј +8x2*h 
PROBLEMA 124 : 
Siendo A=x? yi – 2х3) + 2yzk ¡hallar Vx A 
RESOLUCIÓN: 


E 

УХА = KA СА 2 
ox o9 ðZ 

x?y —9xz 2yz 


2.05) -2 (- 2x2) - j| 3- y) © (- 2e 
[5e zz 2x2) ja Sl 225+ 


R| ©_(- 2:2)- (2x?y) =(22+2x)i +0] - k(22 x?) 
ox ду з * 


* Entonces : VxA- Qs +22)i — (x? 22) 


PROBLEMA:125: 
En el esquema Ostrado, ABCD es un romboide 
Donde M es punto medio де AD у N punto medio de 


— 


E 120) E 


‚ B) 2043 


RESOLUCIÓN: po sauces 


* El punto G es baricentro del ACD. > Gü = MG 
* Si: MG =r>6C =2r [SEN 5 


* AMG: T= a b – e (I) 
* AAMC: x = с + 3Зг.................(Ш) 
*(Den(ID: == с + 3(а e 5-c) 
> x =3a + 3b- 2c 
* Comparando: m=3, n=3 y p=-2 
* Se pide: m? * п? + р? = 22 
e RPTA : “D” 
PROBLEMA 126: 


Respecto a los vectores mostrados . |cl-2 y 
A+B+C=6i ; halle [Ax B|. Y 


А) 5/3 


C) 36 
D) 1643 
RESOLUCIÓN: 
* Si A+B+C=6í y C=- 2i , entonces la resultante 
de A y B debe ser paralelo ål eje X e igual a 8i . 

* Graficando : Y 


* De la figura se deduce que : P 

[Al-4 ^ [Bl-«J/3 E неў 
* El módulo del produccto vectorial de Ay Fa: 
[Ax Bi-[allBleos(907)-(4)4/8)1)-18/8 > 
ax C RPTA 3 “D? 


PROBLEMA 127: * El módulo de la componente de R a lo largo de L 


Se traza un vector PQ entre los puntos P(1;2; 3)y е5:  . ,. 4 
Q(4 ; 6 ; 8) de un sistema coordenado cartesiano. R,=|Ricos sr=7x( $) =5,6 
La relacióri (componente х) + (componente =) de ВРТА : “В” 
PQ, es: PROBLEMA 129: 
A) 0,6 В) 0,65 .  C)0,7 D)0,75  Dadoslosvectores: A 2i - 3j ; A-i - 2j determine 
RESOL Азар у AxB 
Q(4:6;8) Жан 
А) 1,75k B) 0,68 k C) -1,75 
D) 1,92 h E) -1,92k 
P(1;2;3) RESOL UCIÓN: 
* Calculado AxB: 
+ - + 
AxB- ad * 
X а.з 0 
PQ=Q- P=(4;6;8)-(1;2;3) dl 
=> AxB=+i pis! j de u de l=-7é 
PQ-(V,;V,;V,)2(8;4;5) 475,9 |-20| *^|10| |1-2 
* La componente de PQ en x es: V,-3 ^* Calculado A.B : 
* La componente de PẸ en x es: V,=5 Us 7 A.B-0,3;0).(;- 250) 
* Se pide: 3+5=0,6 Us 5 А.В=2х1+3х(-2)+0х0 
ЕРТА ЗА” A. B--4 

PROBLEMA 128: У é i" ET: : 
La resultante R de los vectores A-3i4j« 2k y * Se pide: — "LR 
Bz-i42j-5k , forma un ángulo de $7” con la recta RPTA : “A” 
ES irai e módulo de la componente de R a lo PROBLEMA 130: 
largo de L - i А e 
A) 3,23 B) 5,6 C) 8&3 D) 44 Los lados de un paralelepípedo oblicuo tiene lados 


RESOLUCIÓN: dados por los vectores : A=i;B=i+j y C-i jak. 
Halle el valor de la expresión : V=(AxB)-C 


R=A+B' 
R-( 4j 2k)*( i4 2j - 5K) A1 
ЕЁ -2i«6j - 3k n: 
=181-402)2+(6)2+( - 3? =7 "d = 
j RESOLUCIÓN: 


=(1;1;0) 
C=(1;1;1) 


OS E У=(АхВ).С...........(1) 


хво) FHOJ+R()=kR АХВ 
* Reemplazando en (1): 
V=(AxB).C >V=(0;0;1)-(1;51;1) 


> V=0x1+0x1+1x1=1 
RPTA : “A” 


=(0;0;1) 


PROBLEMA 131: 


El cubo mostrado tiene una arista de 4em, Р y Q son 
puntos medios de los lados respectivos . Los 
módulos de los vectores A y B son 30 y 12 


respectivamente. Halle А.В 


A) -180 
B) 320 
C) 200 
D) 120 


Wie 
SOIN 
i e 
L n 7 
1 sl 
nb. < 
+ © 
i^ 
i 
1 
1 
Li 
E 
^ 


;0:4) *(4;4; 
2 


14:474) 0074:4) E 


2 > 
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Г) VERDADERA: 


(4:254) >- 

> A-30( (52:0 5(4;2; 4 

[Шр | 

* Analogamente : 

РАБ) ИЕ pe (2;4;4) 

B-[Bl-1,,-12| 269 
2 (S244244? е; 

* Finalmente: A.B-[5(4;2;4).2(2:4;4)]-320 ' 

RPTA : “В” 


PROBLEMA 132: 

En un sistema de coordenadas x, y, z, rectangulares, 
se dan los vectores : A=0,8i+0,6j y B=-3i+4) . 
Indique verdadero (V) o falso (F) en las siguientes 
proposiciones: 

I) Solo A es vector unitario . 

П) La magnitud de AxB es 48 . 
Ш) El producto Ax B es 5k 

А) УУУ  B)FVV  C)VFV 
RESOLUCIÓN: 

* Sea los vectores: 


E 


A=0,81+0,6j B=-3i+4 


D)VVF  E)FFF 


ya que como |Д|=1 y [Bl-5; 
entonces solo "Á" es un vector unitario . 
II) FALSA : dado que calculando Ax B. 


+ - + 
bd 
AxB=|0,8 0,6 
-3 4 
> a 10,6 0| ¿108 0| ¿|0,8 0,6 
=i k 
e E^ оГ 1226 les Т 


2 АхВ=5Ё-›|АхВ|=5 
HI)VERDADERA : porque АхВ =5Ё r 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 133: 
En la figura se muestran los vectores P y R. Si 
|RI-1,5|P|-a. el producto escalar de (P- R) y 
(P+ iR ) es: 


А): 


о = 
Br 


RESOLUCIÓN: 
* Piden calcular : M-(P - R)-(P-- R) 
* Usando álgebra vectorial : 
М=Р.Е+Р.Е-Е.Р+Е.Е.................... (1) 
== ENT EA 
* Se conoce que :A.A=ÍAl y AB=B.A 
* Usando estas propiedades en (1) tenemos : 
—2 a = —2 
м=|Р|' + PÆ - RG -[Е| 
2 2 
M= a d _ 5a 
3 E) ARE 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 134: 

Calcule la suma de los vectores unitarios de los 
productos AxB, CxD Y ExF - 

Ai+j+k 
B)i-j+h 
С) -i+j-—h 
D)i-j-É 


E) i+j+k 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la regla de la mano derecha par cada 
productos vectorial escribimos : i 
AxB=|AxBli ; CxD=|CxD|) ; EPIA 
* Luego, la suma de los vectores unitarios de estos 
productos vectoriales es: 

laa + дор + хр =i TIT: 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 135: 


Con relación a las siguientes proposiciones sobre 
las operaciones vectoriales . Indique verdadero (V) 
о falso (F) : 


D Si A-6i y B-8j t Ах B=48 
II) Si 6-6 : D=8k ; Cx D=- 
Ш) Para dos vectores Vi y ұз se cumple 


VixV2a=Ve2xV1 
A)VVV B)VVF 
RESOLUCIÓN: 


I) FALSA: ya que A-6i уВ=8ј; ixj-k 
> AXB-(6i)x(8j)) -48ix j — А 


C)VFV | D)FVV  E)FFF 


= AxB=48k 


Si C=6j y D=8k ; deii 

> 6xD-(Gj) x(8k)-48jxk : Cx D-48i 

Ш) FALSA : porque Vix V2- - Vax V; ya que: 
AA 


А 


Si 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 136: 

Dado los vectores P= 2i+4j+4% y Q=4i+3j, 
determine el cociente de la proyección p sobre Q 
entre la proyección de Q sobre P. 


A) 0,25 B)04 С) 0,5  DJ06 Е) 1,2 
RESOLUCIÓN: 

* Se deduce que: 

PalP|=/2%+4%+4=6 : Q-|Q|-/4*«3*-5 


* Luego proyección Q sobre p 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 137: 


En un rectángulo ABCD, los lados AB y AD miden 
4 y 3 unidades, respectivamente : ¿Cuál es la longitud 
del vector ABx AD? 

RESOLUCIÓN: 


* Vemos que : 

AC=AB + BC A DB=DA + AB=CB + AB 
* Luego : 

ACxDB= =(AB+BC)x(CB+AB)= 
=ABXCB+ABx AB «CB xCB+BC x AB 
=ABxCB+BCxAB 


z-ABxBC-ABxBC--2ABxBC 


* Entonces: 

[ACxDC|-|- 2ABx BC|-2|ABx BC|-2|ABI[BC]|sen(x/2)) 
=2x4x3x1=24 

PROBLEMA 138: 

Sean los puntos P,=(1;2;3); P¿=(1;3 50); P,11+/5;4:2) 


y Р;=(1+/5;1;1).105 segmentos P,P, y Р.Р; son las 
diagonales de dos caras opuestas de un cubo. hallar 
sus vértices . 


п=(-1;0;0) 


Р, 
RESOLUCIÓN: 
Vemos que : P,P¿=(0;1;8) Y P¿P¿=(05-3;-1) 
Además : [ЕР]|=[Р;Р| 10. Luego , el lado del 
cubo es : 8-45 
La dirección de una arista lateral está dada por : 
P,P, x P,P,-10( - 1:0; 0) 


Por lo tanto, una normal a las bases en 
п=(- .1;0;0), (vector unitario) .- 
* Entonces : 


Ps: Р,+-/5п= =(1+45 ;1;1)+45(—1;0;0)=(1;1;1) 
Р,-В,+/5п-(1+/5;4;9)+/5(-1;0;0)=(1:4:2) 
B.-P,-J5n- (1;2;3)-45(1;0:0)-(1*45; 2; 3) 
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P,-P, -/8n-(1;3;0)* 45(1;0; 0)-( 1*5; $70) 
RESOLUCIÓN: C Me 


* Si a, В y Y son los ángulos que hace а а 

соп los ejes coordenados  X*,Y*yZ*, 

respectivamente ; entonces : — 
a=lalx(cosa; cosf; созу) 

Donde las componentes son las cosenos directores 


dea. 


Luego: 

еч 
s 55600" B, comas: IL 
a -|al(cos 45%a, соз60° В, cos al 5 5) 
* Tambien: Б —|[b (1//2;1/42;0) 
a) $ -arc nr ME arco zs 


es el ángulo entre а уф · 
b) Nos dicen: [a| =|Б|=1. Además AS 


* Luego: L=(P=(1:1:1)+t(2/2,1+/2,1)/t e В} 
PROBLEMA 139: 

los puntos A=(1;2;3), B=(2;2;3),C=(2;5;3) y 
D=(1;5;3) determinan la base de un paralelepípedo 
rectángulo (es decir, sus caras son rectángulos). Dos 
de los vértices de la cara opuesta a la base 


* pertenencen a la recta (P/P=(2;3;5)+£(0;1;0)). 


¿Cuáles son dichos vértices? . 


RESOLUCIÓN: 
H G 
Cc А 
Е 
А B 


AB-(1;0; 0); AD=3(0;1; 0). Luego, la recta 
pasa por el segmento EH o por el segmento FG , 
(ya que es paralela a (0 ; 1 ; 0)) 

* La dirección de la normal a las bases es : 

ABx AD-3(0;0; ]).Elejimos como nornal a 
n=(0;0;1). 3 
Si asumimos que la recta pasa por EH , se тагы: 
А+зп=Е=(2;3;5)+1(0;1;0) para algún syt. 
Efectuando : (1; 2; 3)*s(0;0; 1)-(2; 341; 5) 

> (1;2;3+8)=(2;3+1;5), lo cual es una 
contracción , (ya que las primeras componentes son 


MUN 


diferentes) . 

* Luego , la recta pasa por FG y se tiene que : 
Resolviendo: s=2 , £--1 

*Luego: 

F-(2;2;3)42(0;:0;:1)2(2;2;5) y G=C+CG 
>G=C+BF >G=(2;5;3)+2(0;0;1)=(2;5;0) 
PROBLEMA 140: 

Los puntos A=(1;1;1); В=(4;1;1); C=(4;1+3/3;1), 
D-(1;14343;1) y E=(5/251+3/3/2;6) forman 
una pirámide de base rectangular con vértice E . 
¿Cuál es la distancia del centro de la base a una arista 
lateral? 

RESOLUCIÓN: 


* Efectuando un gráfico aproximado : 


Por ser ABCD un rectángulo su centro Fes: 
1 1 > 5 3 

==(A+C)==(B+D)=(2;1+%43;1 

E qe / 2“ ) E^ 2 ) 


АР-2(3;843;0) >AF=3 


AE-2(3:3/3;8) >AF=5 


* Puede comprobarse , que : 
[AF|=[BE|=|CE|=[DE!l 

Por lo que distancia de F a las otras aristas es la 

misma. 


PROBLEMA 141: 


Averiguar si los siguientes puntos : A=(1 ; 3 ; 2), 
B=(2;3;1) y C=(3; 4; 5) , son los colineales o no. 


Hes 


RESOLUCIÓN: 
* Los puntos А, B y С serán colineales si y sólo los 


vectores AB y AC son paralelos . 

* Vemos que: AB-B- A-(2:3;1)-(1;3;2)-(1;0; - 1) 
y АС=С- A2(2;1;3) . 

* Luego , AB//AC < ABxAC=0. 

* Veamos: 


zi-üjekz(1;-5;1)*0-(0;0;0) 
*por lo tanto , los puntos A, B y € no son colineales 
PROBLEMA 142: 
Sean los vectores a=(—3;4;1) y b-(3;42 ;5). 
Derteminar un vector c ortogonal el vector (0; 1 ; 0) 
que satisface las condiciones: a . с=6 у Comp, 6-1 
RESOLUCIÓN: 
*sea е =(e,;0,50,) ^ d = (0:10) 
*como c Ld — c.d = 0 
> (c,;0,;0,).(0;1:0)=0> e, - 0 
*сото a.c = 6 
> (-3;4;1).(с,:1;с,)= 6 3e, + e, = 6....(I) 


Porotro lado : Comp; c-1 of t-Iosa -b=lb|=6 


> 30, +50 —6......(II) 
* De (I) y (1): c,=-4/3 ; c3=2 
* Luego: с=(—4/8;0;2) 
PROBLEMA 143: 
Dado el paralelepípedo ABCDEFGH, encontrar el 
ángulo que forman los vectores AF y AC , sabiendo 
que: A=(4; 0;-1), F=(f1; з; 0), PF=Proy p CF -(3;6;3) 
y CP=(-1;3;7)- 
RESOLUCIÓN: 
* Vemos que: CF=CP+PF=(-1;3;7)+(3,-6;3) 
EPA O SEIS ica IU, 
* Como Proy_¿CF=PF =AF // PF 
> AF-tPF > F-A-t(3;-6;3) 
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> (fi - 74; f2:1)-1(3; 6:3) 


pisc 


+ [gualando componentes: 
f,-4=3t ; fo=-6t, 1=3t 
* De donde: 


t=1/3 > f1=5 y fo=-2>F=(5;-2;0) ........ (11) 


5 AP==PF=(1-251) 


* De (1) y (II) : CF=F -C=(2;-3;10) 
=C=F-(2;-3;:10)=(5;-2;0)-(2;-3;10) >C=(3;1;-10) 
*Luego , como AF=(1;-2;1) y AC-C- A-( - 1;1;- 9) 


AF.AC (1;-2;1).(-1;1;- 


aa Je Jes бу 
=> #=аге cosl - E) 


PROBLEMA 144: 
Se tiene que los puntos Р, О y R foman un triángulo 
rectángulo , donde RP y RQ son los catetos. 


Encontrar la proyección del cateto PR sobre la 
hipotenusa Pg, si el vector RQ es paralelo al vector 
(0; 2;1) y el vector PQ tiene componentes (-2;3,7). 


RESOLUCIÓN: 
* Por dato: RQ =t(0 ; 2:1); РӨ =(-2; 3; 7) 


* Luego : RQ 7 Proyg;s;( - 21317) 
"AR 


dc (-2;3;7) 


(-2;3;7);(0;2;1) 13 
sm z AA (0;2;1)2—(0;2;1) 
MG | (0;2; D? | 5 


золиос ца 


__ |4(—0;-11;9®(-2;8;0 
Es aa EL (2,3; 
((-2:3;2)* був) 


PROBLEMA 145: 


Hallar la ecuación del plano .4 que pase porel punto 

de intersección de las rectas L,=((9;5;4)+*(1;1;2)) 

y L¿=((1;2;3)+8(2;1;1)), siendo la distancia del 

plano al origen igual a /235 unidades . 

RESOLUCIÓN: 

* Sea (Q)-L, N L; , entonces Qe EL, y Qe Lz- 

* Luego : 

Ө=(9;5;4)+1(1;1;2)=(1;2;3)+8(2;1;1) 

=> (8;3;1)+8(2;1;1)-t(1;1;2) 

Igualdad las respectivas componentes : 2=2; $=5. 

Por lo tanto @=(11;7 ;8) 

Observamos además que |oQ|-|Q|- /234 , de 

modo que el plano ‚2° debe pasar por О y tener como 

vector normal al vector 09 , de donde : 

P:(p-(11;7:;8)) . (11;7;8)=0 

PROBLEMA 146: 

Una partícula con movimiento rectilíneo uniforme, 

parte del punto A=(11 ; - 21 ; 20) en la dirección del 

vector (-1 ; 2 ; -2) y con velocidad v=12 unidades 

por segundo. 

a) Determinar el tiempo que necesita para recorrer 

el segmento comprendido entre los planos .#: 

2x+3y+5x-41=0 y Z :2х+3у+52+31=0 

b) ¿Cuál es el tiempo mínimo que la partícula 

necesita para pasar de un plano a otro, si la velocidad 

es la misma?. 

RESOLUCION: 

a) Consideranc.. ' dirección unitaria del vector 

(C1;2;-2)ter 05: 

u=(-1;2;-2)/3 , basta considerar un punto 

cualquiera В є ,?, como por ejemplo B-(1 ; 3 ; 6) 

є #. Para llegar al plano € en un punto C ef se 

requiere que . 
C=B+12tu=(1;3;6)+4t(-1;2;-2)e € 

Reemplazando las coordenadas de C en Y 

tenemos: 

2(1— 41) --3(348t) + 5(6— 81)+31=0 > #=3 seg. 

Luego, el tiempo requerido para recorrer el segmento 

comprendido entre los planos ¡Y y 7, en la 

dirección del vector (-1; 2 ; – 2), es t3 seg . 

b) Para calcular el tiempo mínimo , debemos avanzar 

en la dirección del vector normal comün 

1-(2 ; 3 ;5), (notar que los planos son paralelos) . 


— — AM — 


* Luego: : 
C-B-«(12rn/|n|-(1;3;6)-(120/438)(2;35;5) € € 
Reemplazando las coordenadas de С en Y tenemos: 
2(1+241-/38)+3(3+361/38 ) +5(6+60t//38 ) 310 
> t=-6//38 seg. 

* Por lo tanto , el tiempo mínimo para pasar de un 
plano a otro es 6//38 seg El signo (—) indica que 


se debe avanzar a partir de B=(1;3;6) e 2, en el 
mismo sentido que el vector (- 2; -3;—5). 


PROBLEMA 147: 
Sea ABCD un paralelogramo . M un punto del lado 


BC. Si se sabe que el área del triángulo ABM es 
igual a la mitad del área del cuadrilátero AMCD y 


que: AM=mDC+nAD. Calcular: m+3n 
RESOLUCION: B M С 


2S 


A D 

*área del triángulo ABM : 

NES 611 NT ULT E == ies [eire t Y 
8= [Aui- AR [aman |= Ав. вм | 
*área del paralelogramo ABCD: 

3S-[3g. Bc" |-|BC-AB | 

* En el dato, multiplicamos escalarmente por 
E EID 
AB у ВМ . 
> AM.AB «nBC.AB- >28=n(38) > п=2 
2 AM.BM -AB.BM +nBC.BM > 2s=m(29)+0 > т=1 
* Por lo tanto: m+3n=3 


PROBLEMA 148: 

Se tiene un trapecio escaleno ABCD, cuya base 
mayor AD tiene el doble de longitud de la base 
menor BC. Se trazan las diagonales AC y DB las 
que se cortan en el punto H . 

Si BH+CH=m(BC+CD)+n(CB+BA), entonces 
calcular m+n 

RESOLUCION: B с 
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* Sean: BH=rBD; CH=CA 
* Del gráfico: 
CB+BH=CH = CB+rBD=tCA 
= CB+r(CD - CB)=t(CB+BA) 
> СВ(1-т-14)+гСБ=1ВА........................(1) 
* También: 
СА=СВ+ ВА=Ср+ DÀ; DA-2CB 
* Por lo tanto : 


BÁ- CB + CD; reemplazando en (1) 


CB(1-r-t)+ rCD-tCB-t CD ; de donde: 
r=t;1- r-t=t>r=t=1/3 

* Por lo tanto : BH-lBD; cH-l CA 

* Luego: 3 3 
BH+CH=m(BC+CD)+n(CB+BA)=mBD+nCA 

* de donde: 

1 BD+ CA=mBD+nCA => ана TIER 
3 3 3 3 
PROBLEMA 149: 

Sobre un trapecio ABCD (ВСІГАР) ѕе toman los 


puntos E y F , puntos medios de BC y AD 
respectivamente. Si se sabe que: 


EF=mDB+nCA 


Hallar: m?+n? 


RESOLUCION: 
* Del gráfico: B E C 
EF-AB4BE – AF 
* Pero: 
1 Az lu 
BE-..BC : -25,4D 
* Luego а F D 
Ee SJ 
ЕЁ=АВ+—ВС – — 
+ 3 АР 
* Buscando poner el 2do. miembro en función de 
BD y AC: 


— 


AB = AD - BD; BC - AC - AB 
* Reemplazando tendremos: 
EF = -BD« BO +- (AD- AB) 
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* De la figura: Ар AB=BD 
* Porlo tanto: EF=- BD+- AC+2 BD=-- BD+- АС 
: 2 2 2 2 
O A SA — 
* 6 tambien: ЕЕ= DB- ŽCA=mDB+nCA 
* De donde: ATA T => inis ait 
2 2 2 


PROBLEMA 150: 


Sea el rectángulo ABCD (en ese orden) y P un punto 
del plano, exterior al rectángulo. Demostrar que la 
suma de los cuadrados de las distancias de P a dos 
vértices opuestos del rectángulo es igual a la suma 
de los cuadrados de las distancias de P a los otros 
dos vértices opuestos . 


RESOLUCION: 
* Del gráfico: DC-AB B c 
* Luego: 


AB+BC=PC -= PA ERP (t) A 

BC - AB-PD - PB ........( B) 

* De (a) y (B): 

A ie oen ES, SS | y "A4 
[А8 +|ВС| =|РС| *|PA| - 2PC.PA 
DIO. RA, Ma eee MERE. EDT A 
|AB| *[BC| =|PD| +|РВ| - 2PD.PB 
* De donde: 

[РС| НБА =|РБЇ *[PH| +2(PC.PA - PD.PB).....( y) 
PC.PA- PD.PB=(PD+AB).PA - PD.PB 
=PD.(PA-PB)»-AB.PA=ED.AB -AB.PA 

-AB.(PD - PAJ=AB.AD =0 

* Por lo tanto en (7): |Рб| +[BAÍ =[ PD!" + PB" 
PROBLEMA 151: 


Demostrar que la mediana de un trapecio es parelela 
a las bases y tiene por longitud la semisuma de las 
longitudes de las bases. 


RESOLUCION: 


* sean M y N puntos medios AB y CD . 
B с С 


* Demostraremos que: 


Bile y bia A 
ucc. zig 
* También : |Б|= 3 lal+lel 


* En la figura 2//a y del mismo sentido — а= re;r>0 

* Luego >a+e=re+c >a+e=(r+1)e 

* Pero: la +с|= [а |+ le] 

* Además со р ОУ 
b=MA+a+ ОМ................ (Ш) 


* De (1) y AD 


—- — - — —— — 


* Pero MB y MA son opuestos — MB=- MA 
* También: CN=- DN en (III): 
> 2b-- MA+c+(- DN )+ МА+а+р№ 
> 2b=a+c 
> 2b-rctc-(r*1)e > Б//с 
*como Ö//¢ > blia L.Q.Q.D. 
* Además: |eB|-|e-a|; 2|5|-lc|* al 
* por lo tanto: B=30 |+) 
PROBLEMA 152: 
Si a;b ус ѕоп vectores de R? demostrar que el 
vector d=(5 .c)a-(a .c)b es paralelo al vector c. 
RESOLUCION: 
* Sabemos que 
a) En R?: (r.a )=(-7 .8) 
b)Si r y s son vectores paralelos; r.8 20 


— =l 
*Entonces dem: ..... «inos que: d .c =0 osea 


ja 

22|. |е [1.25 je 

6 =(b .c)(a.c )-(a .c)(b.e ) 

Е AE Sd Sei o 

e = (8.0 Ja .c)-(a .c)(b.e ) 

э d.c «(a c)(8.€ )-(a .c)(b.e )2d.e «0 


PROBLEMA 153: 


yu. АБ, M 
lalala el 


vector c-(|p| Ja - (a.b) b) y 
desigualdad de Schwarz: 


Considere el 
demuestre la 


la . 8| «lal li] para a y 52,0 
RESOLUCION: 
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* Sabemos que para todo сє? >е.с=? >0 
* Luego: . 


e.e-(|5| a - B| a - (a.b)b) 
> e.e-|p] 5 - lg] (2.8)? +(a.5) 5? 
> в.с= (lb lal -(a.B-=[¿P >0 


o <| del [al - (a. 57) 

0 <05° la -(a-5)") 

(2.57 <P [al = Nab? <fa lal 
|а. 5|< [Bl lal 

PROBLEMA154: 

Probar que: 

D(a+b)=a 4b. 

II)Si a0 yr;te R>ra+ta = 0 —r-i-0 

RESOLUCION: 

a=(a,;a3) 5а =(-аз;а) 

b-(b; ; bz) 2b'-( —-b,;bi) 

* Entonces: 

I) (a.b) =[(a,;a,)+(b,:b2)] =(a,+b,;a,+b,)* 
=[(a3+b,);(a, +b,)]=(—a; - b ;a,*b;) 
-2(-a5;a,)*(-b,*b,) 

2 LQ.Q.D 


П) r arta = r(a,;a3)+t(-as;a,) 
=(га,;таз)+(-ѓаз іа, )-(ra, ^ fa; ; ras*ta,)........ (I) 


* Sean: 


>(a+b)=a «b 


0—(0;0)......... (ID(por hipótesis) 

* [gualando componentes еп (1) y (1I): 
ra,-ta,-0 
raz+ta¡=0 


ә =l 
>ra+ta = 


|эг=г=о 


* Portanto: га+Фа!=0 >r=t=0 
PROBLEMA 155: 


En el triángulo ABC, D es 
punto medio de 
AB:demostrar que el teorema 
de Apolonio : 

2 1-3 

AB «AC -2AD +286 B D C 
RESOLUCION: 

* En la figura se tiene : 


* Entonces: 
В? =Б.Б=4 (а+с).(а+с) 
э - tac eee za.) 
э4[Б|' -|a| *|c| +2а@.с................а1) 
* Además: 
а -d.d 
2 =(с.с+а.а-2а.с) 
sla = ЖАК acm 
* De (1) y (ШЇ), sumando y despejando: 
la «i-o sa 


?.2AD AD". BO' 


=(e-a).(e-a) 


>AB*+AC 
PROBLEMA 156: 

Demostrar que cualesquiera que sean los vectores 
a;b;cc R?,(a "ps c) es linealmente dependiente 
RESOLUCION: 


*losvectores а y Б son linealmente independiente 
о linealmente dependientes ; entonces : 
Suponiendo que ayb sea linealmente 
independientes entonces a y b no son paralelas y 
generan RŽ, osea que existen los números reales s 
yt,tales que : 

c-ra sb: entonces 

1e* (-r)a *(-s)5-0 
*Se tiene una combinación lineal igual a 0 donde 
1cR;1*0- (a;b 
depediente ; es decir : Existe r, s e Æ al menos uno 
z0talque: _ 

ra+sb= 0; entonces : 

ra +sb+0=|¿|=0 2 
*o sea se tiene una combinación lineal, donde al 
menos uno de los coeficientes r ó s + 9; por tanto: 


(a; Б;с } es linealmente independiente. 


гс) es linealmente 


PROBLEMA 1857 


Demostrar que las medianas de un triángulo se 
ersecan en un punto de trisección de cada una 
de ellas. 
RESOLUCION: 
* En el triángulo АВС: M; М y P son puntos medios 
de AB,BC yAC. O es el punto de trisección 
debemos demostrar que : B 
SAN, 26M y BP > 
el mismo terminal O . 
* Entonces : 
A P С 


146 


ABT ВР-АВ+ <. S(AB+ ZAC) 


* Luego: 
AE үл —. 
— =— х ————— ÀÀ 
ABK BP ЗАВ ЗАС, (I) 
E os umm ES 
* +=CM=AC+=(CA+= 
AC 3 ri э АВ) 
ЕЕ mE 
=АС-—СА+—АВ 
Б] 2 
sve (HE) 
DEL pm ES 
* —AN-—(AB 
= ri +BN) 
== AB4— ВС 
3 3 


AB (BA+AC) -2 A54 ŠBA BÀ. 126) 


E ad AB) 


2 3.135 


* Luego de (1), db: y (Ш): 
q AÑ=AB +2 BP-AC += CM 


* Vemos que los tres vectores tienen el punto inicial 
A, .y también el punto terminal O es el mismo. 


* Por tanto: O es punto de trisección. 
PROBLEMA 158: 

Siendo a=(3;1).y b=(2;3): 

Calcular el área del trapecio. 
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RESOLUCION: 

* Se tiene: d 
£s. -1 b 
a=(3;1)> a -(-1;3) 

э =й 

* En la figura: % 
-e-(c . a)&*(z.a^)a — (D) 


> Ca) GE 


da a)a-2 1) Ен (П) 
«(om Lan - 51) 1 
E 3559565 


Erde te Ja = (51) M Ix (Ш) 


* Reemplazando (1) y (Ш) еп (1): 


* Como b=(2; 3) entonces: 


z- js 3).( 21 (-1;3) , 
v10 ` ло >. 


эў =l 7 е 
> 0=7—(-3) 30 =7 (31) yle|= 


7 
— J10 
10 
* Cálculo de áreas: 
A, =A,+A. 


ll 27 2 Aj Tu? 


Arja 2 A7 "x 


-5li. zl 


Ls: a ae 


PROBLEMA 159: 


Sean a yb vectores no nulos y sea A 


М lal [b] 
probar que cdivide al angulo entre a ayb en dos 


partes iguales, 
RESOLUCION: 
* En la figura: 0«$ < x 


€ es bisector de 2 yb 


ПС ET paca RUD RU 
lal 
5 om af) 
cospa-9:€ aN ЫІ) 
/all el Jal lel 
_(a.a)/b/+(a.b)/a/ _/1a/?/5/2+/4/2/b/c086 
cosp= —2 = => 
1a/?Ib/1e/ laf? 1b//0/ 
=> cosf- 10096 КИ ATAR тета Же (II) 
lel 
- Cer) 
502 — Se lal. Ibl ; efectuando : 
[bil el 1b] lel 
sei p OU o s CHE Y n ETT, 117 
lel 


* De (II) y (III) :cos B = coso — 5-0 
PROBLEMA 160: 


Encontrar los vectores a yb tales 


a4b -(-1;5);a +bes ortogonala (-5;3);d +5 es 
paralelo a (1;- 1) у a .b+11=0. 
RPTA : a=(-3;4);b=(1;-2) 
PROBLEMA 161: 
Dado el triángulo АВС, cuyas medianas son 
AD ; ВЕ y CF demostrar que: 

AD + ВЕ+ CF = 0 


RESOLUCIÓN: 
* En la figura: E; D y F son puntos medios de sus 
respectivos lados ; donde : C 
E D 
A F B 


* AD- AC 4 CD; CD - CB 


> AD -AC: EE CB. сены ЫЛ) 


que. 


ВЕ ВААС... ннн) 


* CF-CB « BF; BF- 7 ВА = СР-СВ+5.ВА....... АШ) 
* Sumando (1) ; (II) y (Ш) y agrupando: 

AD * BE + CF=2(AC + ВА + CB)-2(0) 
—AD + ВЕ+СЕ = 0 

PROBLEMA 162: 

Identificar la función : 


f: R? > R?,f(P)=(P.A)A+(P.A*)A* 
Donde A es un vector unitario, Az (a; b) P=(x; у) 
RESOLUCI ÓN: 

* Por el enunciado : 


lA|21; |р|= (x : y) 
f(P)-(P.A)A* (P.A* )А*..................(1) (уу) 
- * De la figura: EX P тоу Р 
P=Proy ,P*Proy, ,P 
O Proy P 
* Entonces : A 
At 
P-(P. А25 z +(Р.А*) АР ; AP =1 


P=(P.AJAHP.A* )А*...........................(Ш) 

* Comparando (I) y (II) : f(P)-P-(x ; y), por lo 
tanto f(P) representa la función IDENTIDAD en IR? 
PROBLEMA 163 : 

Demuestre que: la Я $^ S lal |Б| expresion en que 
la desigualdad se verifica si y solo si a y b son 
ortogonales (a ; be R2) 

RESOLUCION: 


* En la figura: Comp_*= lalsenO 
b 


a 
аай 
— ЕЗ CO; 
* Siendo Сотр_С= a 0 b ira 
* Entonces © bl А $ 


=l 


a.b = |a| |5| seno 


ii 
* tomando : 

au =lal |Б| зеп 0|< la] |] = |a." «lal zl 
OTRO METODO: 
* por la desigualdad de Schwarz : 


Et 


(a-b ) sia" 8° 
* Como: 
В = |a|[p|cos? (a .5)*- ||" B? cos? ө 


Өр а) 


* Luego |.) 5? -(a.5)?=|g)* 15| sen?o 
* También: 


TES 


(a.b =a. p "|a" [Б lsen*o] 


>la.5'|=lal [alsend| salo] 
PROBLEMA 164: 


Probar vectorialmente que el triángulo inscrito en una 
circunferencia, que tiene uno de sus lados como 
diámetro de la circunferencia es un triángulo 
rectángulo. 


RESOLUCION: 
* En la figura se tiene: G—c4-8 ;Б=б+г;|8|=|г|=|г| 


por ser radios de la circunferencia. Si ABC es 
triángulo rectángulo: а | 5; entonces demostramos 


que a.b=0. 


la.5 LL 


Ё là 


* Luego: 
(+з (c AT MES Fo. r 9.2.7 
- =- A ES 
* Pero eme E 
a.bz|e[ c.r r- 
> a.b=0 
PROBLEMA 165: 


Demostrar que el segmento que une los puntos 
medios de los lados de un triángulo es paralelo a la 


base e igual a la mitad de ésta. 
RESOLUCION: 

* Sean M M y N puntos medios de los lados 
OB y AB ;entonces demostraremos que: 


e. 


era - It - [n eda zb 
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— Tow dl. 
ММ 1 ОА yIMN|=3l0Al „В 
M N 

A 
* Se tiene: o 
AB -OB - OA ......... (1) 
ON ZOM EMN | EM UA SAN EE 
ON=0A +AN 
* Pero: OM =20B y AN=2AB 
* Luego en (1) : ZOB y MN-0A +208 
* De (1): MN-04 «(0B -0A )- lop 


эММ=10А => MN (0A yi |- Цой 


PROBLEMA 166: 


Demostrar que los puntos medios de dos lados 
opuestos de un cuadrilátero y los puntos medios de 
las diagonales son los vértices de un paralelogramo. 


RESOLUCIÓN: 
* En la figura , P y О son puntos medios de los lados 


opuestos : АВ y CD. M y № son puntos medios de la 
diagonales. Entonces demostramos que PMQN es 
un paralelogramo o sea: B 


PN || МФ у|рї, = 19 
PM || М y|PM|-|NQ| 


* Luego se tiene: A 


En A АВС: Como P y N son puntos medios de 
AC y CD ; Entonces : 

PN ГАР yPN-7 [AD [nece tii) 

* En AACB: Como M y Q son puntos medios de 
AC yCD ;Entonces : 

MQIAD y MQ- [AD | ED 


* De (I) y (II) se бепе PN //MQ y |PN|-| Mq 
* Procediendo análogamente: 

PM || NG y|PM|-[NG| 
* Por lo tanto PNQM es un paralelogramo. 
PROBLEMA 167:. 
Sean a;b c (R? -{0;0}) yx €(R - (9)) ¿Cuales de 
las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas 
y porque? 
I) Proy ¿(Proy a)=Pr oy  ( Proyz b) 


-» a es paralelo a B v lal = |БЇ- 
11) Compz(a + B| «lil 


IIl) Pr оу 5 xa- Pr оура 


PS E xx ¿> > 
IV) (Proy proy ¿Ta (a+b).b x%0;sia.bx0 
V) Proy¿xa =Proy x59 
RESOLUCION: 
1) Proy ¿(Proy y a)-(a.b)* id dd da) 
Proy ¿(Proy ,b)-(a.b)* — —, клык Ады, 1) 


(lal Е p 
* Si (9 (f (a.5)-0 —a/lb . 
* Por lo tanto (1) es VERDADERO. 
п)|соть. (8+ 5/=|5]cos0]=|ó|cosol<|5] 
* Por lo tanto (11) es VERDADERO . 


х? – 
Ш) Proy ¿xa= ¡se DO 5. ———À ( H) 
-> Б 
Ба =(a IE E ER E E Ой Lp) 
* (4) (0 ); por lo tanto Ш en FALSA 


F- Proy ; (a+b);r (13 //b>r.b =0; 
* Por lo tanto IV) es FALSA. 


V)Proy -xa= (ex, naa ——À (o) 
Г Б? Bl 
Proy E - (3.5). 5. (р) 
e y ET. 
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$ VECTORES 


* Siendo (о) + (р), entonces (V) es FALSA. 
PROBLEMA 168: 


I) Indicar Justificando, si la siguiente proposición es 
verdadera o falsa . 


Sean 
аєҮ,; beV.;a+0;5+0=Proya+Proy, (a-b)-a 
II) En la siguiente figura AC =(а;0);а > 0. 

M es punto de AC у |pm|=b ; unidades. Demostrar 
que: 

dat? а 


ай? УЫ ‘2° 


RESOLUCION: 


DProyá+Proy; L(á- b)-Proy;à* (а- (à-b)b;, 


-Proy, ds (à ā.b+ - Б. 
lg: 

=Ргоу;а+Ргоу; 1 а=а 

* Рог lo tanto (1) es VERDADERO . 

П)Тотапӣо сото 

A-(0:0) > [АМ\|= 5:18М=Ь 

* Trabajando geométricamente : Calculemos |x| 


. eus oci 


)b.-. -Proyjà «9. 


ir" 


referencia 


ӯ Ja?+4b? 


a/2 = (Na? s457)/2 e PTT 
* D 


lpM|. «2 

IMN) (Ja?+4b? y2 

Paler 

PM 2+4? 

* Arma e 

[| _ эй 2a*b? 

[PM] (la?+46?)/2 e Us А! (а? +42 9? 

* Por otro lado, х // AB = Vector dirección unitario 
— — u (a/25b) 2 

de x. =-=р==у(а/2;); Por lo tanto 

-AB Jart 
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* el vector x estará dado рог: 


(a/ 2;b) 


ES 4a? b? 
х= lu- (a 2k 4b? P 
PROBLÉMA 1 Y 


En la figura , ABC es un triángulo equilátero . R ; S y 


M son puntos medios de los lados AB; BC y AC 
respectivamente . A R B 


Si MB=mAB+nSC+nFC. 


hallarm,n уг 
RESOLUCIÓN : С 


МВ=тАВ+п5С+впЕС.......................(а) 
* Poniendo todo en función de AB;BC y АС. 


tendremos : A R B 
M S 
BC 
2 
GE AC. нб 
MB-AB- 2 5; Beso С 
ЕС=МС — MF zorne ИИТ 
1-1 AC 
GO MB (AB - 2 Э ТИЗ < дея tua. арр) 
1 LAB 14 
zÉ— MS-—(——)-— FR E S TI 
MF 2 ( = J=¿AB (11) 


* (D, (I) en( B): Рб=АВ dT ay ; reemplazando 
en (a): 5 4.9 


“al ME. Be, рее 
BC-AC-AB . 
* Багаас е igualando miembros , tendremos 
las ecuaciones ; 

n 
EIUS ата У 3 4 .3 
* De donde se obtiene las soluciones paramétricas : 

r-12m-6 у n=4m-3 

PROBLEMA 170 : 


En la figura se tiene que ABCE es un trapecio 
isósceles y ABD es un triángulo equilátero . Sabiendo 


que AC-AB ;que EB es perpendiculara BD, que 


4=(2;3) ; C=(14;19). Cc 
E 
I) Hallar: ED+CB Й 
П) Hallar : donde А 
AB=nMB+CB 
Siendo M punto medio de AD 
RESOLUCIÓN: Э 


* Cálculo de los vértices del polígono : 
lAC|=1(12;16)|=20, 

* luego [EB|-|AB|- | AD|-|BD|- 20 "nd 

* Vector dirección unidad de CA 


u,- (3; 4); CÀ LAD ZA 
* Vector dirección unitario de ADA 


ü= üi 1=204:-3); porlotanto > * 


М ' => D-(18;- y 


A+D 


* Punto medio de AD: М=^—^ =(10; – 3) 


MB || AC > El vector direccion unitario de MB es: 
ü= ij; 4); [MB|-20 sen60^- 1043, 
* Por lo tanto: 
В= М +104/3 иу > B-(10*643;- 34843) 
* vector dirección unitario de-DB: 
isio - 8:6 843) 


* Vector direción u. ario de BE: 


dci, = (-6- 8/8;6/3- 8) 
* Luego: 
E-B4204; > E-(4—243;1443 — 11) 
I) AB -nMB «CB ; Reemplazando : 


(84643; 843 —6)-n(643;843)«(643 — 4; 83 — 22) 
aa 


* Efectuando: (12;16)2n43;(6,8)- n- 
PROBLEMA 171: 
I) Justifique la verdad о falsedad de: 


Comp, (Proy; a)=0 


EDICIONES RUBIÑNOS КАА 


II) Demostrar que: Proy;à =Proyzá > c=rb 


Ш) Si Proy;à Proy¿ú es un número real. ¿Que 
tipo de ángulo зына; а ayb? 

RESOLUCION: 

I) Sabemos que: Bl- la" „Б.Б =0 ; luego: 


E 3 


= =D a.b = =1 
Comp; SS Co )=0 
VERDADERO 
П) Si e=rb: 
Proyza= =Proy P" m a piatto b-Proy.a 
Irl IB 
ПІ) Sea: 
= = O, A F b.a 
E=(Proy¿a).(Pr oy ¿b)= a) 
la lal 
Ice or S is P 
== a. Bo s pig Compg a) 
la| [bl РИ 
(а. Б)? 


* Haciendo : r= >r>0> E-rComp.a 


lal" lal 
* Si Comp; a >0>E>0> a yb forman ángulo 
agudo 


* Si Comp¿a<0=>E<0>a yb forman ángulo 


obtuso " 

PROBLEMA 172: 

Sea АВС un triángulo, si M=(1; 9) у N=(6;2)son los 
lados AB y BC 


MD 
AB =—(3;-1). 
s? ) 


puntos medios de los 


resectivamente AB //(1;1) y Proy- 
Hallar los vértices del triángulo. 
RESOLUCION: 
* Vector direcion de AB : (1;1) 
>u,= 350 ;1) 
АВ //(1;1)= AB =ғ(1;1)....(а) 


2:8 
* to: — — aani Ami 
Por dato Ргоу y; AB s (9 1) 
un vector dirección de AN es :b=(3;-1) 
* Aplicando propiedades: 
r Proy;(1;1)- 2 (3;-1)5 r-8 


* Luego: 


* Por lo tanto: 

B-M*442 ui 
A-M - 442 и> 
* Por otro lado: 


MN =(5;-7)=| MN |=474.MN I| AC = Un vector 


dirección de АС ез: а =(5; — ——(5;-7) 


7)>из= 27 E 
* Por propiedad geométrica: [дс |= 2[ygN|- 2/74 , 
* luego: C=4+2/74u, =>C=(7;-9) 
PROBLEMA 173: 

I) Hallar xeQ , tal que : a=(-2x? —x46;3x?-- 4x — 4); 
sea ortogonal consigo mismo. 


П) En el trapecio isósceles de la figura, 0=120°, M es 
punto medio de CD. 


Proy ¿yy AB [Ез В, c 

Si w=AM+3AC. M 
Hallar: Comp "^ 9 D 
RESOLUCION: 
I) Por dato: a La —a.a-|g| =0 

a.a-( - 2x? - x 6)! «(3x7 44x — 4)! -0 

-(x-2)' (13x? – 24х+13)=0 > x=-2 

II) Tomando como referencia A=(0; 0) 
D= (0;0)+9(1;0) => D=(9;0) 
* Vector dirección unitario de AB : 
u 1 = (cos 60%; sen 60%) = (1/2;/3/2 ) 


*Sea: AB=ru,=r (1/2 ;/3/2) 

* Del dato : 

|ргоу. AE |- Comp. AB | 2 - з |comp., A5|=8 
AB.AD UI УЗ 


pj 9.22 
* Por lo tanto: B=A+6ú,>B=(3;3/3) 


2—).09;0)=3 —rz-6-|An| 


LXABCD es isósceles [AB |-|CD |-6 
* Vector dirección unitario de [DC | 
ii, 7 (cos120";sen120*) - ( — 1/2:/3/2) 


* Luego: 
€-2(9;0)-6( -112;3/2) => С=6;3./3) 
M es un punto medio de |cp| =м=С+Р 5,058, 
u-AM «3AC - (15,943, 3(6 ; 348)» (51 243, 
2 2 2 2 
= w.AD 1,51 943 
: 41 

* Porlo tanto : Comp, w= 2 


PROBLEMA 174: 
Sean M, N yR los puntos medios de los lados del 
triángulo ABC y sea P un punto exterior al triángulo. 
Demostrar que: 

PM + РА+РЕ= PA PB PC 
RESOLUCION: 
* De la figura: 


* Sumando : 


* Del gráfico: AB -BC-AC > AB «BC - AC = 0 
=PM+ PN + PR=PA+PB+PC 

PROBLEMA 1 79: 
I) Sea a-(a,;a5) «0 vector de V, demostrar que 
si: aL b> a Ub > 
II) Sean a;b y 2 vectores де: У,;а #0. si: 
a(a.b) > - 

zz pla 
lal : 


Ш) Si a;byc son vectores no nulos y 


pob- 


a.e=0;b.0 =0. ¿que puede afirma acerca de 


ay b?. Justifique analíticamente su respuesta. 
RESOLUCION: 


[11836 TT Ле РЕА 2012 


I) a15—(a,:a5).(b;55 )-a;b;- asb, 50... (a) 


* рог dato a 20— a, +0 v а +0 
аз 


* Si a, 0> de (а): b,=- 

e 
$=(— 202 ib) (a 0 (Da era. 
1 a, a; 


ze 
a 

* : 25s "zone 
Donde : PER Por lo tanto : 5//a 
1 


П) Como azÜ, multiplicamos ambos miembros 


por a € 

P.a-b.a- E 5 5; dnde a.a [gi ; 
la ; 

* |uego : P.a=b.a=a.b=0>P 1a 

HI) Del dato : 


b.c -0 >b//c => c-rb 
a.c-0—a.(rb)-r(a.b)-0 5 a.b-0— a Lb 
PROBLEMA 176: 

En la figura, ABCDEF es un exágono regular, M y N 


son puntos medios de ED y CB respectivamente. 
O es el centro del exágono. 


Si RS = mTM +n NB 
C Halar:m-n 


RESOLUCIO. 


* R y Т son Baricentro y Ortocentro a la vez de los 
triángulos equiláteros EFO y EOD, respectivamente 
Por propiedad geométrica: 

PES E MESE Пес 

[Е8|= S Irs » [mri=3|mDl 
* Sea: a=lado del exágono, entonces la altura del 
triángulo equilátero estará dado por (2/3) 

2 
* Luego: RS-MT--(548) 
* Vectores Dirección Unitarios: 
УЗ 


* De NB: йү=(- cos 60°;-sen60°)=( 7-2.) 


* De ТМ: 0,=(0;1) 


EDICIONES RUBIÑOS jos 1137 i» 


* De RS: йу=( cos 30°; ела eC 
* Por lo tanto: 
NB-2,-1, y TM-* УЗ (0; 1); ng. 23 (1 Ae, 2 


* Reemplazando en-el dato y efectuando 
operaciones se obtiene: 


m-n--1-»m-n-0 

PROBLEMA 178: 
en la figura adjunta,ABCDEF es un hexágono regular 
cuyo lado mide (./3 — 7)unidades . E D 
Encontrar: 

== ES F c 

Proy; (AD EB- DC) 

RESOLUCION: A 


* Según la figura definimos los vectores: 
G 


„NAZ 
mara ҮЛҮЛ 


AD=a(1:43) A B 
ЕВ = 2а(с0860°; = sen60*) 5 EB=a(1; -J3) 


EF - (cos 60?; -sen60^ ) 
> EF =% (1; -43) 


DC=a(cos60”; – sen60”) >DC==3 (1:13) 
Sea : 0G=(AD «EB - DÜ)-V S V-7(3; V3) 
УЕР) ЕЕ 
[ЕР |ЕР| 
* Сото V.EF--3a2 y a-(43 — 1); "eemplazando 
. 2 LI 


> Proy gl ME AT, y 


valores en (7) y simplificando: 
2.3 
Proygg V (48 -1)(1; 43) 
OTRO MÉTODO : 


* En la figura: AD =2BC;- DC =ОЕ 
>AD «EB +(-DC)=2ED+0E= OG 
OG=2b(cos 30*;sen 30); La 

OG: at 8; 1) como EFe * (-1;-43)y 


a=(/3 - 1); Proyg OG - 5 (43 - 1) (1:8) 


PROBLEMA 179: 
En la figura [AB |-16u,|BC|- 17u, el ángulo ОАВ 


es z/4 , ОС bisectriz del primer cuadrante. 
I) Calcular los vértices de los paralelogramos ABCD. 
II) Si г +0 es un número real. Hallar: 


Proy e yg ap) 


vector dirección 
unitarios de AB : 
u=(cos135"; sen135”) 


* luego : 
Bag =16 222) 
2*2 
por lo tanto 
A-(0;0) -842(1;0)- (84250) 
B=(0;0)+8/2(0; 1)=(0;8/2) 
vector dirección de DC : Us =u = а EE pH ) 
А+ 
M, punto medio de АВ: Mz 2 (4/8; 4/2) 
Imcl=/17? -8* -15 > D-M415u5 > D=(- aum т 
* También: С=М - 18us > c 226,296, 
(BC+MA).(DB - AD) 
П)Ргоу (ъв. DIM ADD ^ 
DB-AD-DC 
(BC.DC)(MÁ.DC) BC.DC 
Pro nonan PMA UU 7 ed. 
;(MAÁLDC ) 


De(I): BC=(23/2 / 2;7./2 | 2); DC- (1542; 1542 ;|pc|-30 
* reemplazando y efectuando : 


=. 2400 
9 Е АБ) POMAR El 
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PROBLEMA 180: 


Sein les vectores a yb tales que: 

2 В(6:64/3) ; Proy ,6-(- 3:348) 
Сатр;а>0 y а.5=124/3; 

Hallar el vector с . 


RESOLUCION: $ 

* Sea 2, Z 

a-(r;s)) 2a -(-s;r) nm ДАЛ 

2 -Proy .,b-(-3:348) Proy b а! 
а 


* Como 5=(6;64/3)уа.5=124/3; 
a.b=(r;s)(6;6/3) > a.b-6r*6s/3-1243; 


* Entonces : rs 4/3 =2./З.........................›-... (0) 
* Pero с y a son perpendiculares ; entonces: 
€.a-0-(-3; 343).(r;s)20— r - $43 0........... (П) 


*De (I) у (П): r248 ;8=1; > a=(/3;1) 
PROBLEMA 181: 


Expresar el vectorc=(3;-2)suma de sus 
proyecciones ortogonales sobre a y a ; siendo 
1 
=——=(1;1) 
4/2 
RESOLUCION: 
* Se tiene 7_ 1 rd 
a ==(1:1);a*==(-1:1) 
. 42 J/2 
-»[al7ia |71 
* H . 
Nos pigen; a 
Г en JE 


A MN Fa ш 
PROBLEMA.182; 


En la figura sea el psa е! ойгато ABCD de 220 и? de 


áre 
d B M C 
St[gw| 1 MORE 


МА] 3^|NB. 3 
й s N, 
a) En que relación divide 
, Pa ND y AN а JEn 
b) Calcular el área del 
К 9 | APD. 
ESOLUCION: 


БвМ|+|Ммс| 4 = 32—. S 155 
I) == =— >MC==BC; BN-—BC 
[aci 3 4 4 
п) ANINE. 55.245 
Ав 3 5 


a) Sea: AP=rAM y NP=mAD; Pero: 
* entonces: гАМ== АВ + т\р; pero: 
AM=AB «BM -AB +2 BC y AD -BC 


—r(AB +1 ВС)== AB +m(AD -AM=ZAB +m(BC-2 AB) 


* De donde: 
2 2 4 
r-2———m;—--m-m-—-;r-— 
5 5 4 11 11 


* Luego P divide a ND y AM en las siguientes 


relaciones: 


len" 10 
b) area del А APD : 


A -4 


[PM| 7 


ди" TARA 
RN 2 
58-2 45 .AD'+BM.AD |-1,48.AD ^|- 20220) 


* Por lo tanto: qtue 


PROBLEMA 183: 


Decir cuales de los siguientes proposiciones son 
verdaderas o falsas. Justificar su respuesta . 


a) Si no paralelos 


yma+mb=raw це 


ayb son vectores 


atonces т=з y N=F. 


b) (Proy¿a)' - оу. a 


c) Sir>0 entoces Comp.., a=- Compr;a 
b 

dla «il. -al 

RESOLUCION: 

* Efectuando la igualación: 

(m -r)a = (s - n)b = multiplicando por 4 primero 
y por g` después, encontraremos, respectivamente 
que: 

a-r y s=p => Proposición a es FALSA . 
b) sabemos que: 
(rb)! erb: = 1 al :a.b=a. E 


* Luego: 

сер M 
(Proyza)*=( A 

b 

* Luego: 
(Proy¿a)' = Proy;'a. Proposición b es VERDADERA 
c) Sabemos que si: 
r»0-|r|-r;|p|-|b| ; ;-a .b -a.b 


* Entonces: 


rb 
VERDADERA 


d) Por propiedades 
$--(8 ) ¡(a + B )-(azb)';a- B|-|E- a| 
* Luego : 

+ allat 06046-50 0-5 


—1 - "T 
-Comp .a =Comp g^ => Proposición c es 
r 


Ti E 
-b |= - = 
* Por lo tanto, la proposicion d es VERDADERA 
PROBLEMA 184: 

DSi a+b + e =0 y |al74 : |p|-2 ;|c| 25 

Hallar : (354). c 

II) PRAE a=(2;1) b=(3;4)talesque: 
a-r-s Siendo rilbyr 1з 

Encontrar J- 5| 

RESOLUCION: 


I) Sea P-(3b* 5) «6e 3b. em 00 ee (a) 

* Del dato: [54 z|- | z|-|a]-» [5+ al =? 
52+ lel =32.с= [a] 

* Reemplazando valores y efectuando : 

lb. 4=-2; en (a): r3) 5 (25) P=- 7 


П) гів 5-8 |= |г+в| 
r4s2a- [|rs|-|a|- V5 |r-s|- 5 
PROBLEMA 185: 


Un avión vuela en el sentido del vector AB . La 
velocidad del viento es de. 50 Km/hr. en el sentido 
del vector V . Calcular la proyección de la velocidad 


= — 
С,=А + BO 


del aire en la dirección del aeroplano. 
RESOLUCION: 


* En la figura: é = 
$=37"+23”=60" 
V =50(-cos60*;sen60%) 1 
У =(-25;25/3) 


а+ 6 Y 


и = (cos ф; senġ)=(cos60°; sen60*) = (1/2;5/3/2) 
Ргоу V=Pr oy, АВ = (0. wus”; Z Ja) 


PROBLEMA 186: 

Los vértices de un paralelogramo son los siguientes 
puntos en g?: 0=(0;0), A=(8;2) B=(2;4) y C 
Determinar el vértice C. Si el problema admite 3 o 
más soluciones, calcular el área del polígono 
formado por los vértices C. 

RESOLUCION: 

* En la figura mostrada se aprecia 3 soluciones. 


Siendo: m 
C,=A+ OB 


C,-B + AO Y C, 


C, 


* Reemplazando valores : 
C,=(8;2)+(2;4) > C,=(10;6) 
C,2(2:4)*( -8;-2)2 С,=(-6;2) 
C52(8;2)*( -2;—4)— Сз=(6;- 2) 
* Calculo del área : 


A=3|0,0|-10,0;"|=3)-16:-4).(8:-4)|=56u* 


UT TS 


елена застонал M js ur E Lc NCICLO PEDIA 204% 
Wm Di i 
PRIMEI | 


ELLUN 


A)IO  B)11 C)13  D)15  E)16 


2 5 5 
@ i б i A)20 В)25  C)19 D)32  E)40 
SM: (03) * En cada caso halle el valor de la resultante de 
E AD los vectores mostrados: 10 


А) 6, B)6 yz. кра. м А 


i | xí 8 
€» 14 |, A)10  .B)16 C) 14 D) 12 E) 18 
| | © 2 
А) 3% vy C41 р)4{  EJ51 «9 $6 
: XN 7 
2 z 
O S D d 
E А? B) Св D)8 E10 
* j | $ | 
; А dus 4 
A)941 BT O10} р)10% Esl O 
: B " go 
Соё = 7 
A)2 ^ ÁBj4 Св  D)8  EJ10 


E)9 


20 E 
AJ5/T — B)10/7 | C)10 - D)8/7 Е) 464 


— Ds Ell 


EDICIONES RUBINOS МАГУ 


19 
e» 
15 - A60? 
; 30 
10 i 


A) 20 B) 21 C) 24 D) 22 E) 19 
43 / 
5 539 
10 ш 
2 
А) JS  B2/5 С)ЗУ/5 р) 4/5 Е)бУ5 


* En cada caso, halle el valor y la dirección de las 
dos componentes de los vectores mostrados. 


E 


AJ4>  B)6— C)81 E61 ETR” 
41 21 8> 6> 2:029 
© iss 
Ajt В) 5431 С)51 - D)J6T EJ0> 
6e 5> Enu 4» 10? 
о 
1V2 
ANA A BTN  €)üf  D)o- Е)7 ї 
7 1> 2> 41 im 


Calcular la dirección de la resultante. 


X 
50u 


[ 1141 MES VECTORES 


А) з” В) 37 С) 45° D)J53"  E)60 


Ed) En el conjunto de vectores mostrados, hallar la 
dirección del vector resultante. 


10 A 
53° 


ЯЙ ТЇШЇ ШҮҮ 


01) Hallar la magnitud de la resultante. 
4cm 


7cm 
A)2cm В)14 С)10 р)48 Е)11 
Determine el módulo de la resultante e indique 
su dirección. 


6m 


8m 


А) 10т; ^ B)7^ OGZ DS BDLS 
(03) Calcular el módulo de la resultante. 


4 


7 15 


A) J5 B) 12 C)245  D)6  E)445 


La resultante máxima de los vectores mide 
16cm y su mínima resultante mide 6cm. 

Hallar el módulo del vector menor. 

А) ӧст В)4 С) 8 D) 11 Е) 12 

631. máxima resultante de dos vectores es 27cm 
y su mínima es Зст. ¿Cuál será la resultante cuando 
los vectores formen 90??. 

А) 10cm B)i2 C)14 D)J15 

(60) Cuál podrá ser la resultante de dos vectores de 
módulos 7em y 17cm?. ye 


E) 18 


m В)1 Cj27  D)?1 _ Е) зз T 


E y cada caso, se sabe que la resultante de los Ауа таен 


vectores es horizontal: 3 (O En la figura; ABCD es un paralelogramo, es 
E punto medio de AD. Si AH -mAB * nMC, calcule 
379 3 2 B c 
20 


4)6 B) 8 C)10  D)12  E)15 
A M D 


11 11 13 
450 A)J— В)2 С) – — D)-2  E)-— 
T ) ) 6 ) ) 6 


P D Se tiene un exágono regular ABCDEF, cuyo lado 
A)14 B)7 Cu44/2  DJ10  E)742 es de longitud a. М es punto medio de EF. Calcule 
Hallar P |СВ+СЕ+ AD4- DE CM]: 
2 
A) 4/79. B)2 479 C)7. 479. Ю)ач/79 Ejad7 


E (93) En un triángulo ABC se traza la mediana CM: 


BN es la mediana del triángulo BCM, luego por M 
se traza una paralela al segmento BN, dicha paralela 
5y2 interseca al lado AC en el punto F, el segmento AN 
A) 20 B)30  C)15  D)25  E)35 interseca al segmento FM en el punto T. Halle el 
n alar ap» i/i vector FT' en función de los vectores CA y AB . 
A) 4CA+2AB B) -АС+АВ C) 2CA+3AB 
24 S» < 24 
D) AC+3AB E) 2CA+3AB 
10 24 12 
(25) En el triángulo PQR, se tiene que MC//PR y 
que RÀ y QB son medianas del triángulo. Si se 
cumple que RM=sMC+tPQ, calcule s+t. 


Q 


) Si el vector a—(1;18) es expresado como 


[US Y) y xlib ; усу si b=(- 1; 4); с=(2т; 3m), 
halle x. 

A) C1; 4) В) (-2;8) C) (- 3; 12) 

D. @ cp E) (2; - 8) 


Dados los vectores : : | 
I5 e z = A a. 5 5 3 1 А 
¡b=(1;2) y с=(2;3). Si e=ra+sb, calcule 4-3 В)- = С)- DOi Ez 


EDICIONES RUBINOS АН 


0» Si a y b son vectores no nulos, determine el 
valor de verdad de: 
ЛТ 5 
Da .5 =a.b 
а EU 
"s M Tg а es siempre un 1 vector unitario. 
a 


А) ЕЕЕ B)FFV C)VVF D)FVV E)VFF 


(9 Encuentre 


lal si lalz(3s—1;s - 2) donde se R. 


yá B)245 оз |8 AH el 


0» Dados los vectores 4=(1; 3) y b-(x; y) si 
a.b=3 y a — b-(1- x ; 2), calcule х?+у?. 


el valor mínimo de 


pi E) -1 
)9 5 


@ Si a=(a,; ay) y 5-0-0) tienen misma 


dirección pero sentido opuesto. Si a? +а? =25, 
halle a,- a, 


A)jSJ3 B)245 


A) 0 C)1 D)2 


E)345 


€» A los lados de un triángulo se asocian los 
b-2 y l5-al=5» 


C)4 D)5 


vectores a,b y a-b.Sia =6; 
calcule Comp; a- Comp; b Ў 


1 2 
В) 0 


(3) si а-и; - 2); proy а=(-3;3); 
Comp, " a0, calcule Comp;a 


B)1 C-42 D)1 E242 


(3) Sean m y n dos vectores unitarios que forman 
un ángulo de 60°, 


5 3 4 
A) 2 Dy E) 5 


AJJ2 


dados los vectores 


a-3m- 2n; b=2m+n, calcule Comp;a 
7 7 

A) B)24/7 C)347 D)-947 E)- 
247 à í J7 


(3) Sean m y n dos vectores unitarios que 
determinan un ángulo que mide 53°. Dados los 
vectores a=5m-6n y b-3n- 5m. 


Comp; a 


calcule : . 
, Aa42 B)—-— 


А) 2 р) 5 E)-4 


® Sean las rectas Y, y 2; de pendientes m, y m, 


respectivamente que se intersecan en P. La recta 2; 
interseca a Z; y Z5; en A y B, respectivamente. 


Bj3 C)4 


[PA|-8; |PB|-3 y además EGET SS 
mz m; 

m,m,=1. calcule [Ag]. 

А) 4/8 B)5  C)643 D)7  E)8 

En un triángulo ABC, con 


B=(3; 4); Li: ((1;-1)+ t(1:1)) es la bisectriz del 
ángulo BAC, Lı n ВС ={@}, N=(11;0) es un punto 
en la prolongación de BC tal que 2BC =BQ+BN. 


Calcule la razón entre las longitudes de los lados 
AB y AC del triángulo. 
4 1 5 
A)— В)— С)— 
y) Б ) 3 ) 3 
M) Pedro tiene que ir desde un punto P(1 ; 6) hasta 
el punto 0(5 ;10), pero pasando por el йо para sacar 


2 3 
D)— Е)— 
e 7s 


, agua en un cubilete . Si la orilla del río se encuentra 


enlarecta; L:x-3y +5=0 
ubicar un punto M en la orilla del río de manera que 
Pedro recorra la mínima distancia. 


0/23) 


ÁS) Del gráfico, hallar la ecuación de la recta “L”. 


A)(4:3) С) (- 2;1) D) (1;2) 


А) 3x-y+14=0 
С)х-у+6= 0 
Е)5х-у + 22 = 0 


0 Dada la recta : L:(P/P = (3; 4)+2(1 ; 2), teR) , 


hallar la longitud del segmento de ella, cuyos 
extremos son los puntos que equidistan de los ejes 


cartesianos. 
Nr p 5 ¿348 
) 3 4 


В) 4х-у +18 = 0 
D)7x-y + 830 = 0 


g E) 


GEOMETRIA VECTORIAL (у т ж Т? 


=(1:2)+ta:;teR) 
d: apis ;4)*ta : EeR) 


ета: -Pr.b=(3; 4) ; siendo 5 y а no nulos. ¿Cuál 


es la distancia entre L y L}? 
AJO Zu 


B) 0,4u C)0,6u 


@раао los vectores : 


a -(1;5) 

5-(-1;2) 

€-(2;-3) 

Calcule: K=a.b + b.c 4 c.a. 

A)I7 | B)j-17 С)19 D)-19  E)21 


En un cuadrado ABCD de centro O, se traza el 


cuadrante BAD y con diámetro CD se traza 
interiormente una semicircunferencia que interseca 
al cuadrante en «P». 


Si: OP=m.AB+n. AD 
Calcule : «m +n» 
2 


2 
A's B 


Or la figura, P y Q sori puntos de tangencia. 
Halle x en función de m y n 


2 4 
C7 D) E) 5 
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тЫ B с —D 


si х e y son vectores unitarios-y "ángulo 
que forman. Calcule : le -y | à 


C) Sen D)28en7 E) 2C08 2 : 


TEn el cuadrado cn mostrado, se cumple ques 


A)Cos8  B)Sen 


x- mana. B 7 


C. 
Н=п-т М 
E 


Hallar: 


@ 
ALS а D 
A) Tanó - Tan?o B) Тапб+Тап?ө 
C) Tanó + Tan*0+Tan*9 - D) Tang – Tan*0+Tan*9 
E) Tang -1 
Dsi ABCDEF es un exágono regular cuyo lado 


mide J/19u. 


Determinar : B AES CF 


B C 
A D 
F E 
28 19 19 17 18 
А) BG O-z D) -z E) 7 


(635i en el gráfico : M; N y P son puntos medios de 


AB; BC y AC respectivamente ; y «G» es el baricentro 
del triángulo ABC . 
Calcule: “К” en la igualdad. 

B 


QM+QN+QP=KQG 


EDICIONES RUBINOS AS 


АЈЗ B)6 C)- D)-6 E) 2 
(09) cada par de vectores: a ; b y c forman entre sí 


un ángulo de 60°. 


Donde : lal=4 , lbl-2 alel=6 

Si: P=a+b+c, 

halle : [P| 

Ао В)9 C)8 D)2 E)7 


si: a+b+c=0; lal=4 ; lbl-2 y ||-в 
Halle : 95 
А) -7 


(O) señale el área máxima de Іа región triangular 
formado por los vectores : 

a=(1+Senx:1+Cosx) 

b-(Cosx ;- Senx) 


B)14 С) 28 D)-14 Е) – 28 


241 
Al(r-J2)u) В) (4/2 1)и? o (2: Ju? 
p! D. AES 573 
si: IPr;a|-3 у |Р: a|=2, calcule: [5] 
А)6 В)36 С)  DUS EJA 
Si: lal-ib| - la -öl 
(AB ¿Qué se puede afirmar de ay 5? - 
4alb B)a//b C)a- 2b 
D)a-9b . E)a -b -0 


TEn el paralelogramo de la figura , “E” es punto 
medio de DC y mz BAD = 60°. 
Si: F=AB+AE-BD A P=Pr;¿ F 
Halle : [P| en función de “h” 
B C 


AA TALA 


@Э)ѕеап los vectores a y б , tales que : 
5=(6;6/3), Pr, . 5=(-3:3/3) 
Сотр;а >0 ^ а.Б=1248, 

halle el vector a 

А) (-1:43) В)(1;1) C)(J2;/2) D)(/3;1) E)(-1:1) 


9 De acuerdo al gráfico, G es baricentro del 
triángulo ABC y G,, G, y G, son los baricentros de los 
triángulos ABG, BCG . Sea además “P” un punto 
cualquiera del plano, tal que se comprueba 
que: PG/+PG2+PG3=n.PG В 


¿Cuál es el valor de n? 


2 
р) 


A)1 В) E)6 


((2)En la figura, OABC es un rombo, A(8; 6) y M y N 


` son puntos medios de AB y AC respectivamente . 


A)20 
T Dado un conjunto : 
S=((x;y)/2x+3y<6 ,x 20,920) 


y el punto P(2;3). ¿Cuál de las siguientes rectas 
separa a P de S? 


Bj30 Cj40 D)50 


M 9 1 9 

А)у TEF В)у=үх+ т 
E Гаре 
C)y=¿x+1 D)y715** 16 


En el plano xy,se tiene las rectas paralelas 


у+2х+4 =0 e y +2x - 8-0 . Halle la recta 
equidistante a ellas contenida en el plano xy. 


АЈу+2х - 1=0 В)у+2х -2-0 С)у+2=-2-0 o. 


D)y*2x-3-5 E)y*2y-5-0 

Sea > la ecuación vectorial de una recta : 
-L-(PcR'/P -(5;1)-*t(-1;2) : teR) 
Entonces là ecuación cartesiana de la recta es : 
AJ2x+y - 11-0 B)2x*y -9-0 C)2x+y - 3-0 
D)3x*y - 16-0 E)x*y - 720 

@DSea las rectas : L: x-y - 220; L,: x -2y-120 y 
L, con pendiente m>1. Si L, es la bisetriz del ángulo 
formado por £L, y Ly. Hallar : m 


5 5 
A) 4 B)2 C) 2 D)3 E)4 


(9) Dados los puntos A-(-2 ;-3); B=(2; 1);С = 
(4; - 9) y M punto medio de gc, la distancia de M 
al segmento АС es: 

А)2 B) 2/2 D)aj2  E)6 


ES Sobre las rectas x+y-4=0 ; x - y=0 se 
encuentran las diagonales de un rombo . Si uno de 
sus vértices es el origen de coordenadas y la medida 
de una de sus diagonales es igual a la medida del 
lado del rombo, entonces el área del rombo es : 


E) 248 


Los vértices de un triángulo son A(6; — 3), 
B(4;7), C(-2;1) Hallar la ecuación de una revta 
paralela a BÀ trazada po el ortocentro del triángulo 
ABC. 

Ajóx-15y-19-0 B)15x+6y—11=0 С)15х+3у-17=0 
р)15х -3x-8-0 E)16x+3y -25=0 


C)4 


16 1 
As BFV С)в/з 0) 4/8 


Halle la ecuación de la recta que contiene uno 
de los catetos de un triángulo rectángulo isósceles, 
conociendo el vértice del ángulo recto C(4 ; 1). Y la 
ecuación de la recta que contiene a la hipotenusa 
es L:3x-y*5-0  . 
B)2x*y 


AJ2x -y - 7-0 -7-0 7-0 


D)2x+y -9=0 


С)х+у - 
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VECTOR FISICO 


Un vector es una magnitud caracterizable mediante 
una magnitud o módulo, una dirección y un sentido. 
Alternativamente, de un modo más formal y 
abstracto, un vector es una magnitud representada 
por una secuencia de nümeros o componentes 
independientes tales que sus valores sean 
relacionables de manera sistemática cuando son 
medidos por diferentes observadores. 


EJEMPLO: 


La distancia entre dos coches que parten de un 
mismo sitio no puede quedar determinada 
únicamente por sus celeridades, esto es, los módulo 
de sus velocidades. Si éstas son 30 y 40 km/h, al 
transcurrir una hora, la distancia entre los mismos 
podrá ser, entre otras posibilidades: 

* De 10 km, si los dos coches se mueven en la 
misma dirección y sentido. 

* De 70 km, si se mueven en la misma dirección y 
sentidos contrarios. 


* De 50 km, si se mueven en direcciones 
perpendiculares. 


Así, la distancia entre los dos coches, no depende sólo de la 
celeridad de los coches (lo que marca el velocímetro). Es 
necesario definir la velocidad con carácter vectorial, esto es, 
como una magnitud definida mediante un módulo 
(celeridad), una dirección y un sentido. | 


MAGNITUDES ESCALARES Y 
VECTORES 


Frente a aquellas magnitudes físicas, tales como la masa, la 
presión, el volumen, la energía, la temperatura, ... que quedan 
completamente definidas por un número y las unidades 
utilizadas en su medida, apareeen otras, tales como el 
desplazamiento, la velocidad, la aceleración, la fuerza, el 
campo eléctrico, ... que no quedan completamente definidas 
dando un dato numérico, sino que llevan asociadas una 
dirección y un sentido. Estas últimas magnitudes son 
llamadas vectoriales en contraposición a las primeras que 
son llamadas escalares. 


Las magnitudes escalares quedan representadas por el ente 
matemático más simple; por un número. Las magnitudes 
vectoriales quedan representadas por un ente matemático 
que recibe el nombre de vector. En un espacio euclidiano, 
de no más de tres dimensiones, un vector se representa por 
un segmento orientado. Así, un vector queda caracterizado 
porlos siguientes elementos: su longitud o módulo, siempre 
positivo por definición; su dirección, determinada por una 
recta (directriz) a la cual el vector es paralelo; y su sentido, 
que podrá ser coincidente u opuesto con un sentido 
predeterminado sobre la dirección antes mencionada. Así 
pues, podemos enunciar: 

Un vector es una vm ed que tienen deri diese ión 
y sentido. 1 ar EGET 


EDICIONES RUBINOS 


* Estudiar adecuadamente el sistema de ejes 
coordenados, como establecer la ubicación de un 
punto en dichos sistema y sus diversas aplicaciones. 


* Proveer al alumno de los conocimientos de la 
Geometría Analítica del plano , necesarios para su 
formación básica . 


* Desarrollar en el alumno el pensamiento lógico, 
reflexivo y crítico. 


* Desarrollar en el alumno la capacidad de 
observación, análisis, abstracción, generalización y 
sistematización. 


ORIGENES DE LA GEOMETRIA 


En el año de 1637 publicó Rene Descartes (1596- 
1650) su geometrie, dividida en tres libros, de los 
cuales dedica el segundo a lo que se ha llamado 
Geometría Analítica, y de la cual se ha dicho, con 
toda exactitud, que ha hecho época. En ella establece 
el enlace entre el número y el espacio, y aunque su 
importancia sólo se evidenció años más tarde, su 
publicación influyó en forma decisiva en el desarrollo 
de todas.las ramas de las ciencias exactas, 
específicamente el con la nueva simbólica de 
preconiza. 


Es opinión generalmente admitida entre los 
matemáticos que la Geometría Analítica brotó 
completamente elaborada, adulta, de la cabeza de 
Descartes. Sin embargo, hay discrepancias entre los 
sabios a este respecto. “Algunos autores han escrito, 
otros lo han repetido y se repite constantemente, que 
Descartes es el inventor de la aplicación del Álgebra 
a la geometría. Esto no es exacto. Se atribuye a 
Descartes más de lo que pudiera pretender”. A pesar 
del merito indiscutible de este matemático, no pude 
aceptarse lo que la géométrie dice M. Charles (1793- 
1880) al llamarla criatura generada sin madre, pues 
con tal afirmación se olvidan demasiado los 
derechos de sus antecesores, y de F. Viete (1540- 
1603) en particular, en cuyas obras hay aplicaciones 
del Algebra a la Geometría. 


ORIGENES DE LAS COORDENADAS 


Si se entiende al uso de coordenadas para localizar 
un punto, los albores de la Geometría Analítica se 
remontan a Arquímedes (287-212 a. de J.C.) y a 
Apolonio de Perga (siglo Il a. de J.C.) y, cerca de 18 
siglos después, a J. Képler (1571-1630), pues para 
el estudio de las cónicas se valían ya, 
sustancialmente, de las coordenadas (cartesianas) 
refiriéndose, empero, a ejes intrínsecamente 
conectados con la curva estudiada. 


Algo mejor relacionado con el concepto modemo 
de las coordenadas se encuentra en un dibujo del 
siglo X u XI, de autor desconocido, al hacer el estudio 
de las trayectorias de los planetas, en el cual 
representa la latitud y la longitud, respectivamente, 
como ordenada y abscisa. Este método de 
representación, que fue adoptado en Astronomía y 
aün se usaba en el siglo XIV, dio lugar a una obra, 
notable para aquella época, de N. Oresme (1323- 
1382), obispo de Lisieux, intitulada Tractatus de 
latitudinibus formarum, escrita en 1361. En este 
trabajo se reconoce la verdadera aparición de la 
Geometría Analítica, a la vez que un primer germen 
del concepto de /urición y hasta de derivada. Allí se 
halla la idea de la representación gráfica por medio 
de coordenadas rectangulares, de las funciones, que 
Oresme en latín denomina Formae. Considera dos 
magnitudes, llamadas /onjitudo y latitudo: la primera 
la considera como variable que depende de la 
primera. La latitudo puede ser uniformis o difformis: 
en el primer caso la gráfica correspondiente es una 
recta paralela al eje escogido, o sea la latitudo es 
difformis, puede tenerse una latitudo secundum se 
totam difformis, si la gráfica consta de una línea 
única, o bien latitudo secundum partem difformis, 
si consta de porciones distintas, algunas de las 
cuales son rectas paralelas al eje. La actitud de 
Oresme no es la de un creador de las ideas que 
expone, pues parece atribuirlas a autores antiguos, 
para nosotros completamente desconocidos. 


ESTUDIO DE LAS CURVAS: 
PARABOLA, ELIPSE E HIPERBOLA 


Si en la Geometría Analítica se considera el estudio 


particularizado de las tres grandes curvas: parábola, 
elipse e hipérbola, debería hacerse remontar esta 
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по (siglo IV a. de J.C.), a quien se = 
ención de dichas curvas, que 


ituy n lo que se ha denominado la tríade de 


lad, los nombres con los que se citaban a 
as ya existían y fueron creados por los 
óricos. Estos al resolver el problema que 
lenominaron aplicación de las superficies planas, 
introdujeron las palabras parábola, elipse e 
la según que en la aplicación de dichas 
superficies hubiese igualdad, deficiencia y exceso 
respectivamente. 


Posteriormente a Menaícmo, Arquímedes amplió el 
campo del estudio de esas tres curvas; Apolonio de 
Perga concibió las secciones cónicas, determinadas 
no ya únicamente, según se presume lo había hecho 
Menaícmo, en un cono recto rectangular, o cono 
cuyas generatrices opuestas se cortan en ángulo 
recto, sino como resultantes de la intersección de 
un plano con un cono circular cualquiera, ya sea 


rectangular o no. 


En la obra de Apolonio, que él denominó Secciones 
Cónicas, se encuentra la afirmación de que, en el 
plano, el lugar de un punto (móvil) cuyas distancias 
a dos puntos fijos dan una suma o una diferencia 
constante, es una elipse o una hipérbola, que tiene 
como focos esos puntos fijos. 


El mismo Apolonio aclara que una tangente a la 


elipse deja los dos focos de un mismo lado de dicha 


a APN 
lado y el otro del otro lado. és 


La primera propiedad notable relativa à à las cónicas, 
enunciada por Apolonio y que se acaba de citar, fue 
tomada por F. de la Hire (1640-1 718) como 


definición de las curvas que.tienen el centro, y de la 
segunda se ideó la + describir la elipse por 
trazo continuo. Estac strucción la indicó por 
primera vez el Ыал ud tenio (siglo VI). 


Otro gran matemático, P de Fermat (1601-1665), 
contemporáneo de Descartes y por éste admirado, 
abía ideado, a su vez, la Geometría Analítica. Sus 
relacionados con ella se remontan al año 
decir, procedieron la publicación de la 


-obra llamada introducción al 


У = fas coordenadas X, Y las патас 


ORIGENES DE LOS EJES. авеста 


Volviendo a Descartes y a su bata 
que un punto de vista y su técnica, relativamente а 
la Geometría Analítica, son incomparablemente más 
adelantados que los de Fernat. Con respecto a la 
Géométrie, observa J. E. Montucla (1725-1799) que 
“Descartes no ha pretendido componer un trabajo 
didáctico; se limita a trazar a los matemáticos el 
camino que han de recorrer, y en su libro no hay ni 
orden ni desarrollos: sólo son ideas de un hombre 
de genio, que no sigue la marcha de los espíritus 
ordinarios”. 
Pero, aunque en la Géométrie sólo se contenga un 
primer ensayo de la Geometría Analítica, 
corresponde al gran Cartesio el mérito de haber 
abierto el camino a nuevos métodos, por lo cual ha 
sido mirado siempre como una obra que ha hecho 
época y como un instrumento de investigación 
incomparable más poderoso que la geometría de 
los antiguos. 
Refiriéndose a la creación de Descartes, escribe el 
matemático P Boutroux (1845-1922) que su 
importancia estriba en "hacer ver cómo en la 
aplicación sistemática de coordenadas había un 
-método de un poderío y una universalidad 


¿desconocidos hasta entonces en la matemática; un 
- método destinado a anular, por la superación, a 


todos los anteriores; un método que, en 
colaboración con el concepto de función, debía 
revolucionar y regenerar todas las ciencias que se 
hallaban relacionadas con los conceptos del espacio 
y tiempo”. 

Descartes no habla de ejes, ni de abscisas, ni de 
ordenada, ni de coordenadas. Para la representación 
de las curvas, escoge una recta, en posición 
horizontal, que a veces llama diámetro y, para 
comenzar el cálculo, señala en ella un punto fijo 
(origen); luego toma puntos en el diámetro, y a cada 
punto asocia otro u otros, según la línea que estudia; 
en otras palabras: dada la ecuación de una línea y la 
elegida una recta como eje y en ella un punto fijo, a 
cada distancia (abscisa) contada desde el origen 
corresponde otra distancia (ordenada) en una 
dirección perpendicular al eje; el extremo del 
segundo segmento u ordenada, determina un punto 
de la línea, es decir, el punto de la línea quéda 
сакай cianda ез cod 


tici e 


indeterminadas y, contrariamente a lo que se hace 
en la actualidad, toma las abscisas en el sentido 
vertical y las ordenadas en el horizontal. 

“Observase en Descartes que adopta como principio que la 


ecuación de un lugar geométrico únicamente es válida para 
el cuadrante para el cual fue establecida. La generalización 


de sus propiedades a los demás cuadrantes fue asunto que . 


sólo a la larga llegó a considerarse, y no puede atribuirse a 
ningún geómetra en particular", lo anterior lo afirma Р. 
Tannery (1843-1901). 

G. F. de L'Hospiatl (1661-1704), que publicó el más 
importante texto de Geometría Analítica, fue quien introdujo 
realmente los dos ejes, no forzosamente perpendiculares, y 
atribuyó signos a las coordenadas, según las convenciones 
aún hoy en día en uso, aunque advierte al lector que se 
limitará a describir los fenómenos que se verifican dentro 
del ángulo (cuadrante) de las direcciones positivas de los 
ejes. 

Con respecto a los signos de las coordenadas, merece 
particular mención /. Newton (1642-1727) por ser el primer 
matemático que sacó grandes ventajas de la consideración 
de dichos signos, mereced a lo cual logró grandes 
simplificaciones. Con el mismo Newton comienza, 
propiamente, a considerarse la hipérbola como una curva 
de dos ramas, cosa que no se había hecho antes, pues 
Apolonio no consideraba ambas ramas como 
pertenecientes a una misma curva. 


Justo es advertir que el considerar de una rnanera sistemática 
elsigno de los segmentos, así corno el de los ángulos, de las 
áreas, elc., sólo se hizo en época posterior, por A. Е Mobius 
(1790-1868). 

En cuanto a los sucesores de Descartes, y a los que siguieron 
a Newton, le dieron poco impulso a la Geometría Analítica, y 
únicamente se esmeraron en aclarar las ideas de esos 
maestros. Entre los continuadores de la obra de Cartesio, 
además del marqués de L Hospital, debe mencionarse al ya 
citado F. de La Hire. Un adelanto importante que se tiene con 
este matemático, pues enseña que, con respecto a las 
coordenadas de un punto, puede tomarse indistintamente 
una de ellas-como variable independiente y la otra como 
dependiente de la primera, y viceversa. Para entender su 
expresión, necesita tenerse presenta que llama origen del 
lugar al origen; que las coordenadas de un punto arbitrario 
las designa con los nombres de tallo y ramas; que entiende 
por nudo el pie de la ordenada del punto considerado y que 
por lugar entiende a toda línea o superficie cuyos puntos 
todos tienen una misma relación con determinados 
elementos fijos, Su manera de expresar la indicada 
propiedad es: Pueden cambiarse las partes del Tallo en 
Ramas y las Ramas en partes del Tallo, sin cambiar el lugar, el 
origen ni el ángulo comprendido entre el Tallo y las Ramas. 


GEOMETRIA ANALITICA, ORIGENES 
DE LA TERCERA DIMENSION 


Descartes termina el segundo libro de su obra 
observando que el concepto fundamental de su 


[rm PLANO CARTESIANO 


método puede extenderse del plano al espacio, es 
decir, mencionó la Geometría Analítica de tres 
dimensiones, pero nada escribió acerca de ella. F. 
van Schooten el joven (1615-1660), traductor y 
comentador de Descartes, fue el que sugirió, en 1657, 
el uso de coordenadas en el espacio tridimensional. 
El que echó los cimientos de la Geometría Analítica 
de tres dimensiones, fue A. Parent (1666-1716). 
Enseñó por primera vez a representar una superficie, 
la de una esfera y otros sólidos, por medio de una 
ecuación cartesiana, que él llama équation 
superficielle; pero, aunque habla de un punto como 
origen o punto de referencia, no menciona ni ejes ni 
planos coordenados. 


El que indicó la consideración de los tres ejes 
coordenados de un sistema cartesiano, es J. F. 
Hermann (1678-1733). Con él la Geometría Analítica 
del espacio, entonces incipiente, recibió notable 
impulso. Considera tres ejes de referencia, y hace 
observar que un punto cualquiera de cada eje tiene 
dos de sus coordenadas nulas. Demuestra que toda 
ecuación de primer grado con tres variables, 
ax+by+cz – d = 0, representa un plano; partiendo 
de ella, deduce las coordenadas de la intersección 
del plano con cada uno de los ejes cartesianos. 


A: С, Clairaut (1713-1765), amplió la obra de 
Hermann, que constituyo un verdadero tratado de la 
Geometría Analítica del espacio, pues, además de 
determinar tangentes y normales a las curvas 
alabeadas, hace figurar ecuaciones de planos, 
ecuaciones de las superficies de la esfera, del 
paraboloide y, en general, las ecuaciones de las 
superficies de los sólidos de revolución. 


L. Euler (1707-1783) establece los fundamentos de 
la Geometría Analítica аё! espacio. Estudia las 
superficies representadas por las ecuaciones de 
segundo grado, y hace la reducción de ellas a cinco 
tipos. t 


EJE NÚMERICO REAL 


Imagine una recta , ubique en ella dos puntos, 
asígnele a uno de ellos el número cero y al otro, el 
número uno, con esas características agregadas, la 
recta es denominada eje numérico real , pues ahora, 
a cada punto de ella se puede hacer corresponder 
un número real, las posiciones del cero y del uno 
determina el sentido positivo de la recta, así: 


eje número real Senf 
oos 
0 1 


* Еп un eje numérico real, cada punto posee una 
coordenada , Іа cual es el número real que le 


. Coordenada A: -2 
* “Coordenada B: —1 
. Coordenada C: 1 


DISTANCIA DE UN PUNTO 
AL ORIGEN 


Si un número real a es la coordenada de un punto А 
sobre la recta real , para denotar la distancia de A al 
origen independientemente del sentido se utiliza el 
símbolo |а|. 

* El número no negativo de |а| se llama valor 
absoluto de a. 


—a HH a 

e s e E 

I-al =a lal =a 
EJEMPLOS: 


* Distancia de 8 al origen |8| = 8 
* Distancia de- 5 al origen |- 5| = 


DISTANCIA ENTRE DOS 
PUNTOS UNA RECTA REAL 
Dados los puntos de una recta de una distancia entre 


ellos es igual al valor absoluto de la diferencia de las 
coordenadas. 


a :abscisa del punto Р 
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Así como podemos representar los nümeros reales 
como puntos de la recta real, podemos asociar 
puntos del plano a los pares ordenados y números 
reales. Un par ordenado (x;y) de nümeros reales 
tiene x como primer elemento e y como segundo. 
El modelo para su representación se llama sistema 
coordenado rectangular o plano cartesiano. Se 
construye mediante dos rectas perpendiculares que 
dividen al plano en cuatro partes llamadas 
cuadrantes. 

Identificamos cada punto del plano por un par 
ordenado (x;y) de nümeros reales, llamados 
coordenadas del punto. El número x representa la 
distancia dirigida desde el eje Y al punto. El nümero 
x representa la distancia dirigida desde el eje X al 
punto. 


X : Eje de Abscisas 
Y : Eje de Ordenadas 

UBICACIÓN DE UN PUNTO 
EN EL PLANO CARTESIANO 


Sea P un punto en el plano cartesiano entonces: 


b : ordenada del punto P 
P(a;b): punto P de coordenadas (a;b) 
Eje de . yo Punto P de abscisa x, 
ordenada 


(x,:y,) donde 

x, : es la abscisa 

y, : es la ordenada 

* Los ejes coordenados, en el 


plano cartesiano cuatro regiones 
los cuales se denominan 


cuadrantes, tomado en sentido antihorario, primer 
cuadrante (IC), segundo cuadrante (ПС), tercer 
cuadrante (ШС) y cuarto cuadrante (ТҮС). 


* Al plano cartesiano se denomina también sistema 
de coordenadas rectangulares o sistema XY 


* El conjunto de todo los pares ordenados (x;y) se 
denomina plano numérico y se denota por r?, así: 


R? = {(x;y) / xe R; y e R} 


EJEMPLO 1 : 


En la figura las coordenadas de P son (4;1) y de Q 
son (2; -3). Y 


EJEMPLO 2: 


Del gráfico determinar las coordenadas de A,B,C y 
D. 


RESOLUCIÓN: 

* Coordenadas de A: (1;2) * Coordenadas de B: (-3;1) 
* Coordenadas de C: (3; -2) * Coordenadas de D: ( —2; -1) 
NOTA : 

* Si un punto pertenece al eje X, su ordenada es igual 


a cero. Si un punto pertenece al eje Y, su abscisa es 
igual a cero. 


* Las coordenadas del origen (0;0). 

* Los puntos del eje de las “X” tiene coordenada 
(х;0). | 

* Los puntos del eje de las “Y” tiene coordenada 
(0;у): 


CALCULO DE LA DISTANCIA 
ENTRE DOS PUNTOS DEL 
PLANO CARTESIANO 


Para poder calcular la distancia entre dos puntos del 
plano cartesiano se necesita las coordenadas de 
dicho puntos. 

* Sean P (x 5y,) y  P,(xj y,) dos puntos dados 
cuales quiera entonces la distancia entre P, y P, se 
calcula de la siguiente manera: 


а= (x, A + (Ya -у,% 


“La distancia entre dos puntos cualesquiera del plano 
es igual a la raíz cuadrada de la suma de los 
cuadrados de su diferencia de abscisas y su 
diferencia de ordenadas.” 
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DEMOSTRACIÓN: 
$652 P HP, : Teorema de Pitágoras 

de = (x- ху)? + (У, =y,)* 
* Entonces: 

d=Jtx, =æ)? + (ya - y1)? 
EJEMPLO 1 : 
Determinar la distancia entre los puntos A y B, si: 
A(3;8) y B(2;6). 
RESOLUCIÓN : 

(3-2)? + (8-6)? > AB- 45 

EJEMPLO 2: 
Determinar la distancia entre los puntos P y Q. 
P(-2;5) y Q(3; -1) 
RESOLUCIÓN : 


PQ -4(-2-3** (5-(-2)) 


э PQ = |( - 5) (6) = /61 
EJEMPLO 3 : 


Determinar la distancia entre A(-3;2) y B(-1;-3) 
RESOLUCIÓN : 


AB| -J( -3-(-1)? + (2-(-3)? = /29 
OBSERVACIONES : 


La distancia de un panto P(x;y) al origen de 
coordenadas es: 


[OP| = yx? + y? 
* Si P, y P, tienen la mismas abscisas, entonces la 
distancia entre dichos puntos se calcula ` 


tomando el valor absoluto de su diferencia de 
ordenadas. 


EJEMPLO : 
А(5;6) ^ В(5;2) > AB=|6-2| > AB -4 

€(-3;-2) ^ D( - 3,5) > CD =|-1-5|> CD = 6 
Е(5;8) ^ F(5; -2) >|EF|= |8-(-2)| 9 EF = 10 


* Si P, y P, tienen la misma ordenada entonces la 
distancia entre estos se calcula tomando el valor 
absoluto de su diferencia de abscisas. 
EJEMPLO : 

A(8;- 1) ^ B(1;- 1) > AB-|8-1| AB=7 

C( -4-7)^ D( -9; 7) > CD-|-4-(-9)|5 CD=5 
CÁLCULO DE LAS COOEDENADAS 
DEL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO 
Para calcular las coordenadas del punto medio de 


un segmento, es necesario conocer las coordenadas 
de los extremos de dicho segmento. 


A continuación calcularemos las coordenadas del 
punto M, punto medio del segmento cuyos extremos 
son el punto P(x ;y,) y el punto Q(xy,). 


MN. mediana del trapecio x, PQ x, 


LM mediana del trapecio y, PQ y, 


mt i2 
2 2 


EDICIONES HNUBINOS 


EJEMPLO 1: 


Determinar las coordenadas del punto medio “Р” 
de un segmento cuyos. extremos son: A(2;-3) y 
B(4;7) 


RESOLUCIÓN : 
* Sea P(x;y) el punto medio de AB, entonces: 
x= 255 =3лу= =- =5 >P = (3;5) 


EJEMPLO 2: 


El extremo de un segmento es (1; -9) y su punto 
medio es P(-1; —2). Hallar las coordenadas del otro 
extremo. 


RESOLUCIÓN : 


* Sean (x,; y,) las coordenadas del extremo que se 
desea hallar como P(-1: —2) es el punto medio, se 
cumple que: 


CEU -> x=-3 
-2 = 222 y 9926 


* Entonces las coordenadas del otro extremo son: 
(6-3; 5) 
OBSERVACIÓN : 


Sean A(x¡y,); В(х„у„) puntos у “М” el punto 
medio entre А y В. 


M 
- AER гы 
A = 9 ФҸ — ROS 
-JM = ижа, Ээн) 
a 


DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
EN UNA RAZON DADA 


Sean los puntos A; B y “P” un punto que divida AB 
en la razón de “т” а “п” 


B 
P nk 
AP = mk 
mk AP m 
PB n 
A PB - nk 


_пЁА+тЁВ 
— nk+mk 
EJEMPLO 3: 

Si: A (- 4; 2); B(8; 8), hallar un punto “Р” entre “А” 


>P 


AP 
“В” —-2 
y “В” tal que PB 


RESOLUCIÓN : B 
Р AIk 
2k 
A 
* Como: 
AP 2 
ME =2k ; PB-1 
PB 1 — AP k 
* Luego : 
IRA + 2ЕВ _ 1(-4 2), 2(88) 
1k + 2k 3 3 
(4; 2)+(16: 16) (-4*16 2416) |, 
p^ CITO EN OU LE Juas 6) 
OBSERVACIÓN : 
В(х„;у„) 
n x= 
m P(x;y) 
A(x sy) 


CALCULO DE LAS COORDENADAS 
DEL BARICENTRO DE UNA 
REGIÓN TRIANGULAR 


Las coordenadas del baricentro de una región 
triangular, siempre está, en función de las 
coordenadas de sus vértices. 


Y 


* En la figura, G es baricentro de la región triangular 
ABC. 


* Luego: 


GEOMETRIA ANALITICA 


== st Уз 
- 3 


OBSERVACIÓN : 


Sean \, В y С los vértices de un triángulo entonces 
las coordenadas del baricentro *G" del triángulo será: 


B 


PROPIEDAD DEL 
PARALELOGRAMO (ABCD) 


C(xsyj 


D 
У, + Ya = У, + Y: 
B(xsyJ 
А(х;у) 


ÁREA DE LA REGIÓN TRIANGULAR 


CONOCIENDO LAS COORDENADAS 
DE SUS VÉRTICES 


*Sean4(xgy) ; B(xgy,) 5 С(хуу,) 
E Cls уз) 


B(x,;y3) 
tse "S" el área del triángulo ABC. 
* 29: |— Inicio 


s 

X, Yo 
У, 

2, Ys 
y, 


Xs Yı— Final 
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1 
S= 2 IM —NI 5 
>| S25 у ley + ху: х,у,— ух, — у,х,— >= 


Se observa que se debe ordenar en forma 
antihoraria, empezando por un vértice (en este caso 
A(x, ; У,) y terminando con el mismo vértice que se 
tomo como inicio. 

EJEMPLO : 

Sean los puntos A(1;-3); B(3;3); C(6;-1) 
Determinar el área de la región encerrada que se 
forma al unir dichos puntos. 

RESOLUCIÓN : 


A 


>8= 5 |-1+18 -9+18+3 - 3| = 5126] =13u? 


ÁREA DE UNA REGIÓN 
POLIGONAL (S) 


Procedimiento: 


B(x,; yj) 


A(x,; y) 
C(x,; ys) 


D(x,; y) 


EDICIONES RUBIÑOS EN 1155 MEN 


! Q р Q [| VA 
ENASPRESUELIOS 
PROBLEMA 1: 

Calcular las coordenadas del punto medio del 
segmento que tiene por extremos los puntos 
A(3;5) y B(T; -1). 

A) (2;1) В)(2;38) C)(3:2) 
RESOLUCIÓN : 

* Para el punto medio de AB, aplicamos: 


D) (1;3) Е) (2;2) 


Y xim a e per; + 2 


2 


X 
B(7;-1) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 2 : 


Del segmento mostrado, calcular las coordenadas 
del punto “P”. 
2 5 


——— ——— 
A(2;7) P B(6;—2) 


А)(3;5) вз (22) o( 


RESOLUCI ÓN : 


22 31 
y AV. 


) D)(5;7) E)(4;4) 


2 5 
A(2:7) P(x,;xj) В(6;—2) 
_2(6) + 5(2) _ 12+10 _ 22 
: 245 7 7 
- 2-2) + 5(7) | -4+35 _ 31 
Yo 2+5 7 7 
22 31 
э Р(хо; yo) =P = (2 ; 2) 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 3 : 


Calcular la distancia máxima del punto P(11;12) 
exterior a una circunferencia de centro (3;6) y su 
radio mide 3cm. 

А) 10ст. B)11 C)12 


RESOLUCIÓN : 


D)13 Е)14 


GEOMETRIA ANALITICA (PLANO CARTESIANO) 
* Se observa: 
d = J(11- 3? (12 - 6)? 


эа = {64 + 36 > d=10 
> Amar= 13 


PROBLEMA 4: 


Del gráfico, calcular “d”. d P(11;14) 
A) 4217 T 
B) 4712 
С) 2471 
D) 17 
E) 22 
RESOLUCIÓN : 
P(11;14) 
d 
< 26% 
х 
* Se observa: 
d?+2? =/144 +144° 
э d = 4288-4 
> а= 24/71 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 5: 4 
Calcular la distancia entre los puntos A(-3;4) у 


B(5; - 2) 
Aj B) ЄТ 


RESOLUCIÓN : 
* La distancia AB, es 

АВ = (x, - x) (y, - y, P 
* Luego: 


AB =ү(5 + 3)#+ (- 2-4) 


— AB = 10 


D)10 Е)10 


A(—3; 4) 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 6: 

Sean los siguientes puntos del plano 4(-5;7) , 
B(-6:2), CE 2;- 4), D(10;2). Verifique la verdad de 
las siguientes proposiciones : 

I)maABC + m«ADC = 180 

II) ma BAD + mxBCD = 180 

ІШ) ABxCD + BCx AD = ACx BD 

IV) ma ACD = ma ABD 

V) maCAB = ma BDC 
AJVVVVV B)VVFFF  C)FFFFF 
RESOLUCIÓN : 

А(—5;7) Yi 


D)VVFFV 


* Por distancia entre dos puntos : 


AB = J26; BC = 2/13; CD = 645; Ар = 5/10 


=> АВ xCD = 426 x 6/5 = 6/130 
BCx AD = 2413 x 5/10 = 104130 
ACx BD = 4/130 x 16 = 164130 


* Ahora > 
64/130 + 10/130 = 164/130 
* Cumple el teorema de Ptolomeo : 
También por distancia:entre dos puntos podemos 
hallar: O(fr;k). a 
* Donde : Gn 
ask y k-3-—d-465 
El cuadrilátero ABCD es inscriptible. 
sw RPTA : 
PROBLEMA 2 
Sea el paralelogramo ABCD tal que : A(3;-4), В(6;5) 
y Cc; ; =2), entonces las coordenadas de vértices 
без: _ 
| 65-10) В)(- 6; -11) 
D)-5;- 12) E)(- 6; -14) 


RESOLUCIÓN : : 


nA T 


C)(- 5; -11) 
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D(x;—y) 
M es punto medio de la diagonales, entonces : 
-3+3 -2-4 
M $ 
( 2 2 


224 mo; 3) 


> D(-6;-11) 
; RPTA : “B” 

PROBLEMA 8: 

El segmento que une A(-2;-1) con B(2;2) se 

prolonga hasta С. Si BC-3AB. Halle las coordenadas 

de C. 

А)(6;12) B)(10;14) C)(12;8) 


RESOLUCIÓN : 


D)(14;11) Е)(10;12) 
Cíx;y) 


+ AAPP - X BCQ 


E i сап ыу 2=12>x=14 
4 n 
A Og NO E AOS 
A, 
— C(14;11) 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 9 : - 

Los puntos А = (2;3); В = (5;7) y С = C5; 12) son 
los vértices de un triángulo, calcule las coordenadas 
del baricentro de triángulo.  - OPE Iu ez EE 


als 3 ) E 2) o($; 2) D)(2:11) EN -1;7) 
RESOLUCIÓN : ` 


* Sean los vértices de un triángulo ABC, A(-1;5), 
las coordenadas del 


B(4;2) y C(0 ;4), por teoría , 
baricentro es : 
A A 
3+7+12 22 3 3 
= ————— ә у= —— 
3 3 


PROBLEMA 10 : 

En un triángulo ABC, A(-1;5), В(4;2) y C(0;-4), 
entonces las coordenadas del baricentro es : 

a (23) IEA C)(1:1) D)(2;2) E)(3;3) 


RESOLUCIÓN 

* Si las coordenads de los vértices de un triángulo 
ABC es, A(-1;5),B(4;2) y C(0;-4), entonces las 
coordenadas del baricentro es : 


-1+4+0 
A 

642-4 > G(1;1) 
a au ARE 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 11: 


Se ‘бепе paralelogramo , ABCD, donde А = (0;0), 
B=(1;2),C=(11;2). Si M es punto medio de 


AD y СМП BD = (E). Halle las" coordenadas 
de E. > 


М) (ву) оа) o») 


RESOLUCIÓN : 


C(11;2) 


A(0;0) 
* Por división de un segmento en una razón dada : 
1+2 3 a z(s$) 
.2*0)0 , 2 "8 
МАК 
ЕРТА: “А” 
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PROBLEMA 12: 


Los puntos A(a;b), B(c;d), C(e;f) son los vértices 
de un triángulo , si G es su baricentro y D es punto 
medio de pg, entonces la ordenada del punto D, es 


b+4d+f pj**9df c) **3d f 


A) 

6 6 6 
RESOLUCIÓN : 

В(с;а) 
D 
A(a;b) M C(e;f) 

* Por teoría $9 

nA E E scita mU 

3 

ls 2y dn... (Ш) 
* (1) en (II): 

Sud eed а Ж AIRE 

3 6 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 13 : 


En un triángulo rectángulo ABC (recto en B), A(1;1) 
y C(6;11). El cateto BC mide 5. Calcule la suma de 
las coordenadas del punto B. 


A)16 ` B)15 С)14 D)17 
RESOLUCIÓN : 
C(6;11) 
Y 
5 
$ 
В(х;у) 


* Por distancia entre dos puntos : 
100 = (x - 1)? + (y - 1)? 
25 = (x - 6)? + (y - 11)? 
* Resolviendo el sistema : 
>x+y=16 


x=9 л y=7 


RPTA: “A” 
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PROBLEMA 14: 


Hallar el perímetro del cuadrilátero cuyos vértices 
son: A(-3; – 1), B(0; 3), C(3; 4) y D(4; - 1) 


А)40 B)94 C)17+2/5 D)J/26+J10+12 
T e 
| c 
"um B(0;-3) 


A(-3;-D) 
D(4;-1) 
*AB- 4(-3-07* (-1-3% =5 
«ВС = J(0 - 3 «(3-4) = 


«ср = (3-4) «(4-(-1)? = 426 


* DA = 4(4-(-3)**(-1-(-1)* - 7 
* El perímetro es igual a: 

/26 + J10 + 12 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 15 : 
Si dos vértices opuestos de un paralelogramo son: 
A(1;1) y C=(3;5), ¿cuál es el punto de corte de las 
diagonales? 
A)(2;) В) (2;3) 
RESOLUCIÓN : 


С) (153) D) (2;2) Е) (3;3) 


С(3 ; 5) 


В 


А(1;1) 


* Note que el ds corte de las diagonales es el 


punto medio de! as mismas. Trabajando en AC, 
MG) es el punto medio, luego: 


PROBLEMA 16 : 


Hallar la altura del triángulo ABC, relativa al lado AB, 
si AC 2;5); B(- 2,8); C(6;3) 


А) 8 B) 7 C) 6 D) 5 E) 4 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando adecuadamente: 
A(-2;5) 
C(6 ; 3) 
H=6+2=8 

HRS ВРТА : “А” 
PROBLEMA 17: 
Si los vértices de un triángulo son: 

A-(14) В =(3;- 9); Cz-(-52) 


Determine la longitud de la mediana trazada desde 
el punto “B”. 

А)11 B)12  C)13 
RESOLUCIÓN : 


D)16 E) 17 


€(-5;2) * Se deduce que: 
-5+1 
= 2-2 
x CREE 
2+4 
b= = 
2 Б] 
^ B(3;-9) 
* Entonces: d = Xa-c-2* 4(-9-3? =13 
RPTA : *C" 


PROBLEMA 18: 
(3;-1) es el punto medio de un segmento donde 
uno de sus extremos es el punto (1;2). Hallar las 
coordenadas de otro extremo. 
А) (5;-4 В) (54 С) (– 458) 
RESOLUCIÓN : 

(a; b) 


e—a 
(3;-1) (152) 


bem x 


D) (1; 1/2) 


a +1 
3=——>a=5-1= 
3 a 


* Entonces en el otro extremo será: (5; — 4) 
RPTA : “А” 
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PROBLEMA 19 : 
Calcular las coordenadas del punto “P”. 
B(-2 ;3) 


TS 


A(1;-3) — CA ;2) 
г) о(22, 2) »( 02 (Es 22) ) maz 


RESOLUCIÓN : 


* Si las áreas están en Іа relación de За 1, también 
AP y PC están en relación de За 1; así: 
B(-2 ;3) 


LN 


А)(2;3) Е 


A(1;-3) S Polos у) 1 С(4;2) 
x= 32510). 12 + 1 18 
ATA A ЖӨ СЫ Кога 
.3(2) +1(-3)_6-3_3 
Yo 341 E 
13.3 
Ру(хо; Р 
> Polos Yo) = E 2 
і ВРТА : “С” 


PROBLEMA 20 : 


Calcular las- coordenadas del punto “G”. 
B(-4;1) 


AJ(1:3) 

B) (2;5) 

С) (3;7) 

D) (2:3) 

EG — 4d 

RESOLUCIÓN : 

* El punto “G” es baricentro, porque basta con trazar 

dos medianas para determinar dicho baricentro. 

* Se deduce que: 
_2+(-4)+48_6 


o a OE PVT 
¡414899 
3 3 
> Gíx,;y,) = G(2;3) 
A(2;5) P С(8;3) 


PROBLEMA 21 : 

En un triángulo de vértices A(-1;3), B(5; –5) y 
C(11;-7) se traza la mediana AM. Calcular las 
coordenadas del baricentro (G) del triángulo AMC. 


А)(0;1) B)5:-1) С)(4&-2) d 


RESOLUCIÓN : 
B(5;—5) 


* En el triángulo AMC el punto “С” es su baricentro, 
por tanto: =` 


Р -1+8+11 _18 _ Se 
Ый 3 y ( x 
i ^3-6-7, 10 > G(x,; Yo) =G] 6; 3 
Jo: 3 3 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 22 : 


En el triángulo dos de sus vértices son A(1;3) y 
B(7;1), además su baricentro es G(5;0).¿Cuál es la 
suma de coordenadas del tercer vértice “C”?, 


А)З В) 5 С) 1 D) 0 
RESOLUCIÓN : 
* Se deduce: 
1+7+a 
5 = —————— = 
B(7:1) 3 «т 
0 3 tH +b NT Me 
> Cía; b) = C(7;- 
A(1;3) C(a;b) 
* Luego: 


a+b=7-4=3 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 23 : 
Calcular el área del triángulo cuyos vértices son 
A(1;1), BE 3;5) y С(5;0) 
A) 324? В) 5 
RESOLUCIÓN : 


С) 6 р) 7 
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RPTA : "C" 
PROBLEMA 24: 

Halle la ecuación de la curva tal que la distancia de 
cualquier punto de ella al origen de coordenadas y 
al punto F=(6;0) están en la relación de 2 a 1. 

Aj! +8y=16 В)х? + у? = 8 С)х?- у? = 2 
Djx-3y = 1 Е)(х – 8)? + у? = 16 
RESOLUCIÓN : 


Y; 


* Por condición del й. 
OP= 2PF = ОР? = 4РЕ? 


>? +y h. t6 +5?) 
Seti y? = =4x? — 48x + 144 + Ay? 
2 2 
zt 8х —48x + 144 + Зу? > 0 = x? — 16x 4 48 y? 


50-6- se 64+ 48 + y? >(x- 8. у? =16 
л ВРТА : 


F Л «E» 
oniku 25: 

La abscisa. de un punto es - 6 y si distancia al punto 
A(153) es 74 . Halle la ordenada del punto. 
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А)36-1 В)26-2 C)86-2 D)56-3 E)6ó6-4 


RESOLUCION : 
о А(1;8) 


va 


P(-6;y) 
* Por distancia entre dos puntos : 
74 = (1 + 6)? + (3- y)? 
* Simplificando : 0= y? — 6y -16 
* Factorizando el 2? miembro : 0= (y – 8)(y + 2) 
* Valores de «y» :8 6-2 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 26 : 


Dado los puntos A=(-3;4) y B(1;- 2), Les mediatriz 


del segmento AB. Si (r;r) e L, calcule r. 
A) 4 Bj5 Cj6 D)7 E)8 
RESOLUCIÓN : 

L 


А. Р(т;г) 


ғ xe 


A(-3;4) Bí 1;-2) 


* Por distancia entre dos puntos : 
d? = (r + 3)! + (т—-4)?........... а) 
= (т- 1)? (r2). ai) 
* (1) = (ID: 


(r +3) + (r-4) = (r- 1) + (т + 2) 
* Efectuando : r= 5 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 27 : 
En un triángulo, sus vértices son PE 1), B(1;5) y 
C(7;3), ¿cuál es la longitud de la altura relativa al 


lado AB?. 
А) 2 B)2/2 С) 342 р) 44/2  E)62 


RESOLUCIÓN : ye 


EDICIONES RUBINOS [уза 
I) Calculamos AB: 


dam=U-3-1*+ (1-8) > dagy- 4/2=C 


П) Calculamos “S$”; 


1 
7 ed -9 


PE 
Боты 51735 
-ő 27 
Peda =16 
2 
Ш) Sabemos que: 
Cxh 442 xh 8 
S2 216 => h === h = 442 
z?” 86 2 
RPTA : “р” 


PROBLEMA 28 : 

Las coordenadas de los vértices de un triángulo son: 
A(-1;1), B(3;7) y C(5;-3). Calcular la longitud de la 
altura relativa al lado BC. 


AJ3 B)J17 С) /31 D)419 Е)./26 
RESOLUCIÓN : 
AD 


* La longitud de la altura relativa al lado BC es “AH”, 
calculamos el área “S” aplicando: 


(base)(altura)_(BCIAH) | ,yy_28 


S= 5 A АН=——......... (1) 
* Calculamos el área “S”. 
=1 1 
1 s DES E TA 3 34 
== 1 - > 
d 2|в| 2 9 x 35 
A = G X 7| 3 
HM I 1| 41 
41-(-11) _ 52 _ 
га; 2 cm 
* Calculamos “BC”: 


= (3 5)2+ (7-3)? = 2426 
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* Reemplazamos “S” y “BC” en (1): 


2x26 
AH = = V26 
2/26 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 29 : 

Con los puntos medios de los lados del triángulo 
cuyos vértices son AC 2;4), В(6;8) y C(4; – 6) se 
construye un triángulo, calcular su área. 

A) 1314 B)12 C)20 D) 16,5 E) 14,6 
RESOLUCIÓN : 

* Recordamos la propiedad de geometría que dice 
así: 


Cd Triángulo mediano 


v Calculamos el área “S” del triángulo ABC: 
с? a 64| 2У< * | 124 
s= xh 55 X -6| зо 
B| 2 6 8 

al Se aX еа 
E 54 E 
s = 48-(-36) . 104 
2 2 
> 8 = 52 
* Queremos calcular el área del triángulo mediano 
G^). S _ 52. 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 30 : 


Dado el rombo ABCD de lado £=5/10u y dos de sus 
vértices opuestos: 4(4;9) y C(-2;1). Hallar su área 
en (u?). 

AJ100 В) 120 C)130  D)150  E)75 
RESOLUCIÓN : 


(GEOMETRIA ANALITICA — [ Е 
* Por distancia entre dos puntos: 

| ACÍ=(4+2)*+(9 -1! AC = 10 

S >AM = МС = 5 
"Амр, MD - (6/10) -&* 

-> MD =15 — BM = 15 


* Luego: 30х10 


S ABCD” = 150и? { 
| ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 31 : 


Si AC 3;4), B(4;5) y С(1; – 4) son vértices de un 


triángulo, encontrar las coordenadas del 
circuncentro del triángulo. 
А) (1)  B)r-I С) (2;-1) D)(-3;-1) 


RESOLUCIÓN : 


* Sea Р el circuncentro del ДАВС у (х;у) sus 
coordenadas : 


Y, B(4;5) 


> 
Э"; 
s : 


~ C(1;4) 
* Por propiedad para este punto: 
dz = dis = di 
* Entonces: · 4 ei ra 
арх = арс А 


у -(- 3) (y – 4? = [ix - 4) + (y - (8)? 


* Elevando al cuadrado y.simplificando: 


Tx Ry m8. a) 
* También: 
dg = арс 4 м 
SSA (47 - x 109—0 – 4)* 
* De donde: 2у—х=1.............. an 
* Resolviendo (I) y (ID): x=1,y =1 
: SP (I) 

RPTA: “A” 


PROBLEMA 32 : 
En ue mostrada las coordenadas del punto К 
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A) 2421 
В) 421 
C) 4421 
D) 21 
E) 2/42 


RESOLUCIÓN : 


(0;0) 0 No v5; 3;0) 
d(G,R) = ? 
* El AMON es notable (30?, 609): 

= 6/8 0M = 6 
* Las coordenadas de б: 


_ 0+0 4643 


3 = 243 
у= DS: > G =(2/3:2) 


* Luego: 
d(G,R)- (643 — 2/8 )2+ (8-2)? =/ 84 


> d(G,R) = 2421 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 33 : 


Sea P un punto del espacio, L una recta y Р un punto 
de £. Sila recta que pasa por P y P' es perpendicular 
а L, hallar el punto Q, el cual es simétrico de B 
respecto a la recta L. 

A)Q-P.PF B)Q-PP C)Qz-z2P-P 
D) Faltan datos E) Ninguna de las anteriores. 
RESOLUCIÓN : 


* Como P' es punto medio de PQ, sus coordenadas 


serán: P' = P+Q 


EDICIONES RUBINOS 
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* De donde, al despejar: Q = 2P'- P 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 34 :. 
La base mayor de un trapecio isósceles une los 
puntos E 2;8) y C 2; - 4). Uno de los extremos de 
la base menor tiene por coordenada (3;-2). La 
distancia o longitud de la base es: 
А)8 B) 6 С) 9 D) 12 
RESOLUCIÓN : 


CD =? 


E) 10 


С = (3;6) 


[DC] = 4 [3 -3)]?+ [6 -(-2)]? >|DC|=8 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 35 : 


Los puntos P( — 4/0); Q(5;3/3 ); R(x;0) son los 


vértices de un triángulo rectángulo recto en Q. La 
suma de los valores que indican el perímetro y el 
área del triángulo es: . 
A)18/3+24 В)18/3+18 
RESOLUCIÓN : 


C) 18+24/3 


Q(5;3/3) 


(x—5) 
* Segün el gráfico por relaciones métricas: 
(343) 29(x-5) x = 8 


* Luego 
[PQ]? = (3/3)? + 9? 5 [PQ] = 6/3 
[РЕ| = 9 - x-5 —|PR| = 12 
12(343) 
Br € 1843 
* Ahora: 


PQf- (34/3 )2+ (x -5)* > |PQ| = 6 


* Entonces : 
PQl= (343) + (x – 5)? = |PQ] = 6 

RPTA: “С” 

PROBLEMA 36 : 

A(3;1), B(1;-3) son las coordenadas de dos vértices 

de un triángulo de 3m? de área, si el baricentro 

pertenece al eje de las abscisas. Halle la suma de 

las coordenadas del vértice C. 

А) 7у4 B)6y5 C)3y 8 D)2y9 Е)1у10 

RESOLUCIÓN : 


* Las coordenadas 
de “G”: 


* Por dato: S =3и? 
* Pero: 


»3-2|eey-9-(3y-3x1)| -I2x- 5-5] 


* Simplificando: |2x —7| = 3 
* Ahora: 2x-7=3 v 2х-7 =-3 

>2x=10 v 2x=4 

IIA уа 
* Las coordenadas de С serán: (5;2) v (2;2) 
Suma de coordenadas: 7 6 4 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 37 : 


Calcular el área de la región limitada porel rectángulo 
ABCD siendo: A=(2;1), B =(1;4) y AC = 5 


A)22/6u? В) 5./6и? С) 3/3u? 
D) 346и? E) 6V5u? 


RESOLUCIÓN : 
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* Piden: 


A 


cA4ABCD 
* Pero: 

А лвсь = (AB)(BC) 
* Por distancia entre dos puntos. 


AB =| (1-2)? + (4-1? = 


+ D ABC: Teorema de Pitágoras. 


> BC = 15и? 
* Reemplazando: 


ер = (V10 )( V15 Ju? > Acuncp 
RPTA : 


ди? 


= 5/6u? 
un 
PROBLEMA 38 : 

En un trapecio isósceles ABCD ( BC//AD), donde 
4=(0;0) y C=(6;2) calcular el área de la región 
limitada por el trapecio, siendo BC paralelo al eje 
de abscisas. . й 

А) 8и? В) 16и? Е) 24и? 


С) 10и* Р) 12и? 


RESOLUCIÓN : 


c0 э5,=А+В 


 ЁҺАВР = CDH 
> ALS ABP = AS CDH 
E = (692) = 12u? 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 39 : " - 

El punto M divide u BA аьаа 
1/4. Si М=(-3;5) y B=(2;2), calcule la suma de 
componentes de А. 
АЈ-6  B)6 С) 5 
RESOLUCIÓN : 


D)-5 


* Piden; А =? 
6 = (2;2)- (-3; б) > b = (5;-3) 
* Ahora: 4b = 4(5;-3) = (20; -12) 
* Pero: 4b=M-A>A=M-45 
A = (-3;5) -(20;-12) = (-23; 17) 
* Sumando las coordenadas : -23 + 17=-6 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 40 : 


El punto P=(h+2k; h-k) divide al segmento AB en 
la razón 1/3. Si A=(-2; 2) y B = (h – k; 2k – 2k), 


calcule h y k . 
A) 3/2 y - 3/2 В) 4/7 y 4/9 C) 7/4 y - 5/4 
D) 7/6 y - 5/4 E) 7/5 y - 6/7 


RESOLUCIÓN : 


A( —2;2) 
*Piden: hyk=2 
* Por división de un segmento en una razón dada : 


А 2+ m1) 
(r-)s aem - —32-— 
3 ict 
3 
4h+8k=-6+h-k 
3h +9k=-6>h+3k=-=2......(l) 
24l(9h- 2k) 
ОРУ р, заыл 
RE 
3 
4dh-4ks642h-2k СОС С. 
2h-2k=6 >h=k=3 ooo ш) _ 


* De (D y 0D: - 


EDICIONES RIUBIÑNOS [у 


: RPTA: “С” 
PROBLEMA 41 : 
Del gráfico, m, y m, son pendientes de. Z, y 2, 
respectivamente . Indique la relación correcta. 


Y 
A) т,т,=1 =, 2 
В) т,+т,= 0 
С) mm,- -1 
D) m,m,- 2 
E) m,- m,-0 X 
RESOLUCIÓN : 
* Por teorema de Blanchet : 
m<PHB = т4ВНО = a 
=m PHA = m4QHC = ө 
ту, = m; = tgr (T) 
ті, = Mo = —180...... (VU) 
* (I) + (II: m, + m, = tg0- 150 
>m,+m,=0 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 42 : 
Dado el triángulo ABC, A=(0;2); 8=(4;14) y 
C=(13;2). Halle la ecuación de la recta de Euler de 
dicho triángulo . 
A) 5x+3y-10=0 B)5x-3y+10=0 C)5x-3y+5=0 
D) 3x-5y+13=0 Е) 3x- 5y-13=0 
RESOLUCIÓN : 

B(4;14) 


x 


G: (0; 2) (4; 14) + (18; 2) 
5 3 
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L: y - yy =m(x - ху); H=(4;5) =(x,5y,) 
3 
Бгу-6= 680—0) 
L: 3x- 5y + 13 = 0 
RPTA : “р” 
PROBLEMA 43 : 
Dado los puntos A(1; 1); B(8; 4); P(a;b), se traza 
PH e AB,(H e AB) El área de la región PHB es al 


área de la región PHA como 2 esa 1; рн-./58 УР 
pertenece al primer cuadrante. Calcule a+b. 


A) 12 B) 10 C)9 D) 83/9 E) 28/3 
RESOLUCIÓN : 
‚ P(a;b) 
A(1;1) 
*Piden:a- b = ? 
Алрнв _1 _ HB 
А PHA 2 AH 
* Calculo de H : 
1 1 
1*2(8) 19 1+ (4) 
ху= 2, -2 y= 2, -з=н-(202) 
1+ 1+ 
2 2 
a=(8;4)-(1:1)>a = (7:3) ^a] - J58 
- HP = а =(-3;7)= Р-Н 
Cin P- (29:2) Р=[;9)=(агь) 
, p. 3 LJ TN 3” - » 
>a+b== 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 44 : 

Dado el cuadrilátero ABCD , A(1,5 ; - 1) ; B(4; 9); 
C(6; 8); D(9,5; – 6), en AB у cp se ubican los 
puntos Q y L respectivamente , tal que la razón de 
áreas de las regiones, BPC y APC es 2/3 
respectivamente. Si BL n QC- (P). en QL seubica 
el punto M y la relación de las áreas de las regiones 
AMC, MCL y MLD son de 6; 4 y 3 respectivamente ; 
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halle las coordenadas del punto M . 
А) (5:3) B)(5;2) С) (6;1) Р) (6;2) E)(7;2) 
RESOLUCIÓN :. 

B(4;9) 


YER CBR R) > BQ-at AQ=3£ 
* Calculo de Q = ? 
15+[(5)4 1,3? 
E — 7 =8; Yo= 2 .5 
141,6 141,5 
2Q-(x,; Yo) - (8:5) 
* Propiedad: 


AACML _ CL 4 


L——— = — а — = -8k 
AAMLD “Ір ET 4k ^ Ір - 3 


* Calculo de L =? 
9,5+6x(+ -ese(2) 
X92— ©” 28^yo2— 75-0) > L(8;0) 
1(3) (3) 
4 4 
. AAQCM 6 3 
ы маг ML 49 
* Calculo de M= ? 
ZEE 540 3) 
хо = 3 =6л Yo = 3 =2 
1+ 5) 1 «($) 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 45 : 
En la gráfica , si AC =5, la suma de las coordenadas 
deCes: Y 

C(xsy) 


|A(1;2) 


B(4;2) 


A)j4 _ BJ10 


С)8 


D)6 E)9 


RESOLUCIÓN : 
Y С(х;у) 


* Piden: x+y 
ABC: BC-4 
* Luego: 
Clx;y)=(4:6)>x=4,y=6>x+y=10 


RPTA: “В” 
PROBLEMA 46 : 
Silos puntos (1 ; 6) y (5; 2) son los vértices opuestos 
de un cuadrado , entonces el área del cuadrado es: 


A)no se puede determinar В)50 С)4 
D)16 E)8 


RESOLUCIÓN : 
Y| в(52) с 


2 


* Piden: s p E 
2 


* Distancia entre los puntos B y D : 


d-l- 5? «(6- 2) -442 
* En (1) : S авер 716 
RPTA :“D” 
PROBLEMA 47 : 
Los rectángulos ABCD y ABMN forman un ángulo 
diedro de 40° ; sobre ambos rectángulos definimos 
sistemas de coordenadas de origen en el vértice A,tal 


que AB se encuentra sobre el semieje positivo de 


abscisas ; у AD, AN sobre los semiejes positivos 
de ordenadas. Tomamos los puntos P(5; 2) sobre el 
plano ABCD y Q(2;1) sobre el plano ABMN. Halle 
las coordenadas del punto R sobre AB tal que la 
distancia PRQ sea mínima. 

АЈ(8;0) В)(4 cos20” ; 0) 
D)(6;0) E)(4sen20"; 0) 


C)(5; 0) 


RESOLUCIÓN : 
* Interpretando PQR nin y 


* Para que la distancia PQR sea mínima giramos una 
de las caras de manera que B R y Q sean colineales. 


* Se observa : L£-2>3e=1 
* Luego : Rz(3 ; 0) 

RPTA ;“А” 
PROBLEMA 48 : 


La ecuación de la recta que pasa por P(5;6) y por el 
baricentro del triángulo con vértices en los puntos 
A(4;- 3), B(- 4;11) y CE 6;1), es: 

A) 7x + 3y - 27 = 0 B)3x + 7y-27 = 0 
C)-3x + 7y -97 = 0 D)-7x + Зу + 2720 
RESOLUCIÓN : 


B(—4;11) 


Piden la ecuación de ‘< 
* Datos : 

A=(4-3) B=(-4;11) C-(-6;1) D=(5;6) 
Sea G baricentro de la región triangular ABC,por 
A ARO 


=з 


> б=(—2;3) 
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Al conocer las coordenadas de dos puntos de * ‚Ја 


ES — z.»-6 3-6 
" LY; AA М Сш, 
ecuación de Zes: x-8 2-5 
2;7y-42-3x-15 > #;3х+7у-27=0 
ВРТА :“C” 


PROBLEMA 49 : 

Dados los siguientes puntos A=(0;0), В=(5;0), 
R(5;7) , S(12;8), sabiendo que el segmento RS es 
la diagonal de un cuadrado , halle un punto P en el 
perímetro de dicho cuadrado para que el triángulo 
ABP tenga área máxima . ¿Cuál es el valor del área 
máxima? 

A)22,5 В)17,5 С)48,0 D)2,5415125 E)275 
RESOLUCIÓN : 


P(8;11) 


* Se pide $ S АВР 
Como el área de Іа región triangular debe ser 
máxima, entonces la longitud de la altura debe ser 
máxima, entonces P se debe ubicar en el vértice del 
cuadrado. 
* Por vectores : 

в0-(17 5,15 7) > RO-(7;2) 

2 2 2 2 
RP-(7,2 (2:2) > RP-(3;4) 
22 22 
Р=Е+(3;4)=(5;7)+(3;4) => P=(8;11) 
5x11 


* Luego : S44gp = 227,5 


RPTA : “E” 


(03) indicar verdadero (V) o falso (F) segün 


corresponda : 

D (3;-2) el1IC 

H) (-1;- 8) e IIIC 
Ш) (0;- 3) e eje «X» 
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IV) (0:1) e eje «Y» 


A) FFVV B) FVFV C) VFFF 
D) FVVV E) VFVV 

(03):Que punto está más cerca del origen”. 
A) (- 4; -3) B) (2;0) C) (2; - 3) 
D) (1: - 1) E) (5;12) 


(93i el radio vector del punto T(x - 6;3) es 5, 
hallar «x». 


AJ10  B)2 Cj-8 р)в EJayb 
(03) Señale la distancia entre P(-1;3) у Q(2;4). 
As В) 4\6 c2 D) JIO — E)1 


(35i la distancia entre A(-1;2) y B(x;3) es, 
calcular «x». 

A)4 В)-2 C)2 D)ayb Е)аус 

(09) Hallar la suma de coordenadas del punto medio 
del segmento AB , si : A(-3;2) y B(7;6). 

A)2 Bj4 Cj6 D) 8 E) 10 

(25i el punto del segmento cuyos extremos son 
P(5;3) y Q(a;b) es M(-7;2), calcular «a + b». 

A) 16 B)-18 С) 20 D)-22 E) 24 
((3)Determinar el radio del punto medio del 
segmento formado al unir los puntos A(5;1) y B(3;5) 
А) 2/3 B)4 ©) JIO D)3 E) 45 
ODE punto medio de un segmento es M(1;2) si 
uno de los extremos es A(3;5) hallar la distancia del 
otro extremo al punto C(2;3). 

А5 B)6  C)sf2 р) 4/2° E) 3/3 
En un paralelogramo, tres vértices consecutivos 
son A(1;1), B(5;-1), C(7;3). Calcular la suma de 
coordenadas del cuarto vértice. 
A2 B) 0 C}6 D) 8 
@) calcular la suma de coordenadas del punto 
medio del segmento AB, si : A(3;7) y BE 6;4). 

A)4 В)-2 С) 8 D)-3 E) 1 

si el punto del segmento cuyos extremos 
son L(-3;7) y N(a;b) es ME 8;0). Calcular «b — a». 
А)-7  B)-13 C)6 D) -20 E) -6 
(35i : А =(6;8) y «О» el orden de coordenadas. 
Calcular OA, 
4)9 В)10 


Е) 10 


C) 11 D)12  E)13 


Tsi: ОА = V13; A = (x;3); O: origen calcular «х». 


A)2  Bj4  Cj6  D)j8  E)10 
@Э)5: А = (1;3); B=(5:0) 

Calcular AB. 

AS  Bj6  C)7  D)8 ЕЈӘ 


2051: = (a;b); B = (a + 9; b +12) 
Calcular AB. 

A) 15 B) 16 С) 17 D) 18 
@2)5:А = (654); В = (2 -x ;8) 
Calcular las coordenadas del punto medio de AB. 
A) (1:6) B) (2:3) С) (3:3) 

D) (1;7) E) (2;7) 

(S) Calcular el radio vector del punto medio del 
segmento formado al unir A(0; — 3) y B(8;9). 

А) 5 В) 4 С) 10 D) 8 Е) 7 

aou punto medio de un segmento es M(1;2) y 


uno de los extremos es A(-2;3). Calcular la distancia 
del otro extremo al punto (0; — 2). 
А) 1 Bj3 С) 5 Юр) 7 


E) 19 


E)9 


Qn un paralelogramo tres vértices consecutivos 
son A(2; – 1), B(0;1) y C(3;7). Halle la suma de 
coordenadas del cuarto vértice. 

A) 2 Cj 12 D) 15 


В) 5 


E) 10 


@1)5:А = (9-2); В = (- 3;6) 
Calcular : АВ. 
Ав Bj?  Cj8 D)9  EJ10 


(G3) Calcular la distancia entre el punto «P» y «Q». 


A2 D)J5 


B3 
OH señale la abscisa de un punto P, cuya ordenada 


„е5 3, sabiendo que dista 13 unidades del punto 
* (1;-2). 
A) - 12 


C)2 E)3 


B)-11 C)I3 D)bye E)aye 
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(93) Dados los vértices consecutivos de un 


paralelogramo (-2; 2), (1; -3) y (4; -5). Calcular la 
diferencia de las coordenadas del cuarto vértice. 
A)6 B) 8 С) 2 D) 1 Е) З 


(03)En u triángulo ABC de coordenadas A(1;1), 
B(3;4) y C(5;0). Hallar la longitud de la mediana AM. 
А) 10 B)7 D)9 E)3 


С) 8 


(9i)indicar verdadero (V) o falso (F) segün 
corresponda: 

I) (-3;1)€ eje «X» II) (2;1) e IC 
ID)(-45;2) e IIC. IV) (3:0)e eje «Y» 

A) FVVF B)FFFF C)FFVF D)FVFF E)VFFV 
(03):Qué punto está más alejado del origen? 

A) (7;24) B) (5:12) C) ( - /99;1) 
D) ( - 20,2469) E) (13;10) 
639 radio vector del punto Z(x — 2;x) es 245. 
Calcular «x» 


A) 4 В)2 C)-2 Р) аус E)a y b 
D Señale la distancia entre el punto А(—./8;0) y 
B(0; J78 ). ‹ 

A)3 B) 6 С) 9 Р) 125 Е) J71 


@Э) Calcular la distancia entre los puntos: 
Р(х +7 x-1) y QU +x;x-3) 

А)З В) 429 С)19 D) J19 

(99) señale la abscisa de un punto «P» cuya 


ordenada es 3, sabiendo que dista 13u del punto 
(1; -2) 
A)-12  B)-11 


E)3 


C)i3  D)byc E)a yc 
020G1 ') es el punto medio de un segmento donde 


uno de sus extremos es el punto (7;2). Calcular las 
coordenadas del otro extremo. 

4)(5-4) B)(54) С) (455) D)(1;1/2) E)(2;-1) 
(03) Calcular el perímetro del triángulo limitado por 
los puntos: P(0;0); Q(25;0); R(9;12). 


A) 50 u В) 55и C)65u Р) 70и  E)60u 
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69) Dado un triángulo rectángulo isósceles ABC 
(recto en B). Calcular la suma de las coordenadas 
positivas del vértice «C» siendo A=(1;1) y B=(5;4). 
A) 6 B)8 С) 10 D) 12 E)14 

0) Calcular Іа relación entre AP y PB siendo «Р» el 
punto de intersección del eje «Y» con AB; A=(-2;1) 
y В(3;7) 


$ 2 
A) 3 В) = 


3 4 3 
C)= D)= E) — 

? 4 ) 5 ) 2 
O Los puntos medios de los lados de un triángulo 
son (1;1); (3;5) y (-1;3). Calcule la suma de 
coordenadas del baricentro del triángulo. 

А) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5 
B Los vértices de un triángulo ABC son A=(1;4), 


B=(3;-9) y C(-5;1) determinar la longitud de la 
mediana relativa a lado BC. 


A35  B)4/40  C)468 
@Эре la figura; calcular: x+y. 


D)12  E)13 


B(8;10) 
3k 


M(x;y) 
A(2;8) 
A7  Bj9 Cj DJ12 EJ14 


T Calcular el área del triángulo, de vértices A(2;9), 
B(-1;0), C(14;-5). 
А) 20 и? В) 40и? С)60 и? 


D)80 и? Е) 100и? 


B Los puntos (—10;—6), (—4;-6), (4;3) determinan 


un triángulo; calcular su área. 
A) 54 B) 48 C) 32 D) 27 D) 18 


9 Los vértices de un triángulo son P(3;2), QC- 
2;0) y R(a;b). Si su baricentro es (1/3;-2/3),hallar 
«a-b». 

A) 0 B) 4 C)-4 D)2 E) -2 

42 Hallar las coordenadas del punto «Z». 


A) (155) (48) 


B) (2;4) 
C) (152) 
D) ( — 2;4) 
E) (154) 


(2;4) 


(0;0), 


@раао un segmento AB donde A=(4;-3). Si su 


punto medio es (0;3); calcular las coordenadas de B 
A) (439) В) (9;-2) С)(0;9) 0) (4;9)  E)(9:4) 


@9л(3;-1 ) es el punto medio de un segmento 


donde uno de sus extremos es el punto (1;2); 
calcular las coordenadas del otro extremo. 
A)(5;-4) В) (5;4) С)(—4;5) Ф) (1:1/2) E) (2;-1) 


Єдре gráfico, calcule AP. si OB=BC=6. 


A) 446 n 
B) 3415 
CO)d65 . 
D) 485 
E) 495 


463" 53% 


(9I) Calcular la distancia entre los puntos A(6;9) y 
B(8;15) 


A)45u B)2/10u C)2415u р)4.Лди Е)4 45и 


(93) Señale la suma de las coordenadas del punto 
medio de un segmento cuyos extremos son los 
puntos: А=(7;-2) y B=(3;-8) 

A)O — Bjl Cj -1 D)2 E) -2 
(03)Calcular el punto medio del segmento cuyos 
extremos son los puntos (4;9) y (6;13). 

А) (6:10) В) (5;11) C) (11;5)  D)(0;5) Е) (5;12) 


т 


АР РВ 
(QUE en la figura: 3 = 3 ¿cuál es la distancia 


entre «P» y «Q»?. B(8; 6) 


A(3; 1) 
Q(4; 2) 
А) 242 B2 C42 Dd4e Esj 
(035i los vértices de un triángulo son A(—5;-1). 
B(-1;9) y C(9;-2) , ¿cuál su baricentro «G»?. 
A) (2;1) B)(-1;-2) . C(1;6) D)(1;2) Е) (3;6) 
(03) Calcular el área de triángulo cuyos vértices son: 
A(-1:1), B(1;5) y C(7;-1). 

A)9 B) 18 C)8 D)36 E) 12 
Dsi dos vérices de un triángulo son A(-1;5) y 
B(5;-1), además su baricentro es G(4;3), ¿cuál es la 
suma de coordenadas del tercer vértice?. 
A)3 B) 12 C) 26 D)4 E) 13 
(03) Calcular el baricentro del triángulo cuyos 
vértices son : A(3;-4), B(3;-1) y C(0;8). 

А) (-1,0) В) (2;0) C)(0;1) Р) (-2;-1) Е) (8;2) 
OB) Calcular el área del triángulo cuyos vértices son 
A(5;-3), B(0;5) y С(1;1). 

A)óu* B)6 Cj7 D)8 Е) 9 

OD Señale el punto «P» que divide al segmento de 
extremos 4(5;7) y B(-1;1) en la proporción de 2 a 1. 
(«P» está más cerca de «B»). 

А) (2;3) B)(-1:1) C) (1;8) D) (2;-3) E) (-2;3) 

(93) Dado el segmento AB = A (-2;2) y B = (3;7). 
Ubicar un punto «P» tal que AP — 5PB. Calcular la 
diferencia de las coordenadas de «P». 


А)6 Bj2 C)3 D)4 E)6 
(De la figura ; calcular x + y. 
B(8;10) 
3a 
а, М(х;у) 
А(1;5) : 
A)7 Bj 11 C) 14 ОЈО ERE I 
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Calcular el área del triángulo, de vértices A(2;9), 
B(-1,0), C(14;5). 
А) 20и? B)60u* С) 100и? Р) 40и? E)80u* 
@ Calcular el área de un triángulo donde dos de 
sus vértices son A(0;0), B(6;6) y donde la 
intersección de las medianas es (4/3;4). 
A)21u* В) 23и? С) 25и? D)22u* Е) 24и? 
M Sean los puntos A(1,1) y B(7;4) los extremos 
del segmento AB. Calcular las coordenadas del 


punto «P» tal que АР ыз. 
А) (2;5) В) (3;2) С)(—5;-2) D)(-5;-2) E) (5;-2) 
(3) Silos vértices de un triángulo son: A(0;0), 


B(-1;7) y C(3:5), ¿cuál es la longitud de la altura 
relativa al lado BC?. 


A) 26/5 В) 245 С) {5 Е) 2,6/5 
92 Calcular la altura del triángulo ABC , relativa al 
lado AB, si A = (=2;5); B = (-2;-8) y C= (6;3). 
А)8и B)7u C)6u D)5u E)4u 
(3) Calcular el área de un cuadrilátero determinado 
por los puntos (4;3), (-3;1), (-4;2), (5;-1). 
А) 28  B)56  C)14  D)20  E)30 j 
(Т@Еп el segmento AB, А(-2;2) y B(3;7) ubicar un 
punto P tal que AP = 5BP. Calcular la diferencia de 
las coordenadas del punto P. 
AJ6  B)3 C)2. 'D)4 E)5 
Dado A(3;2) y B(13;17), calcular , las 
coordenadas de «M». Si M ¿AB y AM - АВ. 
А) (9;11) B)(8;10) С) (6;9) D)(8;12) Е) (7;11) 
(ES) Calcular B 

Y! 
A) (2;2) 
B) (3;4) 
C) (4:2) 
D) (2;7) 
E) (2;4) 
@ра gráfico , calcular: 2(т + п). 
E 7^ C(3;8) 


D) 1345 


(3;5) 
a 


(—1;1) 


АЈІ 
В) 2 
С) 4 
ру6 
Е) 8 
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ED Los vértices de un triángulo son : A(0;1), 
В(а;а+ 1) y C(a;3). Hallar el área máxima del 
triángulo. 
А) 7и? 


В) 5 


ТАТО ТАА 


C)3 


o. el punto «P» que divide al segmento de 


extremos A(-3;0) y B(4;12) en la proporción de 2 
а 3. («P» está más cerca de «A» ). 


AJ(158) »(- z) о(-2: 2 ЕЭ) Е)(0:1) 


@Э)ре segmento mostrado calcular las 


coordenadas del punto «P» , si: =PB 
B(3; 6) 
P 
A(—5; 2) 
А) (0:4) B)(-52) C)(-2;3)  D)(1:5) Е) (0;7) 


03 Hallar el baricentro de un triángulo cuyos 
vértices son: A(-2;4), B(0;-6) y C(-7;11). 


A) (-3;3) В) (-3;4) C) (4;-3) 
D) (152) E) (-2;3) 


02 En la siguiente figura calcular el baricentro del 
(3; 8) 


triángulo ABC mostrado. 


A) (158) В) (1:4) C)(4-1) D)(2:8) Е) (158) 
(03) Calcular el área de la región triangular ABC. 
Si: A = (1,1); В = (4,6); C = (8;2) 


А) 15 X B)16 C)17 р)18  E)19 


pem Cole centro en el punto (5; 3) 5 ѕе c dibuja una 


circunferencia que es tangente al eje de ordenadas 
en el punto A-e intersecta al eje de abscisas en los 
puntos B y C. Calcular el área de la región triangular 
ABC 

А)8и? 


В)12и? С)14и? D)16u* Е)20и? 
(03) Si: A2; 0); B(0; 2); С(6; 2), se trazan las 
mediatrices de AB y BC intersectándose en P. 
Calcular la suma de las distancias de P a los puntos 
А; Вус 

AJ3/5 B)3/10 С)4/6 0)8/3  E)83434 
(03) Los vértices de un cuadrilátero son A(-3; 4); 


B(3; 6); C(6; 2) y D(0; 6). Se traza la diagonal AC y 
se determinan los baricentros G, y G, de los 
triángulos ABC y ACD, respectivamente. Calcular el 


punto medio de С, С, 


3 7.1 5.3 
a (2:2) 2, E s) ol: jj» (5%) Er E 3) 
03 Los extremos del segmento AB son A(-3; 3) 
y B(6;6) . Silos puntos F y G pertenecen AB tal que: 


AF 1 BG 1 $ ШЕ 

FB 2 M GA 3 calcular el punto medio de FG 
7 15 15 37 13-27 
= B C 

Aie) lg) ee 
11 25 23 35 

р (2:22) (m 


(03) Hallar un punto P en el segmento AB, cuyas 


coordenadas sean números enteros consecutivos; 
A(-I; 2) y B(11; 11). Dat como respuesta la suma 
de las coordenadas de Р 

A)8 B)10 . . C)12 


D) 13 E)15 


69 En la figura mostrada, siendo Tg8-2/5 , 
determine las coordenadas del punto M 
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А) (4;0) В) (8;0) C)(9;0) D)(10;0) E)(12;0) 
Se tiene el cuadrado ABCD, de vértices 


A(-1; 5) y C(3; 2). Calcular el área del cuadrado 
ABCD 
А) 12и? В) 12,5 и? С) би? Р) 25и? Е) 10и? 


El lado diferente de un triángulo isósceles tiene 
por extremos: A(2;-1 ) y B(-1; 2). Siloslados iguales 
miden 4/27 hallar el vértice opuesto al lado diferente, 
4)(-2;2) B)(2;2) C)(3;:3 р) (-3;3) Е) (1;1) 
Dado el triángulo ABC, donde A(1; 1); В(5; 7) 
y C(6; 8), calcular la mediana relativa al lado AB 

А)З В)6 С)5 D)8 E)10 
(T) Dados los puntos A(2; 2) y В(5; -2) encontrar 


sobre el eje de abscisas el punto M más cercano al 
origen tal que el ángulo AMB sea recto. Indicar la 
suma de sus coordenadas 

A)1 B)2 C) 4 


D)6 E)3 


Determine las coordenadas del baricentro del 


NT 


triángulo MNP 


A)(53) В) (63) С)(3;6)  D)(2;5) E)(5;2) 


43 Dados los puntos A(2; 5) y B(14; 17), determine 
las coordenadas de los puntos que trisecan al 
segmento AB. 

A) (5; 9) y (10; 13) 


C) (8; 10) y (10; 13) 
E) (6; 9) y (12; 14) 


B) (6; 9) y (12; 15) 
D) (6; 9) y (10; 13) 


43 Hallar las coordenadas del punto C, si ABC es 


un triángulo equilátero, donde A(-3; 4) y 8(-3; -2). 
Además el punto C tiene mayor abscisa que el 
punto А 


A(-48;1) BM -3+/3;2) C)(-343 43; 1) 
D)i1;3)  E(-1 -48) 


3 En el esquema mostrado, determine las 


coordenadas de P, si se sabe que el trayecto APB 
es el menor posible 


EDICIONES ROUFINOS 


A)(4;0) B)(6;0) С) (8;0) D)(7;0) Е) (9;0) 


03 Los puntos Р(7; 3) y Q(5; 1) son los puntos 


medios de los lados BC y АС de un triángulo ABC. 
Siendo el baricentro del triángulo el punto G(5; 3), 
determine la suma de los cuadrados de las 
medianas del triángulo ABC 
A) 36 B) 72 C)81 


(9) Determine las coordenadas de un punto P que 
equidiste de los puntos A(2; 7); 8(-4; 3) y C(6; 3) 

A)3;2) B)(2;-1) C)(1/2;1)  D)(2;1) E) (1;1/2) 
(£2) Dados los puntos P(3; -5) y R(-3; 1), halle las 


coordenadas de un punto Q de modo que los tres 
sean colineales y además el área del triángulo POQ 
sea de 12 и? (O es el origen de coordenadas) 

A) (3; 5) y (15; -17) В) (-8; 7) y (15; -15) 

C) (-9; 7) y (10; -13) D) (-3; 5) y (12; -15) 

E) (-9; 7) y (15; -17) 


(18) Se tiene el triángulo ABC donde A(3; 2). 


B(7; 10) y C(2; 8). Además M es un punto del lado 
AB de tal manera que las áreas de los triángulos ACM 
y CMB están en la relación de 1 a 3. Calcular CM 


A)420 B)/17 С)-П5 D)421 Е) 12 


Determinar los valores positivos de p y 9 para 
que las.dos ecuaciones: 
рх-7у+18=0 ^ 8x- qy +9p=0 representen la 


D) 120 E) 144 


misma recta 
Ap=4q=14 B)JP=4q=2 C)P-6;q-8 
Юр) Р=6;9 =4  E)p-2;q-12 


@д Calcular el área del círculo cuyo centro es 
(4;-5) tangente a la recta: 


x» 
A 
-4 -3 


А)4 ли? В)8яи? D)l6zu? С)10ли? E)25xu* 


COORDENADAS POLARES 


Las coordenadas polares en el plano, debe decirse 
que dichas coordenadas fueron inventadas en 7691 
por Jacobo Bernoulli (1654-1705), pues antes se 
habían usado para el estudio de las espirales 
solamente. El apelativo Analítica es posterior a 
Descartes. Aparece en la edición que de las obras 
de Newton hizo S. Horsley en 1779, con el nombre 
de Geometría Analytica, sive specimina artis 
analyticae, es decir, Geometría Analítica, o 
especímenes del arte analítico. 


Débese al marqués de L Hospital la introducción de 
la palabra origen, y son de G. G. Leibniz (1646-1716) 
las palabras abscisa y ordenada (en el sentido que 
se les da actualmente) y coordenadas. La palabra 
parámetro, aplicada a ecuaciones paramétricas, fue 
usada por este mismo autor. Arquímedes ya usaba 
las palabras eje, vértice y diámetro. Con esta ültima 
indicaba los ejes de simetría de la elipse y el de la 
parábola, como recta dada. El mismo Arquímedes 
usaba también la expresión diámetros conjugados, 
pero la teoría relacionada con ellos es, tal vez, de 
fecha anterior. 

La palabra asíntota aparece usada por Autolico 
(cerca del ano 320 a. de J. C.), pero sólo llega a ser 
un término propiamente técnico con Apolonio, el 
cual consideraba como una recta cuya distancia a 
la curva disminuye constantemente. El primero que 
consideró las asíntotas como rectas tangentes cuyo 
punto de tangencia se halla en el infinito, fue G. 
Désargues (1593-1661). 


Por ültimo, débese a Képler el haber introducido la 
palabra foco que, en el caso de la elipse, le fue 
sugerida por la observación de que los rayos 
luminosos o caloríficos que parten de uno de los 
focos de esa curva, son reflejados por ella en tal forma 
que pasan por el otro foco. 


GEOMETRIA ANALITICA TES 


Conocer la definición , propiedades y aplicaciones 
de la recta escalar como vectorial, así como saber ` 
resolver problemas contextualizados con ella. 


LINEA RECTA 


Es un conjunto de puntos de modo que si tomamos 
dos puntos diferentes cualesquiera la pendiente 
siempre será igual. 

Si una recta L es perpendicular al eje X en el punto 


С(а;0) => І:х=а ү 


Si una recta L es perpendicular al eje Y en el punto 


N(0;b)— L:y=b Y 


Nota : 
* La ecuación del eje X es : yz0 
* La ecuación del eje Y es: х=0 


PENDIENTE DE UNA RECTA 


Se denomina pendiente de una recta a la tangente 
trigonométrica de la medida del ángulo formado 
por la recta y el eje X . 

Y 


М 
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Convencionalmente la pendiente de una recta se 


-denota con la letra “т” minúscula. 


En la figura : 


* Sea m la pendiente de la recta Z. 


Luego 
Si æ < 90°; entonces т es positiva. 
* Sea: m, la pendiente de la recta 27. 


Luego: 


Si В >90°; entonces m, es negativa 
* Las rectas horizontales tienen una inclinación de 
0? y su pendiente es cero. 
* Las rectas verticales tienen una inclinación de 
90? y no poseen pendiente. 
CÁLCULO DE LA PENDIENTE : 


La pendiente de una recta puede ser calculado 
conociendo las coordenadas de dos puntos de dicha 


* En la figura: 
Sea la recta Z cuya pendiente es т. 
Luego: т=Тапа 


* Enel Ex. AMB: Тапа = 2% 
Xy X; 


E 
Xy —3X, 


* Entonces: |m = 


EJERCICIO 1: 


EDICIONES RUBIÑNOS E 


EJERCICIO 2 : 


Calcular la pendiente de la recta que pasa por las 
puntas A(- 4; 5) y B (3; -2) 
RESOLUCIÓN : 


Ya = Y 
X, – X, 


aplicamos: m — 


* Luego: m —-1 
EJERCICIO 3 : 
Calcular la pendiente de la recta “L” que pasa por 
los puntos P,(2;-3) y Р,(5;6). 
RESOLUCIÓN : 
"t EAS 
RECTAS PARALELAS Y 
PERPENDICULARES 


1) Dos rectas paralelas poseen la misma inclinación 
y si no son verticales , se pueden decir que tienen la 
misma pendiente: 

І. L, entonces: 


Y, 


En la figura: 

Si: L/ L,-m, = m, 

m, y m, son las pendientes de las rectas L, y L, 
respectivamente. 

2) En el caso de que dos rectas sean 
perpendiculares, si ninguna de ellas es vertical, se 
cumple que; el producto de sus pendientes es -1. 


NA LA RECTA ESCALAR y VECTORIAL 


Y, 


Si L, 1 £,, entonces: 


CÁLCULO DEL ÁNGULO ENTRE 
DOS RECTAS 


Conociendo las pendientes de las rectas que forman 
el ángulo puede calcular dicho ángulo. 


1 


m, es la pendiente de la recta final (L,) y m, es la 
pendiente de la recta inicial (L,). Denominamos a 
L, Recta Final, porque de acuerdo con la figura el 
lado final del ángulo está en L, , lo mismo sucede 
con L,. 


EJERCICIO 4 : 


Calcular el ángulo agudo formado por dos rectas 
cuyas pendientes son : -2 y 3 
RESOLUCIÓN : 


* беа: 
m,=-2 ут, = 3 
* Entonces: 


L, 


Тала = 2 


= Ti tos e 


ECUACIONES DE UNA RECTA 


Una recta L cualquiera queda definida o determinada 
si se conocen 2 datos : 2 puntos ; o un punto y una 
pendiente. 


A) FORMA PUNTO PENDIENTE : 


Si una recta L pasa por el punto A(x,; y,) y su 
pendiente es m su ecuación es L: y - y, =m(x-x,) 


DEMOSTRACIÓN : 

Datos originales 

A( x1: yi) 
E 

Dibujaremos una recta L cualquiera y sobre ella 


dibujaremos el punto A(xX, ; у,) y un punto en la 
forma general E(x ; y). 


—L:y-y;7m(x-x;) 


X-x, 
>m(x-x,)=y-y, 


А(хү; yj) -[L: y-y;72m(x- х1) 


E(xzy) 


B) RECTA QUE PASA POR 2 PUNTOS : 


Si una recta L pasa por 2 puntos A(x,;y,) у B(x, ; y,) 
su ecuación es 


L:y-y, 2232772 (x — х|)о también 
17 Ya 

L: y- yp 2212 (х– х») 
Y] — X9 


DEMOSTRACIÓN : » 


Blx, ; yJ 


Datos originales 


pe 31) 
A( x» : ys) 


2L: 9-552 2 (3-2) 
X1 — 
2L:-; e x—x9) 
®1—52 
De А (x,; у,) y B (x,; y,) Hallamos la pendiente : 
m-J1-2 
V1- Fe 
- Conocemos ahora la pendiente de L y tomaremos 
un punto cualquiera o 4 o В; nosotros tomaremos 
el punto B. 
Ahora tenemos 2 datos : 
B( X3; Y2) y т=Ў 292 
1—52 
Como tenemos un punto y la pendiente podremos 
apoyamos en la primera fórmula : y - y,= m(x-x,) 


€) ECUACION DE UNA RECTA CONOCIENDO SU 
PENDIENTE Y SU ORDENADA AL ORIGEN г 


Si una recta L tiene una pendiente igual a m y su 
ordenada en el origen es b,su ecuación es 
L: y=mx+b 


pendiente — m 


ordenada en el origen - b ^ Ad eb 


Demostración : | 


Conocemos ahora el punto E(0;b)y la pendiente m 
Como tenemos un punto y la pendiente podremos 
apoyamos en la primera fórmula: y — y, =m(x - x,) 
* Reemplazando: 
=>y-b = m(x - 0) >y - b = mx>y = mx + b 
D) FORMA SIMÉTRICA : 
Si una recta L corta al eje X en el punto N(a;0) y 
corta al eje Y en el punto M(0;b) su ecuación es 
X 
L:“+=1, 
a b 
DEMOSTRACIÓN: 
Datos originales 
i en el eje X: N(a;0) 


corta en el eje Y : N(0;b) чалы 


X 323 
a 


x 
ti 


ҮЈ 


Conocemos ahora 2 puntos : №а;0) y M(0;b) 
=>Podemos apoyarmos en la primera fórmula , en 
la segunda o en la tercera. 


Nosotros nos apoyaremos en la tercera fórmula, para 
lo cual hallaremos la pendiente : ccn 
a 


EDICIONES RUBIÑOS [yis 


>L:y=mx+b 
* Reemplazando : 


L:y= Barb = ay=- bx+ab > bx+ay =ab 


L.q.q.d 


E) FORMA GENERAL DE UNA RECTA : 
La ecuación de cualquier recta se puede escribir en 
forma lineal 

Analicemos los coeficientes A ; B ; C: 

DSi Az0; Bz0;C £0: L: Ax+ By+C=0; esta 
ecuación la incribimos así: y 2 mx+b 


І: Ву= – Ах – —— 


B 


I) Si A20; B£0;C0: L: Ax+ By=0;está ecuación 
la incribimos así: y = mx+b 


L: By--Ae yo s > m-- А) ^ [5-0] 


Es decir la recta L pasa por el ver de coordenadas 
siempre que esta recta L no tenga término 
independiente . 


Ш) S¡A+0;B=0;C+0:L: Ax+C=0 
гх=-© >Les lal eje X 


IV) SiA-0;B«0;C +0: L:By+C=0 


L: =- > Les._Lal eje Y 


RELACIONES ENTRE DOS 
RECTAS COPLANARES 


Supongamos que tenemos dos rectas cualesquiera: 
L; :Ajx+B,y+C,=0 y І, :Азх+Ву+С,=0 
Estas 2 rectas pueden tomar diferentes posiciones 
relativas , tales como : 

A) Rectas perpendiculares -B) Rectas paralelas 
C) Rectas coincidentes D) Rectas oblícuas 
Analizamos cada uno de estos casos. 


A) RECTAS PERPENDICULARES : 


Si 2 rectas son perpendiculares sus pendientes son 
la una igual a la inversa negativa de la otra. 


1177 MEN 


LA RECTA ESCALAR y VECTORIAL 


Si ambas están en la forma general : 


L; :A,x+B,y+C, =0 
L, :А,х+В,у+С, =0 
>m,m3=-1 


ANY A 
E E |> А,А,+В,В,=0 


B)RECTAS PARALELAS : 
Si 2 rectas son paralelas sus pendientes son iguales. 
L, Y 
4 


m,-m, 


Si ambas rectas están 
en la forma general : 


L, :A,x+B,y+C, =0 
Lo : Ax +By +C; =0 


Es decir los coeficientes de x yde y son 
proporcionales. 


€) RECTAS COINCIDENTES 2 
Dos rectas son coincidentes si tienen por lo menos 
un punto común y la misma pendiente. 
Es decir se trata de la misma recta o están 
superpuestas. 

L; :Ajo+B,y+C, =0 

Ls :А„х +Bsy+C2=0 
I) Como L,y L, deben tener por lo menos un punto 
en común : -C 

1 


L, :A¡x+B,y+C, =0> haciendo y =0> NUS 
1 


| несов coincidentes 


-C, 
2 


Ly: Ax +By3y+C¿=0 > haciendo y =0> x= 


Ee a LIU ECT 


stri ed resi al T 
EA AS e 


* comparando (1) y (II) resulta : Ad ect 


EJEMPLO: 

L,:x*2y- 3-0 y L; 3x+6y -9—0 son coincidentes 
es decir son iguales , por lo tanto debe cumplir la 
propiedad que hemos deducido : 


Si son coincidentes , L,=L, lo que no significa que 
podemos igualar los coeficientes : 


1+3;2+6;-3+-9. 
D) RECTAS OBLÍCUAS : 


Si 2 rectas no son paralelas en algún momento se 
cortarán en un punto. 


A, -А 
"UB, > [A;B, - AB, «0 


EJEMPLO: 


Se tiene la recta L : 2x — Зу + 6 = 0 que corta a los 
ejes X e Yenlos puntos A y B respectivamente. 


Una recta L; pasa por el punto medio de AH y es 
perpendicular a la recta L. Hallar la ecuación de Ё. 


RESOLUCION : 
L:2x-3y+6=0 


oliwie 


У 
0 
3 


Y) 


L, L 


N(a;0) 


228% Dl > N(-3/2;1) 


* Como L,1 L>m, m,=-15 my [5)=-12m==3 


a A ENCICLOPEDIA 2012 


La ecuación de L,: y - y,7 m(x- x) 


FORMA NORMAL DE LA 
ECUACIÓN DE UNA RECTA 


Es la ecuación de una recta L , en función de su 
normal y del ángulo о de la normal medido en 
sentido antihorario. 


Ecuación de L=? 


L 


P=|0A|=>P=* positivo 
0° < о < 360° ^лІ 1 № 
* Ecuación de L : 
L:y-y, 9 m( x — х) „онно enses) 


“Enel ZÍOMA: 


Coso =» PCoso-x,...........( II) - 


Sena 71 PSenazy, emmm (III) 


* como LLN > m¿my=- 1 


m(Tano)=- 1 > m=- =- Coto 
ano 
Coso 
> m=- Seno IO 
* De (1), (Ш), (ТУ) en (1): 
L:y- Рбепо= – Сове (x - PCoso) 
Seno 


L: ySeno – PSen?o=xCoso+PCos*o 

L: xCoso + ySeno — PSen?o – pCos?o-0 

L: xCoso + ySeno – Р(Ѕеп?о+Соз?о)= 0 
> 

NOTA : 


Si una recta L pasa por el origen; P=0. Entonces la 
variación del ángulo o será : 0° < o « 180° 
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REDUCCIÓN A LA FORMA NORMAL 


Vamos a deducir una fórmula que nos permita pasar 
una recta L de la forma general a la forma normal. 
FORMA GENERAL FORMA GENERAL 
L: Ax+By+C=0 = L:xCoso* ySeno — P=0 


Por coincidencia : Созо Бепо - zb K 


k= constante 


AIDA A аа ИВ 


PEINE 
* (I) y (II) al cuadrado : 993 *7& А 
И Sen? о=К? В? 


* Sumando : 
Sento + Costo=k*A+R*B* > 1= Ё?(А?+В?) 
1 2 1 
—————— LI cs у 
ATeBÜUS 7 „Газар? 
А 
* En (I) :cosw=— = 
+/А?+В? 
в 
* En (II) :senw= 
+/А#+В? 
с 
* En (III) : - p ————— 
+/А?+В? 
Е (Mme AA O | 
+/А?+В? 1/a?+B? +/A*%+B* 
Ах+Ву+С _0 5 


ЈА +В? _ 
Signo del radical : 
i) Si C 0: El radical y € son de signo contrario. 
й) Si C=0: El radical y B son de igual signo. 
iii) Si C0 ; B=0: El radical y A son de igual signo. 
Explicación del signo del radical: 


1)Nos fijamos en la ecuación (HI); k y C deben ser 
de signos diferentes por que Р es un valor positivo. 


2)Nos fijamos en la ecuación (1I): k y B deben ser 
de igual signo.Como С=0 , la recta L pasa por el 
origen , P=0 entonces 0° < œ< 180°; entonces Seno 
es positivo ya que solo se considera el Гу П cuadrante. 


3) Nos fijamos en la ecuación (1): k y A deben ser de 
igual signo. Como B=C=0 en (II) Seno=0 


= о =0° y en (1): Coso=1 


DISTANCIA DE UNA RECTA A UN 
PUNTO 


a) Distancia dirigida de una recta a un punto: 
Queremos deducir una fórmula que nos permita 


hallar la distancia perpendicular de la recta L al punto 


A. d=? 
Datos conocidos | 4 *4*+By+ € = 0 
А (х;у) 


Para hallar d trazaremos por A( x, ; y,) una recta L, 
que es paralela a L y perpendicular a la recta 
normal N. 


Ecuación de L : xCos o + ySen o- P = 0 
Ecuación de Ё: xCoso + ySeno-—(P+d) = 0 
L; xCoso + ySen o-P-d = 0 
A(x,; yj) € L; : x,Coso+ y,Seno - P - d-0 
* Ahora reemplazaremos en (1) los valores hallados 
para Coso; Seno y Р en la demostración anterior: - 
Ax, By, C 
>= 9 O E Р PA ЗЕРЕ 
+/А?+В? + /A?+B? +/А?+В? 
5125 Ах, + Ву, +С 
+уА?+В? 
El signo del radical es igual а la demostración 
anterior Si la recta L no pasa por el origen: 


d es positiva. si el origen y el punto A están en lados 
opuestos de la recta L. 


d es negativa , si el origen y el punto A están del 


d= 


GEOMETRIA ANALITICA Е 


mismo lado de la recta L. Si la recta L pasa por el 
origen: 

d es positiva , si el punto A está arriba de la recta L. 
d es negativa , si el punto A está debajo de la recta L. 
b) Distancia no dirigida de una recta a un punto: 


L: Ax+By-C=0 
D 
_ |Ax, By; +С| 
A(x,; y) AKA? +В? 


EJERCICIO 5 : 


Setieneuna recta L que corta a los semiejes positivos, 
formándose un triángulo isósceles. Desde el origen 
se traza una distancia perpendicular a la recta L; está 


distancia mide 2/2 unidades. Hallar la ecuación 
de L utilizando la forma normal. 
RESOLUCION : 


e Y, 


De la figura se-observa : w=45" ; p 22/2 Utilizando 
la forma normal para hallar la ecuación de L: 
І: хсоз w + ysenw-p-0- L: xcos 45° +ysen 45° — 242-0 


Bay o [gros pre [o + y/2-4/2 20 
> L:23+2y-8=0 >[Exty- 40 
EJERCICIO 6 : 


Hallar la ecuación de una recta L que está a 7 
unidades del origen , si su normal tiene un ángulo 
de inclinación de 150° 


RESOLUCIÓN : N 


>L:x 


Utilizando la forma normal para hallar la ecuación 
de L: ү. хСозо +ySeno-P =0 

L: xCos 150° +ySen 1507 —7 = 0..............(1) 
* Como: sen 150?-sen (180° — 30*)-sen30— 


* Como: cos 180*-cos(180* - 30°)=- cos30°=- Ë 


«En Ly 720 > [Ls Bx -y* 1420] 
BISECTRIZ DE UN ÁNGULO 


Se tiene 2 rectas cuyas pendientes son diferentes por 
lo tanto se cortan : 

L,:A,x + By +C,=0 

L, : A,x + Ву +C,= 0 

Hemos trazado las bisectrices de los ángulos 
formados por L, y L, 

Sea E(x;y) un punto cualquiera sobre alguna de las 
bisectrices Zj ó Z, y sea d, y d, la distancia 
perpendicular del punto E a las rectas L, y L, 
respectivamente. 


Por definición las distancias d, y d, son 
numéricamente iguales , por lo tanto : |d;|- |də| 


Aplicando distancia no dirigida de un punto a una 
recta: 
|А,х+В,у *C,| рі [Aya + Boy +С, | 


+/A?+B? +/A3+B? 


Con esta fórmula podemos hallar las ecuaciones de 
las bisectrices. £; y La, 


HALLANDO LA ECUACIÓN DE <, : En este caso E 
y el origen se encuentran en lados opuestos de L, 
porlo tanto d, es positiva. Para d, E y el origen están 
en lados opuestos de L, así d, es también positiva, 
por lo tanto tendremos : d, = d, 


Ajx+B,y+C, _Azx+B2y+C) 


А?+вВ? JA3+B? 


HALLANDO LA ECUACIÓN DE 22, : 
En este caso E y el origen se encuentran en. lados 


opuestos de L, por lo tarto des positiva. Para d, E y 
el origen están del mismo lado de L, así d, es 
negativa, por lo tanto tendremos : d,-d,. 


А,х+В,у+С,` Азх+В,у+С, 
+. [A?+B? +/A7+B? 
EJERCICIO 7 : 
Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los 
ángulos formados por las rectas L,. 
L;: 3x - 3y+2=0 y L: x+y - 2-0. 
RESOLUCIÓN : 
* Como nos piden las ecuaciones de las 2 bisectrices 
usaremos las distancias no dirigidas de un punto a 
una recta: 
|ax-3y*2| |x + y* — 2| 


4949 М1+1 
|3х-Зу+2| = 3|»+у—2| 
(+) (+) 
(-) 
(+) (+) (=) — (9) 


3x-3y+2=x+y- 2 | -3x£3y - 223(x y - 2) 
> 2x -4y+4=0 > 3x+3y-2 = 3x+3y-6 
> х-2у+2=0 >0=6x-4 


Zox = es una recta vertical 


EJERCICIO 8 : 


Dada la siguiente figura , hallar la ecuación de la 
bisectriz del ángulo ACB. 


Mod LA RECTA ESCALAR y VECTORIAL 


Como nos piden la ecuación de una bisectriz 
usaremos distancias dirigidas del punto E(x ; y) a 


las rectas BC y AC. 

L :- d, 25dg (E) 
*d,-d(E;BC) ^ *d¿=d(E; AC) 
* HALLANDO LA ECUACIÓN DE BC: 
Datos: B(5;3); C(6;-4); m=-7 
Ecuación de BC: y - 3- - 7(x - 5) 
Ecuación de ВС: 7х+у - 38-0 

* HALLANDO LA ECUACIÓN DE AC: 
Datos: A(1;1); C(6;- 4); m=-1 
Ecuación de: АС: y -1=-(x-1) 
Ecuación de AC Жу -2=0 


mn 7^+у-88_7х+у-88 
=» d, =4(Е;ВС)=———=———=——————.......(П, 
„= В) 542 ар 
A х+у-2 xty-2 
-»d,-d(E;jAC)- == meet pj 
X I UEM S odi Se 


> (II) y (Ш) еп): 
-(7х+у — 38) _ xty-2 


>-7x -y + 38 =5(x + y -2) 


5/2 42 
> 
DISTANCIA ENTRE RECTAS 
PARALELAS 
En la siguiente figura se tienen dos rectas paralelas : 
L; : Ax+By+C,=0 = mo i 
-A 


І, : Ах+Ву+С,= 0 тз= 


* Queremos encontrar una fórmula que nos permita 
hallar la distancia de L, a L,, es decir : 
d = d(L,;L,) =? 
* Para hallar la d(L ;L.), procederemos así : 
* Hallaremos donde L, corta al eje X: 


GEOMETRIA ANALITICA 


L¿:Ax+ Ву + С, =0 
y=0 — Ах + В(0)+С„= 0 


C. C 
=——® Жы y 
x 2 => M( A о) 


М 


Observaremos la figura : 


d =d(M;L,) = d(L;L,) 

A(-& «noc, 
А+В, 

EJERCICIO 9 : 


Hallar la ecuación de una recta L equidistante de 
L¡:2x- Зу + 8 =0 y de Ly 4x- бу- 5-0. 


RESOLUCIÓN : 


y y 
O 6 8/3 Lid c p cao 8 -5/6 
4| 0 8/4| 0 


m= 2/3 
mp =2s > LULJL,:M, 533 


C, -C, 


> AA 
2 


=> d=d(M;L,)= 


Ecuación de: L: y=mx +b 
L pleb 


L:0=2x- зу+зб 


L,:2x-3y48-0 > І, 4х - 6у+16=0 
Ly: 4x-6y-5=0 
I-5 - 16 _ 


CORRI 25 wee zn 
«166-161 _ > 165-16l_ 
16436 — з? 2\13 eu 


ES 


1152 55 "PE COICLOPEDIA 2012 


(+) (=) 
12b 32=21 | -12b+32=21 
No cumple => b= pl ТЕ 


12 12 
1 11 
Еп (1):1,:4х-ву+в[1]]|о 
12 
L:8x-12y+11=0 
EJERCICIO 10 : 
Una recta L dista de la recta Б: 2x + Зу +12 = 0 


J/13 unidades. Hallar el área del triángulo formado 
por L y los semiejes positivos. 


RESOLUCIÓN : 
L: de 
-6| 0 
Y 


2 
3 
Ecuación de L: y=mx+b 


1114: m;,= my,-— 


-2 
L: УР 
І: 2х+2у – ЗЬ=0.............. (1) 
d(L,;L) =/13 > A MIS 
112--3b| 213 
(*) (=) 
12+3b=13 | -12- 3b = 13 
>b = 1/3 | > b=-25/3 => NO CUMPLE 


* En (D: L: 2х+3у–802)=0 
> L: 2x+3y - 1=0 
FAMILIA DE RECTAS 


Son rectas que cumplen. con una condición 
geométrica . i 
A) FAMILIA DE RECTAS PARALELAS A 
UNA RECTA г: 

Dato: L: Ax+By+C=0 i 


рав П гад RECTA ESCALAR y VECTORIAL 
Ecuación de todas las rectas paralelas a L: y=mx+b =, D(6;6) 
-A 
gexeb A(-1;4) 


L: Ax By - Bb=0 
Ecuación de la familia de rectas paralelas a L: 
Ax+By+k =0 


B) FAMILIA DE RECTA PERPENDICULARES 
A UNA RECTA : 


Dato : L: Ax+By + C=0 
кы Жы; 
ET 
Ecuación de todas las rectas perpendiculares a L: 
y=mx+b 
B 
> у= 5+6 = 0= Вх – Ay+Ab 
расан de la familia de rectas perpendiculares a 
L: Bx - Ay +K =0 
€) FAMILIA DE QUE PASAN POR LA 


INTERSECCIÓN DE DOS RECTAS: 


NE L,=A,x+B,y+C,=0 
L¿=A2x+B2y+C,=0 
L, 
L, 


Ecuación de todas las rectas pasan por 
` LOL; Lı +kL5 =0 
k = Número real cualquiera . 
Familia de rectas que pasan por 
L, O Ls: Ajx +B,y+C,+R(Azx +B2y+C3)=0 


EJERCICIO 11 : 

Usando familia de rectas , hallar la ecuación de una 
recta L, que pasa por E(1;2) y es paralela a 
L: 2x-3y+1=0 

RESOLUCIÓN : 

* Familia de rectas paralelas a L: 

Ly 2x - Sy Fh 0... rere (L) 

E(1;2)e L; 2(1)-3(2)-k-0 = k-4 

*En(I): L: 2x- 3у+4 = 0 

EJERCICIO 12 : 

En la siguiente figura , hallar la ecuación de la recta 


L. El cuadrado ABCD tiene un lado de longitud /29 


RESOLUCIÓN : 


IDIL: mag- 


* Ecuación de AD: y-6-2(x-4) 


* Ecuación de AD: 2х- 5y+22 2 0 


* Familia de rectas // a AD: L: 2x — 5y+k = 0.....(1) 
* Usando la fórmula de la distancia de un punto a 
una recta : 


NU 
$ 
L 
d (A;L) =/29 > |2(-1)- 5(4)+ | _ J29 


429 

> |-22 + k|=29 > k=-7 
>En(1):L:2x-5y-7=0 

EJERCICIO 13 : 

Usando familia de rectas , hallar la ecuación de una 

recta L,que es perpendicular a la recta L: 

3x+2y+6=0. La distancia de L, , al punto A(3;1) 

es 2/13 unidades. (El término independiente de L, 

es un número positivo). 

RESOLUCIÓN : 

* Tenemos la recta L: 3x+2y+6=0. 

* Familia de recta perpendiculares a L : 


AUS 


М3) 
L,:2x-3y + k = 0............ (1) 
E 2(3)- 3(1) + А} _ 
> d(A;L;)22413 > | Jis = 241 


> |3+ k| = 26 > k = 23 
= En (I) :L : 2x - 3у+23=0 


GEOMETRIA ANALITICA |89 


PUNTO DE INTERSECCIÓN DE 

, DOS RECTAS 
Las coordenadas del punto de intersección de dos 
rectas tienen que satisfacer las ecuaciones de ambas 
rectas, puesto que pertenece a ambas. Por 
consiguiente para hallar las coordenadas del punto 
de intersección de dos rectas bastará resolver el 
sistema formado por las dos ecuaciones. 


EJERCICIO 14 : 


. Hallar las coordenadas del punto intersección de las 
rectas :y 2 2x-3 y 3x + 2y- 6 =0 


RESOLUCIÓN : 


y = 2x - 3............... (1) 
EA E O | ARI (П) 
* De (Ijen (П) : 3x + 2(2x-3)-6 = 0 
э к= 12 
> Punto de Беса (x;y)= (7: 7) 


NOTAS: 
* Cuando se tiene la ecuación de una recta, se 
despeja “y” para calcular la pendiente. 
EJEMPLO : 
*Sea: L=3y-6x+10=0 
Se tiene: Зу = бх -10 
>y=2x Ea y= = (2°) 
m = 2 > Pendiente 


0 ($) > Intercepto con " y" 


* Si un punto (a;b) pertenece una recta “L”de 
ecuación: Ar+By+C=0, entonces debe satisfacer su 
ecuación, es decir: 


(a;b) e L: Ax +Ву + С =0>| Aa +Bb+C=0 

EJERCICIO 15 : 

El punto (a ; 5) pertenece a la recta de ecuación: 
2x-3y-122 0. 

Calcular el valor de “a”. 

RESOLUCIÓN : 

(a;5)e L:2x — Зу —12 = 0-› 2a — 3(5)-12 =0 

2a- 15- 12=0 э?х=?7эа= Z 


MÉTODO PARA GRAFICAR UNA 
£ RECTA 
Para graficar una recta, calculamos los interceptos 


con los ejes coordenados, para eso hacemos (х=0) 
e(y =0) en la ecuación, obteniendo los interceptos 
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luego la recta pasa por esos puntos. 
EJERCICIO 16 : 

Graficar la recta cuya ecuación es 2x - 3у – 6 = 0 
RESOLUCIÓN : 

*x-0en2x-3y – 6=0> 2(0)-3y-6=0 

> -Зу = 6 > y =- 2 Intercepto con el eje Y 

* у = 0 en 2x-3y-6=0> 2x-3(0)-6=0 

> 2x = 6 >x = 3 Intercepto con el eje X 


* Ubicamos los interceptos en los ejes y trazamos la 
recta por ellos, así: 


ECUACIÓN VECTORIAL DE LA 
RECTA 


En el plano cartesiano, una recta c? puede ser 
representado mediante una ecuación lineal de la 
forma Ax, + By, + C=0 , en el cual para todo valor 
de x, y y, el punto (x Y,) pertenece a dicha recta. 
* En el espacio vectorial bidimensional o R? dicha 
recta c puede ser representado por la ecuación de 
la forma P = P, ta ;teR donde P, es el punto de 
paso , a es un vector paralelo a la recta « y t es un 
escalar. 


* En la figura : 

Enel > ‘tanb = 2 
a 

* Pero: tanü = т 


>m= 2 m: es pendiente de 2 
a] 


* Luego: F= (P = (x;y)e R?/P = P, +ta;t ев). 
- - GS 


— 
Mead i 
NDA TO SU 


“ ecuación vectorial de la recta” 
* Donde: P,= (2,39) ^ a -(a; ;a9) 
EJEMPLO: 


Hallar la ecuación cartesiana y vectorial de la recta 
que pasa por P,=(=2;3) y en la dirección 4 = (275). 


RESOLUCIÓN : 
* Ecuación vectorial: 
#={(-2;3) *t(4;5) |te R} 
> #={(-2+4;3 + 50) [te R} 
* Ecuación Cartesiana: 
-(xy)e Е] (x + 2:y -3);(-5;4))= 0) 
> £-((xy e R?| -5(x42) + 4(y-3) = 0) 
> Y z((xy)eR?| -5x + dy - 22 = 0) 


Línea recta en el plano euclidiano Ж? nace de 


nuestra realización intuitiva de que una recta está 


determinada por un punto P, y una dirección a (à 
es un vector no nulo) : i 


Siendo P, su origen y P, su extremo de d , entonces: 
d-P,-P, 

Donde: gp, -P, ^ OP,-P, 

Son radios vectores , o vectores de posición . 

* =; Y) ^ Рү=(х;у,) 

Я Р,=(х„;у„) ^ P,=(x,5 91) 


Los elementos del espacio vectorial bidimensional 
se llamarán “vectores” o “puntos” . 

Ahora , sea P un punto cualesquiera la recta L; 
veamos el gráfico . 


Si: PeL>(P-Po) es paralelo al vector 

á=P,-P, porlo tanto: P -B,-t(P, 23 P.) 

Osea: L: P=P_+t(P, -P );t eR 
ECUACIÓN PARAMÉTRICA 


VECTORIAL ORDIVARIA DE LA 
RECTA 


Dado un punto P, un vector no nulo а. la recta L que 
pasa рог P, y es paralela el vector q es el conjunto : 


© L-(Pe R?/P=P,+tG ;t e R} 
> L: P=P +tä;t e R 


L 


Donde : 


* “t” es un número real 

* “1 es llamado parámetro 

* P es un punto de paso de la recta L paralela al 
vector а. 


* д es llamado vector diferencial de L . 
* P=(x; y) 
EJERCICIO 17 : 


Determinar la ecuación paramétrica vectorial de la 
recta L que pasa por los puntos 


P,-(-4;2) y P=; 5) 
RESOLUCIÓN ·: 


* En primer lugar ubicamos los puntos en el plano 
cartesiano : 


— 


* Luego trazamos los vectores de posición P, y P, с 
Es decir: P,2(—4;2) y P,=(2;5) 
-P;-(2;5) -( -4;2) > P, - P,=(6;7) 
Luego: L: P-( - 4;2)+8(6;7), t e R 


ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE 
LA RECTA 


EP 


Siun punto P e L, P, esun punto de paso de L, v 


а su vector direccional , entonces se tienen las 


ecuaciones : 

у pee - 
Баг "ly=y.+H y, – Yo) 
* P=(x; y) * L: P=P,+ta 
* P-(x,; Yo) * 
*a,-x,- 


,teR 


a=(a,;az) 

@2=71 – Yo 

* tznümero real llamado parámetro . 

Estas ecuaciones reciben el nombre de sistemas de 

ecuaciones parámetricas cartesianos de la recta que 

pasa por P, y P, . 

EJERCICIO 18: 

Determinar el sistema de ecuaciones parámetricas 

cartesianas de la recta que pasa por los puntos 
Р;=(Є1; 3) y P,=(4; 1) 

RESOLUIÓN : : 

* Recordemos las ecuaciónes parámetricas de una 

B >. L: xx pita, E 

Y=Y0 Tia, 
* Luego: a,24 - (— 1) > a¡=5 
К as=1-3> аз=-2 


+ * Reemplazando obtenemos : L: a REOR 


y=3-2t 


E CUACIÓN SIMÉTRICA DE LA 
о RECTA | 


nominada la FORMA SIMÉTRICA de la 
ación de las rectas L que pasa por P,=(x,; y) y 


tiene direccional 4=(4,; а»). 


x-x, y-9y,| Ecuación 
a; аз | Canónica 
(a; +0; аз + 0) 


ECUACIÓN NORMAL DE LA 
RECTA 


Un vector п y una recta : 
L: (P=P,+ta) se dice que son ortogonales si y 
sólo si d у й son ortogonales . 


Donde : 
* n:vector normal a la recta 
*PeL 


| * Р : Punto de paso de L 


* a: vector de dirección de la recta L 
*d'-n 
EJERCICIO 19: 
Determinar la ecuación normal de la recta L que pasa 
por Р,=(1;2) y Ру=(5;1) | 
RESOLUCIÓN : 
EE 


Si a es el vector de dirección , entonces : 

á=P,- SP > a=(5;1)-(1;2) 

a=(5-1;1-2)> a=(4;-1) 

> п=(1;4) 

* Luego la ecuación normal de L es 
L:0;:4)P-0;2))-0. 2 


PUNTOS QUE ESTÁN SOBRE UNA 
RECTA 

Sea la recta Z que pasa por el punto Р„=(х„; у) у 

que es paralela al vector no nulo @=(h; k). Si: 

P=(x ; y) es un punto cualquiera que esta sobre Z 

si y sólo si el vector P _ Po es paralelo al vector ¿, 


estoes: P-P,=1ta. 


Esta ecuación se puede escribir de la forma : 


L: (x;y)7(x,:y,)-t(h;k), te R 
El sistema de ecuaciones paramétricas cartesianas 
correspondientes de L es : 


EJERCICIO 20 : 
Determinar los elementos de la recta : 
L: E M teR 
y=4-t 
RESOLUCIÓN 
Se puede escribir de la forma: 
L: (x; y)2(-243t; 4-t); te R 
£: (x; y)7(-2; 4)*t(3;- 1; te R 
>P,=(-2;4) ^ a=(3;-1) 
* Es decir la recta L pasa por el punto (-2; 4) y es 
parálela al vector: а=(3;— 1) 


PENDIENTE DE UNA RECTA 


Si L es una recta no vertical , cuya ecuación 
vectoriales es : 
2: P-P,-t(h; Е); te R 


donde: G—(h; k) es el vector de dirección де L, con 
h = 0.entonces la pendiente “m” de la recta L . está 


k 
dada por: m=— 
h 


[ЫИ LA RECTA ESCALAR y VECTORIAL 


ik 
п ЕЕ. 
h 


Donde: O 
* g es la medida del ángulo de inclinación de Y . 
* дє [0;л> + m=1g0 


Entonces podemos afirmar que m es la pendiente 
de una recta L si y sólo si (1; m), o bien (1; k/h), es 
un vector de dirección de L . Por esto la ecuación se 
puede escribir de la forrna : 


2 [РЕР (Im), te R 
EJERCICIO 21 : 
Determinar la pendiente de la recta 27 que pasa por 
los puntos P,=(3 ; 2) y P,=(1;- 5) y obtener la 
ecuación paramétrica vectorial de la forma 
4: P=P,+t(1; m), te R que describa esta recta . 


RESOLUCIÓN : 


P,=(1;-6) 


* El vector de dirección de la recta buscada es : 
а=Р, - P,=(1; -5)-(3;2)=(-2;-7) 
+ Luego su pendiente de la recta Z será : 
-7 


m=— > ж 
-2 2 


* Ahora como Py=(3; 2) € Z. entonces una ecuación 
paramétrica vectorial de la recta cz es : 
L: P-(3;2) *t(2;7,te R 
RECTAS PARALELAS 


Dos rectas en el plano : 


Га: Р=Р,+14); t e R; |%: P-Qy*kb|; ke R, 


son paralelas si y sólo si sus vectores de dirección 
son paralelos. 


GEOMETRIA ANALITICA ES 
* Esto es: %//L, > a//b 
* Es decir: 4.5. —0 
EJERCICIO 22: 
Determinar silas rectas cuyas ecuaciones vectoriales 
se dan : : 
42: P=(5; - 2)*t( - 153) 
2: P=(-1;2)+k(7;-21) 
son paralelas . 
RESOLUCIÓN : 
*Si: All >á.b*=0 
* Pero: A z 
á=(-1;8); b-(7; - 21) > b+=(21;7) 
* Luego: 
(-1;3).(21;7)=0 = (-1)(21)+(3)(7)=0 > -21+21=0 
Efectivamente se cumple . Luego; L, // L, . 
RECTAS COINCIDENTES 


Si ^ |#„: P=P,+kb|, entonces £, 


es coincidente con £z , o bien: Z] = La . 


c P,e2 nállb 


*Si: Pe € ^ a/lb 


э [(Р;- Р,).Б'=о ^ á.'-o] 


*Si:P,e2, ^ allb 


> [(P,-P;).4*=0 ла.5:=0] 


EJERCICIO 23: 


Determinar si las rectas cuyas ecuaciones vectoriales 


se dan : 
B: P-(0; 3) 1(1; — 4) 


4$: P-(-1;1)*k( -3;12) 
Son coincidentes; & 
RESOLUCIÓN : 
* De las ecuaciones vectoriales , sus vectores de 
dirección son : 


, De 44 = d-(1; - 4) 

Deg = b-(- 3;12) = b^-(-12;-3) 

* Luego: 

à .5/-(1;- 4).(-12;-3) à . b -- 1212-0 
* Efectivamente 2.51=02 állb y £I 

* Además: Р,=(0:-3) ^ Pj-( - I1) P; — Pj-( —1;4) 


* Ahora si P; € .£. 
> (-1:4).[ -3;12)=0> (—-1;4).( - 12;-3)20 = 12-1220 


* Análogamente si P, € -% 

> (-1;4).(1; - 4) -0 
* Luego las rectas 22, y Z, son coincidentes es decir : 
E LE 


RECTAS ORTOGONALES 
Dos rectas coplanares : 
(3: P-P.età;t c x| ^ [ns PoQ ikke К 
son ortogonales si d уб son ortogonales 
*Esoes Z L% => ä Lb d.b-0 


Si m, y m, son las pendientes de L, y L, , entonces, 
sus vectores de dirección son de la forma : 


[а= т) ^ Б=(1;т,)] = тү.ту=- 1 

EJERCICIO 24: 

Determinar si las rectas cuyas ecuaciones vectoriales 

se dan : B: P=(3; 5) t( — 1;7) 
Lo: P-(2; 0) -k(7;1) 

Son perpendiculares . 

RESOLUCIÓN : 

*De %:G=(-1:7) л *De %:b=(7:1) 

> G.b=(-1;7).(71)>á4.5=-7+7> а.5=0 

* Luego : 4 LA 

ECUACIÓN GENERAL DE UNA 

RECTA 


Ф: Ах+Ву+с=0 ; A?+B? +0 


Del gráfico : 

(P - P;).i-0 (ECUACIÓN NORMAL DE LA 
RECTA ) 

Donde : I 

* ñ=(A; B) es un vector normal a la recta Y. 


"Be&y)es *P-Gyes "(AyBeR 


xz 


im 


а 
* De la ecuación coordenadas de la recta 7 : 
P.ü-P,.ü 
* Reemplazando sus coordenadas de cada vector : 
(х; Y)-(A ; B) 7 (x, ; y,)-(A;B) 
—Ax-ByzAx, t By, 


Ax,+By,=-C 
número 


> Ах+Ву+С=0; A? -B? + 0 


* Haciendo : 


NOTAS: 
* Si n=(A; В)е un vector normal a una recta £, 
entonces : @=( — B; А) es un vector de dirección 
dez. 
* Luego su pendiente de la recta Z es: 
А 
-——5si В+ 0 


* En geometría vectorial, partiendo de la, ecuación 
normal de la recta proporciona un método rápido 


para hallar la ECUACIÓN GENERAL de una recta Z 
si se conoce un punto de paso P, y el vector normal 


EJERCICIO 25: 


Determinar la ecuación general de la recta que pasa 
por el punto P,—(-1; 3) y que tiene como vector de 


dirección a 4G=(1;-— 3). 
RESOLUCIÓN : 
Si: á=(1;- 3) = ñ=(3; Í) 
* Ahora si P=(x; y) e Z 
* Entonces : 
(P-P,).i-0 => Б.й=Р,.й 
(x;y). (3;1)=(-1;3).(3;1) 
> 3x+y=-3+3 > Z: 2x+y=0 


DISTANCIA DE UN PUNTO А UNA 
RECTA DADA 
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2545] LA RECTA ESCALAR y VECTORIAL 


La distancia que separa al punto Q de la recta 2 no 
depende de la elección de un punto particular P, 
sobre L . sino puede ser otro punto como P, , por 
ello se cumple 


9-2;.9 (9-Р. 
| 18] 


МОТА : 
Si: P,=(x,; yo) y 2: Ax+by+c=0 


| Ax, +By, +0 
entonces: d(P,; 9) Axe FB 
JA? .p? 


Siendo: А +0; B«0 
гР„=(х„; Yo) 


Donde : 


* dzd(P, ;  ) : distancia del punto P, a la recta 2. 
cuya ecuación es Ar+By+C=0. 


EJERCICIO 26: 


Determinar la distancia que separa al punto 
0=(3;-1) de la recta que pasa por el punto 
P.=(7;-3) y cuya pendiente es 1/3 . 


RESOLUCIÓN: 
Por dato : m=> > d-(3;1) 
es el уе direccional de с. 


z P =(7;-3) 
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* Luego: п=а > n-( —1;3) 


* Porlotanto :d(Q; )- $- Р): 
n 
* Reemplazando : 
өрә 8-03 уә, „К 62) C 159 
1-9 10 
э 4(@; э) +8 > d(Q;2)=/10u 


INTERSECCIÓN DE RECTAS 


Si €, y Z, son recta no paralelas en el plano , 


entonces se intersectan en uno y solamente en un 
punto. 


Sean las rectas secante . 


й=їРүнйгє 0] л [aim (Qr Rb e m 
КА 


P 
tá 


> £ 


65 1 


Si 9, y „по son paralela implican que а y b no 
son paralelos . 


* Entonces existen números f y k tales que : 
Q,P,=Q,P+PP, 

Q,=kb+tá > P, -tá=Q,+hb 

* Por lo tantó , el punto : P=P, -tá=Q,+kb 


pertenece tanto а ££, como £z, y es el punto de 


osea: P,- 


intersección de L,y Lz. 

NOTA: ` 

Para calcular el punto de intersección de dos rectas 

secantes < y Ly cuyas ecuaciones vectoriales son: 

L =(P,+talt e R} y 2;={P,+rb]r є R} 

existen varios métodos uno de ellos es al siguiente : 

Si: P=(x,+y,)+t(0,503); te R 
=(%,+y,)+r(b,:b3); r e № 

tal que PeL¡yPe£, 


En primer lugar se debe verificar si 22, no es paralela 
a La y para ello se че cumplir que : 


à.b5 20 
Si: es así, йй: 


E 
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(£o; Yo) ttar; a5) 2 (x1; y) *r(b,; bo) 

De donde se debe hallar t y r . 
En forma general , tenernos : 
b,(x, - x,) 0,(у; - У,) 

а,. b, - a5. b, 
аз(ху — x,) — a1(y1 = Yo) 

a;. b, - as. b, 
Luego se reemplaza estos valores en cualquiera de 
las dos ecuaciones vectoriales, obteniendo de esta 
manera las coordenadas de Pz (x; y) . 


EJERCICIO 28 : 


Hallar las coordenadas del punto de intersección de 
las rectas : 


4,212; - 3) -t(4; — 2)It e R} 
£5-(( - 2;I) *r( — 1; - 2)/r e R} 
RESOLUCIÓN : 


En primer lugar verificamos si £, y Z nos son 
paralelos , para lo cual se debe cumplir que : 


а.Б=0 
Pero: @=(4;—2);Б=(-1;-2)=› Б®=(2;-1) 
d.5-(4;- 2). (2;-1) 
d.b.-842— à.b'-1020 


* {= ste R 


* г= sreR 


Lo cual que ££, y Z, son secantes . R 
Ahora hallamos f o r cualquiera de ellos es 
suficiente, veamos : 


.(-2((-2-2)-(-0l1-(-3)], 
EE NED AENA 
Simplificando : T= - 6/5. 


Reemplazando este valor en €, : 


6 14 3 


EJERCICIO 29: 3 
Hallar el punto de intersección de las rectas cuyas 
ecuaciones son : 
A: x+3y-7=0 y Lo: 2x ty t1-— -0 

RESOLUCIÓN 
A simple vista, <, no es paralela a ££, . 

(x+3y;2x+y)=(7; — 1) 

(x; 2х+(Зу; y) 7 (7; - 1) 

x(1; 2)*y(3; 1)2(7; - 1) 


УСА 


EDICIONES RUBINOS raw 


Ahora para eliminar x o y , multiplicamos ambos 
miembros рог (1;2)*o(3;1)* respectivamente . 
Pero: (152) 2 ( - 2;1) y (3;1)"=(-1;3) 
Entonces : 

x(1; 2).( - 2/1) *y(8;1).( – 2/1) 2(7; — 1).( — 2;1) 
w——— ` 


0 
y(-6+1)=(-14-1)> у=3 
Luego este valor de y=3 reemplazamos en cualquiera 
de las dos ecuaciones : 
x+3(3)-7=0 > x--2 


En consecuencia ; las coordenadas del punto de 
intersección Р=(х ; y) es : 


Pz(-2;3) 
DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN 
UNA RAZÓN DADA 


Sea Р un punto cualquiera sobre la reta < que pasa 
porlos puntos P, y P, y que divide al segmento P, P, 


en la razón pata: es decir: P,P дә 

n P, n 

p 
Y, 
P 
m, 
P, 
X 


Entonces la ecuación vectorial que define al punto 


Pes: z 
p-—^ m 
m+n m+n 


OBSERVACIONES : 


P + P,;m#-n 


+ t t n m 
1) Si m y n tienen el mismo signo, es decir : ло. 
entonces Р es interior al segmento P,P,- 


- m 
2) Sim yn tienen signos diferentes , es decir a T 


entonces el punto P es exterior al segmento P, P,, 
y ocurre que : 


a) Si lar , entonces P estará más cerca de P, . 


. Im 
b) Si "ы entonces Р estará más cerca de P, . 


mem 
EJERCICIO 30: 


Dados los puntos P, — (- 3 ; 3) y P,=(2; 8) , hallar las 
coordenadas del punto P que divide al segmento 


NT IM P _2 
P,P, en la razón E 


RESOLUCIÓN : 


Por dato : 


m_2 > т=2; п=3 y m+n=5 
n 3 


m 2 > 
Ahora como > Es , entonces el punto P estará 


entre P, y P, . 
Luego en la ecuación vectorial que define el 
punto P. 


4 16 


3 2 9 9 
P-—-(-8;3)*—(2; M CEU ERES 
s? pode, 8)2 P=( 5 ТАУ" 5) 
949 16 
PA tg) > Р=(-15) 


CONSECUENCIA : 

Si P es punto medio de P,P,. es decir 

P,P,-PP, > 7-1 
n 


Luego : P-T(ESB) 


OBSERVACIONES : 

Son las ecuaciones vectoriales de dos rectas no 
verticales, entonces el ángulo formado por Y, y Y, 
es el ángulo formado por sus vectores de dirección 
ау b respectivamente , y se determina mediante la 
fórmula : a.b 


Cos 2:02 
lal - 18| 
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Si: à. b>0 — cos0>0> без agudo 


Si: a. b«0 = сов0<0 = 6 es obtuso 
2) Si: lal=l5] y a * 5 entonces: (d +5 ) esla bisectriz 


del ángulo formado por а y b. 
Es decir: 4,=0% 


3) Si a y b son dos vectores no necesariamente 
de igual magnitud es y no paralelos, entonces el 
vector suma iz--D sigue la dirección de la bisectriz 


del ángulo formado por a+b, donde : 


-—- 
- 


ENT. arb 

ыл т 6 а 7 

lal ll 

Son vectores unitarios еп la bisectriz de ¿ yb 
6—3 

respectivamente . 


EJERCICIO 31: 


Hallar las ecuaciones vectoriales de las bisectrices 
de los ángulos formado por las rectas : 


2: P=P,+ta ; LEER Lo: P=P,+háa ;heR 
RESOLUCIÓN : 
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Sean £ y Z, las bisectrices . 


No olvidemos además que el paralelogramo 
determinando por los vectores unitarios . 


ü-— y pt : 
là boda 


es un rombo . 
Luego la ecuación de la узаг: ces: 


La ecuación de la bisectriz Se^ es: 


b 


| øl 


HISTORIA DE LA Р, Ma ANALÍTICA 


Existe una cierta controversia sobre la verdadera paternidad de 
este método. Lo único cierto es que se publica por primera vez 
como «Geometría analítica», apéndice al Discurso del método, de 
Descartes, si bien se sabe que Pierre de Fermat conocía y utilizaba 
el método antes de su publicación por Descartes. Aunque Omar 
Khayyam ya en el siglo XI utilizará un método muy parecido para 
determinar ciertas intersecciones entre curvas, es imposible que 
alguno de los citados matemáticos franceses tuvieran acceso a su 
obra. 


El nombre de geometría analítica corrió parejo al de geometría 
cartesiana, y ambos son indistinguibles. Hoy en día, 
paradójicamente, se prefiere denominar geometría cartesiana al 
apéndice del Discurso del método, mientras que se entiende que 
geometría analítica comprende no sólo a la geometría cartesiana 
(en el sentido que acabamos de citar, es decir, al texto apéndice 
del Discurso del método), sino también todo el desarrollo posterior 
de la geometría que se base en la construcción de ejes coordenados 
y la descripción de las figuras mediante funciones algebraicas o no 
hasta la aparición de la geometría diferencial de Gauss (decimos 
«paradójicamente» porque se usa precisamente el término 
geometría cartesiana» para aquello que el propio Descartes bautizó 
como «geometría analítica»). El problema es que durante ese 
periodo no existe una diferencia clara entre geometría analítica y 
análisis matemático esta falta de diferencia se debe precisamente 
ala identificación hecha en la época entre los conceptos de función 
y curva, por lo que resulta a veces muy difícil intentar determinar 
si el estudio que se está realizando corresponde a una u otra rama. 
La geometría diferencial de curvas sí que permite un estudio 
mediante un sistema de coordenadas, ya sea en el plano o en el 
espacio tridimensional. Pero en el estudio de las superficies, en 
general, aparecen serios obstáculos. Gauss salva dichos obstáculos 
creando la geometría diferencial, y marcando con ello el fin de la 
geometría analítica como disciplina. Es con el desarrollo de la 
geometría algebraica cuando se puede certificar totalmente la 
superación de la geometría analítica. 

Es de puntualizar que la denominación de analítica dada a esta 
forma de estudiar la geometría provocó que la anterior manera de 
estudiarla (es decir, la manera axiomático-deductiva, sin la 
intervención de coordenadas) se terminara denominando, por 
oposición, geometría sintética, debido ala dualidad análisis-síntesis. 
Actualmente el término geometría analítica sólo es usado en 
enseñanzas medias о en carreras técnicas en las 
un estudio profundo de la geometría.. 2: 1 


4: P=P, * i^ giten 


£:P =Р„+г( b rcR 


Ji ПЕТТО 
PROBLEMA 1: 


Calcular la ecuación de una recta que pasa por los 
puntos A(4; – 3) y B(7;9). 
A)x-y-8=0 B) 4x-y-19=0 
RESOLUCIÓN : 
* Primero calculamos la pendiente que pasa por 
los puntos A(4;- 3) y B(7:9): 
9-(-3) 12 
a ————=—=/4 

мус Уз йы, 
* Segundo, reemplazamos la pendiente “т” y el 
punto conocido A(4;-3) en la ecuación punto 
pendiente, así: 


С) х =y 


" у Ji 
x-xX, 
>4= zca ; despejando: 4x - y - 19 = 0 


* Si reemplazamos como el punto conocido a 
B(7;9)la ecuación resulta la misma. 
42 3-9. 4, y 19-0 
x-7 ( 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 2 : гы: 
Calcular la pendiente de la recta cuya ecuación es: 
3x-4y-12=0 ; 
2 3 3 
A)1 ca 3 C) 4 D) E) 4 
RESOLUCIÓN : 
* Recordemos que de: 


tol m 


Ax + By + € =0, su pendiente es: m=-£ 
* Luego en el problema: 


3x-4y-12— m =-®эт = 
PROBLEMA 3: 


Las rectas Ё,: 2х-Зу + 5 =0 y L, : ax+4y-10=0 son 
paralelas, calcular el valor de “a”: 


A)-1 B) - 8/3 C)?: ЮР) E) 4 

RESOLUCIÓN : 

* De los datos: a А 
L,:2x-3y +5 ег md m, 


L,:ax + 4y- 102 0 m,--7. 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 4 : 


Hallar la pendiente de una recta que pasa por 
(2; - 2) y (Є1;4). 
A) 1 B)-2 C)0 D)2 D) 3 
RESOLUCIÓN : 
* Sea P, (2; - 2) y P, (- 1;4); entonces 
4-(-2) 86 
азаа" 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 5: 

Dos rectas se intersectan formando un ángulo de 
135”, sabiendo que la recta final tiene pendiente 
igual a — 3. Calcular la pendiente de la recta final. 


A1 Bj? со рв E 
RESOLUCIÓN : 
Sea: m, = pendiente inicial y 
m, = pendiente final = — 3 
* Entonces: FR ES 
Tan135* A = 13m, 


> -14+3m,=-3-m, > m,=- 2/4 


a 
2 
ВРТА : “E” 
PROBLEMA 6: 
Dos vértice de un triángulo son los puntos (- 10;2) y 
(6;4). Si el ortocentro del triángulo es el punto (5;2), 
entonces las coordenadas del tercer vértice del 
triángulo es : 
А)(4; - 4) B)(5:-5) C)(6;-6) D)(7;- 7) E)(8;-8) 
RESOLUCIÓN: 


= —— = 2 ) ү шажын 2 = -1 
HH 0-8 AC 
e aueh 
А AC 2 
Аб; de -2=-L60+10) 
эу=-®-5+%> y=-Ž-3 е arar (1) 
BC: X m ене АШ) 
* (Ш) en (1): 


6 
====3>3y=-6 
y 2 y 


> C(6;- 6) 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 7: 
La suma de las longitudes de los segmentos que una 
recta L determina sobre los ejes es 3. Si además la 
récta pasa por el punto (2;10), halle la ecuación de 
la recta L. 


» 


à-X-X 21 g 1D Вус 


14 11 
RESOLUCIÓN : 


x.y x 
—+z=] A$ 
B)7,*5710)7, 


* Ecuación simétrica dël à récta д 
* PEST) 


5+2=1; ; | 19e 2 Bm cene) 


*De (I) y (1): dia ba + o= 0 
(0 + 3)(а + 2) = 0 а= -Зуа= -2 
2 b=6Vb=85 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 8: 
Se ene las ecuaciones de las rectas 
Li3x +2y-18=0 


L¿8x+2y-12=0 


Сиу € 


GEOMETRIA ANALITICA IE 194) 


uación de la recta L, que equidista de E. : 
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AjSy*2y—12-20- В)Зх+2у+15=0 — C)8y*2y- 850 
D)3x+2y+12=0 Е)Зх+2у- 18-20 000 0. 


RESOLUCIÓN : 


*Si: L//L,//L,P 
m=m, =m, =- 
* Ahora 
L: 3-02 3 5) 
2 
2y = -3x + 15 
1: Зх + 2y-15=0 D 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 9: 
Halle la ecuación de una recta que intercepta el eje 
positivo de las x un segmento de longitud igual a 7, 
que pase además por el punto de abscisa x=4, 
perteneciente a la recta: 3x + Зу = 30 
А)10х – 9у+70 = 0 В)9х + 10у – 70 = 0 
С)10х + 9y- 70 = 0 D)9x - 10у + 70 = 0 
RESOLUCIÓN : 
y 

Dato; L,: 5х + Зу - 30 = 0 10 

; (4;n) EL, 


> 5(4)+3n=30>n=2 
* Ahora : L: y - 0= (x - 7) 
* Pero : 
: 10 
Бу {не Гы Я 
4-7 9 


* Reemplazando : m s 7) 
> 9у = -10x + 70 


L: 10x + 9y-70 = 0 
e RPTA : “С” 
PROBLEMA 10: 

Dados los puntos A(3;4) y BE 5;2), hallar la ecuación 
del lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de los puntos A y B. 

А)х =-4y-1 B)y=3x-1 С)у= dx +2 Dye + 3 


RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBINOS n 


* Por teorema de la mediatriz de un segmento : 
PA =PB =d 
* Por distancia entre dos puntos : 
d? = (x5) + (y - 2) .......(I) 
de = (х— 3)? + (y - Ay ..........(II) 
* (M=: 
(х + 5) + (у- 2)? = (х- 3)! + (y-4)* 
>10x +25- 4y + 4 = 6х + 9 – 8y + 16 
=16х+ 4у +4= 0 
4х +у+1=0 > y =- 4у-1 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 11 : 
Los vértices de un triángulo son los puntos A=(2;6); 


B(3;7) y C(5,9), halle la ecuación de la recta que 
contiene a la mediana relativa al lado BC. 


A)x - y+ 4-0 B)x + y+ 420 
С)х-у-4=0 Djx-y+2=0 
RESOLUCIÓN : 

(3:7) 


A(2;6) 
* Coordenadas del punto M(4;8) : 


Pendiente de L: m= 5-6. E 
4-2 


* Ahora: L: y - 6 = (I)(x - 2) 
L:0=x- y+4 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 12 : 
Una recta pasa por los puntos (2;3) y (6;8) y (10;b). 
Hallar el valor de b. 
AJ13 B)8 C)7 
RESOLUCIÓN : 


* Como la recta pasa por los puntos (2;3) y (6;8) 
entonces su pendiente es: 


8-3 5 
m= ET "7 m st) 
* Como la recta pasa por (2;3) y (10;b) entonces su 
pendiente es: 
b-3 b-3 


m= йо ->m = 8 —— essees (LI) 


b-3 5 
*De()y Ш): 2 =F b-13 


D)-6 E)5 


RPTA : “А” 


PROBLEMA 13 : 

En el ángulo del inclinación de una recta mide 735", 
si pasa por los puntos (— 3;n) y (— 5;7). Hallar el 
valor de n. 

A)1 Bj3 С) 5 
RESOLUCIÓN : 


р) 7 E) -1 


COMER a 


* Como el ángulo de inclinación mide 135? 
entonces la pendiente es: 
т = tgl35 > т = - 1 
* Conociendo dos puntos de la recta también se 
puede hallar la pendiente: 
7-n 
т = ————— т= 


SH -2 


: * Luego para m =-1, se obtendrá: 


e IS RS 


qa RPTA :*C" 
PROBLEMA 14: 
Silas rectas L,:2x-5y+7=0 y L,:(2a+1)x-3y+5=0 
son perpendiculares, calcular el valor de “a”. 
A1 5 19 17 


1 
=, о 2 == EA 
B) 3 Уз D) 7 E) 4 
RESOLUCIÓN : 
* De los datos: 

2 2 
L,:2x-5y+7=0> Wm E = т, = = 


L,: (2a +1)x- 3y + 5 = 05 m, = tes z 
* Сото: + 
L, LL, m,xm, = -1 
a Xue ED) e 1 +36 


5 3 
>4a+2 =-15 a=- 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 15: 


Calcular las coordenadas del punto de intersección 
de dos rectas cuyas ecuaciones son: 


L:2x-y-6-0 y L,:x+y-3=0. 


————— MÁ—————————— ooo 


GEOMETRIA ANALITICA ES 


А) (3:1) y В) (3;0) С) (5;2) D) (7;1) Е)(8;-1) 

RESOLUCIÓN : 

* De las ecuaciones: 
L,:2x-y-6=0>2x+y=6 
Lix+y-3=0>x+y=3 

* Sumando las ecuaciones resulta: 

3x29 >x=3 
* Reemplazando en la segunda ecuación: y = 0 


* Luego el punto de intersección tiene por 
coordenadas A: (x; y ) = (3; 0) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 16 : 


Calcular la distancia de la recta 3x+4y+4 =0, al 
punto (1; 2). 

А)1 *B)2 C)3 
RESOLUCIÓN : 
* Según la fórmula el punto (x,; y,) es (1;2). 
Reemplazamos los valores en la fórmula dada y 
obtenemos: 


q- 180) +42) +4] 
у32+4° 


PROBLEMA 17 : 

Calcula la distancia del punto P(7;-3) a Іа recta: 
х-2у +2 = 0. 

4) 3/2 В)5/5 СУТ 0) 3/5 Eds 


RESOLUCIÓN : 


D)5 E)7 


=lB>d=3 
RPTA : “С” 


* Utilizando la fórmula, tendremos: 
(2-2-3) +2] _ 12+6+2| 


JP +2? J5 


d- 
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PROBLEMA 18 : 


Hallar el área del triángulo formado por los ejes 
coordenados y la recta : y = Зх — 12. 


A) 24u? B)18 | C)20 D)15 
RESOLUCIÓN : 


* Hallamos x,siy = 0 >3x-12=0>x=4 


E) 32 


* Luego, calculamos y para x = 0 
Y, 


y = 3(0)-12 =- 12 


S — Área del triángulo 


_ 4x12 


= = 24u*. 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 19 : 
Hallar el área del triángulo cuyo lados son las rectas: 
x=0Ax>+y-1=0. 
a. Be с)? 
RESOLUCIÓN : S 
* Graficando las rectas dadas en un mismo sistema 


cartesiano, tenemos que calcular las coordenadas 

de los puntos A; B y C. 

* Así: A(0;0) 

* Las coordenadas de B, se obtienen intersectando 

las rectas: x +у-1 = 0 a x=0 

* Esto es: T 
x=0>0+y-1=0 y =1 >B(0;1) 

* Las coordenadas de С se obtienen intersectando 

las rectas: 


х+у-1=0лу= х 
* Es decir: 


E) 4 


EDICIONES RUBIÑNOS [йй 


* A continuación graficamos una vez más el 
triángulo, pero esta vez con la indicación de sus 
respectivos vértices: 


и? 


sd 
2 4 


RPTA : "D" 

PROBLEMA 20 : 

Si el punto (4;a) pertenece a la recta : 

L: 3x- 5у+15 = 0 . Calcular el valor de “a”. 

A) 1 B) 2 C)63 р) 5,4 Е)10 

RESOLUCIÓN : 

* Si (£a) eL:3x-5y + 15 =0>3(4)-5a +15=0 
12- 5a+15=0 


> -ба=-27 > а = ai 

ВРТА : “D” 
PROBLEMA 21 : 
La recta L,: 3x- 4y -10=0 es paralelo a la recta “L,” 
que pasa por el punto A(2;- 3), calcular su ecuación: 
А) 3x—y-1=0 `В) 3x+ 4y +1=0. C) Зх -4y -18 = 0 
RESOLUCIÓN : 


*De: L,:3x-4y-10 5 m,2————— 


3 
L, /L, > m, = m, = A 
* Calculamos la ecuación de “L,” reemplazando m, 


y A(2;-3) en: 


= У-У, 3 -)-(-3) 
> x-x, 4 x-2 


* Como: 


> 3x-4y-18=0 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 22 : 

Los vértices de un triángulo son los puntos 
А = (- 2;1); В=(4;7); C=(6;- 3). Halle la ecuación 
de la recta que contiene a la altura BH. 
AJ2x-y-1=0  Bix*yt7-0  C)jx-y+2=0 
D)J3x+y-1=0 E)2x + у+ 10-0 
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RESOLUCIÓN : 


E 
2 


* Ecuación de L: L: y - 7 =(2)(х – 4) 
L: 0 =2x- y-1 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 23: 
Los vértices de un triángulo son los puntos A(2;3), 
B(4;6),C(6;1). Halle la ecuación de la recta que 
contiene a la altura relativa al lado AC. 
Aly =x-2 В)у=х +2 С) у = 2х- 2 
D) у = 2х +2 Е)у= х 
RESOLUCIÓN : 


* Pendiente де L : т=2 
* Ecuación de L: L:y- 6 = (2)(x - 4) 
>L:y=2x-2 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 24 : 
Dadas las rectas L, y L,: 
L,: Pasa por los puntos (— 2;3) y (1;5) 
L,:2ax- (a + 3)у = 5 
Si L, es perpendicular a L,. Halle : a — 1 
2 16 — —2 16 3 


47 BT 0-7 D Ez 
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RESOLUCIÓN : b 


* Pendiente de Ё: 


EUR. UE] 
mara 3 
* Pendiente de L: г o, 
a+3 
* Por teoría; si L, |. L,: 2a Y2 
Жыз 12-7 
AB 
9 16 
* Efectuando : as => 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 26 : 
Se tiene el rombo ABCD, donde А =(2;2) y C= (4;6). 
Calcule la ecuación de la recta que contiene a la 


diagonal BD. 
А)х + 2у-3 = 0 В)х + 2у- 7 = 0 
С)х + 2y + 11 = 0 D)x +2у- 11 = 0 
Е)х +у-3 = 0 


RESOLUCIÓN : 


m-$- Sed. 2-m(2--15m--; 
Ў 1 
* Ecuación : де L : L: IAEA 
=>L: 0= х + 2y - 11 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 27 : 


Un rayo de luz que parte de (5; 5) indique en un 
espejo plano que está sobre el eje Y . Si el rayo 
reflejado forma con los ejes reed en el primer 


dene un triángulo de e de área , halle la 
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ecuación cartesiana del rayo reflejado. 


5 4 4 
=-=—x—1 =- —x+] =] 
А) у 2a В) у [s C) y 5* 
5 4 
=——х+]1 69 
р) у Je Е) y 5* 


RESOLUCIÓN : y 


X 
* Dato : * ЕТ Е s 
S=- —=- ЕЗЕП НЕ 
яй зе ал " 
* Ecuación simétrica de la recta L,: є LIT M 
a db; 
Como (55) € L, > + 2=1 9 „(ID 
a 
* Resolviendo: (1) y (1I): 
b=1 ^ а=—=т AT ARN 84 
І, 5 L 5 
4 
* Luego la ecucación de la recta L es : 
Liy-19-S(-0)S Li у=-®х+1 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 28: 
Dado el vértice A(1; — 2); B(2;3) y C( - 2;1) son los 
vértice del triángulo mediano del triángulo MNP. Halle 
la suma de la abscisa y de la ordenada de uno de 
los vértices del triángulo MNP. 

A)J-7 B)-3 C)-2 D)o 
RESOLUCIÓN : - 


E)4 
N(m;n) 


sen; =) ec2:1)- (95 2) 


2. 


* Resolviendo el sisterna : 

а=-3 ;b--4; m=5 ; n=0 ; r=-1 
k=1>a+b=-3-4=-7 Si 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 29 : 
Del gráfico mostrado, calcular la ecuación de “L,”. 


А І, 
А) х-у=0 
В) х+у+5 = 0 (1;—3) 
С) Зх – 2у-9 = 0 
D)x-2y+7 = 0 
Е) х+у+7 = 0 


L,:2x + 83у - 5 = 0 
RESOLUCIÓN : 


* De: L, :2x+ 3y-5 = 0-›т,=-= 
* Сото: L, 1 І, +>m,xm,=-1 
(m =-1>m =2 
RA 2m. es 


* Calculamos la ecuación de “L,”reemplazando 
“m,” y В(1; - 3) en: 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 30 : 
La recta L,: x - y - 6 = es perpendicular a la recta 
“L,” que pasa por el punto M(1;2). Calcular:las 
coordenadas del punto de intersección de dichas 
rectas. 
A)(;0) В) (28) C)(0:2) D)(31) ez) 
RESOLUCIÓN : 


L,:x- y-6=0>m, =-2=1 


* Como: Ls 11, >m,xm,=-1 
>(1)xm,=-1=>m,=-1 


* Calculamos la ecuación de “L,” reemplazando 
“m,” y M(1; 2) en: 
У- 7, 
х-&; 
* Рага calcular el punto de intersección de dichas 
rectas resolvemos sus ecuaciones en forma 
simultánea: L,:x-y=6 

L,:x+y=3 


m= 5-12J-? ,p, ix 4 y- 320 
x-i 


* Sumando resulta: 2x =9>x => 


* Restando resulta: —2y-3 — y= E 


: ge 9 3 
* El punto de intersección es: (®;у) = $- 3) 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 31 : 

Calcular la ecuación de la mediana “BM”. 
В(-4;1) 

A)5x-y+12=0 

B) 5x + 8у + 12 =0 

С) 8х – 5y-12 =0 

Р) х-у+1=0 А(0;-7) М 

RESOLUCIÓN : 

* Calculamos las coordenadas del punto medio “M” 


así: B(-4;1) 


C(7;-1) 


M(4;-4) C(7;-1) 


> Mí(xy,; yy), = M(4;- 4) 


* Calculamos la pendiente de *BM" así: 
ке t. mus op 
" 4-(-4) 8 
* Elegimos como punto conocido a M(4; — 4) y luego 
reemplazamos en: 


S *ce 


"$t cd 


> 5x+8y+12=0 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 32 : 
Calcular la ecuación de mediatriz del segmento 
cuyos extremos son: A(1; - 4) y BE 5;6) 
А) 3x-5y+11=0 B)x*y-5-0 
C)x-5y=0 D)x*y-20 
RESOLUCIÓN : 
* La mediatriz es una recta perpendicular al 
segmento “AB” que pasa por su punto medio. 


M 


A(1;—4) (xyzyy) B(—5;6) 
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* Primero calculamos las coordenadas del punto 
medio “M”. 


2 Mí(xy, ; Ум) = M(-2;1) 
* Segundo calculamos la pendiente del segmento 


"AB". : 
.6-(-4 10 5 
4 bl -6 3 
* Como “L,” es perpendiculara AB se debe cumplir 
NES тух m,s7—1 


m x(3)--1>m =s 
ESES rad 
*Finalmente calculamos la ecuación de “L,” 


reemplazando “т, y ME 2;1)" en: 


3-9, 3 y-1 
LT s— >8x -by+11=0 
A 05-08 


RPTA: 


m= 
SAN 
PROBLEMA 33 : 


Calcularla ecuación de la recta que pasa por el punto 
(2:3) y es perpendicular a la recta : 3х - 4y + 8 = 0 
A)4x + 3y-17=0 B)3x-y+1=0 

С) Зх + 4y + 17 = 0 
RESOLUCIÓN : y 


L, 


* Para calcular la ecuación L, podemos usa la forma 
punto-pendiente: 

L,:y-y, =m(x-x,) 

3 


3 
e + 2-5 т,=— 


*DeL,: 
E 


* Como: i | 
L, 11, >m¿m,=-1> m,=-4 


La: у-3=-% (х-2)= L,: dx + 3y-17=0 

ЕРТА: “А” 

PROBLEMA 34: 

Calcular la ecuación de la recta. cuyos puntos 

equidistan de las rectas: 

L,:12x-5y+20=0  L,:12x-5y-10 = 0 

Ag- 12y+5=0 B)3x-y+7=0 

C)12x-5y+5=0 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: £, 
* Las rectas paralelas tienen igual pendiente. 


L,: s2 х +4 > А(0;4) 


L,: у=12 х —2  В(0;2) 
* El punto medio de АВ, М(0;1) equidista de L, y L, 
> L: у-у, =m(x-x,)>y-1= z (x—0) 
>L,: 12x-5y+5=0 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 35 : 


Se desea hallar la ecuación de una recta, que 
interceptando sobre el eje positivo de las x un 
segmento de longitud igual a 7 unidades, pase 
además por el punto de abscisa x — 4, 


5x+3y = 30 
A) 10х+9у – 70= 0 В)9х+10у – 70 = 0 
С) 10x +у-60 = 0 D)x + 9y-70 = 0 


RESOLUCIÓN : f 
* La ordenada de la recta: 5х+3у = 30, corresponde 
а: x= 4, es: 5(4)+3y=30 


* Luego, el punto es: (+ > 2 


* Para la ecuación de la recta L , pedida: 


0 10 
3:0 3 = 
22У = Has, Le + 9y-70= 
7 — 10x + 9y-70=0 


RPTA : “A” 
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PROBLEMA 36 : 


Los vértices del triángulo rectángulo ABC son los 
puntos А = (-5; 5), B =(1;1) y С=(3;4). SiL es la 
recta que por los puntos medios de los catetos de 
este triángulo, y si (x;y) es un punto en L, entonces 
x é y, verifican la ecuación. 


A)8y222-x В) 8у = 22 +х С) 8у = 26-х 
р) 8у = 26 +х Е) бу = 7 + dx 
RESOLUCIÓN : 

Y; 


A(-5:5) 


* Coordenadas 
de M: 


кы : 2 
s tg X 
=> M = (-2;3) 
* Para N: ( +3 7 nes N= (2:2) 
2 2 2 

* Si (x;y) es un punto genérico de L, para la 
pendiente: 5 $ 

EI A шр ы 

x-(-2) 2-(-2) 

ЕРТА : “A” 


PROBLEMA 37 : 

514(7;9), BE 5; — 7) y C(12 ; - 3) son los vértices de 
un triángulo , entonces la: ecuación de la mediatriz 
dellado AB es: 


А) 3х + 4у +7 = 0 

C)3x-4y +7 = 0 
RESOLUCIÓN :  . 
* No es necesario graficar C. 
* Las coordenadas de M: 


В)Зх + 4y-7 20 
D)3x44y-7 20 


M 


.A-B (74-58 94—7 
2 9 * 


Jeu- ал) 


2 
Y 


L А(7;9) 


B(-5;-7) 


* Luego, la pendiente de L: m=- >m =-3/4 
1 


* Finalmente, para la ecuación L: 7-1 _ -3 
x-1 4 
> Зх + 4y-7=0 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 38 : 


Si un punto sobre la recta 3x +5y =15 equidista de 
los ejes coordenados, entonces el punto mencionado 
puede encontrarse: 

A) En ninguno de los cuadrantes. 

B) En el cuadrante I solamente. 

C) Solamente en los cuadrantes I y II. 

D) Únicamente en los cuadrantes I, П y Ш. 

E) En cada uno de los cuadrantes. 


RESOLUCIÓN : 
* Recordemos: Los puntos que equidistan de los ejes 


coordenados, pertenecen a las rectas, que bisecan 
los ángulos determinados por cada par de semieje: 


* Luego, para el problema de los puntos de la recta: 
3x+5y=15, que equidistan de los ejes coordenados, son 
las intersecciones de ésta con las representadas 
anteriormente: 


X (Зх+5у=15) 


* Como vemos: 


A e Il cuadrante у B el cuadrante. 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 39 : . 
En la figura: А((— 3;4), B- 4;3), P(x;y) se encuentra 
en la bisectriz del ángulo AOB, luego la relación que 
verifican “x” e “y” (entre sí) será: 


EDICIONES RUBIÑNOS EN 1201 JE 


PROBLEMA 36 : 


Los vértices del triángulo rectángulo ABC son los 
puntos А = (-5; 5), B =(1;1) y С=(3;4). Si L es la 
recta que por los puntos medios de los catetos de 
este triángulo, y si (х;у) es un punto en L, entonces 
x é y, verifican la ecuación. 

А) 8у =22-x В) 8y = 22 + х 
D) 8у = 26 +x Е) бу = 7 + 4x 
RESOLUCIÓN : 


С) 8у = 26-х 


* Coordenadas 
de M: 


кы 2j 
2 2 


ә М = (–2;3) 
* Рага N: Е ‚ PIE NS (2:2) 
DOE "Я 
* Si (х;у) es un punto genérico de L, para la 
pendiente: 5 
y-8 2? 


РЕ xut E ia 
SA 4-53) 759 = 


ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 37: 
514(7;9), BE 5; - 7) y C(12 ; - 3) son los vértices de 
un triángulo , entonces la: ecuación de la mediatriz 
dellado AB es: 
А) 3x + 4у + 7 = 0 
C)3x-4y +7 = 0 
RESOLUCIÓN : i 
* No es necesario graficar C. 
* Las coordenadas de M: 


B)3x + 4y-7 = 0 
р) 3х+4у-7 = 0 


M 


_А+В_ E +-5 94-7 


, 


eu = (11) 


2 2 


2 
Y 
A(7;9) 


B(-5;-7) 


* La pendiente de AB: т,= —— ——- 


* Luego, la pendiente de L: m--—- — m =-3/4 
1 
* Finalmente, paralaecuaciónL: 3-1 _ -3 
x-1 4 
> 8x + 4y-7=0 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 38 : 


Si un punto sobre la recta 3x +5у =15 equidista de 
los ejes coordenados, entonces el punto mencionado 
puede encontrarse: 

A) En ninguno de los cuadrantes. 

B) En el cuadrante I solamente. 

C) Solamente en los cuadrantes I y II. 

D) Unicamente en los cuadrantes I, П y Ш. 

E) En cada uno de los cuadrantes. 


RESOLUCIÓN : 
* Recordemos: Los puntos que equidistan de los ejes 


coordenados, pertenecen a las rectas, que bisecan 
los ángulos determinados por cada par de semieje: 


* Luego, para el problema de los puntos de la recta: 
3x+5y=15, que equidistan de los ejes coordenados, son 
las intersecciones de ésta con las representadas 
anteriormente: 


X (3x+5y=15) 


* Como vemos: 
A є П cuadrante y B el cuadrante. 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 39 : . 
En la figura: A((- 3;4), BL 4;3), P(x;y) se encuentra 
en la bisectriz del ángulo AOB, luego la relación que 
verifican “x” e “y” (entre sí) será: 
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A) 4x-3y=0 
В) х + y =0 
C)4x +3y=0 
D) 3x + 4y =0 
EJx+y=0 


RESOLUCIÓN : 
* Como los triángulos rectángulos AA'O y BB'O, son 
congruentes: а= f 


B’ 


— { —- 


* Entonces, ОР es bisectriz del ángulo A'OB'. OP 
pertenece a la recta: x + у = 0 
* Las coordenadas del punto P cumple esta relación. 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 40 : 


La recta L pasa por el punto medio del segmento 
que une los puntos (2;0) y (6;-2), y es perpendicular 
a este segmento. Si (x;y) es un punto de L entonces 
la relación verifican *x" e “y”, es; 


А)у=х+9 В)у=2х6 С)у=х-б 
D)y=2x-9 Е) y=2x-8 
RESOLUCIÓN : 
Y; 
L 
P(x;y) 


X 


* Si P(x;y) es un punto de L, entonces, por ser 
mediatriz de segmento АВ: 
dj, = dy; 


Ly x - 2) = Jy + 2) (x -6) 
Ў Elevando al cuadrado y simplificando, queda: 
| y =2x-9 
RPTA : “D” 
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PROBLEMA 41 : 

La recta que pasa por el punto (1;2) y es 
perpendicular a la recta: 3x — 4y + 12 = 0 tiene por 
ecuación: 

A) 3x 2y+1=0 

C) 4х + Зу -10 = 0 
RESOLUCIÓN : > 


В)2х+у-8=0 
D) 6х + 3y-12=0 


* La recta dada: 
L,: Зх – 4у + 12 =0 
І: у = 77 +3>m, = 5 
* Сото L es perpendicular a L,: inc ch 
m, 
-y т=-5 es la pendiente de L. 
* Luego, para la ecuación de L : LI = H 
* De donde: 4x43y-1020 — ^. 
RPTA : *C" 
PROBLEMA 42 : 
Determina la altura trazada desde A al lado BC del 
triángulo ABC, cuyos vértices son: 
А(0; 4), B(5;1) v С(1; - 3). 
A)4 в) 342 | C)44/2 D)8 
RESOLUCIÓN : 


* De acuerdo con el gráfico, se trata de calcular la 
distancia del punto A a la recta que pasa por B y C. 
* Luego: determinaremos la ecuación de la recta que 


E)6 


pasa por B y C, así: Y 
(0;4ЈА 
y-1 1-(-3) | y-1 
2—— = — = 1 
8. ЕБ 
> y-1-2x-5- х-у-4 =0 B(5:1) 
* Finalmente, la distancia e 


del punto 4(0;4) a la 4 5 
recta: x- y - 4=0, será: 


C(1;-3) 
|-4-4|. 8.42 

h,= = -=x >h, =4/2 
A AH 9 73. 2t 


PROBLEMA 43 : 

Dado el vértice A(8;12) de un triángulo, su ortocentro 
H(3;-3) y su circuncentro O(6;1). Calcule las 
coordenadas de los otros dos vértices. 
A)(-4;-3)1:;- 8 В)(—4;3)у (1158) C)C3;4) y (8:11) 
D)(-46)y (-9;11)  E)(-4; - 4)y(11; - 9) 
RESOLUCIÓN : 

A(8;12) 


В(а;ь) C(r;k) 


7 13 
nls- з) 
R? = (8-6)! +(12-1)? > В=54/5 
0(6;1) 


«e 


B(a;b) MG: 5) 
* De la figura, se cumple : 
2b+13 
may” Mom, =-1> Es Jo--i 


* Simplificando : a + 3b + 16 = 0..........(Т) 
* Por distancia entre dos puntos : 


(545 )? = (a -6)* + (b - 1)? .............. (И) 


* De (I) y (1): b =-9 > a = 11 
b=4>a=4 
* Las coordenadas de los otros dos vértices es: 
(-4;-4) y (11;- 9) 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 44 : 
El área de una región rectangular ABCD es 50и?, si 
las coordenadas de B y С son (1;4) y (9;-2) 
respectivamente , halle las coordenadas positivas del 
vértice A. 
A)J(3;8) B)(2;8) C)(4; 8) 
RESOLUCIÓN : 


D)(4;10) Е)(2;10) 


BC*=(9 - 1)? + (- 2 - 4)? > BC=10 
* Por dato: ABX10 = 50 


>АВ = 5 
25! 2 (a - 1)? + (b — 4)? ...........(1) También: 
b d 
mo. Xm. m- x =- 
hr o. O li 


* Simplificando : 3b=4a +8 .................(II) 
+ Resolviendo (1) y (1); los valores positivos de la 
coordenadas del vértice A es: A(4; 8) 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 45 : 
Sea ABC un triángulo rectángulo isósceles , si las 
coordenadas de la hipotenusa A y B son (3; 4) y 
(9;12) respectivamente ,halle las coordenadas del 
tercer vértice. 


А)(5;10) B)(10;5)  C)(2:6)  D)(1r2)  E)(5;1) 
RESOLUCIÓN : 
С(а;Ь) 
5y8 5y2 
A(3;4) 10 B(9;12) 


* Por distancia entre dos puntos : 
(5/2? = (a - 3)* +(0-4Y ...............(1) 
* Producto de pendientes : 


b-4 b-12 
AC ве = ==” 2-9 Es ARA (ИШ) 
* De (1) y (1I: 
За + 4b - 50 =0 ..............(III) 

0-b!- 16b+55 

b -11 

SAM 
*Si: bi 11 = a = 2 


b=5 =a=10 > C(10; 5) 
ЕРТА: 'B" 
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PROBLEMA 46 : 

Dado los vértices de un triángulo A(-10;-13), 
B(-2;3), C(2; 1) y la mediana CM . La longitud de la 
perpendicular trazada del vértice B a la mediana CM 
mide (en u): 


42 — BS са D) Ев 
RESOLUCIÓN : ` 
B( -2;3) 
M(-6;—5) 
A(—10;—13) C(2;1) 
1+5 3 
* Della figura: m, =2+2.-3 
Delafigura: Py d 


* Ahora MO: y -12 3 (8-2) MC: 0=3% -4y -2 


|3(- 2) + (- 4)(3) - 2| 


43? + 42 


* Luego : а= >d=4 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 47: 
Los vértices de un triángulo son A(3; 5),В(— 2;6) y 
C(8; 4). Halle la distancia trazada desde el baricentro 
del triángulo ABC a la altura relativa al lado AC. 
Aje B2/7 O2íb 0) {26 El3+.J6 


RESOLUCIÓN : 


,B(-2;6) 


C(8;4) 


* Ahora : BH : y-6—5(x 4 2) BH :0— 5x y 16 
pu a 5? +1 


* Simplificando: 


ЕРТА : “D” 
РРОВГЕМА 48 : 
Halle el valor de К tal que el punto P(2;k) sea 
equidistante a las rectas L; x+y - 2-0 y 
L; x-Ty =-2 
А) 4 B)1 C) o 
RESOLUCIÓN : 
Si el punto P(2; k) equidista a las rectas 
Li x+y- 2 = 0 
L; x79» +2 = 0 
Se cumple : 
2+k-2 2+(-7)k+2| |4-7k 
q -Ё+Е-®| y, EC Ren] М-ты 


J2 G V1+49 V50 


* Pero : = 
a-a 


* Efectuando: k = 2 


D)-1 E)2 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 49 : 


Del gráfico, ABCD y CEFG son cuadrados y Si 2, 
у-тх+4т =0. Halle la ecuación de 2, . 


А) 2х+у - 4-0 
B)x-y-4-0 
С) х+у – 4=0 
D) 2x - y+4=0 
E) x+2y+4=0 


ÉNCFDG : Inscriptible : 
ә m«GDT = т4ЕСС = 45° 
my -igd5-1 ә у=тх- 4т 
1 


аа п AON, 


* Para y=0> x=4 > D=(4;0) 
* АВЕС = ADGC (LAL) 
> m<CBE=m<CDG=45"> m, =1g135=1 
2 
* A CHE =D EOF 5 ЕО = НС = 4 
> Е = (0;4) 

Lz: y -y, = m(x- xy) 

>y - 4= - 1(х- 0) 


51,: x+y -4= 0 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 50 : 
Segün el grático , =; : у-пгх+6т=0 A 
пх-у+4=0; Ly: nx=y ; BM-MC. 
Calcule el área de la región cuadrangular OABC. 
Y, 


* Piden: Ayagco =? 


* Propiedad : Aj 4gcp = 2asamo 


* Para L,: 
Siy=0>x=6 > М = (6; 0) 
* Para Ё, : 
Six=0>y=4= А = (0; 4) 
4x6 
^sancp 255. 


> Asanco = 24 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 51 : 


Del gráfico OABCy DBFE son cuadrados, Q es centro 
del cuadrado OABC y A=(-4;G). Halle la ecuación 


de la recta РӨ . 


A) х+9у+4-1=0 
D) x - 9y+40=0 
C) x - 9y+22=0 
D) x+9y - 44-0 
E) x - 9y+44=0 


=== 
m«PHB - © А maPBF = E 


*Se nota: 5a = 10 >a=2 =P = (10;6) 
NW I sy! 
PQ 10-1 9 


L:y-y, -mí(s-2,)2 Liy-8- 568-1) 
>L:x-9y+44=0 


>Q=(1,5) y B=(2;10) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 52 : 
Calcule la distancia de coordenadas a la de la recta 


# ,si 2:((0,5)--t(2;1)It € В} 


A) 245 B) 342 C) 410 D) 46 
RESOLUCIÓN : 
A. E Punto de paso : (0; 5) 
1 
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»L:y-8- 2-0) 
L:x—2y410- 10 
* Piden: d(0;L) =? 
d(0; L) - 110 20 10| - 2,5 
12 +(-2)? 
> d(0;L)= 2/5 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 53 : 
Según el gráfico calcule la razón de pedientes de . 
2, y £, si A y B son puntos de tangencia . 


* Piden: 1 p- 180 


m, 480 
* Propiedad: AP = PB = a 
_Теб=— y Tga-— 


.RPTA : “А” 


PROBLEMA 54 : 

Dados los puntos Az (- 2 ; - 3) B=(2;1),C=(4;-9) y 
M punto medio de BC. La distancia de M al 
segmento AC es 


42  B)249 см 
RESOLUCIÓN : 


D) 442 E)6 


B(2;1) 


* Piden: distancia de M a AC (d) 
— M es punto medio de BC 
M-(3;- 4) 
* Ecuación de AC por punto pendiente 
Lic!Y-yo7m(x-x,) 
(xo — Уо )=(— 2;- 8) 


-9(-3) -6 
"4-(-2) 6 
>L>3:y+3=-1(x+2) 

x+y+5=0 


* Calculo de la distancia d : 


А, +В, +C 
д 14ю+В+6| М=(х0: уо)=(8;-4) 


VA?+B? 
_|1(3)+1(-4)+5| 2 
> d= C coe A d=2/2 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 55: 

Sean las rectas : 

L:x-y-220;L,:x—2y- 1-0 y L, con pendiente 
m>1. Si L, es la bisectriz del ángulo formado рог Ё, 


y L, halle m. 
4)54 | B)2 C)5/.;2 | D)8 E)4 
RESOLUCIÓN : 2 

Yi 2 


EDICIONES RUBINOS «y 


* Piden m=? (pendiente de Zs) 
* Dato: %:x-y-2=(m,=1) 


Z:x-2y- 120(m,=23) 
* Por ángulo entre dos rectas : 


> lanus Mri Im... m-2 
2 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 56 : 

Dadas las rectas 

L, : pasa por los puntos (— 2;3), (155) 

L,: 2ax — (a+3) y=5 

Si L, es perpendicular a L, , halle (a+1) 
A)-9/7 В) – 217  C)47 D)-3/7 Е) 217 
RESOLUCIÓN : 


* Condición : 4 1% 


>m,xm =-1 


X 
* Luego : 
AM TS 
rape xj 
тга 
* Siendo 
2a 5 
de. A) 7а+3 
2а 3 2а 
Wig SI S =- 
a+3 2 а+3 7 
* Piden : 9 2 
1=-=+1=-= 
a+ 7* 7 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 57 : 


El punto-4(3;9) es uno de los vértices del triángulo 
ABC y las ecuaciones de dos de sus medianas son 


L,:y-6 0; L,: 3x -4y + 9 =0 
Determine las coordenadas de los otros dos vértices. 
A) B (4; 6) y C(2; 4) B) B (1 ; 6) y C(3; 2) 

C) B (6; 6) v C(1; 1) D) B (11; 6) y C(1; 3) 
RESOLUCIÓN : 


A(3;9) 


L,:3x-4y+9=0 


* G es baricentro de la región triangular ABC. 


* G: L,n L, , desarrollando las ecuaciones 
G=(5;6) 
g S = п=3 
C € L, > 3(m) - 4(3)+9=0 => т=1 
1+3+a 
3 


* Además :5= — a=11> В(11;6) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 58 : 
Desde el punto (6;- 4) se trazan las rectas L, y L,con 
pendientes negativas.El ángulo de inclinación de L, 
es mayor que el ángulo de inclinación de L.. La 
recta L, determina sobre la parte positiva del eje Y 
un segmento de 2u. La recta L, determina sobre el 
eje X un segmento de LL 
Determinar la ecuación de la recta L que no cruza el 
cuarto cuandrante tal que forma con L, y L, 
un triángulo isósceles, con base en L, de área 15u’. 
RESOLUCION : 


* Pendiente y vector dirección de L, . 


m; TESLAS 
0-6 
>4a=(1;-1) 


* Pendiente y vector dirección de L, 


29-4. 4 Esa 
m,-33/7.67- 07-7) 


* Calculo de la bisectriz : 


= 4 1 6 
== (1; - —— m ;-7 e == ;- 
р n (1; - 1)+ 0 (1 ) 177 (1;-2) 


* Vector dirección de la bisectriz d'=(1;- 2) 
* Ángulo entre Ly L,: 


GEOMETRIA ANALITICA 


mi m: 300-37; ѕеа r=lado del A isósceles, 
1+т;тә 4 


por lo tanto : = Ar sens 15-7 r?sen37* — r-542 
*Seah: altura correpondiente a la base . 


0 1+cos 
h=r cos—=r 
2 2 


* Punto de intersección de Ё con la bisectriz : 


> h-345 


— 


H-(64)4h. 5 -(6;- 4)e348 7. (1,-2)5 M-(9; - 10) 


а J5 
* Vector dirección de L: d^ =(2;1) 
* por lo tanto: 


Ecuación vectorial de L: 

L={ myad }={(9 -10)+8(2;1)/8 €R} 
PROBLEMA 59 : 
Sea ABC un triángulo isósceles de lados 
iguales АС y BC. 
A-(5;2); B=(13; 8).L=(P,+ta/t € в} contiene а 
los puntos medios de los lados medios AC y BC. 
[Ac'1- 58; Hallar la distancia de Р,=( - 12;—2) 
a la recta que contiene el lado BC del triángulo . 


RESOLUCION : 


* Dato : [ac|- 5/5 


* Pendiente de AB: 
8-2 3 
18-5 4 

* Vector dirección de AB : 


a= (4;3), Entonces: 


* Vector dirección de la mediatriz 2 z(—3;4) 
* Punto medio de АВ: 
A+B 


CARE 2l "р. ach v 
М=—2—=(9;5)ә|аМ|= 5 [AB |= 18:61 
> lam|=5: 1с =|Ас| -lam > |См|=10 
* Punto C : C-(9/5) 10 2 (-3;4) >C=(3;13) 
* Vector dirección de BC : b 
EA EI =l 
BC=(-10;5)=5( - 2; 1) b=( - 2; 1;b =(-1;-2) 
* Distancia de P, a ВС: 
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pad 5 
n5 BB.b 1 25 
d=|Comp, a РВ TEE les ).(-1;-2 ) 
5 54 У5 2 


* Finalmente: 4=10./5 и 


PROBLEMA 60 : 
Las rectas L,; L,yL, determinan un triángulo 
rectangulo. L, 1 L,en P=(4;1). La bisectriz del 
ángulo recto corta a L, en el punto Q=(5;-6) 
Además, la ecuación de la bisectriz del ángulo que 
forman PQ y uno de los lados del triángulo es: 
L,-((5; — 6) + t(4;3) / te р ). Determinarel área del 
triángulo formado por las rectas L,; L, y Ly 
RESOLUCION : 
* Sea L la recta que contiene a PQ Sean: m; m ; mj 
m,y m,las pendientes de L ; L; Ly L,y L; 
respectivamente ; 

«entre L y L¿=< entre Lz – L, 
PUES — I ma 


etse d I 
lmm, ltmgm, 


tgo 


* Pendiente de L: PQ-(1; -7); m=-7 
* Pendiente de L,: 


a-(43) m,- A ;en(1) m=- 77 


* Ángulo entre L,y L: 


m,-m ЕЕ E он 
185 = = тә q mme o 


* Ecuaciones vectoriales de L,; L, y L, 
L,=((4; 1)+t(3;4)/t e R} 
L,=((4;1)+r(4;3)/r e R} 
L3=1(5;-6)+s(-161;73)/8 є R} 
L; © Lg =A (290/863;—3353/863) 
L ^ L¿=B(4980/191;-2971/191) 
AP=1054/863 (3;4) ; PB=1054/191 (4;- 3) 
* Área del triángulo formado por L,; L, y Ly: — 


UG zzij.1 054) 
S- ;|AP.BP 3 1863)(191) 


PROBLEMA 61 : 
Sean las rectas L, y L, de pendiente E que pasan 


(3; 4).(3; 4)|- 84,245 u* 


por (~ 4;- 3) y (14;9) respectivamente.Sean la rectas 
L,y L, paralelas al eje X tal que d(L,; L,)=12, 
P,2(-17;- 3) e L; y Lg no corta al tercer cuadrante. 
Las L ,; L,; L, y L, forman un cuadrilátero. Si L es otra 
recta de pendiente positiva que pasa por P, tal que 
forma un triángulo isósceles con L, y L, cortando en 
los puntos M y N alas rectas L, y L, respectivamente. 
Hallar los puntos de división M y N. 
RESOLUCION : 


* Graficando : 


5 (-17;-3) 


1 2 


* Sea: P=(-4;-3);L, y L; forman un triángulo : 


isósceles. 


* Lado de un triángulo isósceles: [P,P|=|(13;0)/=13 


* Vector dirección de L,- ui =5(5:12) 
* Punto M : 

M=(-4;-3)+13(1/13)(5;12) > M=(1;9) 
* Ecuación vectorial de £ : 
vector dirección de L : P,M = 6(3;2) > a=(3;2) 
* Luego : L=((1;9)+t(3 ;2)/te R} 
* Ecuación vectorial de L, : 
Lo -((14;9) +r(5;12)/r e R} 
М=1,с\Ё» = intersectando L y Ls 

(1:9)+1(3;2)=(14;9)+r(5;12)> r=1 

> N=(14;9)+(5;12) = N=(19;21) 
PROBLEMA 62 : : 


Sea ABC un triángulo. El lado AG mide 3/10u y 
se encuentra sobre la recta L: x+3y+2=0. Si el 
ortocentro del triángulo es H=(3;5) 


254 E 


Hallar los vértices del triángulo ABC . 


RESOLUCION : 
* Por dato : 


| ы Ргоулу ВН=1(7 1). 
\ vector dirección de 

AB -(7;1).......... а) 
C CH LAB > vector dirección 
de CH =(7;1)*=(-1,7) 
* Ecuación de L, recta que pasa por Су Н. 

L,7((3;5)*t( - 1;7)/t e R} 

* De la ecuación dada, tendremos : 


x-(-2) y-0. $ 
5965 ;dedonde: 


Pj-( - 2;0);а=(- 3; 1) 2 L-(( - 2;0)&r( -3;1)Ir e R} 
C-LnL,-»Igualando ecuaciones y efectuando: 
* También: 
1 | C=(4;-2) | 4;-2) |....(1I) 

A=(4;- 2) 3410 ——(-3; 1) 

"dali cid йш ЁСЕ ЛЕДЕ, 
* Sea L, la recta que pasa por A y В; de (1) y (Ш) 

L,-((-5;1)*s(7;U)/se R} 

* Sea L, la recta que pasa por B y Н. Lg LL— El 
vector dirección de L, es el ortogonal del vector 
dirección de L; Luego ; la ecuación vectorial de L, 


será: 
L3=((3;5)+w(1;3)/w є R} 


B=Lj3 ^ L = igualando ecuaciones y resolviendo: 


B=(2;2) 
PROBLEMA 63 : 


z(11.7 N=(8:6); P=(2,18),0=(2; 
M= (3/5 N=(8:6); Po 77)yQ-(2:4) 


Son los puntos medios de , los lados del trapecio 
ABCD. (Ver figura) 


[рС| =V10 . Hallar : 
D)Proyz¿PN – Proy; MN 
II) El área del trapecio ABCD . Р 


RESOLUCION : 
D Calculo de los vértices € y D: 


DC ӨМ un vector dirección de DC es (6;2) 


y, 1 
> = 3;1 
ш, 75" ) 


* Por dato : [DC|- 10 


* Luego: 


* Calculo de los vértices A y B: 
QD-(1;2)-. |Әр |= 
* Vector dirección de AD 


aq|-/$ 


B- 0:2) à, 777 (152) A-Q - 6i, => A-(1;2) 


* Porlo tanto: СЇЎ=(2; – 1) |CN|- [NB|» V5 


* Vector dirección de BC 


6-(2;-1)d, 7 7. (27-1) B-N-d5ü, >B=(10; 5) 


РМ=(2:2:А0=(5:5):М№= (5:5) y DB=(75-1) 
* Reemplazando y efectuando : 
ProyzgPN - Proygg MN-(- 35) 
II) Área del trapecio ABCD : 
А=|АБ.АВ |- 5 [A56 | 
AB -(9;3), BC -( 7; 1), AD- (2; 4) 


* Reemplazando y efectuando : с 


р 


А=зо-®7=15и® 
PROBLEMA 64 : 


El punto P-(2 5) divide al segmento AC enlarazón 
Зеѕа2уа! ѕедпеліо вр en la razón Jes a 2. 7 


Proygr BC II(3;4), Proy ze AB lI( 151), ia 


ата 


5 


AABC= =35u? y área de AADC=70u?. 
SOLUCIÓN : 


C= р-У0 4, c. =6;7)|р= pa, + p< =(3;6) 


Un vector dirección de 
AC es (1;1) 

Proy; BC 103; —4) => Unvectordirección de BD es 
(3;- 4) 


* Por lo tanto , del gráfico tendremos : 
—=(2;5)+®т(з3:- =(2+8;5-® 
р=(2;5)+=ғ(8; 4) = р=(2+=ғ;5 s?) 


ROUTE cut (93.534 
B=(2:5)-¿r(3;-4) > В=(2-5г;б+5п) 
Es > C=(24+/2k;5+ 2h) 


>> 3/2 


A=(2;5)-—2k(1:1) > Az(2- ——-h;5- 3 —-—k) 


3 

* De donde: 

542 
2 


AC-k (I: 1; BÉ- (Sk hr: ФЕ Er) 


* Luego: Area del A ABC :ЗБи? 
та yt > Resolviendo Ёг=10./2........ (1) 
-2- 2k_h_J2 

r т - 10 
* De (I) y (1): id r =10 ; reemplazando en A; 
B; Cy D: 

А=(- 1; 2), B=( - 4;13),C- (4;7) y D=(14; - 11).... (MI) 
* Vectores dirección de AB,BC,CDyAD 
respectivamente 
AB -(-3; 11), BC-( - 4;13),CD-(10; - 18), AD (15;-13) 


* Por lo tanto, las ecuaciones de las rectas pedidas 
serán: 


Lia -1;2)*1£(-3;11)]t e R} 
=((-4;13)+r(8;-6)/r e R} 
Lo 7 ((4:7)*5(10;-18)/s € R} 
Lp =((14;-10)+w(15;-13)/w є R} 
PROBLEMA 65 : 


Sea L:x+31y-100=0AQ=(17;17)8L.SiA y B 


son dos puntos en L que forman con Q un triángulo 
rectángulo AQB recto en Q v donde : 


Por dato : оС 


== 


Ргоу АВ Бона) | 


I) Hallar A y B 
11) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa 
porA; By Q 
RESOLUCION : 
Y I) Por ser ABQ un triángulo 
Q(17:17) ` rectángulo: 

Proy АВ =AQ=(10;14) 
X 


(100;0) [AQ |- 2/74; Punto А: 


A-(17:17) 2/74 — (5; 7, 
=(17;17)= 27:60 


* Efectuando : A=(7;3) 
* Transformando la ecuación de L : 


x-—100 =, : 
= = ;Р,=(100;0); á=( — 31;1)= Ecuación 


Vectorial. de L es: L((100;0)+r(-31;1)lr e R} 

*ecuación vectorial de la recta que pasa por Q y B: 

L;={(17;17)+t( -7;5)/t e R}; (AQ 1 ӨВ) 

B-Lo L,;;lgualando ecuaciones y efectuando: 
B=(38; 2) 

H) ecuanción de la circunferencia que pasa por А; A 

ByQ ДР, 

* Punto medio de АВ: 


* Radio: AO errans 
s(x-199409)(1 982) 
€-(x 2" *(y z (3 962) 


PROBLEMA 66 : 


Sea la recta L, dada por la ecuación: ax + by = с 
determinar las rectas que contienen a los puntos Q, 
que distan de la recta & unidades. 


RESOLUCION : 
*Sean: - 

О=(х ; y) punto genérico de la recta pedida L, . 
n=NormalaL; n= (a;b) 


> [n|- va? b? 


> P,=L nX=Py=(254) 


* Luego "PG (s;y)-(550)-(x E; y) 
* De la figura : 


ngn 
а 


-£5y).(a;b 
dut PERO ТЕКТЕ dui тт 


=k;k>0 


d-|Comp; PQ- 


* Por valor absoluto: +(ax+by-e)=ky/a?+b* 

* Por lo tanto existen dos soluciones : 

Lj: ax+by= kya?*b? +e 

Lo: ax+by=c- kxa*? 4 b? 

PROBLEMA 67 : 

Determinar k , para que la distancia del punto (2; k) 
alarecta L- ((2-s;s);se R]sea 1. 
RESOLUCION : 

* Procediendo análogamente a la solución anterior 


se obtiene : 
k-42 ; h=-J2 

PROBLEMA 68 : 
Dadas las rectas: 

L,= ((3:6)t(1; 2)It e R} 

Lo -((0; 3) s(1; - 1)/s e R} 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por la 
intersección de L,y L, y que forma con los ejes 
coordenados positivos un triángulo de área igual a 
4u? 
RESOLUCION : 
* Calculemos la intersección . 
* Sea I=L; n L,;entonces : 
(3;6)+#(1;2)= (0;3)+8(1;-1) 
=> s=] a t=-2. 
> I=(0;3)+1(1;-1) 

> I=(1;2) 


*Sean: Q=(0;b) y R=(a;b) 
puntos que pertenecen a L 
recta pedida, entonces su 
ecuacion simétrica es: 


Lat RAN 
a b a b 


* Pero A= 4, entonces A- S ab-4 эа=ў; 


(GEOMETRIA ANALITICA | 
* reemplazando en (1) : 

: TES >b?- 

( rx 

2(b-4)-0-5»b- 4>a=2> R-(2;0) 
* Con los puntos Гу R definimos la recta, buscada; 
L-[rsr TR;r e R}; IR-R-1-(2:0)- (12)-(1; - 2) 
* Entonces : L-((1;2)r(1;-2);re R} 
PROBLEMA 69 : 
Si las distancia entre la rectas : 
L,=((a;5)+1(3:4)] te R} y L.=[(4;b)+8( -3;- 4) se R} 
es 4 unidades; y el punto (5; b — 5) dista 6 unidades: 
de L, encontrar (a ; b) 
RESOLUCION : 
* Sea P=(a; b) el par pedido : 
* De la figura : 
d, -|Comp; Ү| - 
donde: 
V=(a ; 5) - (4; b) 
V=(a-4; 5 — b) 


8b+16=0 


(3;4) 
п 1 (LIL) >n=(4;-3);|5|=5 


А-ы >lía- 4;5 -6.04:-8) 0-4 
Ini : В 


* Efectuando : |4а — 3b — 1|720 .........-....... (I) 
* También: . 

d; -|Comp;r |=4 

r= (5;b- a)- (а;5)=(5 а; b-a-5) 
(5-a;b-a- o): (4-9 =6 

> |-а- зь+391=80 
* Las ecuaciones а) y (II) son de la forma: |е|= 20у 
|а|= 30, entónces aplicando la definición de valor 


absoluto, se resolverán de la siguiente manera: 
* PRIMER CASO: c>0,d>0 > c=20 , 4-30 


»d;= 


> d= 
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+ TERCER CASO: c > 0, d < 0 >c=20,- d-30 
(4a — 3b- 1) zi p,- (56,239 
-(-a -3b + 35) = 30 EAT EST. 
+ CUARTO CASO : c«0, d < 0 —-c-20,- d-30 
-(4a -3b — 1) EH 
-(—a -3b+35) 230 
En consecuencias existen cuatro soluciones. 
PROBLEMA 70 : 


L es una recta que pasa por el punto (8; 3), cuya 
intersección con el eje Y es negativa, cuya pendiente 
es positiva y que determina con los ejes 
coordenados, un triángulo cuyo perímetro es 12 


) 


unidades. Encontrar la ecuación vectorial, 
paramétrica y simétrica de L . 

RESOLUCION : 

* Sea: R=(8; 3) Y 


B=LnY ,B=(0,-b),b> 0 
L=((8;3)+t(8; 3)+b)/t e к}... (П) 
A=LnX=> A=( 750) 
> P=0A+AB+BQ=12 


8b 8b $2 
Lm +b=12 


* De donde: b*+18b*- 9b — 162=0 

(b - 3) (b+3)(b+18)= 0 > b= 3>0 
* En (1): L:1(8;3)+t(8; 6)/t є Ry: Ecuación vectorial 
* Ecuación paramétrica : 


* Ecuacion simétrica : TE 


PROBLEMA 71 : 
Sean: L,: 2х-у + 1-0 

L,: x -2v -1-0 
Hallar el punto Р eje y tal que las paralelas a L, y L; 
que pasan por P determinan con L, y L, un 
paralelogramo cuya área es igual al área del triángulo 
determinado. por L,; L, y el ejeX . 


RESOLUCION : 
* Sean Lj y L5 rectas paralelas a L, y L¿como L, 
esta dado por L,:—x + 2y--1:L,;-x-2y-k, 


En la figura, P=(0; b) y como de ¿En ер 
satisface la ecuación : E E 


EDICIONES RUBIÑNOS [iw 


Із: 0+2(b)=k > k-2b > L5: - х+2у=2Ь 
* Calculo de А: A=L, N L5. Entonces : 
І: -2x+ y =1 |> == 


з’ 0 
L,:-x+ 2y =2b 30- $77 


3 
Sigo ада duas 


* Cálculo de B: B= І, N^ L 
L,:-2x+ у=1 
L: -x + 2y=-1 
* Cálculo de Q : Q e aleje X, entonces : 
L3:-x+2(0)=2b>x=-b;>Q=(-2b;0) 
* Cálculo de D: D pertenece al eje X; entonces: 
L3:-x+2(0)=-1> x=1;> D=(1; 0) 

* CÁLCULO DE LOS VECTORES : : 


* Con los puntos obtenidos y de acuerdo a la figura, 
tenemos : 


a=AP=P- A; sola — 2b;1- b)...............(I) 


|эх=-пу=-Гэ=(-1:41) 


b-AB-B-A; 5=20-1- 2b;-2 — 4b)... (IT) 
ezQD- D -Q; e-(1«25;0)....... eel (1D) 
d=QB=B-Q; 4=(2Ь-1;-1)...................... (IV) 
* CÁLCULO DE LAS AREAS : 

* Sean: А, : Área del paralelogramo. 


A,: Área del triángulo. 
* Entonces : 
Ar=|a.5'|:de(11): 8-5 (2440:-1- 20) 
APA (2- 261-0). (2440; 1- 2b) 
* Efectuando y simplificando : 
Ar Sls - ГУР. toes ME Lc Hu (a) 


As 5 (6.d*) de (IV): d^-(1; 2b- 1) 


— A, (14250); 251) 

* Efectuando y simplificando: 

Aj S14 20) MA ОИ сил ы Ain (В) 
*Сото:А;=А, > S|1+0-20*|==l1+2b) 

*De donde : gn -gb* )= (0820) > 4b? 44b 1-0 


E == 2, valores descartados еп (8) б 


в S(b- 26*)- (1426) ay: 8 


5 5 
bos >P=(0;3) 


PROBLEMA 72 : 


Encontrar la medida del ángulo obtuso entre las 
rectas L, y L,. además hallar la intersección de las 
mismas 


L,-((-6:3) (5:0 te R} ^ L7 (x; y)e R*1y-2x410) 
RESOLUCION : 

* Definiendo vectorialmente : 
L,-((0;10)*r(1;2);r e R} 

*Sea: I=L, NL, 5 I-( - 3;4) 

* Sean: 8 el ángulo buscado : а=(3;1), 
* Entonces : 

lalls|=c0s0=a.5> J10 48 cos9=(3;1).(1;2)=5 


b=(1;2). 


eso; 0=45">0=135" 


PROBLEMA 73: 

Sea el paralelogramo cuyas | vértices son: A-(-1; 6), 
В=(2; 3), C y D. Además AC es paralelo a (3;1), 
DB es ortogonal a ( 3; 1). Encontrar los vértices С 
y D. Además su área. 

RESOLUCION : 


* Sea AC //(3; 1), AC cL, 
DB1(-3;1) > DB//(1;:3) DBCL; 
* Entonces: 


L,=((-1;6)+t(3;1), te R} 
L¿=((2;3)+r(1;3), re R} 


(GEOMETRIA ANALITICA | 

*Sea ; 

І= 1,12 1=(5;12) 

C= A+2AT, C :(-1;6)+2(6; 6) > C=(11; 18) 

D= B42BI , D=(2;3)+2(2; 9)-2C -(8; 21) 

* Cálculo del área: 

AD-D- A=(8;21)-(-1;6)>AD =(9;15) 

AB=B- 3m 3)-(-1;6)-2(3; -3) > AB=(3:3) 
A>=[AD .AB | - (9:18).(3:3)- 72 => А= 72 и? 

PROBLEMA 74 : 


Sea vun vector que sigue la dirección positiva del 
eje Y, tal que [¿|=5 . Sea L,: x - y+12=0 ; L, y L, 
rectas con pendientes m,; m, y m, respectivamente, 
de modo que: m,» т, > m,. Sise sabe ademas 


que los ángulos : 
<(0,L,)= «(L,,L,)7 «(L,, Ls) 


I)Proy,, v+ Proy;, (Pr oy,, v)* Proy,, (Proy,, (Proy, 0)) 


II) La ecuacion de la recta bisectriz del ángulo agudo 
entre L, y L, 

RESOLUCION : 

* Graficando segün los datos : 


Y v [j|(0; 1) - (0; 5) 
$ ? Li 
a-( L, sigue la dirección 
Б=(1;1) 
(a;b) L, *Porlo tanto: 0=45° 


аар 977 Luego: los vectores 


dirección de L, y L, serán 
.. respectivamente: 
i= es (150) yd = (1;- 1) 


* Luego : 

z vb. 
* Proy ц =з Proy, ees). fa) 
* Proy y, (Proy, $) ¿Proy (та; PM ecce 7 


* Proy y, (Proyy, (Proy; 5) "Prey; TI куйу 
* Por lo tanto, haciendo: 

® Proy, v+Proy,, (Proy y, 99 MMC (Proy y, v) 
- ' Reemplazando (a); (B)y(y)enE- 5 = (551): 


п) El vector dirección de la recta bisectriz del 
у LJ) será : 
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dio 1)*(1;0)-( ——— ) : 
J2 J2 ^39 
Sea (a; 5) L} ^ Lo por lo tanto, se deberá cumplir 


que: 

a-b+12=0 > para a=a ; b=s+12; luego la 

ecuación de la recta зане será: 

42 + de 
¿Ad S 

PROBLEMA 75: 


Sea ABCD un cuadrilátero, donde P = (4; 8) e ADY 


Dala +12)+ (——)/8;1 € r} II Rpta. 


tal que a.z =£; sabiendo que: 


Proy PCI, 3); 


Proy zp PBI1:-2) y Proy ¿¿PD/(3;1)y B = (12;1) 


Si el lado BC se prolonga (en la misma dirección) a 
la derecha de C; se encuentra en un punto E=(39;10) 
resultado ser C un punto que divide a ВЕ enla razón 
de 1 a 2. Hallar: 

I) La ecuación vectorial de la recta que contiene las 
vértices D y C 

П) Un punto R sobre РС de modo que el A BRC sea 
recto en R 

RESOLUCION : 

Graficando usando los datos: 


Por dato: € divide a BE 
en razon de l a 2 


——B+ ——E 
Си zu 


>C=(21;4) 
* Sea L, la recta que 
pasa por A y D 
* Sea L, la recta que pasa por A y B 
L,-7((4;8)*t(2;3)) ; L3 - ((12; eel -2)) 
89 


A=L,M L;, >Igualando ecuación A-(£ 33! 33! 


9 ыт 
134 253 


2 
=2 do val D= 
P= DART z P -*Reemplezan o valores: Coa "967 


DC-7 (418; -149) > Lyc 7 (91:4) +0(412; — 149 )/v e в} 
PROBLEMA 76: 

Los puntos A=(6; — 6); В; С y D son vértices de un 
paralelogramo, siendo AB=(1; 7) una de sus 


AB -AC. Se toma un punto 


diagonales y ProYs AG 
interno P del paralelogramo, de modo que 
Б?Л PE 3 
AP-(1;4). Pro BP = -—(2;4 

(1;4) у 195% s! ) 
Hallar la ecuación general de la recta L que tiene 
como normal al vector PD y que divide al segmento 
PD enla razón de 1 a 2. 
NOTA : 


El punto € se encuentra a la izquierda y por debajo 
del punto B. 


RESOLUCION : 
* De los datos: 

AB =B- A>(1;7)= B-(6;6)>B=(7;1) 
AP-P А >(1;4)= P-(6;-6)>P=(7;-2) 
BC || (2:4) = Vectordirecciónde BC: a=(1;2) 
Proy ¿AB =AC> B 


El paralelogramo es 

recto en € D 
Sea L,: recta que pasa C 

por A y C. 

Sea L,: recta que pasa 

por € y B. A 


у= ((6:-6) + t( - 2;1)) 
L= ((7;1) + r(1; 2)) 
C =L,nNLz > C=(4;- 5) 
* Por lo tanto : 

BC-(-3;-6)-|BC|-|AD|- 3/5 

> D=(6;6)+3./5 742) > D=(9;0) 
PD=D- P=(2;2)> El vector dirección de la recta 
perpendicular a PDes:a=(-—1;1); Sea М: Punto 
de intersección de la recta pedida con Pp y que 
divida a х en la erg 1а2. 

23 4 


=2(7;-2)+ 2 (90)>N= Ca -3) 
* Ecuación vectorial A la recta pedida: 

23. 4 7 
= Сес К —1;1)ш € D 


PROBLEMA 77: 

En un triángulo ABC, recto en B, la hipotenusa de 50 
unidades longitud es dividida en n partes iguales por 
los puntos P; P....P, ,. Calcular. 


B 


A Pui P: Р: С 
NOTA : Considera n como dato . 
Además : 12-34... n = ED 
RESOLUCION : 
* Haciendo: 


[R|-|BC BA  BP1 BP2+........+ BPn-1 


*Sea: ka — Proyección del vector ВК sobre АВ. 
(kz1;2;.........n). 

*Sea: ЕБ =Ргоуессібп del vector BPy-» sobre 
BC :(kx1;2;.........n) 

* Graficando adecuadamente : 

AABC es rectángulo, luego: 


С REN 
R =( вау kb) 


= |= еа )+(® рб) y 
=> ces мч) Jla? +b? )..................... (a) 
с 
b 
Por dato: [AC |750u.; [Ac | 
-stá dividida en n 
partes iguales. La 
longitud de cada uno de 
ellos será: 50/n. __ 
5 $ Spe a? 453 (à 
B ü GA n 
* Reemplazando en (a) y efectuando: 
R=25 (n+1) 


PROBLEMA 78 : 

Se tiene el triángulo ABC. A=(0; 0); B = (18; 0) y 
С=(6;12).НаПпаг las ecuaciones de dos rectas 
paralelas allado AB. de tal manera que éstas dividan 
al triángulo en tres áreas iguales. 
RESOLUCION : 


ACNP ~A ABC : 35 [AC 


Эр И ГЮ 
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Vector direccion de 


AC:b 


AC=(6; 12) 5—(1;2) 


Por lo tanto : 


2/15 (1; 2) 


N-C - [NC|ug (6:12) 2 


> Nz-(6-243; 12-443) 
*ACQM ~ A АВС 

2 Saa, =|см| =2./30 ....(AC=/180) 
* Luego : 

lonja, (6; 12) - 2430 $a: 
> M-(6 -246;12 — 446) 
* Vector dirección de AB: 
AB -(18;0)-18(1;0) а=(1;0) 

AB I NP || MQ — los vectores dirección de c/u.es 
a-(1; 0) 
Lyp7[(6 – 243; 12 — 4/3) t(1;0)1t e R} 
Lua=((6 - 2/6;12 - 4/6) r(1;0)1r € Ж 
PROBLEMA 79: 
Determinar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto Ж =(8; – 6) y forma un triángulo isósceles 
con las rectas L,: y =3 y L,: 3x+2y -12=0 
RESOLUCION : 
*R cumple con la ecuación de 2, > В є L; 
Resolviendo las ecuaciones de L, y L, 
Hallamos : Г, П = Q=(2; 3) 


Sea L la recta buscada, que intersecta a L, en P,. De 
acuerdo al enunciado del problema, nos 


encontramos frente а dos alternativas de solución: 
1) que RQ sea uno de los lados iguales del triángulo 
isósceles: 
* Tenemos 3 casos para : 

E еэ. 


* Luego : 

0) Pee» gg) 

b) P, -Q- [RQ|(1:0) | P, -(2 - 3/13;3) 

c) La recta bisectriz del 4 QRP, será mediatriz de 

QP, en M. D,=1(8;- 6) + t(0; 1)) 

L,2((2;3)*r(1;0)) > D, L, 2 M-(8;3) 

= QM - MPs =(6;0) 

* Porlo tanto: Р,= М+МРз > P= (14;3), luego: 

RP,-3(413 - 2;3) > L -((8; -6)+m(/13 — 2; 3)Im e R]--rpta. 

RP5-3(-/13 —2;3) => L"=((8;-6)+n( -VIS - 2;8)In e R]-rpta. 
'3=3(2;38)>L" =((8;-6)+p(2;3)/p € R].—.rpta. 

2) que RQ sea lado desigual del triángulo isósceles 

P, se encontrará en la mediatriz D, de Qg. Sea 

N= punto medio de QR: 


N-(8- 5)  Dy-ltss - 5) ws; з) 


47 d 
7; пш.) RP,-3(7;3) A 
L” =((8;-6)+q(5;12)/r € R]....rpta. Y 
PROBLEMA 80 : 

Un punto del plano se representa como : 
Q-(-7.;- 20)43c . Si Б=(1;1), e .(a-B)=0;a=(3; 5) 
n —4413 ^ Proy i 


Ok, d ecuación fis En la recta L que 
pasa por Q y es paralela a la bisectriz del ángulo 


Comp... gje7ra2: -8)*c 


formado por (a - 5) y (a+b) 
RESOLUCION : 
* De los datos tendremos: 


a- Б =(2;4) 
ES Q E ау 
С, c (a-b)-6 .(2;4)=0 
-13/2;-20) Luego: 3 
c//(2;4)/((1; 2) => c=k=(1;2) 
* Además : 
215 | 4413(4:6) Luc 
Proy z p e" Combi, e| e TU) iue ees 


* Luego: (8;12)=r(12;- HOS 1 E 


1 18 _ УРТ 
* == ===> e=(—: к 
De donde : r= 5? ¿h=- 3 7 e 2:13) did 


EDICIONES RIBMINOS АЛА 


* Por lo tanto: 
Q-( -2,-20)+92,13) > Q-(13;19) 


* Vector dirección de la bisectriz formado 
por(a-b) y (ab) 


d-(a-P) (946) (94) 6) , 1, 2 2, 3) 
БОБ 20 da 5 Лз J5 Лз 


* Ecuación Vectorial de T : 


L-(q«14)- (ca; 19 Ht( x +25: E ud ager) 


DS eei e 81: 
Q- бы 
{ук кү AB en razón de 2 a 5. Sila longitud del 
segmento és 65 y uno de sus extremos es 
B=(7; k), hallar: 

I) El otro extremo A del segmento y el punto Q, si la 


recta que contiene al segmento pasa por el origen 
de coordenadas. 


NOTA : El punto A se encuentra por debajo de B y 
х,+0. 

II) Hallar la ecuación de la recta que pasa por Q y es 
ortogonal a AB 

RESOLUCION : 


х,) es el punto de división de un 


(0;0) 
* Por dato: El origen de coordenadas, A y B se 
encuentran.contenidas en la recta L. 
* Pendiente de L: 


Lx, k 
„= => 


7 
k=- 
Xo E 2 


* Vector dirección de L: my > d-(2;1) 


* Punto А: 
A-B- Vas Gg > A=(7- 20135 5-18) 
* De la figura : * 


7n-465 5n-7 /65 


(2; y 
E 7-718 
Jg 899 


* Ecuación Vectorial de la recta Me 


2Q-B-5n ¿2-2 13) 


L,-(Q*raj/reR) 
L,= (a 13:22 18 er(-1; :2)ire r} 
PROBLEMA 82 : 
En un triángulo ABC, el lado BC mide 5/10 
unidades la mediatriz del lado AC en el punto 
P=(-3-5) у 1а prolongación de BC en 
0=(15; -21).Si С es punto medio del segmento 
ВФУ Proy ¿pQB=6(3:4). 
I) Hallar los vértices del triángulo ABC 
II) La ecuación general de la recta que pasa por P y 
es ortogonal a ВС 
NOTA : La abscisa del punto А es positiva 
RESOLUCION : 
* Sea M la intersección de la bisectriz con AB. por 
dato: 

ProyggQB- =6(3;4)=QM 
* Entonces : |QM|-30 
* Vector dirección de QM: 2=(3;4) 
M=Q+|QMÍ| > М= (3;3) 

а 


* Además : |QB|-10/10; |QM|- 30 


"Q(-15;-21) 
En BN QMB: 
mal = 65| = ек| =>|MB|=10 


* Por lo tanto : 


[MB| = |МА|= 10 
* Cálculo de x vértices del A ABC 
oC 4:3) 
B-M-10 2 — -(3; 3)4- > B-( -5;9) 
4 1024,3) 
(-4;3) 
А=М – 10% =(3:8)- > A=(11;-3) 
la"! (+4; 3)| 
0772 PAI аа 5 15:22) > c=(-10;-6) 


(GEOMETRIA ANALITICA 

* calculo de la ecuación de la recta 

Vector dirercción de la recta que contiene a ВС: 
BC= (-5;-15)=- 5(1;3)>b=(1:3) 

Vector dirección de la recta La BC: b*=(-3;1) 

* Ecuación vectorial de la recta pedida: 

L=[P++b' /teR) 

L=((-3;-5Wt(-3;1)/teR) 

PROBLEMA 83 : 


Sobre la recta L: х – /3y-8 =0 se toman los puntos 
A;CyB=(2-2/3)A;By Cde izquierda a 
derecha, tal que [Ag|- 3 unidades y |Ag|- 4 


unidades. 

A un mismo lado de la recta se construyen los 
triángulos equiláteros ADB y BEC, de modo que la 
recta que contiene al lado CE tiene pendiente 
negativa. 

I) Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen 
a los lados del cuadrilátero ADEC 

II) Hallar el área de dicho cuadrilátero. 


RESOLUCION: 


à-(/3;1) 


Vector dirección de L; 
PUNTO €: . 
C-BA4 S C=(2+2/3;-2,/3+2) 
PUNTO A : 
343 


A-B- a а э A--39 08-5) 


“En un triángulo equilátero de lado “а”, su altura 


estará dada por la siguiente relación:" 


a 
h^ 3 


as MEN  — CICLOPEDIA 2012 


Además: “En cada triángulo equilátero, su altura 
respectiva pasa por el punto medio de su base”. 


*punto medio de AB: M 


Mo TE dd 
*punto medio de BC: N 

N2P!€ y =(2+/3;-2/3+1) 
ALTURAS : 
Correspondiente a AB: Correspondiente a BC : 

impl=243 INz|- 5 3-23 
PUNTO D : 
2L 


D=M+ mp) = D-(2-543;-94347) 
PUNTO E 

E- => E-(2; 24344) 

* Por lo tanto: 

AD-3(0: 5 AC - + (485 Dr DE- (34/815); 


EC-2(43; - 1) 


I) Las ecuaciones de las rectas respectivas a los lados 
serán: 


6 | 2s 


3- Sr (OD € r} 
L,c-(2; - 205 3)4 t(/3:1)/t e R} 

Lpg7((2; - 243 +4)+ 5(343,5)/s e R} 
Lgc-((2-/3; 2/32) w(43;- 1)lw € R} 


' П) ÁREA DEL CUADRILÁTERO : 


A7 |AD. AC|* 5 [DE EC | ;reemplazando valores: 


1 1|1 
A- Sis Zones o 15] 29/8:5.8;-2) 


29 5 


21 
* Efectuando : Ant > A== e 


PROBLEMA 84 : 


Sea ABC un triángulo rectángulo, recto en B. Sobre 
los lados BC y AB se toman los puntos P y Q 


respectivamente, de modo que [Az|-[Bq| »|gP|-IPCl- 
Si: P=(2; 7 - 5/3); d(P, Q)= 6, Ргоухь AC=4(43; 1) 
y la ordenada de B mayor que la ordenada de C. __ 


Hallar los vértices del triángulo ABC, 
RESOLUCION : 


* Porser A ABC un triángulo rectángulo, se cumple 
que Proy y AC -4( 43; 1)-AB [Ap |-8 Además 
Vector dirección de AB : &=(V3;1) ; Luego: 
Vector dirección de BC : à^-(—1;4/3) ; Luego: 
Graficando : 


* Enel A ABC: 
а+8=90° 
а+ В+0=180° 


* Luego : вер es recto en 0: 


оог 


[вр =|В@| + аР =8°+в° 
* De donde: [Bp|-10 


е, 
Punto B «B=P+ppl 7 =>B=(-3;7) 
a 
2L 
Punto C a >C=(5;7- 8/3)" 


Punto A :А= -amS А= (-3-4/3:3) 


PROBLEMA 85 : 
Sean A; B=(2; 4) y C los vértices de un triángulo. 


Si Proygo AB-(25-—); la recta L,:y=3 pasa 


por los puntos A y C y la recta L,: 2x+y-8 = 0 
divide al triángulo ABC en dos triángulos de áreas 
iguales. Hallar el área del A ABC. 
RESOLUCION : 

* Por dato : 


A 2, 1 
BC 5 5 


: 1 :2 
Pendiente Lac : тас oup la ecuación de L, 


se obtiene: m,=- i 


* Luego: Lo NBC, entonces resolviendo las 


ecuaciones: 
Lo: 2x+y-8=0 5 

2 3 
Ld et }se obtiene L, NL3=N=(358) 
arto E 

BC x-2  2pSeobtieneL, N L¿¿=C=(4;3) 
Lj: y=3 

(253) -INdl-2 

* Haciendo: | io Mà ex ded (a) 
* Por relación de áreas : 


Area (ABC) _ (L+3/2)? _ 28 


* De donde se obtiene: 1=5‹ J34-1) 


| „Су 
*Еп (a): |АС|= 5 /3+3; Por lo tanto: 
А=С-|АС| (150) Ae E , ;3) 


BC=(-2;1) ; Аб=(з+® /9;0) 


Area(ABC)=2|B0.AC|> Area( ABC )342 42 u? 


PROBLEMA 86 : 
Sean las rectas L,=((0;3)+ t(2+3)), L, paralela al 
vector (-1; 5), L, ortogonal a L, en (2; 6). 
Hallar la intersección de L, y L, si L, pasa por 
(4; 9) 
RESOLUCION : 

1, N Ly =(5; 4) 
PROBLEMA 87: 
Del punto Q=( 6; 2 ) se trazan dos rectas L, y L, de 
tal modo que con la recta L que pasa por (0;1) 
y vector normal (-2;1) determinan un triángulo 


equilátero. Calcular los vértices del A equilátero y el 
área del mismo . 


RESOLUCION : 
* La ecuación de la recta L estará dada por: 


L : [P -(0;1)].(-2;1)=0 >L :2x - y+1=0 


Sea L, una recta perpendicular a L y que pasa por 
0=(6;2), entonces : 

L,=((6:2)+r([ -2;1)|re R} ó L,=x+2y-10=0 
Sea M punto medio de AB ,entonces M = LN Lp; 
* Luego : 


L: 0986) 8 21 
= х=—;у=—— 


L:x+2y-10=0 5 5 
> м=(3:21) 
* Cálculo de la área : 
Sea : a = lado del triángulo ; ћ = altura 
A = área del triángulo ; entonces A= УЗ s 

|2(6) — 1(2)+1| 

>h=d( г LL META 

x V41 4/5 


Сошов=® а э а=-=; Luego: 
2 243 _ 121 2 
A >A=35 J/3 u 


* Cálculo de los vértices : 


Sea й un vector unitario paralelo a la recta L; 
entonces 


Ш/!(1; з)э i=- (1; 2)сотоВє1. y Mes punto 
medio, énionce d y 


: fal- 


B=M+=2 €—— =) 


843411; 2143-22, 
BJ ) 


* Para determinar el vértice 4, procedemos 
nte entonces : 


re y CICLOPEDIA 2012) 
* Finalmente el tercer vértice es Q (6; 2) 
PROBLEMA 88 : e T 7 
Demostrar que si dos rectas paralelas son intersectas 
por una secante, entonces los ángulos akemos son 
congruentes. 2 
RESOLUCION : - do 
* Sean: L ; Іа secante. L,//L, 
* Entonces de la figura : 


274 
T SA 


L,: (P,+ta/te R) 
L;: {Qo +s5/s e R} 
L: (T, *réire R} 


*Como І, // L, >á=kb;k>0 ;consideremos 

ángulos alternos internos . 

* Sia es ángulo determinado por -à y-e;yf es 

el ángulo que determina los vertices 5 ye; entonces: 

(-à)(-8) а. 2208808 _ ЕБ.С 
lali! ale M Tail lel E lel 


соз а= 


TES =соз f 2 с=В 

8] lél 

* Como a=f,entonces los ángulos alternos son 

congruentes. 

PROBLEMA 89: 

Hallar el área del triángulo determinado por las rectas 

L,; L, y L,; sabiendo que: 

L,:Pasa por el punto (1; 4) У! es ortogonal al vector 

63; 5) 

L,: Pasa por el punto (6;1) y es paralela a la recta L : 
L:5x—2y - 320 

L,: Pasa por el punto (8; 6) y es perpendicular a una 

recta de pendiente т= — 7/2. 

RESOLUCIÓN : 

* Calculemos las ecuaciones de las rectas: 


> cosa= 


SiL¡*(3;5)>L,/(-5;3) 
>L,:((1;4)+ t( 5;3);t € R} 


EDICIONES RUBIÑOS THE 
Si Lj//L — Ls 1(5;-2)— Ls//( 2; 5); entonces : 


L3:((6;1)+ r(2;5);r e R} 
* Sea L, una recta de pendiente 


7. =7 


* Luego: Lg: ((8;6)+8(7;2);8 e R} 


Calculo de los vértices del triángulo : Los vértices 
quedan determinadas por las intersecciones de las 
rectas , las cuales las hallamos igualando las 
ecuaciones de las rectas : 


* Para el vértice A: 

A=L, ML); entonces : 
(1;4)+t(-5;3)=(6;1)+r(2;3) 
> (1-5t;4+3t)=(6+ 2r ;1--5r) 

* Igualando componentes y resolviendo el sistema: 
1-5t-642r 
4+3t=1+5r 

* Reemplazando r = беп L,; entonces : 

A=(6;1)+0(2; 5) >A=(6 ; 1) 
* Para el vértice B : 
B-L, (| L5; entonces igualamos las ecuaciones : 
(1;4)* t( -5;3)-(8;6) * s(7; 2) 
* De donde al igualar componentes y resolver se 
obtiene: 
=- 1; t=0;B=(1; 4)+0(—5;3)= В=(1; 4) 
* Para el vértice С: 
C-L, N L,; procediendo análogamente: 


faro; t=-1 


L-(P,*(t - t,)V/te R) 
(6;1)+r(2;5)=(8;6)+ s(7; 2) 

. entonces: 820; r=1; >C=(8; 6) 

* Cálculo de los vectores 

à-AB- B - A-(1; 4) -(6;1)-( —5;3) 

b-AC-C - A=(8;6)-(6;1)=(2;5) > b*=(-—5;2) 
* Cálculo del área : 


a. > A==21(-6:3):(-6;2) - aut 


1 
А=— 
2 


PROBLEMA 90 : 


Si la velocidad V de una partícula es un vector 
constante y si la partícula parte de P, en el instante 
t, , la posición P de la partícula en elinstante f es 


P,+ (t-t,) V/ la trayectoria : 


Ш{ —— ELA RECTA) 
L-(P,*(t —£,)V |t eR] se llama trayectoria de la 
partícula. 

La partícula P , tiene una velocidad V, —(100; 300) y 
comienza en el origen en el tiempo #=0, Una segunda 
partícula P, tiene una velocidad У,= (50; – 30) y parte 
de (0; 270) en el tiempo f =0. 

I) ¿Donde se intersectan las trayectorias de las dos 
partículas? 


II) ¿Chocan las particulas? 


Ш) ¿En que instante debe dejar la partícula P, el 
origen para que choque con Р,? 


RESOLUCION : 
* Sean L, y L, las traryectoria de las particulas L, y 
L, respectivas, entonces : 
L,=((0;0)+(t, — 0)(100; 300)) 
= L¡=((0;0)+t,(100;300)) 
L5-((0; 270)* (to - 0)(50; -30)) 
> Lə ={(0;270)+% (50;-30)) 
1) I=L, ПЕ, : 
Igualando las ecuaciones de las rectas se obtiene : 
t,=3/4u;u: unidad de tiempo 
1,-3/2u 
* Por lo tanto: I = (75 ; 225) 
П) Siendo t, + t¿según (1), entonces las partículas 
no llegan a chocar. 
III) entonces las chocan cuando #;+ £5—£5 
* Luego : 


En consecuencia, P, choca con P, deja el origen o 
punto de partida 0,75 unidades de tiempo después 
que lo hizo P,. 


PROBLEMA 91 : 
Dada la recta L:x+y-= 1542-0 y la circunferencia 


Ф=(х – 1042? (y – 542 )?=25.Si L,y L,son 
dos rectas paralelas de pendiente negativa , tangentes 
a € y tales que cada una de ellas forma con L un 


ángulo agudo б donde : tan 60—3/4 . 

Hallar las ecuaciones vectoriales de L, y Ly 
RESOLUCIÓN : 

* Transformando la ecuación dada : 


IA 2 i rima; 


EDICIONES RUBINOS 1058 


— L, ^ L,-(7;3) 
Sea L, la recta pedida con pendiente m, 
* Por dato : 1 

M3S3——=>M3=3: 6 mg$2— 

137 ‚РЕ Я #2 

> aplicando : m=(y – y, )/(х — х„) y efectuando 
operaciones : L,: 3x - y - 18-0; L,: x - 2y -1-0 
SOLUCIÓN VECTORIAL : 


Sean : 

L, : ((0;-5/3)+4(3:2)/t € R y La : ((0;13/2)r(2; -Ulre В} 

intersectando ambas rectas , igualando sus 

ecuaciones: 

(0;-5/8)1(3; 2) 2(0;13/2) +r(2;-1)> 1,  L5-(7; 8) 

Sea m, la pendiente de la recta buscada . Por dato, 

un punto de esta recta es (2m 0), por lo tanto : 
3-0 

7- 2my 

* Ecuación de la recta buscada : 

І: 1(7;3)+8(1:3)/8 ER) ó Lg : ((7;3)*w(1;3)]w e R} 

PROBLEMA 95 : 

En el sistema x’ y’ la recta L : 2x — y=6 (dada en 

coordenadas xy) tiene pendiente m'=- 3. Si L pasa 

por un punto А, el cual tiene coordenadas (4; 2) en 


el sistema ху y (34/2; 4/2) enel sistema xy”, hallar 
las coordenadas del vector de traslación P.. 


NOTA: El vector y de rotación de coordenadas debe 
tener la primera componente negativa. 


RESOLUCION : 
* Ecuación de transformación : 


а Y 

(х;у)=Р,+хи+уи 
* por dato } m'=- 3 > a =(1; - 8) 
* enel sistema xy: a=(1;2) 


a=1u+(-3)u =(1;2) 


тз= > ms-3;ms-1/2 


* relacionando : 


* Se obtiene : aL Сс) = == 


42 4/2 
* Por lo tanto : 
(151 (-1;-1 
(4;2)-P,*342 Js 2413 3 ) 5 P.2(8;0) 


PR OBLEMA 96 : 


Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los 
ángulos formados por las rectas : x+y -1-0 у 2x- 
y+1=0. Demostrar, además , que son 
perpendiculares entre sí. 
RERSOLUCIÓN : 
* Sean : L, : x+y-1=0=>m,=-1 

L, : 2x- y+1=0 > т„=1 
* Sea 0 el ángulo que forma la bisectriz con cada 
una de las rectas ci entonces : 


tgo- 1 —Hs == m» 


THO TT +тәтз 
E y 


* Reemplazando valores y efectuando : 
mi + бтз -1=0 => тз= – 3+ (10 
* Resolviendo las ecuaciones de L, y L, se obtiene : 
Е L; © L,-(0;1)-A 
* Por lo tanto las ecuaciones de la a bisectrices que 
pasan por (0; 1) y de pendiente m, son : 


тз= -3«/10-3— =» у=( — 8410 )x+1 


my2-3- 10221. y2( - 3- J10)x1 


* Para demostrar que las bisectrices son 
perpendiculares entre sí es necesario que el 
producto de sus pendientes sea igual a- 1; Luego : 


(-3+V10)( - 3 - /10)= — 


Entonces las bisectrices son perpendiculares 
entre sí. 


RESOLUCIÓN VECTORIAL : 

Se tienen : 

L,=((0;1)+t(15-1)) ; L¿=((0;1)+r(1:2))5(t;8) e R 

Un punto de la bisectriz será : L; су L¿=(0;1) 

Sea a, vector direccional de la bisectriz : 
AA -48) 

* Ecuaciones de las bisectrices : 

L;7|(0:1) *s(48--/2; 242 — /5)/s e R} 

L,71(0:1) *w( 45 — 242;45--/2 )/w e R} 


* Determinamos la perpendicularidad de las 
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bisectrices; para ésto , el producto escalar de sus 
vectores direccionales debe ser igual a cero.Luego: 


(N5--/2;242 - V5 (45 - 242; 5/2 )= 
(N5--/2)(45 - 2424242 - /5)=0> L; L L, 
PROBLEMA 97 : 


Determinar la ecuación de una recta que pase por el 
punto ME 2;3)y sea perpendicular a la bisectriz 
interior del triángulo de vértice A=(0;0) ; B=(4;8); 
C=(6;2) relativa al vértice B. 

RESOLUCIÓN : 

* Sea L, la bisectriz de pendiente m, 


* De la figura : 
ту тз ms-m 
(ia E E TL нн 1 
te I+m,m3 l+mom; 0 
* donde : 
8-2 8 Y 
= =-3; =—=9 
27. 4-6 d 
X 
X 
L, 
* Reemplazando en (1) y efectuando se obtiene : 
m3=7 £542 


* Por lo tanto la bisectriz interior tendrá como 
pendiente: m3=7+ 5/2 

* Sea IM la pendiente de la recta pedida (L) : 

* Por dato : 


LL; >m та=- 1 т= 


27-542 
TE 
* Finalmente , la ecuación de k rècta que pasa por 
C 2; 3), de pendiente mz7 – 542 es: 
7-5/2=2-3 > (725/2)x-y+17-10/2=0 
RESOLUCIÓN VECTORIAL : 


Sea b el vector dirección de la bisectriz , entonces 
b es el vector dirección de la recta que pasa por M. 


IÉ Y 1 1 

2——(1;2) 4——(-1;3)5——(42 —1; 242 
Eget ARG л? /2+3) 
entonces : 5. -( - 242 - 34/2 - 1) 
>! Ecuación de la recta pedida : 
| L=(( 2:3) 4( - 2/2 - 3:42 - )/t e R} 


PROBLEMA 98 : 


Determinar las coordenadas de los vértices de un 
cuadrado ABCD, sabiendo que los vértices A y B 
pertenecen a la recta L , de ecuación : 


1 1 
3 -U=5(y-0, y C-(2;10). 


Se sabe además que х,< x, y x,«x, 

(xs хь; X, son las abscisas o primeras componentes 
de los puntos А; B y С respectivamente). 
RESOLUCIÓN : 


* Transformando la ecuación de L : 
a_C(2;10) 


L:5x-3y+2=0 > m= A 


* La distancia de C a L será igual al lado del 
cuadrado, entonces ; 


_l5(2)-3(10)+2|_ 18 


— — 1 1 

S “ум ja 

CD1L mm, 7-15 moy-- 2 30-10 (п) 
хр-2 

(xp:yp)e L =>5хр- 3yp*22-0.......... enr (Ш) 


* efectuando (II) y (Ш) se obtiene : х„=79/17; 
y, =143/17 


210-y,- (2-24) de E y) 
* Además : 
a?-324/34-(10— y 4 ? -(2- x4 ^ .......(V) 


* (IV) en (V) , se obtiene : x,—7/17 ; у,=125/17 
4 A 


también , 
(хв;Ув)є L> Бхр - Зув+2=0.......... (VI) 
8 (125/17)—yg 
ABIL m— mM eere VII 
* De (VI) y (VII) : х,=52/17 ; у,=98/17 
* Luego : 
7 125 62 98 79 143 
D= A= —;— 
Sri 17) 207° 17) ? В=(ту? 17) 


RESOLUCIÓN VECTORIAL : 


De la ecuación simétrica obtenemos la ecuación 
vectorial de L : 


L :((2:4)*1(3;5)]|t e RJ > n=( 
d(C; L): Lado del cuadrado , entonces 


- 5;3) 


RETA 1325 qux 


ас) 2;10-4).( - 5:3)_ 18 


42549 J/34 
(Ep Men 7 125 
A-(2;10) 4 ——.——(-3;-5)-( L; 22 
D-(2:10)4 Сы 0248) 


.==(8;-8)= 
434 484 ET T 


79 143, 18 1 52 98 
В=(—;— . 3;—5)- P 
317717 34 Ja 7 117'17/ 


PROBLEMA 99 : 


Los vértices de un triángulo ABC son A(- 6;- 2), B(6; 
1) y C(2; 4). Se traza la bisectriz del ángulo exterior 
correspondiente al ángulo interno ACB. 


La bisectriz corta a la prolongación del lado AB en 
el punto Q. Hallar las coordenadas de Q. 


RESOLUCION : 
A) MÉTODO CARTESIANO : 


* De la figura : 


* Sea L, , la bisectriz , luego : 
igó- m,-ms ms-m, 
1+тутз ltm,m; 
* Reemplazando y resolviendo : m,=0 
* Ecuación-de la bisectriz : y - 4-0 > y=4 
Intersección de la bisectriz con la prolongación de 
AB : 


Huc A t26 > АВ : 4y- х+2=0 


Como L, : y=4 = resolviendo Q=AB o L,¿=(18;4) 
B) MÉTODO VECTORIAL : 

AB-(12;3) ; AC=(8;6) ;CD-(4;-3) 
Sea a el vector direccional de la bisectriz entonces 


=.= = (8;6) (4;-3) 8 ri 
-ujtugz—— +2 (I; =(1;0, 

a-uitus 10 Б Б“ 0) = us-(1;0) 

* Ecuación de Іа Bisectriz : 

Eg :1(2:4) €0(1:0)]t ERY o etie rtt (0) 


AB c L; > Lo=((6;1)+ s(12;3)/s €R)....(B) 
*De(g)y (B): t=16;8=1> Q=L;  L5-(18;4) 


PROBLEMA 100 : 
Se tiene el triángulo A(- 4;- 3) ; B(8;0) ; C(6;12). 
Por el punto M(0;3) efectuado en el lado AC, se traza 
una paralela a AB que corta a BC en N . Determinar 
las coordenadas de N. 


En los vértices A; B y C se aplican fuerzas de 10 ; 20; 
30 kilos , respectivamente , hallar el centro de 
gravedad. 


RESOLUCION : 
y 


С(6;12) 


N(a;b) 


B(8;0) 
А(-4;3) 
* Sea N=(a; Б) 
* Por ser MN//AB, entonces tienen la misma 
pendiente : 


b-3 0+3 
——=——— > 4b -12= 
PA аы 
BC/NC, luego: 12-0 12-b ¿4-48 
6-8 6-a 
* Resolviendo ambas ecuaciones : 
36 24 36 24 
NT EE С” Б” 


MÉTODO VECTORIAL : 
Sean; 2 Ag7 ((8:0) +1(12; 3)It e R} 
2вс=4(8;0) +r(2;-12)/r e R} 
MNIAB = Lac=((0:3)+q(12;3)/q e R} 
N=BC n MN , luego 
(8;0)+r(2;-12)=(0;3)+ q(12;3) 

* resolviendo: 

r=-2/5 ;q=3/5 

э N=(8;0)+(-215)(2;-12)=( 28; =) 
*CÁLCULO DEL CENTRO DE GRAVEDAD: 


Sea P el punto pedido , entonces sus coordenadas 
están dadas por : 


_aA+bB+cC , 


Р ; a;b yc son positivos 
a+b+e 


donde А; B y С son los vértices y а; b y c sus 
respectivas cargas , entonces : 


10(-4;-3)+20(8;0)+30(6;12) де 
10+20+30 
* Por lo tanto , los 6 de tangencia serán : 


T,=A+3ru1=(4:7)+3/58 — E 10) 


> T-A-3rus-(4;7) -345 —— БЫ ОР ;2)=(—— 


E 11 


-18. „29, 
5 mg? 


PROBLEMA 101 : 


Dados los puntos A(1; 1) y B(9; 7) se pide 
determinar las coordenadas de un punto С, 
perteneciente a la recta L , definida por la ecuación 
y=x - 6 ; tal que el ángulo ACB sea un ángulo recto 


RESOLUCIÓN : 


* Por el anunciado es recto 4C . 


= ВС L АС > твстус=-1 


(2-5 e 1. METRAN, 
а є $ > D=M – 6......... ccu TI) 
Y B(9;7) 


X 


* Resolviendo (7) y (II) se obtiene : 
a=10-;b=4 б а=5 ;Ь=-1 
* Por lo tanto : 
C=(10; 4) ó C=(5;-1) 


RESOLUCIÓN VECTORIAL: 
Sean : M , punto medio de AB => M=(5;4) 


C=(a; b), vértice del ángulo recto del Ex АСВ 
>|MB|=|MC| > ((9 - 5;7 — 4)|-|(a — 5;b — 4)| 
de donde : 

(5-а «(4 - Ь)?=25...............(1) 
(a;b)eL = b-a —6 ; reemplazando en (1) : 
finalmente А 


с=(10; 4) б c=(5;- 1) 
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D Calcular la pendiente de una recta cuya 
ecuación es: 2x+ 19y – k=0 
А) 19/8 B)k/19 C)-2ik р) (9/5)! 


E) -(9,5)* 


03) Calcular la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos: (5:3); (5;7) 

А) х+у=5 В) у=5  C)y--5 D)x-5 
(03) Calcular las coordenadas del punto de 
intersección de las rectas: 

L,:2x+3y+5 = 0 y 

A) (2;-3) B) (2:3) 
D) (-3;-1) E) (3;-1) 


03 Senale la ecuación de la recta que pasa por 
Р(1;5) y QC-1;1) 

A) 2x+y-7=0 B) 2x+y+1=0 
D) 2x-y-3=0 E) 2x-y+3=0 
(93) Calcular la ecuación de una recta cuyo ángulo 


de inclinación mide 45? e intersecta al eje Y en (0;4) 
A) y=x+5 B) y=x+4 C) у=х+3 
D) y=x+3 E) y=x+1 


E)x=-5 


L;:x-y-5-0 
C) (1;-2) 


C) 2x-y-4=0 


(09 Las intersecciones de una recta con los ejes 
son (0;6) y (+5;0), calcular la ecuación. 


ePi mide 


2 Determinar la ecuación de una recta, que pasa 


por el punto A(“6;3) y tiene un ángulo de inclinación 
de 45?. 

A) x+y+3=0 
D) 3x - y+3=0 


B)2x-y-3=0 | С)х 


E)x-y-3=0 


- y+3=0 


(03) Los interceptos que una recta determina sobre 


los ejes X e Y son 2 y -3 respectivamente. Hallar la 
ecuación de dicha recta. 

А) x+2y+5=0 В) 3x-2y-6=0 
D) -3x-2y+6 Е) 3x+2y+6=0 


C) x-y*6-0 


(09) Determinar la ecuación de la mediatriz del 
segmento que une los puntos A(- 3;2) y B(1;6) 


A) x+y-3=0 B) x-y 43-0 C) x+y-7=0 
D) 2х-у-3=0 Е) 2x-y-3-0 


(£0) Los vértices de un triángulo son A(-2;1), B(4;7) 
y C(6;-3). Determinar la ecuación de la recta que 


pasa por el vértice A y es paralela a BC. 


A) 2x+y+8=0 В) 3x+y+16=0 С) 5x+y+9=0 
D)x+y+10=0 E) 4x+2y+9=0 


@ Calcular el área de un triángulo rectángulo 


formado por los ejes coordenados y la recta cuya 
ecuación es: 5х+4у+20 = 0 


А) 12и? В) 18и? С) 15и? Р) 10и? Е) 9и? 


Determinar la ecuación de Іа recta que pasa 
por el punto A(3;1) y tal que la distancia del punto 
B(-1;1) a la recta es 2/2 и. 

A) x+y=3 B) x-y=3 

D) x+y=2 42 E) x+y=4 42 
43) Calcular la ecuación de la recta Е. 
A) y *2x - 1020 

B) 4y+3x - 30-0 б, 
C) Зу+4х-10=0 
р)у+х-б=0 

Е) бу+х-2=0 


С)х+у=4 


А(2;6) 


3 Determinar los puntos (x;y) de la recta que 


pasa por (1;-1) y (-2;2). Dar como respuesta su 


ecuación característica. 
A) 3y+2x=2 
D) y-2x=0 


B) x-y=0 


С) 2y«4-dx— 
E) y*x-0 M 


3) Se tiene un triángulo ABC. en el cual las 


coordenadas de su vértices son 4(2;2), B(4;4) y 
C(3;6). Calcular la ecuación de la recta que pasa 


por B y es paralela al lado AC. 
A) y=4x B) y=4x-10 
49 Determinar el valor de “k” para que la recta 


kx+3y - 3-0, sea paralela a la recta de ecuación: 
18x+(k+3)y + 1 =0 


A)3 Bj 4 С) 5 D) 6 
D Calcular “n” para que las rectas se intersecten 
en un mismo punto. І: 2х-Зу+8=0 

L; 3x+7y+7=0 Ly 2nx-3ny-12=0 
A)-4  B)-5 C)-6 D) -1 E) -2 
@8 Calcular la pendiente de la recta que pasa por 


(150) y forma un ángulo de 53? con la recta 
3x-—y-4=0. 


C)y=4x-12 


E) 9 


A)3 af DË р-з 


E) La base mayor de un trapecio isósceles tiene 


por extremos а los puntos (-2;8) y (-2;-4). Uno de 
los extremos de la base menor está en el punto 
(3;-2). Calcular el área del trapecio. 


А) 44 и? В) 40и? С) 50и? D)48u! 


В) 12 


E) 56 u* 


eo Si T,:y=x+2 y Т,:у=-2х+5 
Y 


A) 25/4 
B) 29/4 
C) 23/4 
D) 27/5 
E) 27/4 


Lj 15 


TAREAIDOMICINTARIA 
Dada la recta “L” con ecuación 3x+4y-4=0 y 


el punto P(-2;-5), encontrar la distancia más corta 
de Pa la recta L. 
Aj25u B)30u C)45u р) 5,5и E)60u 


(E) Calcular k para que las rectas Z, y L, sean 
paralelas. L,: x+2y-6=0 y L,: у= – kx +1-3 

A) 1/3 B)1/4 C)1/2  D)J1/6  E)1/8 

(E) Hallar el punto simétrico del punto A(4;6) con 
respecto a la recta x+y- 4=0. 
A) (-3;3) B) (-2;2) 
D).(0;-2) E) (-3;-2) 
(03) Determinar la ecuación de la recta que pasa 
por el punto (3;7) y tal que la distancia del punto 
(0;0) a la recta es lu. Además esta recta no debe 
pasar por el tercer cuadrante. 
A)x=3 В) х+у=6 
D) 2x-3y=6 E) x+4y=12 
È) Calcular el área del triángulo que forma la recta 
x+y- 3=0, con los ejes del sistema de coordenadas. 


A) 52 В) 72 С) 9/2 П) 13/2 E)15/2 


АШ Ї Ж ШТ 


С) (-2;0) 


C) y=3 


(01) Del gráfico mostrado, determine las 
coordenadas del punto P, si la distancia de P a Q es 
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Y 


Q X 


A) (12; 6) B) (-16; 6) 
D) (-12; 8) E) (-10; 4) 
(03) siendo A(-1 /7), B( -55* 47) y 
C(x; 0) los vértices del triángulo ABC, determine las 
coordenadas de C, sabiendo que ma ABC =53" y 
m<BCA = 45°. 

А) (3;0) B)(5:0) С) (60) D)(4;0) Е) (7; 0) 


63 Determine las coordenadas de Q en la figura, 
Q 


C) (-14; 8) 


: 2 Y 
si Теб ==: 
£ 8 
P(12;9) 
X + 
А) (7; 15) В) (8; 16) С) (6; 17) 
D) (7; 16) E)(6; 15) 


(T) Determine las coordenadas de un punto del 


primer cuadrante tal que  equidiste de 
A(0; 2) ^ B(6; 0), sabiendo además que subtiende 
sobre AB un' ángulo recto: 

А) (2;3) В) (4; 4) e) (2:4) D)(4;5) Е) (3; 4) 


En un paralelogramo ABCD se tiene que 


А(3; 5), C(17; 13) y-el punto de intersección de la 
diagonal BD con €l segmento CM (M punto medio 
de AD) tiene por coordenadas (11; 9). Determine la 
distancia desde el vértices B a este punto. 


A B2 С) з De E)5 


02 Hallar la ecuación de la recta ` que pasa рог 


(2; 3) у (3; – «2 
A) 7х + 5у-1 = 

а у 
Е) 2х-у+7 = 0 


63 De la figura adjunta, hallar la ecuación de la 


recta que pasa por el baricentro del triángulo AOB y 
el circuncentro del triángulo BOC. 


B)& € 2y- 12 - -0 
D) Зх + бу-9 = no ы 


-12 о 3 


А) Зх + 5y-11=0 
C) 2x - 7y+13=0 - 
E) 4x - бу 4 16-0 


@ Determinar el valor de verdad: 


( :) Si dos rectas son paralelas, tienen el mismo 
ángulo de inclinación. 


В) 2x- 11у +30 = 0 
D)3x-5y «9-0 


„(С ) Si dos rectas son perpendiculares, el producto 
„ de sus pendientes es -1. 


( ) La pendiente de una recta oblicua es negativa. 
A)VVV В) ЕЕЕ C)VFV | D)VVF Е) УЕЕ 


4) Qué representa gráficamente la ecuación: 


xX + у? + 2xy -2x - 2y- 24-0 
A) Dos rectas perpendiculares. 
B) Dos rectas paralelas. 
C) Dos rectas secantes. 
D) Una recta y un punto. 
E) Sólo una recta. 


(3) Hallar la ecuación de la recta L, si OP=12. 
Y 


EDICIONES RUBINOS 


х. 9 Cem 
D) Sat m 0E). 23 
A dts ) 36 * -15 


(3 Hallar las coordenadas del punto de 
intersección de las rectas: 


L,:3x-5y+12=0 у L,:x-2y-6-0 
A) (-24; 36) B) (36; -18) C) (28; 32) 
D) (-54; -30) E) (46; -25) 


($3) Si las rectas З'х – 12y + 9 = 0 y 18x - 2"y+6=0 

son paralelas, calcular su pendiente. 
2 3 9 
A)— B)— с)— 
: 3 4 2 ? 4 


4 27 
D)— E)— 
4 ^16 


(E) Los extremos de un segmento son A(-6; -8) y 


B(4; -2). Hallar la ecuación de la mediatriz. 

A) ic-3y- 1220 B) 3x-5y-20=0 
С) 3x + 4y+12=0 'D) 5x + Зу + 20 = 0 
Е) 9х +у-5 = 0 


3 Hallar el simétrico del punto (3; 6) respecto de 


la recta y + x -6 = 0. 
А) (0;3) B)(152) C)(53) D)(-1;3) Е) (-152) 


(£9) Dadas las rectas L,:  4x+3y-11=0 y 
L,: 8x+6y+15=0, si A pertenece a L, y B pertenece a 
L, tal que ABes perpendicular a L,, hallar la 
ecuación de la recta que pasa por el punto medio 
de AB y es paralela a L, 
А) 4x +3y-7=0 
C) 8х + 6y-7=0 
E) 16x+12y -7=0 


В) 4x + 3y-3=0 
D)8x + 6y-3=0 


D Hallar el menor área del pentágono formado 


por los puntos de intersección de las rectas: 
x-6=0;x+2=0; y-10=0 e y-4x-10=0. 
А) 32u? В) 48и? С) 96 и? РП) 54и? Е) 72и? 


@8 Los vértices de un triángulo son A(—4; -1) , 


B(3; 6) y C(7; 4). Hallar la ecuación de la recta que 
pasa por su baricentro y es perpendicular al lado 
mayor. 

A) 11х + 5y -37 = 0 
C) 5x + 11y-29=0 
E) 7x -3y - 26 = 0 


B) 11x- 5y-23=0 
D) 5x -11y + 28=0 


9 Dadas las rectas L, y L, cuya intersección es 


(-3; -2). Si la ecuación de la bisectriz del ángulo 
agudo que forman dichas rectas es 3x – By + 1 = 0, 
hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo obtuso 
formado por dichas rectas. 
А) 4х + Зу + 18 = 0 

С) ӧх-у-13 = 0 

E) 4х+у+14=0 


В) 12x + Зу + 12 = 0 
D)x+3y+9=0 


Ed |) LA RECTA) 
€0) El ángulo de inclinación de dos rectas paralelas 


es a (agudo). Si una de ellas pasa por (a; b) y la otra 

por (h; k), hallar la distancia entre dichas rectas. 
O<a<h y 0«k«b 

A) (h - a)Sena + (b — k)Cosa 

B) (h + a)Sena + (b + k)Cosa 

C) (h - a)Cosa + (b – k)Sena 

D) (h + a)Cosa + (b - k£)Sena 

E) (a – h)Sena + (k - b)Cosa 


Munro me quint 


(03) Según el gráfico, m«ACB- 30". Calcule la 
suma de abscisas de A y С si la abscisa en el punto 


H es 5, además la proyección de AC sobre el eje de 
abscisas mide 8 u. 


X 
А)8 Bj 10 D) 16 E) 18 
Si L es una recta no paralela a los ejes 


coordenadas, y contiene los puntos (2;2), (0;9); (p;0) 


siendo p * 0 y q +0 , calcule el valor de 1, 1 
P q 


C) 14 


р 
2 


@®саісше Іа medida del ángulo que forman las 


1 
A)1 Bj2 Cj4 E) 3 


rectas L,, con pendiente K, y L, con pendiente P 
А) 60° В) 907° С) 120° D)135” Е) 150° 

@ Determine para qué valores de a . la recta 

L: (a+2)x+(a?-9)y+3a*-8a-5=0 es paralela al eje 
X y paralela al eje Y, 
A)a=-2;a= t3 B)a-2;a- t3 


С) a=2; a-3 
D)a-43:a--2 Е) а=-2;0=6 , 


(03) Halle la ecuación de la recta que contiene al 
origen y que interseca a las rectas x - yz3 ; y=2x+4 
en A y B respectivamente de tal manera que el origen 
es punto medio de AB. А 
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A) 2y=x 
D) 2x+ y=0 


B)x-y=1 
E) 2x- y=1 


C) 2x =y 


68) Halle la ecuación de la recta que contiene uno 


de los catetos de un triángulo rectángulo isósceles 
conociendo el vértice del ángulo recto C=(4; 1) y la 
ecuación de la recta que: contiene a la hipotenusa 


es3x- y + 5-0. 
A) 2x-y =7 B) 2x+y=9 C) 2y+x =7 
D) 2x+y=7 E) x+y-7=0 


(02) Se tiene los puntos A=(-2; 3) y B=(12; 3) y la 
recta L: y-x-12=0. Calcule las coordenadas de un 
punto P de dicha recta de tal forma que AP+PB=28, 
además P pertenece al primer cuadrante. 

A) (6; 18) B) (3; 15) C) (2; 14) 

D) (1; 13) E) (4; 16) 

03) Halle la ecuación de la trayectoria de un móvil 
que se desplaza de tal manera que la diferencia de 
los cuadrados de sus distancias a los puntos (2;-2) 
y (4; 1) esigual a 12. 

А) 2x+3y=10 В) 4x+6y=21 
D) 4x-6y=21 E) 4x-6y+21=0 
D Los puntos P, , P, y P, son los vértices de un 
triángulo de área 5 unidades cuadradas. 

Si P, 7 (4:1); P,7 (-3;3) y P, € L, L: (1;1).(х; у)=0. 
halle las coordenadas de P, 


A) (1; 1) B) (1; -1) 
D) (5; 5) E) (- 5; 1) 


Se tiene una circunferencia tangente al eje de 
las abscisas, tuyo centro es el punto (7; 1). Determine 
la ecuación de la recta tangente de mayor inclinación 
a dicha circunferencia trazada desde el punto (2; 6). 
А) 3x+4y-30=0 В) Зх+4у-10=0  C)3x-4y-23=0 
D) 5x-8y-30z0 E) x+y-3=0 
@ Se lanza una partícula P desde el punto (-2;5). 


para que intercepte a otra partícula, de trayectoria L: 
3x-4y+6=0. Si el movimiento de P es rectilíneo con 
rapidez constante de 2 unid/s, calcule el mínimo 
tiempo en qüe P lograría su objetivo. 

A)4s B)3s C)1s D)2s E) Nose puede determinar 


sea В=(2а/8 ; 2а) y А un punto que 
pertenece a la recta 2: x=-/3 (y – 2a). Calcule las 
coordenadas de А (dé una de las respuestas) si 
таОАВ = 90° y O es origen de coordenadas. 
АЈ(0; За) ^ B)(a;/3a) . C)(a4/3; За) 
D)(aJ3; За) E)(a43; al3) 


C) 2x-3y=11 


C) (-5; 5) 


(CEJA el gráfico OABC es un cuadrado, en el cual 


el área de la región ONM es al área de la región OMC 
como 2 es a 1. Calcule la ecuación de la recta OM, si 
AN=NB. 


c X 
A) 2x-5y=0 C) x-y+1=0 
D) 3x-5y=0 


B) 2x-3y=0 
E) 2x+5y=0 


@% Halle la ecuación de la recta que pasa рог el 


punto (a ; b) y por la intersección de las rectas 
x.y X 
L,: —t-—-21; L,: —4-—-1 

P aX b.e 
A) b?x- a'y- a*b- ab*-0 В) bx- ay- ab- ab*=0 
C) b?*x- а?у- a*b+ab*=0 D) a?x- b*y- a*b- ab*=0 
E) ax+by+ab=0 
(63)5egün el gráfico determine la ecuación de la 


recta que pasa por M y N, si т< MCN - 90^ ; además 
OABC es un cuadrado de lado 8,5 u y AM=5u. 


А) 5x -12y+42=0 В) 5x+12y-42=0 C)12x-5y+42=0 
D) 12x+5y-42=0 E) 6x+5y-21=0 


(9) La medida de la inclinación de dos rectas es 
0, una de ellas pasa por el punto (p ; q) y la otra por 
el punto (h ; k). Calcule la distancia entre dichas 
rectas. 

A)(h — p )seng-(k —q)cosO  B)(h^ p)sen0 +(R + q)cosQ 
C)(h+ p)senQ-(k-- 9)сов80 D)(h —p)eosQ-(Rk – q)jseng 
E)(2h + p)cosQ-(k — 2q)sen 9 


(2) Dados los puntos A=(9 ; 1) y B=(3 ; 4) las 


distancias respectivas a la recta 


L(3;4)* t(4;3);te R. son a y b. Calcule 
k=a+b. 


EDICIONES RUBIÑNOS ESS 


A)0 Bj6 C) 12 D)3 E)4 


B L es una recta que contiene al punto (8; 3) 


cuya intersección con eleje de ordenadas es negativa 
y cuya pendiente es positiva. L determina con los 
ejes coordenados una región triangular de 12 
unidades de perímetro. Encuentre la ecuación 
vectorial y la ecuación con las coordenadas al origen 
b: 


A) L: ((8;3)+t(4;3))teR ; L: 2+3=1 
В) L: (4;0)*1(4;3)t e R ; L: a 
C) L: ((8;3)+t(-4;3))teR ; Li q 
D) L: [(8;3)+t(4;3))teR ; L: om 
E) L: (0; -3)41(4;-3)t € R ; L: 2H 


(1D) Los lados de un rectángulo son tales que dos 


de ellos distan 34/2 unidades del puntos Q- (-3;5) 
y los otros distan 5/2 unidades de Q y la medida 


ха E zv: m 
de la inclinación de estos últimos lados es 4 


radianes. Determinar la ecuación vectorial de una 
recta que contenga a uno de los lados, tal que su 
ordenada al origen sea máxima. 


A) L: ((2;0)+t(1:1))t e R 

В) L: ((5; 3) +t(1;1))t e R 

C) L: ((7;7)+8(1:1)) te R 

D) L: ((—8;10)+t(1:1))t e R 
E) L: [(-6;2)+r( —1;1)jr e R 


EN) Dadas las rectas А: (0;1)+t(2;1) y 


L,:(2;3) *s(1;2), halle la ecuación vectorial de una 
de las bisectrices del ángulo formado por dichas 
rectas. 

A)- £053) t(53)It eR B) g 13) eta3)t eR 
С) (1:3)+t(1:3)/te R D)-(1;3)+t(1;8)/te R 


4 З 
E) (ES: eise R 


: 
CO |8)C encuentre sobre la sábana cerca de la bola se deslizará hacia 

0) Ej él por efecto de la curvatura. En el caso del espacio - tiempo, 
“la Tierra, por ejemplo, curvaría nuestro espacio de manera 


[)Б\2)р [DEHB] 5)D |6)D | 22A] 8)B |9)€110)€ 
GEOMETRÍA HIPERBÓLICA 


Así como la geometría elíptica rechaza la 
existencia de paralelas, la geometría hiperbólica 
rechaza la unicidad de la paralela a una recta 
pasando por un punto exterior a ella. 


Como habíamos comentado, en 
esta nueva geometría la suma de 
las medidas de los ángulos de 
un triángulo es menor que 180°. 
Esta geometría es la que se ven 
obligados a aplicarlos habitantes 
de una pseudoesfera 


Puede parecer absurdo puesto que ¿Quién puede vivir en 
una pseudoesfera? Nosotros mismos, la teoría de la relatividad 
de Einstein, asegura que el espacio donde vivimos está 
curvado de tal manera que es la geometría hiperbólica la 
que debemos aplicar en él. 

A modo de ejemplo: Newton entendía la gravitación como 
una acción de fuerzas. Dos masas (imaginemos dos esferas) . 
ejercen entre sí una fuerza que se «mueve» (figurativamente 
hablando) a lo largo de la recta que pasa por sus centros. 
Para Einstein la gravedad se debe a una «curvatura» del 
espacio - tiempo. Para él toda masa produciría una distorsión 
en el espacio por el cual nosotros nos «deslizaríamos». 


Imaginemos una cama bien extendida, su superficie se 
asemeja a una superficie euclidiana, plana. Si sobre esa 
superficie se apoya una bola de plomo, deja de ser plana 
para transformarse en «curva». Cualquier objeto que se 


que cuando soltamos un objeto, se deslizaría por «esa 
curvatura» hacia el suelo. 


GEOMETRIA ANALITICA [3v 


Conocer la definición , propiedades y aplicaciones 
de la circunferencia , así como saber resolver 
problemas contextualizados con ella. 


INTRODUCCIÓN : 


P «t. 
Y b. 


¿Quién fue el primero en estudiar las cónicas? Una 
de las primeras personas en estudiar las secciones 
cónicas fue Menaechmus (Menecmo) de Grecia, 
alumno de Eudoxio, como consecuencia de su 
interés en el problema de construir con regla y 
compás un cubo de volumen doble al de un cierto 
cubo dado; esto sucedió en el siglo IV a. C. 
Probablemente, Menecmo encontró algunas 
propiedades de las secciones cónicas, como las 
asíntotas de la hipérbola, aunque no existe ningün 
documento que lo demuestre. En el mismo siglo el 
geómetra Euclides escribió 4 libros sobre las 
secciones cónicas, de los cuales ninguno se 
conserva en la actualidad. Segün Pappus de 
Alejandría, Aristeo (contemporáneo de Euclides) 
trabajó las cónicas y las llamó: sección del cono 
rectángulo, sección del cono acutángulo y sección 
del cono obtusángulo (parábola, elipse e hipérbola 
actual). Pero, al igual que ocurre con los cuatro libros 
de Euclides, no se conservan documentos de esos 
trabajos. S 

El primer tratado escrito que se conserva sobre las 
secciones cónicas es debido a Apolonio de Perga. 
En sus 8 libros Apolonio estudia las propiedades 
geométricas de las secciones cónicas. Las figuras 
que se van a estudiar, todas ellas conocidas con el 
nombre genérico de cónicas, se pueden obtener 
como intersección de una superficie cónica con un 
plano. 

Previamente a este trabajo existían estudios 
elementales sobre determinadas intersecciones de 
planos perpendiculares a las generatrices de un 
cono, obteniéndose elipses, parábolas o hipérbolas 
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según que el ángulo superior del cono fuese agudo, 
recto u obtuso, respectivamente. Si bien no disponía 
de la Geometría Analítica todavía, Apolonio hace un 
tratamiento de las cónicas que se aproxima mucho 
a la misma. Los resultados obtenidos por Apolonio 
sobrevivieron sin cambios hasta que Fermat y 
Descartes, en una de las primeras aplicaciones de la 
Geometría Analítica (Fermat y Descartes se pueden 
considerar los fundadores de la Geometría Analítica), 
retomaron el problema llegando a su casi total 
estudio, haciendo siempre la salvedad de que no 
manejaban coordenadas negativas, con las 
restricciones que esto impone. La contribución de 
cada uno reside esencialmente en el reconocimiento 
de que una ecuación dada con dos incógnitas puede 
considerarse como la determinación de una curva 
plana con respecto a un sistema de coordenadas. El 
estudio analítico de Descartes ofrece un aspecto 
puramente algebraico y se sirve de las ecuaciones 
de las cónicas para deducir propiedades referentes 
a las curvas y a su construcción geométrica. Por otro 
lado, Fermat deduce las ecuaciones de la recta, la 
circunferencia y todas las secciones cónicas. 

Se llegó a la segunda cumbre en la geometría clásica 
Griega alrededor de los 200 a. C. con el trabajo sobre 
las secciones cónicas de Apolonio (262-190 a.C.). 
Desde un interés puramente matemático, las 
secciones cónicas han evolucionado hasta su 
utilidad en muchos y variados contextos. Es, por 
supuesto, de principal importancia el que se 
incluyeran en las descripciones del movimiento 
planetario de Kepler al inicio del siglo XVII ; y más 
tarde por Newton al final del siglo XVII cuando, en 
uno de los mayores adelantos en la ciencia, el dedujo 
de su ley de gravitación que la forma de la órbita de 
los planetas era una elipse. Las aplicaciones de las 
cónicas son abundantes. Por ejemplo, las 
propiedades de reflexión de la elipse son 
aprovechadas en la destrucción de los cálculos 
renales y también las de la parábola en las antenas 
parabólicas. Para realizar ciertos movimientos 
mecánicos en de los robots, se necesitan engranes 
elípticos. La hipérbola es aprovechada en navegación 
(navegación hiperbólica, sistemas Navegadores 
Decca).Sin apenas darnos cuenta,de muchas 
maneras las secciones cónicas son parte de nuestra 
vida diaria. 


EDICIONES RUFINOS Jy 


El tamaño de una elipse particular es atribuido a la 
figura concreta. La forma abstracta en lo que uno 
debe pensar como el «alma» de la figura, para la 
elipse está caracterizada por la excentricidad, que 
es lo que mide qué tan aplanada está. 

Platón (427.348 a.C.) asumió como realidad la 
suposición de que talés formas tenían una vida 
independiente en el mundo de las ideas. Sin 
embargo, el gran filósofo natural Aristóteles 
(384-322 a.C.), quien fue el más importante sucesor 
y alumno de Platón, distinguió entre el mundo real y 
el mundo de las ideas. Esto es, entre otras cosas, 
debido la discriminación entre lo concreto y lo 
abstracto que las matemáticas de todos los tiempos 
posteriores se han sentido en gran deuda con los 
Griegos. 


SECCIONES CÓNICAS 


Llamamos superficie cónica de revolución a la 
superficie engendrada por una línea recta que gira 
alrededor de un eje manteniendo un punto fijo sobre 
dicho eje; mientras que denominamos simplemente 
Cónica a la curva obtenida al cortar esa superficie 
cónica con un plano. Las diferentes posiciones de 
dicho plano nos determinan distintas curvas: 
circunferencia, elipse, hipérbola y parábola. 

La intersección de un plano con un cono circular 
recto de dos hojas es una curva denominada sección 
cónica. 


Dependiendo del modo de cómo el plano interseca 
al cono, se generan las, curvas y circunferencia, 
parábola, elipse e hipérbola. 


irectriz o eje 


Circunferencia 
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CIRCUNFERENCIA : 


Si el plano es perpendicular a la directriz y no pasa 
por el vértice , entonces la intersección del plano 
con el vértice es una circunferencia. 

ELIPSE : 


Si el plano cortante no es paralelo a una generatriz 
ni a la directriz y no pasa por el vértice del cono , 
entonces la intersección es una elipse. 
PARÁBOLA : 

Cuando el plano cortante es paralelo a una generatriz 
y no para por el vértice, entonces lo interseca 
formando una parábola. 


HIPÉRBOLA : 
Si el plano secante es paralelo a la directriz del cono 


y no pasa por el vértice, entonces genera una 
hipérbola. 


LUGAR GEOMÉTRICO 


Se define un lugar geométrico a un conjunto de 

puntos que cumplen una misma propiedad. 

Ejemplo de algunos lugares geométricos: 

* La bisectriz de un ángulo 

* La mediatriz de un segmento 

* La circunferencia 

* La superficie esférica, etc. 

Las cónicas, son denominadas lugares geométricos, 

porque todos sus puntos cumplen una misma 

propiedad. El cual es, el cociente de la distancia de 

cada uno de sus puntos P(x;y) a una recta fija 2 

denominada directriz y a un punto fijo denominado 

foco “F” que no pertenece а la directriz es siempre 

una constante e denominada excentricidad de la 

cónica. 

EXCENTRICIDAD DE UNA 

CÓNICA : 


Cu ті 
Y auna cónica е6 


ФР;Е) _ 


* . 
En la figura: АРА) ^ e 


GEOMETRIA ANALITICA Е] 


La constante e se denomina excentricidad del lugar 
geométrico, y determina la forma y tipo de las curvas 
que se definen bajo estas condiciones: 


Si:e = 0, entonces la cónica es una circunferencia. 
Si:e = 1, entonces la cónica es una parábola. 

Si; e < 1, entonces la cónica es una elipse. 

Si: e > 1, entonces la cónica es una hipérbola. 


LA CIRCUNFERENCIA 


Es un lugar geométrico de todos los puntos de un 
plano que están a una misma distancia de otro punto 
fijo del mismo plano denominado centro. 


ECUACIONES ЮЕ LA CIRCUNFERENCIA 


Sea P(x;y) un punto del plano XY cuya distancia 
constante a otro punto fijo C(h;k) es R, luego; la 
ecuación de la circunferencia es: 

g: (x-h)" + (y - Е)? = E^, así: 


Y €: Circunferencia 


En la figura: 

* Centro : C(h; k) 
*Radio :R 

* Punto genérico: P(x; y) 
* Entonces por distancia entre dos puntos: 


[#:(х-ҺУ +(у-Е = В? 


ECUACIÓN ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA. 


* Cuando el centro de las circunferencia está en el 
origen de coordenadas, la ecuación es: 


Denim ECUACIÓN CANÓNICA 


* Su grafica es: 


I) FORMA CANÓNICA : 


es cuando la circunferencia tiene su centro en el 
origen de coordenadas. Su ecuación es x? + у?= т? 
Y, 
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DEMOSTRACIÓN : 


* Tomamos sobre la circunferencia un punto 
cualquiera E(x;y). | 
-—loE-r 
Jx? +y? =r 
Elevando al cuadrado ambos miembros: x*+y*=r? 
H) FORMA ORDINARIA <= 


Es cuando la circunferencia tiene su centro en el 
punto c(h;k). 
Su ecuación es : (x-h)? * (y-k)?-r? 
Y, 
E(x;y) 


lcu. „оК 


DEMOSTRACIÓN : 


* Tomamos sobre la circunferencia un punto 
cualquiera E(x;y). r 
—|cEl-r 


М(х - h)?-(y- Е)? =r 
* Elevando al cuadrado ambos miembros : 
4 (x - h)* (y - Е)? =r? 
ECUACIONES PARTICULARES 
DE LA CIRCUNFERENCIA 


A) CIRCUNFERENCIA TANGENTE AL 
Y 


EJE X: 


Es una circunferencia ordinaria : 
(x - hy (y- А)? =r 
Cumple que : r =|f|  r?- k? 


La ecuación de la Circunferencia : 
(x-hy*(y- Е)? =r? 


EDICIONES RURIÑOS TE 


H) CIRCUNFERENCIA TANGENTE AL 
EJE F- 


* Es una circunferencia ordinaria : 
(<-h)+(y-k)? =r 
* Cumple que 2. h? 
La ecuación de la circunferencia es : 
(х-һ)?+(у- А)? =h? 
€) CIRCUNFERENCIA TANGENTE A LOS 
EJES COORDEVADOS : 


Tk 
ES 


* Es una circunferencia ordinaria : 
(<-h)+(y-R)? =r? 
+ Cumple que г =|A]=|k| > r?= h?=k* 
La ecuación de la Circunferencia : 
(x-hJP+(y-Rk)=h=k? 

Cuando una circunferencia es tangente a los ejes se 
encontrará enmarcada en un determinado cuadrante. 
Si está en el primer cuadrante se cumplirá que : h=k 
Si está en el segundo cuadrante se cumplirá que: h= № 
Si está en el tercer cuadrante se cumplirá que: h=k 


Si está en el cuarto cuadrante se cumplirá que:h=-k 
EJERCICIO 1: 


r=lh> г 


En la siguiente figura 
hallar el perímetro del 
rectángulo. Se sabe que 
el área del rectángulo 
es 100 и? y que el radio 
de la circunferencia es 
10. 


" CIRCONTIANNCIA 
RESOLUCIÓN : 


Perímetro O = ? 
Perímetro 22a 2b z? 
Ecuación de la 
circunferencia : 
х?+у? = 100.........(а) 


2 
a 2 
+b*=100 
4 


в(= sb) € circunferencia: 
> a?*+4b?*= 400 


LADO A eere (1) 
* Por dato : Area del []12100 >ab = 100 


100 


>a= b al EE 


* (IJ) en(I): 
Es 2400 - 4b? > 
> 10000=400b* — 4b* > deae -b* 
> 0-b* — 100b° +2500 


pt ono 


—b!-50—b-542 


de =400 — 4b? 


*En(II):a2 ——-2 5 — x 1042 


> perímetro: 2a+2b=20/2+10/2=30/2 
EJERCICIO 2 : 


Determinar la ecuaciónde la circunferencia que pasa 
por los puntos A(2;2) y B(8;0) . El centro de la 
circunferencia está en la recta L: 3x 7y 2-0. 


RESOLUCION : 


y 
ITE SE -217 
-2]8| 0 
(x - h)! (y - Ь)%=г®................. (a) 


> |cal- cgi Мв — 2) (k - 2) = hh - в) +в? 


(GEOMETRIA ANALITICA ES 
Ы Elevando al cuadrado : 

(h-2)*«(k- 2? -(h - 8) k? 

>h? 4h+4+k? —4Е+4=Һ? —16h+64+k* 
>-4h-4k+8=- 16h+64 > 12h=4k +56 


> 3h=k+14> n= A em (1) 
*C(h;k)eL: 3$9-7k 42-0 

h=? ааа (II) 
*(I)-(HI): B. D z 


=M iu 7k-2>8k=- 16 >k=- 2 


*En(1):h= > h=4> C(4;-2) 


>radio+r=|gp|=/(8 – 4)?+ (0+2)? =/20 
> En(a): (x-4) +(y+2)?=20 
EJERCICIO 3 : 


Determinar la ecuación de la circunferencia que 


pasa por el origen y es tangente a la recta 
L: 4x- 3y-18=0 en el punto A(0 ; -6). 


-2+14 
3 


RESOLUCIÓN : A” 
L:4x-3y-18=0" 0 |-6 
4,5|0 
(x -h)? +(у - Е)? xr? ........... (a) 
-|col-ical 


А+ =Һ?+(Е+6)# ; 


: Elevando al cuadrado ambos lados : 
B Rd ES һ?+К?+12К+36 


_ (х-(2/8-5)) *(»- (6-2/8)) = 
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HE 


> 12=-3h >-4=h>C(4; es 
-»radio >=C0 = [16+9=5 Е 
= Ecuación de la Circunferencia : 
(x+4)? + (y + 3)? = 25 
EJERCICIO 4 : 


Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa 
por el punto. Q(—2;3) y es tangente a los ejes 
coordenados. Se sabe que el radio es menor que 5. 


RESOLUCIÓN : 
Q(-2;3) Y, 


(x - b)* «(y = Ҝ)2= r............ (a) 
+ Como la circunferencia es tangente a los ejes 
coordenados :r = |h|=|R| 
* Como la circunferencia esta en el II cuadrante: 
AE Eg 
* De la figura : 


|С9 = cil > (m2 «a -3* = Jn? 


* Elevando al cuadrado ambos lados : 

(h-2) * (k - 3? xh? 

>h? +4h+4+k?- 6k+9= h? 

k? 6h + 4h + 13 = 0. eese (П) 
* (1) en (1) : k&? - 6k+4(-k)+13=0 

=> 62-106+13= 0 


10+ 100 — 4(1)(18) _10 +443 
domo or qup A а. 


> k=5 +243 
> k-5-248 #5 Mur es 
*En (D:h-243 - 5 = rz|k|- ТЕ x | 
* En (a): Ecuación de la circunfere 


ECHACIÓN PAR DE LA 
CIRCUNFERENCIA 


La ecuación general de la circunferencia se obtiene 
al desarrollarse la forma ordinaria : 


(x - h)** (y - k* » г? 
> х? -92hx4 h? y? -2hy + k? = г? 
2 2 2 2 2 
> x+y" -2hx-2ky+ h?+k*-r?*=0 
* Generalizando : [ 
> D=- 2h; E=- 2h ; F=h?*+k? -r° 


Ahora vamos a deducir unas fórmulas que nos 
permitan hallar el centro y el radio de la 
circunferencia cuando tenemos la ecuación general. 
Para hacer esta deducción pasaremos de la forma 
general a la forma ordinaria, 


х?+у2+0х+Еу+Е=0=> (x - h) (y - k) sr? 
>1%4+Dx+y?+Ey=- Е 

2 2 D? E? 
(sns. (» y Por 2E 


y 


via e 


y 
PO 
н 
+ 
is 
м, 
L-] 
+ 
to | t3 
w 
№ 
t3 
to 


o 


(Ф?+Е? — AF 28...01) 


y 
E 
R 
+ 
FIDES 

tuf. 
L-] 
+ 
IPR 
e 
+ 
| 
M 
A | RR 


y 

1 
> 

îi 
E 
> 

D 

1 


>|C(h; m=c(-2:-5) 


2 
3 r’=1(p%4+E? -4F) 
NOTA : 


Si queremos usar estas fórmulas para hallar el centro 
y el radio de una circunferencia escrita en su forma 
general , debemos aseguramos que los coeficientes 
de los términos cuadrados sean +1. 


EJERCICIO 5: 

Determinar el centro y el radio de las circunferencias: 
1) 2x? +2y? 12x -18y -34=0 

2) x*y'- 2х+10у+6=0 

RESOLUCIÓN : 

1) 2x*+2y*+12x -18y - 34=0 

* Dividiremos toda la ecuación +2 : 


y 
T 
оъ lr 


| 
T 
tolt ®| 


x? + y’+ 6x- 9y- 17=0 
* Ahora si podremos usar las fórmulas deducidas : 


> (8: 7)A г? =1(36+81- 4(-17)) 


2 _ 185 
>r =—— > 


2) x? +y? — 2х+10у+6=0 
Como los coeficientes de los cuadrados son +1, 
podemos aplicar las fórmulas. 


> C(1; -5) A r? =1(4+100- 4(6)) 


г = 24/5 . 


La gráfica de la ecuación (1) no siempre es una 
circunferencia , sino que se presentan 3 casos : 


A) Si el radio r»0 la gráfica es una circunferencia de 


centro y el radio с(-2 =) y el radio : 


d Vet] 


r=3/DF+E? -4F 
B)Si el radio r=0,la gráfica es un punto de 
coordenadas. - (- р > д) 


С) Si el radio r < 0, la gráfica no existe. 


DETERMINACIÓN DE UNA 
CIRCUNFERENCIA SUJETA A 
TRES CONDICIONES DADAS 


Фф Рага hallar la ecuación de la circunferencia 
(x-h)?* (y-k)? =r? necesitamos conocer tres 
constantes Л ; Ё ;r. 


Фф Para hallar la ecuación de la circunferencia 
х?+у?+Юх + Ey + Е = 0 necesitamos conocer tres 
constantes D;E;E 


Como la ecuación de la circunferencia se puede 
escribir en su forma ordinaria o en su forma general, 
podemos decir que la ecuación de la circunferencia 
queda determinada con tres condiciones 
independientes. 


Una circunferencia también queda determinada por 
tres cualesquiera de sus puntos. 

EJERCICIO 6 : 

Determinar la ecuación de la circunferencia que 

por los puntos A (-8;3), B( 4;-5), M(-3;2). 


RESOLUCIÓN : 


(x-h)*(y- №)? Er? ..........(a) 
Ica = |См| 
> (н+8)#+(Е- 3) =(Һһ+8)#+(®- 2) 


* Elevando al cuadrado ambos lados : 


(h 48)! «(k - 3)? = (h + 3)? +(k - 2)? 
=>h*+16h +64+k*-6k +9 = h'+6h+9+1-A4k + 4 
> 16h-6k+73 = 6h - 4k +13 > 10h-2k+60=0 

_>5h-k + 30 =0 


|См\= icBl 
> (сњ) (6 - 2) = m – 4 5p 
* Elevando al cuadrado ambos miembros : 
(h+3)? +(k-2)?=(h - 4)? +(k + 5)? 
=h? +6һ+9+ К- 4k + 4 = h*- 8h +16+ К +10k +25 


>6h - 4k +13=-8h+10k+41> 14h-28 = 14k 
5-2 = К......... m (ШП) 

(ID: 5h - 30-2 h-2 . 
24h2-32— hz-8 

* En (II) :k =-10 = CC 8;-10) 


radio ri SA 10- 2)? =13 
En (a): Ecuación. de la OS 
(x+8) + (+10) = 
TANGENTES x UNA 
ii CIRCUNFERENCIA 


Vamos a ver dos métodos para hallar las ecuaciones 
e: tangentes a una circunferencia. 


+ (0 = 


en la propiedad que dice que si unimos el 
de la circunferencia con el punto de tangencia 
ип ángulo de 90°. 
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A)S1 SE CONOCE EL PUNTO DE TANGENCIA 


usamos el exi que el producto de pendiente 
es- I: mm, = 


B) SI NO SE CONOCE EL PUNTO DE 
TANGENCIA : 


* Se conoce un punto de la recta tangente. 

I) Se usará la fórmula punto pendiente: 
y-y,-7m(x-x,) 

П) Después se usará la distancia del centro a la 

tangente igual al radio: d(c;T)=r 

C€)SE CONOCE LA PENDIENTE DE LA 

RECTA TANGENTE : 


I)Se usará la fórmula punto : y = mx-b 

II) Después se usará la distancia del centro a la 
tangente igual al radio: d(c;T) — 

INSEGUNDO MÉTODO : 


MÉTODO DEL DISCRIMIIVANTE 


Este método del discriminante sirve para resolver 
problemas sobre tangente a cualquier cónica , es 
un método general. 


PROCEDIMIENTO : 


1) A una de las dos ecuaciones 
le debe faltar un dato 


* Ecuación de la circunferencia. 

* Ecuación de la tangente. 

2) Intersectar: circunferencia n tangente 

3) A la ecuación que resulta de la intersección , le 
aplicarernos el discriminante:-b? - 4ac = 0 

4) Al aplicar el discriminante , hallaremos el valor 


que estamos buscando. 
T 


Ahora explicaremos porque cuando una 
circunferencia y una recta son tangentes se cumple 
siempre que discriminante es “cero”, porque el 
discriminante no puede ser mayor que cero, porque 
no puede ser menor que cero. La circunferencia es 
una ecuación de segundo grado, como lo es 

axi+bx+c=0. Si quisiéramos determinar la 
naturaleza de las soluciones de esta ecuación se 
analiza el discriminante: : 230 Ы 3 


EDICIONES RUBIÑNOS 


€ Si el b? - 4ас>0: Li 
significa que hay dos 


soluciones reales y E 
diferentes. Con referencia 
al gráfico de la izquierda la 
circunferencia y la recta 
tienen dos puntos en 
común (L,). 

€ Sielb?- 4ac < 0 : significa que hay dos soluciones 
imaginarias , es decir , no hay solución real. Con 
referencia al gráfico superior de la izquierda la 
circunferencia y la recta по tiene puntos en 
común (L,). 

€ Sielb?-4ac = 0 : significa que hay dos soluciones 
reales pero iguales , es decir hay una solución. Con 
referencia al gráfico anterior la circunferencia y la recta 
tienen un punto en común (L). 

EJERCICIO 8: 

Se tiene la circunferencia x?+y?- 4x – бу + 8 = 0. 
Hallar la ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia en el punto A(3;1). 
RESOLUCIÓN : 

х?+ y? – 4x -6y -8-0 

=» C(2;3) Y, 


r*- (16436 – 4(8)) 
= г=/8 


Ecuación de Т=2 


* Como conocemos el punto de tangencia 
aplicaremos: 


TLCM: a 2)=-1 mp => 


EcuaciondeT : y-175(x-8)2T: x—-2y-1-0 
EJERCICIO 9 : 
Hallar las ecuaciones de las tangentes a la 
circunferencia х?+ y?- 2x+10y+6=0 que son 
perpendiculares a la recta L: x- 2y+8=0. 
RESOLUCIÓN : 

eS 2x4 10y+6=0 => C(1;—5) 


= 1(4+100-4(6))= г = 2/8 24,5 


4 
L:x- е 4 
28 |0 


CIRCUNFIERERNNUTA 


* Ecuación de Т y=mx+b 
T,: y =-2x+b 
T, 2x*y-b —0...........(I) 
* Aplicando la distancia de un punto a una recta : 
d(C;T,) = т =d(C;T,)= 245 
> вазь l= 2/5 > 3 bi 10 
(+) (=) 
-3 -b=10 | 3+b=10 
> -13=b |>b=7 
* Como b esdonde las tangentes cortan al eje Y : 
Т, corta al eje Y en un punto positivo , luego para ` 
T,:b-7 ; entonces para T,: b= -13 
*Еп (1): Т: 2x + y -7 =0 
T,:2x + y +13 =0 
EJERCICIO 10 : 
Desde el punto E (-1;3) se trazan rectas tangentes a 


la circunferencia x?+y?-8x – 6y+16=0. Hallar las 
ecuaciones de las rectas tangentes. 


RESOLUCIÓN : 


x +y- 8x-6y- 16-0 
C(4;3) 
г?= 2064 +36-4(16))>r=3 
* Ecuaciones de T, y T, 2 ? 
T,:y-3=m(x+1) 
= Т, 0=тх-у+3 +т e (T) 


* Aplicando Іа distancia de un punto a una recta : 
d(C;T, )=r 


GEOMETRIA ANALÍTICA [ж 


[5mel | E 
> z(3) 
( т? +1 


9m*+9= 16m*=9=>m=+ H 


|04) - 333m]... 
ут +1 

2 
тш =9 > 25т?= 
+1 $ 


Para Т, :т=® A~ Para Ty :т=-5 


*En(I):T,: Tr yr3+7=0>T, ; 8х-4у+15=0 


*En(I): T, ¿Fey -Í0>7, : 3r+4y-9=0 
EJERCICIO 11: 


Hallar — las tangentes а la circunferencia 
х?+у2-6х+4у=0, que son рагаіејаѕа1а recta 
L: 2x-3y * 12-0. Usar el método del discriminante. 


RESOLUCIÓN : ы 
х? +y- бх+4у =0 
= С(3;-2) 

ы 2(36+16-4(0)) 
> r=J18 


y 
L:2x-3y+12=0 0 |4 
-8|0 


* Ecuaciones de T, y T, = 2 
LIIT, IT, : 


jt 


mL=mMr = Mp,= 3 
Ту: y=mx+b = Тү: у=24+ 
> T, 10=2% - Зу+3Ь.............(1) 
реб): 25-95 ; LL LPS; T 


* en la ecuacion de la circunferencia : 
2 
Е у? -е(22- 3^)eay-o 
2 2 


y –18у+9Ь? 
4 
> 9? -18by+ 96 e ay! - 36y+36b+16y=0 
>13y?+y(—18b- 20)+86b+16y=0 
* Por ser tangentes : b?- 4ac = 0 
(-18Ь - 20) -4(13)(36b+9b* )=0 
2 824b* - 720b 400 — 1872b – 468b? -0 
> -144b? — 1152Ь+400=0 = — 36b? — 288b+100=0 
259b? 72b 425-0 > 9b* 472b - 25-0 
qc -25 


+у?а =9y+9b+4y=0 


* Сото 6 es dohde las tangentes cortan al eje Y : 
* Para T; b=} 
* En (I):T;: 2x — зу+з(2)=о > Т, 2х — 3+1=0 

* En ():Тә :2x- sy+s( 2E $ 2 0> T,;:2x-8y-25 «0 


FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS 
QUE PASAN POR LA 
INTERSECCIÓN DE DOS 
CIRCUNFRENCIAS DADAS 


Consideramos dos circunferencias diferentes : 
C,: х?2+у2+0,х+Е,у+Е, =0 
C,: x! cy 4D,x*E,y £F, =0 


La ecuación de la familia de circunferencias que 
pasan por la intersección de C, y C, es : C,+RC,=0. 


ay 4 Dx & E y +F b R(x? +y? eD,x E, y € F,)-0...(I) 
Donde k = número real cualquiera. 
NOTA : 
Los centros de una familia de circunferencias son 


МУ, 


Si Ё=—1: En (1) se forma la ecuación de una recta 
llamada «EJE RADICAL» que es una recta 
perpendicular a la línea que une los centros de las 
circunferencias. 


* En (1): 
xy Dx -EyF,-1(x? xy! 4D'x +E*y+F*)=0 


Si + y? £-DxtEytF-x-y-Dx-Ey-F,-0 
>D x-D,x +E y- Е,у +F,- F,=0 

* Eje radical : x(D,-D,)+y(E,-E,)+F,-F, = 0 

CIRCUNFERENCIAS SECANTES 2 


penes NES 
NW 


*d(C5;C,)& r,* Tr, 
CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES : 


* L eseleje radical ; L corta al segmento C,C, en su 


EDICIONES RUVINOS 


punto medio. 


*d(C5C,) < r,+ ғ, | з 


CIRCUNFERENCIAS TANGENTES 
EXTERIORES : 


* L, es el eje radical. 


* С A;C, son colineales 


E ; Es E SO 


CIRCUNFERENCIAS — TANGENTES 
INTERIORES : Е 


A 
Й 
PROPIEDAD : 


En cualquier problema de circunferencia donde 
haya una cuerda , se podrá usar la siguiente 
propiedad: 


* L, es el eje radical 
* CC, A son colineales 


* d(C;C.) = r,- р, 


AB = cuerda 


Dato: E , es punto medio de AB 


- AB I»: Sedi 


EJERCICIO 12 : 
Determinar la ecuación de la circunferencia C, cuyo 
centro esta en el eje X y es una tangente exterior a 
la circunferencia C,: x? + y?- 6x -12y -16 =0 enel 
punto A(-3;1). 
RESOLUCIÓN : 
Ci: x?*3? – 6x - 12y - 16-0 
> х? -6х + у? -12y=16 
> (x? — 6x49) - (y? — 12y+36)=16+9+36 
C,:(x — 3 (y - 6) 61 C,(3,6) ^ r,=/61 


(1341 MES CIRCUNFERENCIA 
Como son tangentes exteriores :C, ;A;C, son 


colineales : 
-1 


OM 
A € Zlo 
> 8 € ) 


moa mc 


TZA кз -6=5h+15 


C,(h;0) 
1 =i | -21 - EZ m [es 
= radio > ra=|[C¿A|= (p 3) 1- 25 *! >= 25 
2 
- 21 2 61 
г efe — + =— 
Ecuacion de С, E т) y 25 


EJERCICIO 13 : 

Se tienen las circunferencias 

C, x?ry'-3x-6y-10 =0 у С, х?+у? = 5 que son 
tangentes exteriores. Hallar la ecuación de la 
circunferencia C, que es tangente a C, y C, en su 
punto común y C, pasa por el punto A(7;2). 


RESOLUCIÓN : 
C,:x^*5?-83x-6y*10-0 С, :х?+у?= 5 


>C, (3:8) = C, (0;0) 
т =3(9+36 - 4(10)) ту =/Б 
Y 
Mae 
2 


Como la circunferencia GA 


C, pasa por la intersección / VN 
C, y C, usaremos familias 
de circunferencias: 

Cy C, + RC,=0 

C, :x? +y? - 3x -Gy 10 k(x* + у* -5)=0 
Como A(7; 2) e Cy 


49+4-21-12+10+Е(49+4-5)=0 = 30+k(48)=0 => kh - 7 
* Reemplazando el valor de ‘k’ en la ecuación Cy 
C; :x? y* -3x-6yK10 5 (e? +y" -5)-0 


> |С, :3х2+ 3y! - 24x —48y+105=0 


GEOMETRIA ANALITICA Е 


PROBLEMA 1: 


Una banda se ajusta estrechamente alrededor de dos 
círculos cuyas ecuaciones son : 


(х *4)*(y-2) 29 y x'- 10х + y - 8у + 32 = 0. 

¿Cuál es la longitud de la banda? 

A) Зя + 17 B) 6x 2485 

RESOLUCIÓN : 

* La primera tiene su centro en (4; 2) y su radio 

mide 3. 

* En la segunda determinamos su centro y radio: 
(x? - 10x +...) + (y - 8у...) = -32 

-5)* +(у – 4) = 9 


С) я + V13 


э (х 


* En el centro es (5; 4), el radio 3. 

* La longitud de la faja está dado por: 
L = 2л + 2a = 27x3 +2a 

* Donde a esla distancia entre centros : 


а =-[(4-2)# + (5 +47 = 
> L = 6т+ 2485 
S F RETA: “B” 
PROBLEMA 2: 
Si la ecuación de la circunferencia es: 
EN 3x + wi "a 14- 0, entonces su radio mide: 


А) 5 Jio ИТО aio QE 


RESOL ION : : 


E ' Completando cuadrados: 


9 25 25 
aca +у+ Meta T 


ETT lo —  — "E 


PROBLEMA 3: 

Una circunferencia cuyo centro es (1;-1) pasa por 
el punto (3;5), halle la ecuación. 

AJ +11)? (o1? = 2/10 Вх - 1? (y 1? = 2410 
O1) + (у + 1)# 240. Рх - 1)? +(у+ 1)? =40 


RESOLUCIÓN : 


(355) 


* Por distancia entre dos puntos : 

В? = (3-1) + (5 + 1)? =e- 40 
* Luego : 2: (x - 1? + (y + 1)? = 

S REIR sup" 

PROBLEMA 4: 
La longitud de la circunferencia , que pasa por los 
puntos (3;0), (1 ;0) , (0 ;1) es: 
А)2л B)2x C)245z DW3x EJ3J/3x 
RESOLUCIÓN : 
Y 


* Piden /- ZzR 
* Por teorema de productos de lados 
J/2x410 =(1)(2R) 


R-45 L,-245. 
"Ue E x EIN RPTA :“С” 


PROBLEMA 5: 

La ecuación de la circunferencia que pasa por el 
punto (22 ;1) y es tangente a la recta 3x – 2y -6=0 
en el punto (4;3), tiene como ecuación a : 

A) (x1)! -y* 65 

B)a*+ (y - 5)*=20 

C) (x2)! (y-11)*2100 


2y 41Y _ 1300 
D(s«7) 4-2) - E 


RESOLUCIÓN :. 


EDICIONES RUBINOS 


D 


Bo 
x Ct h;k) 
а ж 


e i 


` 


ы" Pen 


A :3x—2y—6=0 > т=5 


Р(-2;1) 


41% > (т) (т) 1 m,=—Ž 


% : у-3у=—2(х—4) 
2x + By=1T ianorcorinicorónarcaacónensa( 1.) 


a HT 
PT 4—(—2) 3 
= ті.=—3 


* Por punto medio: M=(1;2) 
Z : y-2=-3(x—1) 


SS AI AR (II) 
€ - ($04) 
* De (I) y (ШП): c-(-2,2) 
T 
1300 


* Pero: R=d(C;P)= 


7 
( 2) E "i 1300 
> x > +|у——| = 


A RPTA :“D” 
PROBLEMA 6: 
Halle en el primer cuadrante el área de la región no 
conexa , de una sola pieza , limitada por la curvas 
(a>0) 


C, + y? = (4а)? ¡Coi = - 2х + 4а ; 


С, : y = 2x - 4а ;C,:9 = - 2х + 8а 
А) 8ла? – 2a? В)16 ла? - 6л? С)12 т? – ба? 
Dj4xa* - 6a* E)16 xa? – ба? 


RESOLUCIÓN : 


Cj; x! + у? = (4а)? 
C; y=-2x+4a 
Cy: y = 2x - da 
C,:9 = - 2х+8а 
С,с\С, = (За ; 2a) 


— S = 4za? -6a* 


RPTA :“D” 


4 2 2 
PROBLEMA 7: 
Halle la ecuación de la recta que pasa por la 
intersección Яе las rectas /,:х+ 2у+1=0 y 
L,:2x+y -1=0 y que es perpendicular a la cuerda 
común de las circunferencias C,: х? + у? + 3x =0 y 
C,: x'* у?+ Зу =0. 
A) 2x y - 1-0 B) y -2x43-0 
D)x -y - 220 E) y+x=0 


RESOLUCIÓN : 
* Datos: G:x+2y+1=0 ^ L:2x+y-1=0 
Є :х? +у?+3х-0 л £j :x* +у?+3у-0 


С) 2y+x+1=0 


* Piden ecuación de % que pasa рог P =- F, n Že 


tal que р ZIZ, L 5К 


* Hallando P = Z; nZ: 
x-1 E 
y=-1 


X 


-x-1 n 
= P(1-1) 


2 
>P=(1;-1) 

* Hallando la ecuación P.,. 
6 :х? +у? 43x-0 
Z :х? +у?+3х-0 

* Сото 4 1 F, la pendiente de `2 es -1 (m=-1) 

Ecuación punto-pendiente 

У-У, =т(х-х,)=> y- (- 1) = - I(x- 1) 


»- -1-25] 


ls :y=x 


XY: =0 
pond RPTA :“E” 


PROBLEMA 8 : 
Sean las curvas C, C, de ecuaciones х? + у? = 1 ; 
x? +y? - 2x - 2y+1=0, halle la ecuación de la recta 
que pasa por la intersecciones de C, y C, 

А)х+2у=1 B)x + y=1 C) x-y =3 D)x=5 E)x -3y - 2 
RESOLUCIÓN : 


ESC + у?-2х-2у+1=0 

>C; (x-1) + у- ID? =1>C(¡D)yR=1 

ue. Ly- 0-(-1)x-1) SL:x *yzl 
E ВРТА : “В” 


PROBLEMA 9: 

Dadas las circunferencias Сү: x? + у? 6x + 8y-1=0 

y Cs x! + y? + 4x-2y- 11 = 0, halle la ecuación de 

la circunferencia cuyo diámetro es la cuerda común 

Al? + у? + 3х – 2у-6 = 0 В)х? + у? +2y-7=0 
С)х? + y!- 2x + 4y - 3 =0 

RESOLUCIÓN : 

* Dadas: 

C,: x! + y!-6x + 8y-1=0 

Сү: (x-3)? + (y + 4)? = 26 > C,(3;-4) 

C, x + y? + 4x-2y-11 = 0 

C (et ра G LD? = 16 2 C, -2;1) 


* Ecuación de la circunferencia cuyo diámetro es la 

cuerda común de las circunferencias dadas : 
pub (у +2 = 8 
£ x! + уг-2х + 4у-3 =0 - 

RPTA : “С” 

PROBLEMA 10 : a 

Halle la ecuación de la circunferencia que tiene su 


maa ВАЙ nm 


los puntos A(2;7) y 
В) (x-3)* + у? = 20 


Ay! + y? = 20. d 
C) з? + (y- 3)? D)x! + (у – 5} = 20 


RESOLUCIÓN : y, 


* Por distancia entre dos puntos : 
В? = (2-0) + (7 kJ" 2552 о 
>R? = (4-0) +(1 – К)? mires 00 


* (D) - (I: 4+49—14Е+ КЁ =16+1- љад 
36 = 126 >k=3 


>R? = 4 + (7,37 =4 + 16- 20 
* Luego : £* (x-0)* + (y-3)? = 
>£ + (y-3)* = 20 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 11: 
Halle la ecuación de la circunferencia : 
x*xy! — 10x + 16 = 0 y la recta: y = kx, si dicha 
recta es tangente a la circunferencia. Calcule los 
valores de &. 
sl ps3 


у=. юе 


2 2 3 4 5 
RESOLUCIÓN : 


PROBLEMA 12 : 
Sea la circunferencia de ecuación x?+y*=16, el punto 


P(3:47) pertenece a la circunferencia. Halle la 


ecuación de la recta tangente a la circunferencia 
trazada por el punto Р, 


А) 7y--347x 4164/7  BMy=-2. 7x2 1547 
C)6y--343x416/7 — DMy--347x 947. 
RESOLUCIÓN : Y 


EDICIONES KUBIÑNOS lit 


* A OPQ: 
$2325 ac É S e 9+” 
* Ecuación de la recta L: 
..342(.. 16 EFT 
L y-o--*7![ 2л = Er Py 16) 
= 1: 7у 2-947x +1647 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 13: 


Una circunferencia 10u de radio pasa por el origen e 
intercepta al eje X en un punto que resulta ser el 
punto de tangencia de esta circunferencia con una 


recta de pendiente igual a =. Halle la suma de las 


coordenadas del centro de la circunferencia. 
AJ12 B)13 C)14 D)15 
RESOLUCIÓN : 

ÎN CMT notable aproximado : 

Si CT=10>CM=8 yOM=MT=6 
* Luego : 


E)18 


C(h;k) = C(6;8) 
6+8 = 14 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 14: 


Determinar el centro y el radio de la circunferencia 
cuya ecuación en forma general es : 


x +у* +10х-4у + 25 = 0 
RESOLUCIÓN : 
* Primero agrupamos los términos: 
(х2+10х+...) + (y?+4y+ ...) = -25 
* Ahora completamos los cuadrados: 
(2? + 10x + 25) + (y - 4y + 4) =-25 + 25 +4 
pS E 


(mitad) (mitad) 
* Finalmente: hemos obtenido la ecuación en su 
forma canónica y vemos que el centro es  (-5 ;2) 
y el radio es 2. 


ELIT | CIRCUNFERENCIA 


(x + 5)? + (y - 2)? = 
PROBLEMA 15: 
Hallar el valor де k para que la ecuación : 


х?+у?- 8х+10у + k = 0 represente una circunferencia 
de radio 7. 


A)8 B) -6 С) -12 D) 10 E)-8 
RESOLUCIÓN : 
* Ordenando: 


х? +8х+у' +10у += 0 
—x'-8x- 16 + y! + 10у +25 +k = 165 + 25 


> ((x-4P + (y+65)2 = 4l-k 
* Luego se debe cumplir: 
4l -k = (7)?, de donde 41 -k = 49 

* Finalmente: k = 41 -49 >Rk=-8 

RPTA : *E" 
PROBLEMA. 16 : 
Halle la ecuación de la circunferencia que tiene su 
centro en el punto ( ~ 1;4) y es tangente a la recta 
que pasa por los puntos A(3; - 2) y B( - А ы 
А)(х + 2)# + (y-4) 28 В) (x+1) +(у-4)# = 16 
С) (x + 2)? + (у– 4).=6 П) (х +3) + (y- ае 
RESOLUCIÓN : 
* La ecuación será de la forma: : 

(tT) 0 y - T a AA ETE E EEE aid) 

* Pero como pasa por A(3; – 2) y B( - 9; 3), su 
pendiente será: 342 5 
0-3: FJa 
* Luego la ecuación de la recta: 


5 
уж ео (x- 3) 


> Ф:5х + 12у +9 = 0 
* Ahora consideramos la distancia del centro de la 
circunferencia a la recta tangente, es decir “R”: 
R= 15(-1) + 12(4) + 9| xd 
25 + 144 
* Reemplazando en (1): 
7: (x+1)? +(y - 4? = 16 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 17 : 
Una circunferencia para por lospuntos (2;3) y 
( - 1;1) y cuyo centro está situado en la recta : 

x-3y-11-0 

A) x! oy! 7x -5y - 14-0 В)х?+у? – 7x - 5y+14=0 
C) x*+y?* - 5x+7y - 6-0 D)x*+y?*- 7х+5у - 14 = 0 
RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA ANALITICA fasse 


* Como la circunferencia Y para por los puntos (2;3) 
y (- 1; 1); entonces se cumplirá: 


(2-h) «(3 - k)* =(-1- h)? «(1- k)? = Е?........(1) 


* Donde el centro C(h; k) de Z eL, con lo que : 
(h; k) e L: x -38y - 11-0. entonces: 


A A ion eres (ЇЇ) 


* Resolviendo el sistema (I) y (II) : h = Zak ad 
2 


* Remplazando en (I): 
de Peri: ( y z 190 
R = (2 2) + 35 + e 


* Finalmente la ecuación de %, será: 


al s-2) ( 5) н 
е={х 2) + yz 4 
>> @х?+ у*-7х + 5y-14 = 0 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 18 : 


Determine la ecuación de la recta ortogonal a la 
cuerda común de las circunferencias. 


E: + y? +8y =64 
£5:x' + y? - бу =16 


3 3 4 
=——x +4 B)y2—x—4 С)у+4=—х 
A)y 4 )y 4 ) y 3 


RESOLUCIÓN : 
й 


AB е5 la cuerda común 


е una de las ortogonales a la cuerda AB Para 
calcular % observamos los centros de las 
circunferencias : 

€ :(x—0) +Hy+4) -(4/5" ) 

A :(х—3)2+(у+0)2=5° 


ETA CICLOPEDIA 2012 


* Luego con los centros (0;-4) y (3;0), tenemos: 


rt урен: 
3 RPTA : “С” 
PROBLEMA 19 : 


Una recta con pendiente positiva que pasa por el 
punto (-4;0) determina en la circunferencia de 
ecuación x?+y?=16 una cuerda de 6,4u de longitud, 
Halle la ecuación de la recta. 

А) Зх – 4у+3=0  B)3x-4y+12=0 C)3x-4y+6=0 
D) Зх – 2у+12=0 Е) 2x+3y+6=0 
RESOLUCIÓN : 


* Para calcular la ecuación de 2 solo falta conocer 
la pendiente (т =tan a) о 


En ‚е A AOB 


L :(y—-0)=m(x—(-4)) 
P :у-3(5+4) = 4у-3х+12 
> Z :3x—dy+12=0 1 

à; RPTA :“В” 
PROBLEMA 20 : 
Encuentre la ecuación de la circunferencia mostrada 
enelgrÁfico,si MN = 6/Зи, Tes punto de tangencia. 


Ajx?+y°- 8х -10/3 y 4 48-0 
В)х?+у? +6х+10 1/3 y+ 48-0 


Cjat+y?+6x -10 V3 y + 48 =0 
D)x*+y* – 6x410 /3 y + 48-0 
EJx*+y*- 6x -10 4/3 y + 48=0 

RESOLUCIÓN : 


* Piden ecuación de € 
* Sea el centro C(h ;k) y radio r : 
ае) E A TT ege venéxts (n 


*EnO: maMOT-60* 

* Como m<MTO=90" — МТ : diámetro 

* Al trazar TN , sabemos que m«MNT-90* 
EX. MNT : notable de 30° y 60° 


>NT=6 y MT=12 > г=б...................... (П) 
* Al trazar CH 1 MN(H є MN ), СН: 


base media БУ MNT > СН=3 у MH=HN = 343 
Ex. NOT : notable de 30° y 60° 


* Al reemplazar (II) y (Ш) en (1): 
F: (x - 3? (y -543)* 26? y operar 
>F: x? +y? -6x -1048y 448 -0 
А ВРТА : “Е” 
PROBLEMA 21 : 
Del gráfico OA//PQ, OA -(343;3) y BC=(a;b). 
Calcule ab. € 


RESOLUCIÓN : 
OT-343 , AT-3- PT 
3? = 3J3(TB) > TB = /3 


+ М ОТВ (NOTA5?) : ХОР x 45 
m z 45? 


ОХ =(3ү3; үз) 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 22 : 
Dado el punto № = (2; 4) y la circunferencia 
С: (x-2)? * (y - 4)?=25 . Determine el área del 
triángulo cuyos vértices son N y las intersecciones 
de C con el eje de abscisas . 
А)8 В)9 C)10 
RESOLUCIÓN : 


D)10 E)12 


e: («-2)%+(y-4)=25 Y 


* Se deduce : 
centro= (2;4) 
radio = 5и 

* Se pide : 


6)(4 
e ^ : 


> 8,роү = 12и? 
ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 283 : 
Del gráfico , ABCD es un cuadrado, 1 es incentro del 
triángulo СОР y AD-(10; 0). Halle la ecuación 
vectorial de y” 


GEOMETRIA ANALITICA 


A) 1(2; 6) +t(5; 1)/te R} В) (( —1; 2) *t(2; 6)It e R} 
C)1(2; 6)-t(2; 10)/t e R} D) (2; 6)-( — 10; – 2)# e R) 
E)1( - 1; 2)*t( - 2; 1)/t e R} 

RESOLUCIÓN : 


* A CDQ : 
6+8=10+2rr=2 
>IT = 2 y TD=4 
I = (10 + 2;4) = (12;4) 
5a=10>a=2>P = (2;6) 
PI = a = (12;4) -(2,;6) = a =(10;-2) 
*Piden:L -~ T > 
L:(x;y)- P*talte В 
L:(x;y)7(2;6)41(-10;-2))t e R 
>Ux; y) -(2;6) t(—10;-2)]t e R 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 24 : 
Hallar la ecuación de la circunferencia de centro en 
el eje "X", que pasa por el origen y determina en la 
recla y = x una cuerda de 3/2 de longitud. 
A) x! y! -6x-0 B)a*+y?*-6y=0 C)x*+ y!-4x = 0 
D)x'4y! 46x 20 Е) х? +у?-4х = 0 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando: 


[ES rc S CICLOPEDIA 2012) 
C(h;0) = С(3;0) э h=3 ^k-0 
* Ecuación de la circunferencia: 
(x-3)! + (y-0)? = 3* х2 + y- бх = 0 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 
Halle la ecuación de la circunferencia tangente al 
eje de ordenadas y que pasa por los puntos: 
A=(2;-1) y B=(1; 6) 


A)(x- 5)? + (y-3* 5* В) (x-3)? + (y-5)? = 5 
С) (x -5)* + (y-2)* = 5° D) (x-3)*+(y-5)*=3* 


RESOLUCIÓN : 


* De la figura: 
(1- b) + (6-k)? = (2-h)? + (-1-k)? = h? 

* Simplificando: 

fim PRU iris а) 
* Pero: 

(1.-I* $(6-—k)* = EA (П) 

* "Ре (1) у (1): 

k? -26k + 69 =0 

k -23 

k -8 


> (h - 23)(Е- 3) = 0 >k = 3 
Аһ = 5 

* En consecuencia: 2 : (х – 5)? + (у - 3)? = 5? 
RPTA : “А” 

PROBLEMA 26 : 

Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro 

está contenido el eje X y que pasa por los puntos 

A=(1; 3) y В(4;5). 

A)(x-3)? + y? = 13 

C) (x-4)? + y? =18 

RESOLUCIÓN : 


B) (x-7)? + y? = 45 
D) (x-2) + y? = 20 


EDICIONES ROBISOS TES 
* De la figura: 

В? = (1h)? + 3? = (4-h)? + 6? 
* Simplificando: h 2 7 Ù k = 0 
* Ahora: R? = (1-7) +9 > R? = 45 
* En consecuencia: = (x – 7)? + y? = 45 

“ RPTA : “В” 

РРОВГЕМА 27 : 
Sean los puntos А = (-3;0) ; В = (3;4) у С = (5;0). 
Determinar la ecuación de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC . 


-1* гү 65 - (-2-5. 
A) (x - I) + ) B)(x-1* + |у 4 

P 1 s 65 -1*+ 1 05 
C) (x+1) (> 2 ) D) (x-1) +) 


RESOLUCIÓN : 


* Sabemos por teoría que; el circuncentro equidista 
de los vértices de un triángulo, entonces se cumple: 


R? =(-3-h? + —-(8-hf4(4-hF = (5-H +K 
* Simplificando, lo indicado: 
1 
= k=- 
h=1 > | 2 
2=(3-1p+ (2 un 
Е? =(-3 17 + (5) = 4 
* En consecuencia, la ecuación de la circunferencia 
será: 1Y 
€- (x-1)+ (»-3) == 
‚ RPTA SB” 


* Ahora: 


PROBLEMA 28 : 


Una circunferencia de centro A , es tangente al 
eje “X "y determina en la parte positiva del eje “ Y ” 
un segmento de 8и, si y=x+2 contiene a A, Hallar 
la longitud del radio. 


A)3 В) 4 С) 5 р) 6 Е) 7 
RESOLUCIÓN : 
* De la figura: 
Cih; К) ceL^k-h-*2.............. APP (1) 
* Por Pitágoras: 
Pl ASA AAA (П) 


* Reemplazando (1) en (II): 
(h +2} =16+h*>h=3>R=5 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 29 : 


Calcular la ecuación de la circunferencia; donde uno 
de sus diámetros tiene por extremos los puntos a 
A( - 2; - 3) y В(6;5). 
A) x! y! + 5 =0 B) х? + y!-4x-2y-97 = 0 
С) х? +у? -=0 
RESOLUCIÓN : 


Si AB es diámetro de la circunferencia, entonces el 


punto medio de AB, es el centro de dicha 
circunferencia . 


—:(x-h)*(y-k)-r 


-2+6 


(hik):h = =2= k= =1 


* Radio: r = CB 
S €(x-2) Hy-1) 4/2) o vate y е 2y- 27-0 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 30: ` 


Una circunferencia de radio /10 que pasa por P(7;5) 
y es tangente a х – 3y+4 =0. 

Calcule la suma de las coordenadas del centro de la 
circunferencia. 
А)8 “ B)9 C)10 


D)11 E)12 


RESOLUCIÓN : 
Y 


* Por distancia entre dos puntos : 


ES 10 - (7-h)? + (5 –Ю)? ......... „@ 
h-3k+4| 
Уто лы 10 =|Һ-3ЗЕ + 4|..........(11) 
ло 720 | | 


*Бе1)у(Ш):.Ё=1 >h=9 
* Luego: h + k = 10 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 31: 


Los vértices de un triángulo son (3;5), (4:7) y (8;5). 
Halle la ecuación de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 

uy 5 Li 
a(=-5) +у-5)*=?® Bras? «(s- E) =5 


С)(х- 11)? + (y + 5225 D)(x+11)*+(y-5)?= 25 
RESOLUCIÓN : 


B(4;7) 


A(3;5) 
* Por distancia entre dos puntos : 
2=(h-4)?+ (k-7) - (h -3)*4 (k-5)! - (h-8)* « (8-5): 
* Resolviendo : 
he Aes сњ (0:5) 


2 
n = (5-4) +(5-7)#-= R? -22 
* Luego : 


11 25 
TEDI „= 


e ВРТА : “А” 
PROBLEMA 32: 

Si los puntos K(4;1), L(14;1), N((a;b), son los 
vértices de un triángulo rectángulo recto en №, 
entonces la ecuación de 32 bogus que pasa por 
estos tres puntos es : 


А)( -1) + (у- 9)? = 
B)(x - 9)! + (y- 1)! = 16 
Сух- 1)? + (y - 9)? = 25 
D)x-9* + (у- 1)# = 25 
RESOLUCIÓN : 


IM —ÉSNCICLOPEDIA 2012 


N(a;b) 


K(4) R C(9;0) R L(14;1) 


R'- (14-9) + (1-1*5 Е? = 25 ЭЕ = 5 

* Luego: С: (x - 9)? + (y - 1)? = 25 
/ RPTA : “р” 

PROBLEMA 33 : 
Halle la ecuación de la recta tangente en P(0;0) a la 
circunferencia x? + y?— бх -4y = 0 
AJ3x-2y=0 В) 2x- Зу = 0 
RESOLUCIÓN : 


C)x-2y = 0 


Z: х? – 6x + y?-4y 
2: (x-3)? + e 2: = 13 = C(-3;2) 
* Ahora : 


RPTA : “А” 


PROBLEMA 34 : 


Se tiene una circunferencia con centro en el origen 
de coordenadas y de radio 25 . Si la suma de 
componentes de un punto de dicha circunferencia 
es 31, calcule la ecuación de la recta tangente en 
ese punto (la abscisa es mayor que la ordenada) . 
А) х + 7y = 625 В) 24х+7у=625 (О) 24x-y=625 
D) 24x-7y=625 Е) 7х- 7у=625 
RESOLUCIÓN : А 


EDICIONES RUBISOS EEJ 12:51 MES 


* Piden: L = ? 
* Dato : (a > b) 
a+b=31 y а +b? = 25? 


my Xm, = Rs 


* Resolviendo : 
a=24 y b=7 > P = (24;7) 


L a-0 a 
24 

L:y-9=m(s-x,)>y-7=-(5-24) 

=> L: 24x + 7y = 625 


PROBLEMA 35 : 

Dado el triángulo ABC, A(0;0); B(21;0); BC=13; 
AC=20 . Halle la ecuación de la circunferencia 
inscrita en el triángulo АВС. 


ue] Qn) 
А) (^ - 14) (> 3 3 


E (2Y 
B) (x^ - 14) (> 5 5 


Ordo) 


RPTA : “В” 


RESOLUCIÓN : 
Y C 


_ (24)(12) (21418520 _14 
ДАВЕ аа 8 eS. T 


£ (x-h)* + (y-k)? = Н? 
£ (х-30) + (v-r)? = 12 
39-9, 
3 3 
PROBLEMA 36 : 
Del gráfico, P y Q son punto de tangencia у у: 


3x - 4y - 6-0 , halle la ecuación de la circunferencia 
ortogonal a @ y concéntrica con & 


£:(x- 14) «4 
ВРТА : “С” 


B) х?+ у?+10х-4у+32=0 
D) x**y* - 12x - 6у+24=0 


A) х?+у?+10х+4у+32=0 
C) x**y* - 10x - 4y+32=0 


RESOLUCIÓN : 


3x-4y-6=0 


* Para: y = 0 >x=2=0 = (2;0) 


m, E > m«POQ = 37 


> Sensr= 2. >r=3 
£3 es ortogonal a $. 
> 2 + R? =(00,)? = 52 
Э В? = 21 
$: (х-Һ)? + (y =k)? = R? 
(x-6)* + (y-3)? = 21 
*de By: х? +y?-12x-6y + 24 = 0 
RPTA : “р” 
PROBLEMA 37 : 
Del gráfico, M, N y T sun puntos de tangencia OABC 
en un rombo y =: x+/3y=4+4/3 . Halle la 


ecuación de la circunferencia €. 


А) х? + y? - 4/8х & 4y 12-0 
В) x? + y? -4/3x-2y-12=0 
С) х? + y?-4/3x-4y+12=0 
RESOLUCIÓN : 


L:x dy 24 + 4УЗ 
Para y 50 >x = + 413 


Г 


atlas) -46/841) >r=2 
Ci -hy + 0-12} er 
£: (x-rJ3) +(y-r) =r? 


P: (x-243)? «(y - 2)? = 2? 
5х cy? -443—4y-12-0 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 38 : 


Una recta gira apoyándose en un punto fijo (origen 
de coordenadas). Desde un punto P(a; b) se trazan 
las perpendiculares a la recta . ¿Cuál es el lugar 
geométrico de los pies de las perpendiculares? 


А) х? +у? +ах-Бу=0 В) х? + у? +ax+by+a* =0 
С) x? +у?-ах-Ьу=0 Ш) х? + у? -ах+Ьу=0 
RESOLUCIÓN : 


[X 
2R- Ja? +b? um. 2: ай 


2 
£: (x - Һ)? + (y-k)? = В? 


(-2) (9-5) pend 


>F x! + y -ax -by=0 


RPTA : “«С” 
PROBLEMA 39 : 


Dadas las rectas €: /3x— y=3/3 
9: J3x- y+8-3/3 = 0; halle la ecuación de la 
circunferencia tangente a estas rectas, cuyo centro 
pertenece a la recta Zi 4x - 3y-0. 

A) х?+у? -6x - Sy: 21-0 B) x? «y! +6x+8y-21=0 
С) x'4y!-68x48y-21-0 D) х?+у? - 6x - 8y« 21-0 
RESOLUCIÓN : 20 
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C= 4x- Зу= 0 
Мах -у+4-3/3 =0 > C(3; 4) 
3x3 -4-з./3| 
d(C;4)- R -R 


| W3? + (1)? 
R=2 


£ (x-h)? + (y-k)? = R? 
(x-3) + (y-4)? = 2? 
F x! + y -6x-8y + 21-0 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 40 : 
Halle la ecuación de la recta tangente en a la 
circunferencia x?*+y?-2x+y=5 еп el punto de 
tangencia T(3;1) 
A)3x + 4y = 5 В)4х + 2y = 1 
D)4x + Зу =15 Е)5х +3у = 4 
RESOLUCIÓN : 


C)3x + 4y = 15 


3 


4 
(5) =-1 >т = E 


—L:y-1--56-3) 


>L:4x+3y=15 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 41: 


Halle la ecuación de la circunferencia que pasa por 
A(0;2) y es tangente a la recta L,: 2x+y=0 en el 
origen. 

A)(x —1)*- (y--3)* —10 

B)(x-2) + (y- 1) = 5 

C) (x -2)*+ (y -3)* 225 

D)(x+ 1)! + (y-2)* = 15 


EDICIONES RUBIÑNOS | уз 


RESOLUCIÓN : 


* De la figura : R? = h? + 1 = h? + (2 – k)? 
* De donde : &?-4k +3 = 0 


>k=l1h=2 
* Luego: & (x-2)? + (y-1? = 5 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 42: 
Halle una de las ecuaciones de las rectas tangentes 
а la circunferencia С:х2+у2+6х-8=0, que son 
perpendiculares a la recta L: 4x? + y-31 = 0 
А)х - 4у + 20 = 0 В)х + 4у – 20 = 0 
С)х + 4y- 14 = 0 D)x + 4y + 16 = 0 
RESOLUCIÓN : 

Y^ л L:4x-y--3120 


C(- 3;0) 
-1 
qa HC» 031 — , 19 
Ү +1 V17 
* МАРС 
19 y У17 
Совё=У17 2-£_ : 1 
19 IT H 
4 
e 4 
17 T 
dt — еса 17 = =14 
Seno IA m^ 7-a43—a 


* Porotrolado: L: y = 4x + 315 т = 4 


EN e CIRCUNFERENCIA 


` (Jm, J=-1>m, =-2 
* Luego: 


у-0=-1(х-14) 

>L,:x + 4y-14 = 0 

RPTA : “С” 

PROBLEMA 43 : 
Hallar la ecuación de la circunferencia tangente al 
eje “X” y alas rectas: х= 0, x- y = 2; si el centro está 
en el primer cuadrante. 
A)a^ у? -242x-242y 2-0 
В) х? + у? +2/2x +2/2y 4 820 
С) х? + y*-2/23-2/2y - 8=0 
р) х? + y! +2/2x + 2/2y-8 =0 
RESOLUCIÓN : 


* Por tangentes: 


R4X2€ -R+2J2 
>2R = 24/8 > R =/2 


* Luego : 
c(h ; Е) centro 
(h; В) = (42; 42) 
* Ecuación de la circunferencia ejemplo : 
€: (x -JZP + (y-42)* = (42) 
—az'-2x42 +2 +у*— 2y42 +2 =2 
—€:x* ey! -2/2x-2/2y+2=0 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 44: 

Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro 
está en la recta 2x - y - 3 2 0 y estangente al eje *X" 
y ala recta y = 6 

А) (x-2)* +(y-3) =9 
C) (x - 1) +(x-3)* =9 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando: Y, 


B) (x-3)*+(y-2)*=9 
D) (x-3)*+(y-3)*=9 


GEOMETRIA ANALITICA [узму DO] O à ——AVCICLOPEDIA 2012 


* Por teoría: (h; k) — (3; 3) 

>: 7 (x-3)? -(y-3?-9 

А RPTA : “р” 
PROBLEMA 45 : 
Se tiene las ecuaciones de Іа circunferencia : 
by xy! 21; b, x + y? +20х +4y+100 =0 

Halle la longitud de la tangente común externa a 
las dos circunferencias. 


А) /108 В) 109 C)J105 Р) 103 Е) 104 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


(x+10)+(y+2)=4 


* En el triángulo sombreado: 
(4104)? =1 + n? > 104 -1=n 
4103 


а + 
29 »^ =.103>3n = ВРТА : “D” 


PROBLEMA 46 : 
Sea el triángulo ABC inscrito en una circunferencia 
A( - 3;2) , B(9;6) , C(1; — 2). Halle la ecuación de la 
circunferencia. 

А) (x +3)? + (y +3)? 2 40 B) (x +3)? + (y +4)? = 40 
С) (x-3) + (у-4) =40 Р”) (х + 4) + (y-4)* = 40 
RESOLUCIÓN : “ 
B(9;6, 


A(-3,2) C(1;-2) 


PEE EM AOS A (Ї] 


* Se cumple: 

(-3-h'«(2 - K'-(9 - )*«(6 -k)*-(1-b*«(-2- k)? 
* Simplificando: 

ЕЕ ETS s ындыы oaa f) 


Б RICE IUS SU] 


* (Ш) en (1): 
3h+h+1=13 > 4h =12>h=3 

> k=:4 
*ComoA є2: 


> (-3-3) + (2-4)? = R? ^ R? = 40 
*En (1): Z: (x-3) + (y -4) = 40 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 47 : 
El punto (2; — 1) es el centro de una circunferencia 
que intercepta a la recta 2x-5y+16= 0 determinando 
una cuerda cuya longitud es igual a 8и. Calcular la 
medida del radio de la circunferencia. 
д) 15. ву 18 20 33 
4 29 4 29 4 29 4 29 
RESOLUCIÓN : : 20 
* Graficando: 


35 
C D E) -= 
: : Tas 


“C(2;-1) 


* Por teoría: 
12(2) - 5( - 1) + 16| 
44 + 25 
[4+5 +16] , , 25 
29 29 


а= 


эа = 
+M MQC: 
625 


s; 
ze = В? Дыш А 


Е? =42 + — 
29 


RS > Ё = 5 
ВРТА” 

PROBLEMA 48 : 

Determinar la circunferencia, con centro en el punto 

C(6;8), que la tangente a la mediatriz de ОС. Siendo 

O el origen de coordenadas. 

A)(x - 6)? + (y-8)* =3* B) (x-6)? + (у-8)° =£ 

С) (x-6)? + (y-8)! =5? D) (x-3)? + (y-4)? =5* 

RESOLUCIÓN : 


* Piden la ecuación de €. 
€:(x-6)-(y-8)!-2r 


* Por dato: : 
g es mediatriz de ОС tangente a la circunferencia 
—2r = OC = 10 ................. (por distancia) 


>r=5 
>: (x-6)? + (y-8)? = 5? 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 49: 


Determinar la ecuación de la circunferencia, ubicada 
en el primer cuadrante tangente al eje de ordenadas 
en el punto (0;6) y cuyo centro se encuentra a 5 
unidades de la recta 3x - 4y – 10 = 0. 

A) (x-3)! + (y-6) = 3° 

B) (x +3)? + (y-1? = 3° 

С) (x-2)! + (y-4)? = 3° 

RESOLUCIÓN : 


* Piden: ecuación de la circunferencia €. 


Y € : (x-a)*-- (y-6)? a? 
[oM 


* Dato: el centro F dista de Z 5 unidades 


> 5 =1319)- 4(6) 10| (propiedad de la distancia 
JOG ары de un punto a la derecha) 


> 25=|3a – 34| 
* Para que Y pertenezca al primer cuadrante: 
За-34 = -25 > a2 3825 €:(x-3) +(y-6)'=3* 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 50: 


Determinar la ecuación de la circunferencia que es 
tangente al eje de abscisas y a una recta « en el punto 
P. Si además dicha recta contiene al origen 


y P-(43;3). 

A) (x -48)* + (y- 2? =4 
B)x-243) + (y-2? =4 
C) (х + 243) + (y-2)* = 4 
D)(x-43F + (y-2) =4 
RESOLUCIÓN : 


* Piden: €: (x-h)?+ (y-k)? = г? 
* Notamos que: m «РОТ = 60° 


* También: ор ос =|(J3 0) + (3-0)2 = 2/3 
* OTC (Notable 30° y 60°) : 
h 22/3 ;k ara 
E: (x-2/3) + (y-27 =4 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 51 : 
La ecuación de la circunferencia es х? + у? = 50. 
El punto medio de una cuerda de ésta circunferencia 
es el punto Р( ~ 2;4). Halle la ecuación de la recta 
que contiene a dicha cuerda : 
A)x-2y + 10 20 В)х+ 2y- 10 20. C)x + 2y4 5-0 
D)r-2y-5 2-0  E)x*y*10-z0 
RESOLUCIÓN : 


OM:y=-2x>m= i 
* Luego: Liy-4- (6+2) 


L:x-2y+10=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 52: 


Halle la ecuación de la circunferencia cuyo diámetro 
es la cuerda determinada por la recta y - x+2=0 en 
la circunferencia x*+y?+8y+12=0 . 


GEOMETRIA ANALITICA [NA 


A) (x = 3)2+(у+4)2=25 B) (x - 4* «(y – 3* 26 
C) (x – 6)! * (y - 6)*=9 D) (x — 1) -(y*3)! 4 
E) (x1)! - (y 3)! -2 

RESOLUCIÓN : 


х? + у? + 8у +12= 0 


S +0 +47 = 2 


g y-x+2=0 
4-042 


d(0 : L)= =/2=0T 
PEH 

AT-TB-42-r 

m,=1>m,m>5=-1>m2 =-1 


OT: 

y-(-4)2-1(x-0) 5x *y t 4-0 

NO 

x+y+4=0 
EMI +(у-Е)%#=т? 
(+1)? «(y - (73)? = J2* 
> F: (x + 1) + (y +3) = 2 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 53 : 


Del gráfico, L, A, B, C, D y T son puntos de tangencia 
CQ=2, PB=4 y la ecuación de la circunferencia de 


diámetro PQ es: 
x^*y! +ax+by+c=0 . Calcule 


V5(a+b) 
c 


IE SN CICLOPEDIA 2012 
mBT - 90^ > BT - R2 - 10 
—5R-45 
T - (2R Е)? = (245; 5) - (h; k) 
£:(x-h* + (y-k)? = r 
(x-248)* + (у— Б) =(3/2)* 
x? y? -4/5х-2/Бу+7=0 
* Comparando : х? +y? ax «by s e- 0 


a--4N8 ; b--245 yc-7 


* Piden: 
BEH p- 445-245) _ C+ 30 
с 7 с 7 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 54 : 
La circunferencia % tiene por ecuación: 
x? +у?-30у+ 200=0 y E, tiene centro (20; 0), el eje 


radical de ambos tiene por ecuación 4x-3y-5=0. 
Halle la ecuación de la circunferencia €; . 


А) х?+у?+4х—5у+5=0  B)x*+y?-40x+250=0 
C)x*4y*420x—195-0  D)x*+y?-20x-250=0 


RESOLUCIÓN : 


e, 4x-3y-5=0 


| | 
М (е. 20)? + y! =R 


x? - y? - 30y 200 = 0 


£1: х? +у? – 30у+200-0 
х? + y? 40x + 400 - R? - 0 


gz: 40x - 30у + 200 - 4004 R^ = 0 


laa el eje radical 


R? 
> 4х-8у+20-40+-°-=10 
*Comparando: 4х -3y – 5 = 0 


R? 2 
0-1 OR =150 
> g, = х + y*-40x + 400-150 = 0 
B: x! + y! -40x + 250 =0 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 55 : 


Se tienen dos circunferencias ortogonales €, y 6 
lal que 

@0:х?+у* 6x—4y- 8-0 ^ 65: x^ y! 46x — ?2у+а=0, 
Calcular: a. = da 


ER CIRCUNFERENCIA 


EDICIONES RUBIÑOS E 


NS 


A) -19 B)-7 C) -11 D)-3 | E)-18 те ior Wan AF Зава: 8 т-ту _ тә-т 
ачат 4 => pro twee dd Sr 3 l+mm, 2+mm 
#1: + у -6x-4y -3 = 

£ (x-3)? + V-22 = 4 = r°; 0, = (3;2) * Efectuando : m,=-1/2 ; m, = 2/11 


£5: * " А ` y 
x +y + 6x-2y+a= Vectores direccionales de L, y L, respectivamente: 


0 
(х + 3)? + (y -1)? =R? ; 0, = (-3;1) 


d(0,0,) = (3-3)? +(2- 1)? = J37 


й=(1;-И®) > 7 7-251) 


d,- (152111) > úy=72(11:2) 


2 p2,.2 2 "2, 42 J/5 
[d(0,0,)]? = Е? +r” 2437 = R^ +4 -PROBLEMA 57 : 
е: У ^ Е? = 21 Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del 
S +3)” + (y-1)" = 21 punto (-5 ; 4) a la circunferencia : 
+ y" + 6x-2y-11 = 0 HON 
>a=-11 x“ +y“ -10xt7-0 
ВРТА : “С” RESOLUCIÓN : 
PROBLEMA 56 : * Transformamos la ecuación : 
es una circunferencia cuyo radio es г (r >0), cuyo Y p(5» 
centro tiene coordenadas enteras (-2;6)e € y A 
(-1;9)e € . Desde el punto A=(4;7)se trazan rectas Xx 
tangentes a g. de tal manera que A dista 3r unidades — (x- 5)! 4! &18 uus. 
de cada punto de tangencia. * Sea B- (x; y) un punto de 
I) Encontrar la ecuación de $: tangencia. 
II) Los puntos de tangencia. * De la Figura: AB 1 BC 
ы урашы TENIS > mapmpo=-1=> (LY узу д. Ын) 
* Sea (h; Ё) , el centro de Y. x+ x-5 
* Resolviendo (I) y (II) encontramos : 
х=2 ^ y=-8 ; E A 2 
dece cow y 
* Cálculo de las tangentes : 
yt3 4-43 
—= +y+1=0 
523 458 КОЛИ 
* Luego : y-4 (123/29)-4 -41y-x-169-0 


(h+2;k-6)=(h+ Lk оа жылыны А) Б (142/29)+5 

* Aplicamos Pitágoras , encontramos que la distancia 
de A al centro de Y está dada por , luego : 

pene т *SeaT: y =mx+b , la recta tangente ; 


(һ-4; R-7)|=r J1O=|(h+2; k-6)| V 10......... (II) (EIA аа 
* De (I) se obtiene : &—7 — 3 eessenssn l2) —›у=тх+5т+4 ; además: (x- 5)? + y*=18 


OTRO MÉTODO : 


(Ш) en (1): * luego: (x- 5)2+(тх+5т+4)2=18 
(h -4;-h]3)-J10|(h2;1- h/3) —— (1+m)x*+(10m*+8m-10)x+(25m*+40m+23)=0 
* Operando : 15h*+62h+51=0 , de donde : * Condición de tangencia : Discriminante = 0; 


entonces : 
(10m?--8m -10)?- 4(1--m?) (25m? +40m+23)=0 
* Efectuando operaciones : 


h=-3 = k-8;r-4B (Por condición del Prob.) 
> (xy) x3) -(y- 8-5] 
* CÁLCULO DE LOS PUNTOS DE " 1 
37 1 
Sean :m; т,ут, ,аѕ pendientes de L; L, y L, Ecuaciones de las tangente : 
respectivamente. Ti=((-5;4)+8(41; Dlt eR) ; T,-(( -5;4) +r(1 - Dir eR) 


GEOMETRIA ANALITICA [уй 


PROBLEMA 58: 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por la 
intersección de las rectas 2x - у+5=0 y x - у+4=0 
y que es perpendicular a la cuerda común de las 
circunferencias : х?+у?2-4у=0 y x?*y'- 4x-0 
RESOLUCIÓN . 

* Sean L, y L,, las rectas dadas , entonces : 


L, ^ L¿=A=(-1:8) 


EY y, 


* Igualando las ecuaciones de las circunferencias , 
hallemos la cuerda común L, , luego : 


x^ +y- 4y=x +y- 4х 
* De donde : 
s ymx— "ml iiorenccvsisracanessrsosaroios (D) 


* Sea L, , la recta pedida , luego por dato : 

E¿ 1 Lg > туту — 1.............. ненем (П) 
y-3 

* De (I) en (П): MEA ы: 


* finalmente : L, : x+y-2=0 

RESOLUCIÓN VECTORIAL : 

* Sean : 

L,:((0;5)+t(152)) y Lo=[(0;4)+r(11))t3r eR 
EL, ^ L,-A-( -1;3) 

* Intersectamos las circunferencias (igualando sus 
ecuaciones). 


х?+у?- 4yzx^ y? -4x — yox ó 
L=((0;0)+S(1;1)/S e R} 
* Sea L, , la recta buscada (Lg L L, pordato ) 
> b=(-1;1) es un vector dirección de L, 
> Lg=1(-1;3 )+w(-1;1)/w e R} 
PROBLEMA 59: 
Dada la recta L: 7x+y-15/2=0y la circunferencia g. 


€: (x-10/2)+(y -5/2)%=25 SiL, y L, son dos 
rectas paralelas negativa ,tangente a g y tales que 
cada una de ellas forma con L un ángulo 8. donde 


| 3 
189-7 . Hallar las ecuaciones vectoriales de L, y L, 
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RESOLUCIÓN : 
* De la ecuación de la recta L se tiene : 
L: y=-7x+16 2 => m=- 7. eel) 


Sean m, y m,pendientes de L, у L, respectivamente 
* Por dato : 
* ángulo ia 


ЫЛ» — m,2m; 


* Sea L, perpendicular a L, y L, y pasa por el centro 
del círculo y cuya pendiente es m,=1 

* Sea (x; y), punto de intersección entre L, y el 
círculo 


y-542 


> (x - 1042 )=(у — 542 )....... (III) 


(x;y)e Ly:m371-7 


x-1042 
(x;y)e: РУ" уБ) Li (IV) 
* (III) en (VI): 2(x — 1042 225 
1542 1542 
y X= 
2 2 
542 


* En (I): y= 3 y s, 22 


* Los puntos de intersección serán : 
(A52 542 2542 1842) 
QE 205-372 


*Dedonde:  x,- 


)y € 


* Ecuaciones vectoriales de las rectas : 
L=[x;y+t(1;m)/t e R} 


2 52:5 542 | 


Li (ER 15/2 


J+r(1; d 
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PROBLEMA 60 : 


Hallar la ecuación de la circunferencia con centro 
sobre la recta 7х+9у – 9=0 y tangente a: 


L,: 3x4y=31 y aL,: 5x+12y+79=0 

(La circunferencia no corta al eje Y) 
RESOLUCIÓN : 
* Llevando a la forma vectorial las ecuaciones dadas 
; tendremos: 
L=([(0;1)+t(9;-7)) ; L,=((0;- 31/4) -r(4;3)) 
L;-((0; - 79/12) *s( —12;5)) donde (&r y s] e R 
> LA Ls=(1;-7) 
* El centro de 4 se hallará sobre la bisectriz del < 
fomado por L, y L,. vector direccional de la bisectriz: 

z (4:3) (-12;5) (-1;8) 

b= + > 765 


ú= 


2 13 


5 L 
* Ecuaciones de las Disécitices 3 
L4-((1;-7)*q( - 1;8)q e R} 
L,-((1;-7)*w( -8;-1)|w € R} 
* Centros : ~ 
Lg A L-C,-2(0;1)........ eese (I) 
Li a LzC52(9;- 6)... (II) 
* Por condición del problema descartamos (1) : 


radio : 

£a -8;-1).(-3;4) 
(-3;4) 

PROBLEMA 61 : 

Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita 

al triángulo cuyos lados están sobre las rectas . 

L,:x- 2y+11=0; L,: 3x y - 220; L4: 7x+y+2=0 

RESOLUCIÓN : 

* Resolviendo las dos primeras ecuaciones 

encontramos: 

L^ L,-2A(3;7) 

* Análogamente : 


=4 = #=|(х- 9)* «(y 9)*-16) 


L; A L;-B(-1;5) 
L ^ L¿=C(0;-2) 
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* Sea (h; k) el centro de la circunferencia circunscrita, 
del cual los puntos A; B y C equidista entonces 
cumple : 


r*-(h-3) «(k-7  -(h-1 «(k- 5 =(h-0J -(k- 2)? 
* Resolviendo: ћ=3 ; k=2 ; r?=25 

* Por lo tanto la ecuación pedida será : 

(х-– 3)? +(у– 2)2=25 v a?%+y?-6x-4y-12=0 
* RESOLU CI ÓN VECTORIAL : 
L,=((0;11/2)+t(2;1)) ; L,-((0; - 2)+r(1;3)} 
L,7((0; - 2) (1; - 2) ;(sit y r)e R 

* Vértice del triángulo : 

L^ L,-A-(3;7) , L, ^ L4-Bz( - 1:5), Ly ^ L4-C-(0; - 2) 
* Sean M y N ; puntos medios de AB y BC. 
entonces: 

M=(1;0) , N=(-1/2;3/2) 

AB-(-4;- 2) AB -(2; - 4); ВС=(1;7) => BC -(7;1) 


* Por lo tanto las ecuaciones de las ecuaciones de 
las mediatrices de AB y BC son respectivamente : 


M,=((1;6)+10(2; - 4)/w e R} 
M;-|( - 1/2 ;3/2)+9(7;1)/q e R} 
* Son C, centro de la circunferencia , luego : 
C,-M, ^ M;-(3;2); r-|3 -38;7- 2|=5 
= (ny) - 8)#+(у- 27-25] 
PROBLEMA 62: 


Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a 
los ejes coordenados X*e Y* y además que sea 
tangente a la recta L . 

. L: x +y=2 
RESOLUCIÓN: 


* El triángulo que se 
genera es rectángulo e 
isósceles, entonces la 
circunferencia será 
tangente en el punto 
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medio de la recta L . El punto (1;1) y el centro C, se 
encontrarán sobre la recta у = x , luego C,= (h ; h). 


* De la figura r-h-|2(h - 1)? > h=2 + 42 
* Luego : 
С,=(2+/2;2+/2) 6 €,*(2-42; 2-42) 
* Por lo tanto , le encontramos dos soluciones : 
[x -(2442)]* «[y -( 2442]? »( 24-/2 )* 


[x-(2-42)]? 4 [y-( 2-42 )]? 2( 2 - /2 )* 
PROBLEMA 63: 


Encontrar las coordenadas del centro de una 
circunferencia que pasa por los puntos A=(0; 8) y 
B=(4; 8) y que corte al eje de las abscisa y según 
una cuerda de longitud igual a 3 unidades. 


RESOLUCIÓN : Y 


* Sabemos que : «El centro 
de una circunferencia se 
encuentra en la mediatriz 
de una de sus cuerdas» 
.Entonces , el centro estará 
en la recta х=2 mediatriz 


de AB- 
* Luego el centro será : (2; k). 


* Sea MN la cuerda de 3 unidades . 

* Por ser AB Y MN + cuerdas paralelas. 

* Entonces la mediatriz de AB es , a su vez, mediatriz 
de ММ. 

*Luego: b-d=3 * 


a+b 


——=2 de fonas del У 2А 
2 


2 
AyM equidistar del centro , luego : 
х2=2°+(6- 8) = (2-4 > 


63 


_ 263 


* Finalmente : (h; Кер е; 


PROBLEMA 64 : 

Hallar la ecuación de le circunferencia que tiene su 
centro C,=(=5;- 4) y es tangente a la circunferencia 
х?+у?- 28x - 10у+13=0. 

RESOLUCIÓN : 

* Transformando la ecuación dada, tendremos : 


(x-14)*-( y -5)*-208-r7 
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* De la figura : | rd 


D=/19*+9*=/442 
> rzD-r,-4442 —/208 
r*2650—104434 


* Por lo tanto la ecuación del círculo será : 

( x5)" - (y--4)? 2650 — 104434 
PROBLEMA 65 : 
Hallarlas ecuaciones de una circunferencia que pasa 
por los puntos (3;1) ; (5;9) y es tangente a la recta 
cuye ecuación es : x+2y- 3-0 
RESOLUCIÓN : 
* Sea (h;k) el centro de la circunferencia . 
Y (5:9) 


(h; k)equidista de (3; 1) 
(5; 9) y de la recta 
х+2у - 320 ; entonces : 


r=((h-3)*+(R-1 РЕА (0) 
г={(һ 5)? +(Е-9)?........... (II) - 


y h+2ka – 3| 
* Igualando (1) y (II) se obtiene : h=24 – 4R..... (IV) 
* igualando (11) y (Ш): 
4h?+ k?- 24h + 28 - 4hk 41-0 ............ (V) 
* De (IV) en (V) : 81k? -766k +1769=0 
* Resolviendo : 
383410434 
81 8 
p = 383- 10434 412--40434 
j2— 31.5 n 
i» e GI]: Poe 93520434 . . _ 935 - 20/34 
U 81/5 81/6 


* Por lo tanto , existen dos soluciones : 


412 — 40/34 


k;= ; h,= 


—————— 
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Cist 81 81 8145 
412+40./34 - 888—10434 , ,935+20/34 
C;:(x-—— —— 81 IA AE 5 Р 


PROBLEMA 66 : 


Hallar la ecuación de una circunferencia Y cuyo 
centro P, se encuentra sobre la recta L : 


8x — 4y -30=0. el punto P que pertenece a Y divide 
al segmento Ор „еп la relación 2/5. El segmento 


OP,forma con la recta L un ángulo а tal que 
Tag æ =3/4 (О es el origen de coordenadas) . 
RESOLUCIÓN : 


=! 10. 20 " me 
1-0; А уназ) ев); Н 


* Resolviendo : m ==. luego : 
L,-((0;0) *r(7:24)Ir e R) 


* Centro de g: 


-14 -48 ¡—.¡ |14 48 
PjLnoL,(——;——) ¡|—:=10 
Loli :H0Pol=[g e 
P divide el segmento O Py en la relación 2/5 : 


2k - — 5k 10 
-_ A == = v шешу 
$ = Жы 2k+5k=10 > k= 7 


radio de 2: 
= - P|=5k=5x=—==— 
г |Po | 5k=5x 7 7 


ol" 


x х+14 2 48 2_/50 2 
A 


PROBLEMA 67 : 


C, y C, son circunferencias tales que el radio C, es 
el | doble del radio C, . La recta T es tangente 


simultáneamente a C, y Cy; (-10: 6) eT y la recta 
L de los centros corta a T en el punto (6 ;- 6 ) y la 


recta R-((3t —28;2—4t)|t eR} es tangente a 
C, en el punto cuya ordenada es -14. 

Encontrar :DT AC, — IJ)L^C,; 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando el problema : 


* Vector direccional de T:a=(16;-12)=4(4;- 3) 
> T (=(6;-6)+8(4;-3)/s e R} 
* Ecuación vectorial de Æ : 
R=((-28;2)+t(3;-4)/t e R) 
* Intersectando : T ^ R=P=(-58;42) 
Cálculo de la bisectriz L, del < formado por R y T. 
Vector direccional de la bisectriz : 
ü, +ü, 7 (47-8) (8; -Y> й=7 (1;-1) 


* Luego : Ly=((-58;42)+r(1;-1)/r e R} 


Sea: L, la recta perpendicular a R, que pasa por 


(x 5-14) 

> Lg=((x;-14)+10(4;3)/w e R} 
(x;-14) e R => (x;-14)-(-28; 2)+t(3;-4) 
* De donde : x=-28+31 ; -14=2 – 4t >t =4 

* luego : x 2-16 > (х; - 14)-(-16; -14) 


* Reemplazando еп L, e intersectando con L, 
encontraremos el centro de C, : 


* Por lo tanto : L n Ly=0,=( -8;-8) 
radio de С, : rj-2|( — 8-16; -8*-14)|-10 

T^ C,-0,4108]-( - 8;-8)*10(7,5 )-( - 20) 
* Cálculo del centro de C, : (0,) 
* Por dato : r7 -5 
* Sea 0,-(m;n)-» aplicando la definición de 
componente . 


(6 -m;-6 - n).( -3;-4) 


3 =5 > 3m-4n-19............. (1) 
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fas] 
£ р vectorial de L . 

(pasa por (6;-6) у (- 8;- 8)). 
L-((6;- 6)+g(7;1)/q є RE 0, € L: (m;n)=(6;-6)+q(7;1) 
* Efectuando : 
* De (1) y (1): 0,- (m; n)=(13; - 5) 
Intersectado L con C, ; sean I, e Г, las intersecciones: 


1,=03+rg4 ; 15-0, -r;ü ; Luego: 


5 26+742 -—10+42 
Те) Tm 
а agua] TI da кг 2” 

б 26-742 -10-42 
I,2(18; —5)-—=(7:1)= ; 
SEFTA sJ2 ^ A 2 2 ) 


PROBLEMA 68 : 


Encontrar la ecuación del círculo inscrito еп el 
triángulo determinado por las rectas: 


L,:2x- 3y+21=0; Ly: 3x-2y-6=0; Ly: 2x+3y+9=0 

RESOLUCIÓN VECTORIAL : 

L,7((0:7) +£(3:2)1t є R}; P¿=(0;7); ri, ( - 2:3) 

L¿=((0;-8)+r(2;3)/r e R}; P7 —(0; 3); i, -(3;-2) 

Ly=((0;- 8) +8( - 3; 2)/8 є R}; P7'-(0; -3);1i3=(-2;-3) 

* Sea C(h; k) , centro de la circunferencia . 

* Luego : 

r-Comp, (P; - C)- Comp; (Py -C)-Comp;, (P5- C) 

(-h7-h)(-2;3) (—-h;-3-k).(3;-2) ( -h;-3-k).(—-2;-3) 
13 TIAE im A 

> 2h-3k+21=- 3h+2k+6=2h+3k+9 

* Resolviendo: C=(h;k)=(-—1;2) ; r-/13 

emo y) Dt y -2)*=13) 
PROBLEMA 69 : 


El centro de una circunferencia está sobre la recta 
2x+y +3=0, pasa por el punto (3; 1) y es tangente a 
la recta 4x- 3y -14=0. Hallar su ecuación . 


RESOLUCION: 


* Sea (Л; k) centro de la circunferencia, entonces 
como pertenece à la recta L,: se cumple : 


CREEEREN ia (Т 
(h; k) equidista de (3; 1) y L,: 


r= Jh - 35 ( A cn D 
* Resolviendo (1) y (II) se obtiene . 
h,=-12;k,=21 Н rj=25 
hz=-2;k=1 ; r;=5 


* Por lo tanto existen 2 soluciones : 


(x12)? (y - 21)* 2625 
(x*2)**( y - 1)*225 


RESOLUCIÓN VECTORIAL : 
* Sea (h; k) , centro de la circunferencia : 
(h; k) e Li > 2Һ+Е+3З=0................... (I) 
L,-((0; — 3) (1; - 2) e R} 


Ly- |t E 4r(8:4)/r € к|;й=ф; -3) 
Sea N=L, ^ L, > N=(1/2;=4) 

* Según la figura : 

r=Com;CN=/(h- 3)? (k — 1)? 


=.[(һ — 3) - (k — 1? 


(f-hi-4-k).(45-3) 
5 
3;1) 


* De donde: DL (h - 8)! -(k 1) e (Ш) 


>(h,;k¡M-12;21).r,=25; (hg; Ё„)=(- 2;1);т=5 
* Finalmente: (s) +12 ty a 21)'-625) 
&={(а; yJ/(z*2) (y - 1? =25} 


PROBLEMA 70 : 
Sea L: x+31y-100=0 y Q=(17;17) e L. Si A y B son 
dos puntos en L que forman con Q un triángulo AQB 
recto en Q y donde : рч 
PROY¿AB=(10;14) 
I) Hallar A y B 
II) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa 
porA; By Q 
RESOLUCION : 
I) Sean: A=(a,; a.) y B=(b,; b.) 
Por ser A AQB , recto en Q, se cumple : 
Proy 14 4B7 AQ-(10;14) 
* de la gráfica : (17- a ,17- a,)=(10;14) 


EDICIONES nomos HA 
* Igualando pares : 1=7;a,=3 

* Sea m,, la pendiente ы 249 y m, la pendiente de 
9(17;17) 


"Ta, 17-7 5 
AQ 1 98 => m,--7 


X 
6 b,-17 
MEET b, -17 > 5b, 7b, — 204=0.......(1) 
* Por otro lado, Ё: x + 31у -100 = 0 
(bb, )e L = b,*31b, — 100-0................. (II) 


* De (I) y (П): b,=38 ; b,-2 
* Por lo tanto: A=(7;3) ; B=(38;2) 


II)Centro de la circunferencia que pasa por A; B, y Q 


45 52 962 
"-(7-—y.(4--)9-—- 
fiiit hii in bear 


* La ecuación de la circunferencia será : 


(- hey - 52-992 


ó: ay? -= n - 5y+272=0 
PROBLEMA 71 : 
Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a la 
recta x+3y-2=0 ‚еп el punto (1 ;+1) y que pase 
por el punto (3; 5). 
RESOLUCIÓN : 
Sea L, la recta dada > m,= 12 
*De la figura : 


(h; k) y EL; 1) pertenecen a L,, de pendiente m, , 
perpendicular a L, , entonces : 


zi 


k-1 
m;ms--1-»ms-3--—— 
аш RSi д 
Реаопӣе: &=3ћ ———MNx (T) 


(3; 5) y la recta L, ; equidistan de (h; k) , luego : 
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h+3k-2 

r?=(h-3).+(k- tete e 

* (I) en (II): (h - 3)? * (8h 1) -10(h1)* 

[0+3(4) -2|. 10 
ло ЛО 

* Finalmente , la ecuación buscada será : 

х?+(у-4)?=1 
PROBLEMA 72: 
Hallar la ecuación de una circunferencia de radio 


*Resolviendo : k=0 ; k=4 > r= 


г=\Л8 que es tangente a la circunferencia 
1х? + y? +4x-10y+21=0 en el punto (+4;7) 
RESOLUCIÓN : 

* De la figura : 


k-7 7-5 
T iip a A 
AER рман 


* Por dato del problema : 
17518? — (h-- 4)?  (k-7)?................. (II) 
* De (I) y (1) : 
h,=-7; k,-10 
h,--1; k,= 4 


8,2? 
(x 7) 4 (y - 10? 218 ó (x 1)? (y - 4)?=18 
SOLUCIÓN VECTORIAL : 
* Ecuación de la circunferencia dada : 
€: (x-c2)* «(y – 5)?=8 > c=( - 2;5) 
* Los centros de las circunferencias buscadas estarán 
sobre la recta L que para por (~ 4; 7) y c(- 2; 5) . 
Vector dirección de L: =2( -1;1) > ü= (x 78° 2) 
* Centro de la circunferencia tangente exterior : 
ES D 
C,= —-4; 7)+/18 > =(-7;10, 
тию 


* Centro de la circunferencia , a la cual es tangente 
de circunferencia dada (por tener menor radio) 


Ca=(-4;7)- as: Apost 


€ (x 7)*--(y - 107518 ; € «(x-- 1)? +y- 4)?=18 
PROBLEMA 73 : 


Hallar la ecuación de la circunfrencia que pasa por 
los puntos : (2 ; —1); (9; 6); y cuyo centro está en la 
recta: x-3y=0. 

RESOLUCIÓN 


yá 


* Sea (h;k) al centro de la 
circunferencia . 
* Como (h;k) ea la recta, 
entonces : 

h-3k-0 ....................(I) +1) 
* Los puntos dados equidistan del centro (h; &), 
luego se tiene : 


(2- hP&( -1- k-(9 — h* (6 — Е)? —r?.......(11) 
* Resolviendo (1) y (II): h=6; k=2 ; r=5 
* Finalmente , la ecuación de la circunferencia será: 
(x -6)(y- 2)%=5? 
> x*-y* - 12x 4у+15=0 
SOLUCIÓN VECTORIAL : 
* Sean: 
A-(2; - 1); B-(9;6) ; AB-7(1;1) > AB =7( - 1:1) 


е 1 11.5 
Š i ; М=—(А+В)=| —;— 
М: Punto medio de АВ (A+B) ( ) 


L, : Mediatriz de AB; L- sent -LlJit e 2) 


Además: L-((0;0) +r(3;1)/r e R} 


* Por dato, L pasa por el centro de la circunferencia; 
además este centro es un punto de la mediatriz de 


la cuerda , AB. 
* igualando las ecuaciones de L, y L : 

L,^L-Cz-(6;2)— r=((9 -6;6- 2)-5 

> e-((zylx - 6) (y - 2)?=25) 

PROBLEMA. 74 : 
Dado una circunferencia de ecuación 
x^ y? Ux Ny 1-0 y una recta de ecuación 
Ах+ By+C=0.. Demostrar que el sistema de curvas 
x? +y -Ux +Ny+1+R(Ax+By+C)=0 se compone 


de todas las circunferencias dadas y es perpendicular 
a la recta dada. 


RESOLUCIÓN : 
* De la ecuación : 
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x? y? &Ux Ny+1+R(Ax+ Ву+С)=0 
х? +у? e (u kA)x -(N -kB )у+1+ЕС=0 
* Ahora de aquí las coordenadas del centro de la 
circunferencia de esta familia : 
ER | 
DIESES 
* De la ecuación : x? +y? +их+ Ny* 1-0 


* Ahora de aquí las coordenadas de su centro : 


(53) 


* Sea m la pendiente que pasa por los puntos centros 
de las coordenadas que se acaban de hallar. 
entonces : 


_м+вв М kB 
MEE GMT DU a 
_и+ЕА и E E 
2 2 2 
* Sea m, la pendiente de la recta : Ax+By+C=0. 
A 


* Entonces : e 


* Luego : тхт,=(8)5(-2) = mxm;--1 


PROBLEMA 75 : 

Еп la siguiente figura hallar el centro del 
circunferencia , sabiendo que el centro esta en la 
recta L: x — y +4=0 y que esta circunferencia corta al 
eje X yaleje Y formándose cuerdas de 2 y 4 
unidades respectivamente. 


EDICIONES RUBINOS 


* El centro C(h;k) se proyecta las cuerdas 


AB y NM formandose los puntos E y Q 
repectivamente y 


En a] NCQ: Por pitágoras : 


= (-h)?+4 => = һҺ?+4.............. .(I) 
* Enel А ACE : Por pitágoras : 

a A EET e (П) 
* (D=(D: 

E kH IB a A (Ш) 
* De la figura: C(h;k) e L: h-k+4=0 

hk A A СТАЕ (VD 


* (VI) en (ТП): (k - 4 -k? -3 


>k? -8k+16=h? -3 >-8k+16=-3> ok 


*En (VI) h == -4 


>h — > c2:2) 


8 8 


(01) Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo 


centro es el origen del plano coordenado y además 
es tangente a la recta: x-y+4=0 
А) x? y! -4- B) х?+у?=8 

D) x*-y!—16 E) x*+y*=20 


C) х?+у?=12 


(03) Se tiene una circunferencia con centro en el 


eje X, tangénte a la recta: x -12=0; y pasa por el 
punto (4;4). Hallar la ecuación de dicha 
circunferencia. 

A) х?+у?-14х+24=0 
C) x*+y*+8x-16=0 
E) x*+y*-10x+16=0 


B) x*+y*-8x+12=0 
D) x*+y*+14x -24=0 


(03) Calcular la longitud de la tangente trazada 


desde el punto (7; 2) a la circunferencia cuya 
ecuación es: | 


x! у?- 6x + 2у +1 =0 
B)JI5u ©) 4и Р) /2ди 


(93) Calcular el área del sector circular formado por 


el semieje positivo de las abscisas, la circunferencia: 
x! + у2=144 y larecta y=/3x 


А) Зи Е) би 
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A) 28xu* 
D) 144 xu* 


B) 26 xu* 
E) 169zu* 


C) 24 zu* 


(63) Hallar la ecuación de la circunferencia que 
pasa por A(3; 1) y B(-1; 3), sabiendo que su centro 
está situado en Іа recta: 3x - y - 2 = 0 

A) (x-2) + (y -4)?=5 В) (х-– 2)* -(y-4)*-10 

C) (x + 2? + (y-8)*-10 D) (x- 1)? + (y- 1)*-5 
E)(x - 3)? + (y - 7 236 


09 Hallar la ecuación de la circunferencia que 
tiene como diámetro a la porción de la recta: 
L: 2x - Зу + 12-0 
comprendida en el segundo cuadrante. 
А) (x + 3)? + (y + 27213 B) (x - 3! + (у – 2)*218 


С) (x + 3! + (y + 17-183. D) (x + 3) +(y - 2)?=13 
E) (x - 3? + (y -1)?*-13 

62 Hallar la ecuación de la circunferencia de 
centro (6; 0) y cuyo radio es igual a la distancia del 
punto (-3; 7) ala recta: 4x * 2y -11 =0. 

A) 20x? --20y?--240y-639—0 B) 20x*--20y*--240y 639-0 
C) 20x°+20y°+ 240x -639=0 D) 20x?4-20y"- 240x 689-0 
E) 20x*--20y?4240x 4639-0 


Determinar la ecuación de la circunferencia 


circunscrita al triángulo determinado por los puntos 
A(1; 1); B(1; -1) y C(2; 0) 

А) (x - 1).+y*=1 B) (x41)! *y'-1 C) (x-1)*  (y-1)! 
D) х?+(у-1)#=1 E)x'*y'-1 


Determinar la ecuación del diámetro de la 

circunferencia: 

х?+у?-4х -6y— 17 = 0 que es perpendicular a la recta: 
L: 5x -2y -13=0 


А) 2x + 5y-19=0 В) 5y-2x+19=0 С) 2x+5y+11=0 
D)2x- 5y+11=0 E) 5y-2x+19=0 


49 Determine la ecuación de una circunferencia 


tangente a los semiejes positivos y cuyo centro está 
enla recta: L:3y-2x-4=0 

А) х? + y!- 8x - 8y + 16-0 

В) x? + y!- 4x - 4у + 16=0 

С) x? + yt- 4x - 4у + 8-0 

D) x? + у*- 8x - 8y + 8=0 

E) x* + y? -16x -16y + 32=0 


à Determinar la ecuación de una circunferencia 


con centro en el origen y tangente al segmento AB, 
si A(0; 15) y B(4; 12) 

А) x?+y°=81 В) х?+у?=100 C)x*+y?=144 

D) х?+у?=196 Е) x*+y?*=225 — 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTI 
DADE [DE He [DE] Hr DA] 9D [PE 


OBJETIVOS : 


* Conocer la definición , propiedades y aplicaciones 
de la parábola , así como saber resolver problemas 
contextualizados con ello. 


INTRODUCCION : 


Se llaman cuvas cónicas a todas aquellas que se 
obtienen cortando un cono con un plano. Debido a 
su origen las curvas cónicas se llaman a veces 
secciones cónicas. 

El matemático griego Apolonio (262-190 A.C.) de 
Perga (antigua ciudad del Asia Menor) fue el primero 
en estudiar detalladamente las curvas cónicas. 
Apolonio descubrió que las cónicas se podían 
clasificar en tres tipos: elipses, hipérbolas y parábolas. 


Las elipses son las curvas que se forman cortando 
un cono con un plano que solo toca uno de los 
mantos del cono y no es paralelo a una de sus aristas. 
Las hipérbolas son las curvas que se forman al cortar 
un cono con un plano que tocas los dos mantos del 
cono. Las parábolas son las curvas que se forman 
al cortar un cono con un plano paralelo a una de 
sus aristas. Apolonio demostró que las curvas 
cónicas tienen muchas propiedades interesantes. 
Algunas de esas propiedades son las que se utilizan 
actualmente. para ,definirlas, En la página 
construcción se estudian las definiciones de las 
curvas cónicas como lugares geométricos, que son 
las más utilizadas en las matemáticas modernas. 
Quizás las propiedades más interesantes y útiles que 
descubrió Apolonio de las cónicas son las llamadas 
propiedades de reflexión. Si se construyen espejos 
con la forma de una curva cónica que gira alrededor 
de su eje, se obtienen los llamados espejos elípticos, 
parabólicos o-hiperbólicos, según la curva que gira. 
Apolonio demostró que si se coloca una fuente de 
luz en el foco de un espejo elíptico, entonces la luz 
reflejada en el espejo se concentra en el otro foco. Si 
se recibe luz de una fuente lejaña con un espejo 
parabólico de manera que los rayos incidentes son 
paralelos al eje del espejo, entonces la luz reflejada 
porel espejo se concentra en el foco. Esta propiedad 
permite encender un papel si se coloca en el foco 
de un espejo parabólico y el eje del espejo se apunta 
hacia el sol. Existe la leyenda de que Arquímedes 
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(287-212 A.C.) logró incendiar las naves romanas 
durante la defensa de Siracusa usando las 
propiedades de los espejos parabólicos. En el caso 
de los espejos hiperbólicos, la luz proveneinte de 
uno de los focos se refleja como si viniera del otro 
foco. En la página reflexión se estudian las 
propiedades de reflexión de las cónicas. En el siglo 
XVI el filósofo y matemático René Descartes 
(1596-1650) desarrolló un método para relacionar 
las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada 
Geometría Analítica. En la Geometría Analítica las 
curvas cónicas se pueden representar por 
ecuaciones de segundo grado en las variables x e y. 
En la página ecuaciones de las cónicas se presentan 
las ecuaciones más sencillas de las curvas cónicas 
que corresponden a las que tienen su centro o, en el 
caso de la párábola, su vértice, en el centro y su eje 
de simetría coincide con uno de los ejes 
coordenados. Quizás el resultado más sorprendente 
de la Geometría Analítica es que todas las ecuaciones 
de segundo grado en dos variables representan 
secciones cónicas. Este hecho es el tema de la página 
sobre la ecuación general de segundo grado en dos 
variables. En excentricidad y directriz se presentan 
las ecuaciones generales de las cónicas expresadas 
en términos de la excentricidad, la distancia del foco 
a la directriz y el ángulo del eje de simetría. Sin lugar 
a dudas las cónicas son las curvas más importantes 
que la geometría ofrece a la física. Por ejemplo, las 
propiedades de reflexión son de gran utilidad en la 
óptica. Pero sin duda lo que las hace más 
importantes en la física es el hecho de que las órbitas 
de los planetas alrededor del sol sean elipses y que, 
más aún, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido 
a una fuerza gravitatoria es una curva cónica. El 
astrónomo alemán Johannes Kepler (1570-1630) 
descubrió que las órbitas de los planetas alrededor 
del sol son elipses que tienen al sol como uno de 
sus focos. Más tarde el célebre matemático y físico 
inglés Isaac Newton (1642-1727) demostró que la 
órbita de un cuerpo alrededor de una fuerza de tipo 
gravitatorio es siempre una curva cónica. Una manera 
sencilla de resumirla importancia de las curvas cónicas 
es mencionarlos nombres de los principales personajes 
cuyo trabajo ha estado relacionado con las cónicas: 
Apolonio, Arquímedes, Kepler, Descartes y Newton. 


EDICIONES RUBINOS 


Cualquier cuerpo lanzado al aire de forma oblicua u 
horizontal descrive un movimiento parabólico bajo la 
acción de la gravedad. Por ejemplo es el caso de una 
pelota que se desplaza rotando. 


Fotografia estroboscópica de una pelota de tenis que se desplaza bacia la derecba, 
botando contra el suelo. Podemos distinguir dos arcos parabálicos, También cemos como 
el tamano del arco sé va baciendo más pequeno, la pelota cada «ez bota a menor altura, 
debido а la pérdida de energía que experimenta en cada colisión. 

También, es caso de los chorros y las gotas de agua que 
salen de los caños de las numerosas fuentes que 
podemos encontrar en las ciudades. El desplazamiento 
bajo la acción de la atracción gravitatoria de la Tierra 
permite obtener bonitos arcos parabólicos. 


"ee detengámonos un poco más en la parábola. 
Nos la encontramos, sobre todo , en ciertos 
fenómenos interesantes de reflexión: del sonido, de 
ondas electromagnéticas y de la luz, como caso 
particular de onda electromagnética. 

Pero aparece también en la Mecánica. Veamos 
algunos ejemplos: 


La parábola es la curva que adopta un cable que 
tenga que soportar una carga, un peso, 
uniformemente distribuido . La catenaria es la curva 
que adopta un cable sostenido por sus extremos 
debido a su propio peso. Por otro lado, la curva que 
adopta el cable es una parábola cuando, 
despreciando su propio peso, es una carga 
uniformemente distribuida la que soporta. En el 
puente colgante, los cables, adernás de su propio 
peso, tienen que soportar el de la plataforma. 


Por ello, la forma exacta que adoptan los cables es 
una «combinación» de la catenaria y la parábola. 
La diferencia entre ambas curvas es muy pequeña, 
De hecho, los ingenieros suponen en sus cálculos 
que es una parábola, dada la simplicidad de su 
ecuación frente a la ecuación de la catenaria. 

Una de las propiedades más importantes de las 
formas parabólicas es que cualquier rayo que incida 
de forma paralela al eje de la parábola rebota en su 
superficie pasando por el foco. La parábola sirve para 
concentrar los rayos de luz en un punto, el foco, en 
el caso de la cocina solar, o las radiaciones 
electromagnéticas, en general, en las antenas 
parabólicas. Pero también sirve, como en el caso 
del faro de un coche, para conseguir que la luz que 
sale del foco se concentre en un haz más o menos 
cerrado. 


CONSIDERACIONES 
PRELIMIVARES SOBRE 
LAS CÓNICAS 


La palabra cónica se deriva de la palabra cono , que 
es una figura geométrica que es generada por una 
recta que se mueve de tal manera que siempre pasa 
por una curva plana dada fija y por un punto fijo que 
no está contenido en el plano de la curva fija dada. 


La recta móvil se llama generatriz y la curva fija dada 
se llama directriz y el punto fijo se llama vértice de la 
superficie cónica. El vértice divide a la superficie 
cónica en dos porciones cada una de las cuales se 
llama hoja o rama de la superficie cónica.- 
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* Las cónicas , abreviación 
de secciones cónicas , son 
curvas que se obtienen 
mediante la intersección 
de un cono circular recto 
con un plano. 


GENERATRIZ * Estas cónicas son 
circunferencias cuando el 
plano es perpendicular al 
eje del cono. 


* Son elipses cuando el 
plano está inclinado 
ligeramente, pero solo 
intersecta a una rama del 
cono . 


* Son parábolas cuando 
el plano aún más 
inclinado, de modo que 
es paralelo a solamente a 
una generatriz e intersecta 
a una rama del cono. 


* Son hipérbolas cuando el 
plano intersecta ambas 
ramas del cono. 

Si el plano contiene al vértice , la intersección del 
plano y el cono es un punto , una línea o un par de 
líneas que se cortan. Estas se llaman cónicas 
degeneradas. 


HIPÉRBOLA 


Todas las cónicas tienen una propiedad común que 

e ; satisfecha por sus puntos , y es el cociente de la 

de estos puntos a un punto fijo F llamado 

entre la distancia de los puntos a una recta fija 

апі ida directriz es una constante «e» denominada 
ad de la cónica. 


_ d(M;F) 
d(M;L) 


PARÁBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos , donde cada 
punto equidista de una recta llamada directriz y un 
punto llamado foco 


Por difinicion: 
[NF|- d4(N; L) 
laF|-a4(Q; L) 
Excentridad: 
[NF _ 
UNT 


Toda las cónicas son simétricas con respecto a sus 
ejes de simetría , es decir si se trata de una cuerda 
perpendicular al eje de simetría , la cuerda quedará 
dividida en dos partes iguales. 


EDICIONES RUBISOS ES 
* Dada la recta fija L , denominada directriz y un 
punto fijo “F”, denominado foco que no pertenece 
a dicha recta. Я 


* Se define la parábola, como el lugar geométrico 
del conjunto de puntos P(x;y), Чие equidista del 
foco “F” y la recta L. - 


SEGÚN LA DEFINICIÓN: 


“F” es un punto fijo (Foco), L es una recta directriz y 
P(x;y) es un punto cualquiera de coordenadas 
genéricas x e y de la parábola, luego: 


d(P; Е) = d(P; Z) 


* Por definición de cónica: 


d(P; F) 
d(P; *) 
* Luego: 


e=1, donde e es la excentricidad de la parábola. 


ELEMENTOS ASOCIADOS A 
LA PARÁBOLA 


* Foco F 

* Directriz : Z 

* Eje Focal L, 

* Vértice V(h; k) 

* Lado recto MM(MM = 4p) 
* Parámetro p(VF = VQ =p) 


* Cuerda Focal : AB 
* Cuerda - : TS 
VÉRTICE (V): 


Es el punto donde se intersecta la parábola con el 
eje de simetría. z Y 
1 


FOCO (Е) : 
Es el punto sobre el 
eje de simetría a |p| 
unidades del vértice. 
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EJE DE SIMETRÍA : Es una recta que pasa por el foco 
, por el vértice y es perpendicular a la directríz. 


DIRECTRIZ (L,) :Es una recta perpendicular al eje 
de simetría y que está a |P| unidades del vértice 
opuesto al foco. 


CUERDA : Es un segmento que une dos puntos de 
la cuerda (AB; LR; NM) 

CUERDA FOCAL : Es una cuerda que pasa por el 
foco (AB; LR). 

LADO RECTO : Es una cuerda focal perpendicular 
al eje de simetría ( LR). 

RADIO VECTOR : Es un segmento que une el foco 
con un punto de la parábola (FA;FB;FL; FR) 

* La longitud del Lado Recto de cualquier parábola 
es |4р|. 


ECUACIONES DE LA PARÁBOLA 


Las diversas formas de la ecuación cartesiana de una 
parábola, depende de la ubicación del eje focal, con 
respecto a los ejes coordenados. 


A) PRIMERA FORMA (caxóxica) 2 


Es cuando la parábola tiene su vértice en el origen y 
su eje de simetría en el eje X 


Por definición: 


IEF|- d(E; L,)> f(x; p? +y” =|x + p| 
E 2 
3 (Jes р? y?) -= (Ix pl) 
> х? -2рх+р? +у?=х?+2рх+ p? 


> у? - 2рх= 3px > | *- 4px: 


L, y, Ey) 


Longitud del lado recto = |4рі. 


Si p»0, la parábola estará hacia la derecha de su 
vértice. 
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Sip < 0, la parábola estará hacia la izquierda de su 
Sica: 


B) SEGUNDA FORMA (cavóyica ) $ 


Es cuando la parábola tiene su vértice en el origen y 
su eje de simetría en el eje Y 


* Por definición : 
lEF|=d(E;L,) 
2 
> х*+у- р)#=|х+р| > (|(х*+(у-р)#) -(x*p) 
> ay? -2py+p?=y*+2py+p? => х° – 2py=2py 

> 

Longitud del lado recto = |4p|. 
Sip > 0, la parábola estará hacia arriba de su vértice. 
Sip < 0, la parábola estará hacia abajo de su vértice. 
€) TERCERA FORMA (окріхлкіл)2 


Es cuando la parábola tiene su vértice en el punto 
V(h;k) y su eje de simetría es paralelo al eje X. 


* Parábola horizontal ordinaria: су k)? = 4p(x+h) 
* Foco ; F(h*p;p) 

* Longitud del lado recto : |4р|. 

* Ecuación de la directriz : L,: x=h - p 

* Ecuación del eje de simetría: L,: y = k 
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Coordenadas de los extremos del lado recto : 
L(h + p; k+|2p|) 

Tin + p: k-|2p|) 
Ф Si p>0, la parábola estará hacia la derecha de su 
vértice. 
ф Sip < 0, la parábola estará hacia la izquierda de 
su vértice, 
D) CUARTA FORMA (окріудкіл ): 


Es cuando la parábola tiene su vértice en el punto 
V(h;k) y su eje de simetría es paralelo al eje Y 


Yi 


* Parábola vertical ordinaria: (x-h)? = 4p(y-k) 

* Foco: F(h;k+p) 

* Longitud del lado recto: |4р|. 

* Ecuación de la directriz; L,: y=k — p 

* Ecuación del eje de simetría : „х= 

* Coordenadas de los extremos del lado recto : 
L(h+|2p|; k+p) 
R(h —|2p|; k+ p) 

& Si р >0, la parábola estará hacia arriba de su 

vértice. 

Si p <0, la parábola estará hacia abajo de su 
) 
vértice. 
EJERCICIO 1: 


Por el foco de la parábola y? = 4x pasa una cuerda 
que forma un ángulo de 53? con el eje X. Determinar 
el baricentro del triángulo formado por el vértice de 
la parábola y por los extremos de la cuerda. 


RESOLUCIÓN : 
y? =4х...............(1) 


y*=4px = 4р=4 = р=1 S. : 


Baricentro del AOAB necesitamos conocer las 
coordenadas de los vértices del triángulo , es decir 
nos faltaría conocer los puntos A y B . Observamos 


que A y B son puntos comunes a la cuerda AB y 
a la parábola. 


* Datos de la cuerda AB: Е(1;0) am= tg53 = i 


* Ecuación de AB: у-0=5(=-1) >3y=4x-4 
Ecuación de AB: 0=4x – 3y — 4 ........... (1) 
AyB ¿ABN parábola: De (1): 


3y+4 z 
4 
* (Ш) en (1): 


—————— ЕРЕК. (Ш) У 


> у=1 Еп (ПІ): x=4 > A(4;4) 
—yz-1-En(llI): ==> A 751) 
Baricentro del 
1 


1 17 
AOAB: G(x'; y'):x"== += [=== 
O. (x; y): x 2(0+4 1) 12 


1 17 
20064-1) — || 55. 
y=gl cm (E 1) 


EJERCICIO 2 : 
Demostrar que la longitud del lado recto de la 


parábola y? = 4px, es igual a |4 p| 
RESOLUCIÓN : 


О|ЕЕ|=|уг+Р| 


* Ecuación de la parábola: 
y! = 4px 


* De la figura: L(P, m) e parábola : 
m? = 4pp > m?- 4р? => m-2p 
>|LR| = 2m = 2(2p) = 4р >|LR|=14p| 
EJERCICIO 3 : 


Demostrar que la longitud del radio vector de 
cualquier punto E(x, ; y,) de la parábola x? = 4py es 


igual а|уу+р|. 

RESOLUCIÓN : 

Aplicando la definición de parábola : 
[ЕЕ|=4(Е;1) 


L.q.q.p 


EJERCICIO 4: 


Determinar en la parábola y?z 16x, los puntos cuyos 
radios vectores son iguales a 13. — . 


RESOLUCIÓN : Y A(s,5y, 


у? 16x. eene LE) 


> у?=4рх >16 = 4p >4=p 
* Por dato :[Ap|-13 


(Де 2+?) =з? 


— (x4 - 4) y] =169......„„ (T) 


Ax, у, Jeparábola 52—16x,............ (11) 
fane: (2 - 4) 16x,169 

р ? 8x+16+16x, — 169-0 

E 


x?-8x,-153=0 
X; 17 
E og 
-x--17 No cumple 
>11=9 > En(II): y, - £12 
=>A=(9:12) ^ A'=(9;-12) 
EJERCICIO 5 : 


Una parábola pasa por N(-2;4) y M(8;-1),su directriz 
esy=- 6. Hallar la ecuación de la parábola si el vértice 
es diferente de N y M. 


RESOLUCIÓN : 

(x— h)* =4р(у — Е)... (а) 

N( -2;4) e parábola (-2-—h)? = 4p(4 — k) 
> 44h + h*= 16p – 4pk 
es he -16p _„ 


cete et (I) 


N(-2;4) 


M(8;-1) X 


y=-6 
y+6=0 
M(8;-1) є parábola (8—h)*- 4p( - 1—k) 
>64- 16h + h*- —4p —4pk 


Yn e 
A bra HU (11) 
Ap > 


м à” 3 
tes са + h? –16һ+64+4р 
3 -4p 


A Na _16p=h? —16h+64+4p 
S 20h=60+20p => h- 3= p... (III) 


y=k-p 


ser parábola vertical ordinaria: t аа 
р=-6 = kt*62 p... sene (IV) 
IV):h-S- Ё+6 > h-9=k.....(V) 

Zi Prhd - 1608 - 3) 
BRE 20s cB -3)- 
4ht4- 10/3)... M -12h+52 
cMh-12 —- — A --4h*12 


=k 


zh... (VI) 
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-4h+12 jon 
> (h-9)(Ah+12)=h? -12h+52 © _ 
>-4h*+12h+386h-108=h* —12h+62 — 
> 0=5h* -60h+160>0=h*-12h+32 —— 
h Bu 
gc 
—h-8-0-5 h=8 > En(V): k=-1= V(8;-1)No cumple 
>h-4=0 > h=4 > En(V): k=-5> V(4;-—5)en(IV)p-1 


—En(a):| (x - 45 =4(у+5) 
EJERCICIO 6 : 


Hallar la ecuación y la longitud de la cuerda focal de 
la parábola y?- 4x-2y +9 = 0. La cuerda focal pasa 
por el punto D(6;n) que pertenece a la parábola 
(п<0). 


RESOLUCI ÓN : г 


*(У)={У1): Һ-9= 


y? - 4x - 2y*9-0....(I) 
> (y-k)'z-4p(x- В) 

> y? - 2y+1=4x -9+1 

> (y-1)?=4x-8 

=(у- 1)#=4(х-2) 

> V(2;1)14p=4> p=1 


Y 


D(6;-3) 
D(6;n) e parábola: n? — 24 — 2n+9=0 
п? -2п-15 = 0 
жеге 
n 3 
= n=5 Nocumple n-2-3 > D(6;-3) 
* Cuerda focal: AD: Datos : F(3;1) ^ D(6;-3); т=-5 
* Ecuación de: AD: y-1-- 6-3) 
* Ecuación de AD: 4х+3у - 15 = 0 
A y D cuerda AD o parábola : 
y? —4х-2у+9=0...................—(1)_ 
4х+3у – 15 =0................. мнн), 
15 – ZIE 
4 


*De (П): =r 99. ees A 


"Шет: y? (nm). 


EDICIONES ROUBRIÑNOS [anys 


> y? -15+3y-2y+9=0> y? + y – 6=0 
3 


A 


З y 
>y=-3> En (II) M >D(6;-3) 


>y=2> En (HT): х= эА(ї;? 


) 
n= (2-0) +(24+3)?= (22); +25= 


EJERCICIO 7 : 

Demostrar que la ecuación de una parábola 
horizontal ordinaria es : (y -k)* = 4p(x - h) 
RESOLUCIÓN : 


* Tomaremos sobre la parábola un punto cualquiera 
E(x ; y) y aplicaremos la definición de la parábola: 


F(h+p;k) 


h- 
xh+p=0 I 


[ЕР|= d(E;L) 


> [x - (h*p) *(y – Е)? =|x - h+pl 
2 Т 2 
> (mp +в) =(=- р) 


=? — А+ р)хк+(%+р)®+ у? - 2ky + km 27 2(h — р)х+(%- p) 
— «®-2В=-2рх+Һ®+2Вр+р®+у®  2kysk es? 9h 9pe kh? — 2php 


2 


> 2px+2hp+y? - 2hythk?=2px - 2ph > у? - 2ky+k*=4px -4ph 
> (y - E)'-4p(x - №) 
EJERCICIO 8 : 


Determinar la ecuación de una parábola. que 
pasa por los puntos A(4;-2) y B(-2;4), sila recta 
L: y 2-4 pasa por el vértice de esta parábola. 


RESOLUCIÓN : 


(x-h)* = 4p(y-k) De la figura: k = — 4 
* Ecuación de la parábola: A(4 ; -2) € parábola : 


(x-h)? =4р(у+4)........ AR ti] 
> (4-h)? =4p(-2+4) 
h? -8h+16 


16-8h+h*=8p > TS RANIA AO (0) 


8 


L 


B(- 2;4) € parábola : 
( -2- h)* = 4p(4+4) > 44 4h h? 232p 


h? 4h -4 
— ME asses (HL, 
* (I) = (Ш: LU EE + 


4(h* -8h+16)=h*+4h+4 
> 4h? - 32h + 64=h*+4h+4 
3h? = 36h+60=0 > h? -12h +20=0 


-10 
SS 


* h- 10-0 >h=10 ^ kz—4— V(10;-4) > р=5 
> 


* h-2=0> h-2 ^ k--4 5 V(2;-4) > p-5 


> En (1): (x 10)? -18(y--4) 
> En (I): (x - 2? 22(y^4) 
EJERCICIO 9 : 


Determinar la ecuación de la parábola que tiene su 

з Vértice en V(-2;1) y cuyos extremos del lado recto 
son (0;0) y (-4;0). Hallar también el área del 
triángulo formado por el vértice de la parábola y los 
extremos del lado recto. 


RESOLUCIÓN : 

(x—h)? = 4p(y — №) 

> (x42)? 24p(y — 1)................(а) 
* El foco , es punto medio del lado recto AB : 
Е(-2;0) 5|yg- p 4 
= 10-1=р >1=p 


сото 1а parábola esta debajo del vértice : — 
= A(y-1) 


- ARAWA Фа, 


EJERCICIO Eg £6 

Se tiene una parábola horizontal ordinaria cuyo 
vértice esta en la recta £: x+y-5=0. Se sabe que 
р=1 y que la parábola pasa por los puntos A(6;7) y 
B(6;n). Hallar la ecuación de la parábola y las 
coordenadas del punto B y el área del triángulo 
formado por el vértice de la parábola y los puntos A 
y B (h»0). 

RESOLUCIÓN : 


cox 
L:xty-6-0/ 0 s 
5|0 
(y-k)? =4p(x-h) > (y-k)?=4(x-h) PENER 0) 
V(hk) eL: h+k - 5 = 0>h=5-k 5 быр 2 @) 
A(6;7) e parábola : (7 – kJ*-4(6-h) © 


49-14k--k! -24-4h — k!- 14k 4h--25—0 ...(II) 
* (I) en (Ш): kè-I4k + 4(5-kJ}25-=0 


> K-14k+20- 4k +25=0 > K-18k+45=0 
z h -15 


PS E^ А gue 3 


>k=15> En (I) * DZ- 10 > V(-10;15) > nocumple 
T k=3 — En():h-2 >V(2;3) 

E uo +(y-3) =4(x-2) 

'B(6;n)eparábola (n - 3)*-4(6 - 2) 


p 


- даар п-3=+4 


Даг CICLOPEDIA 2012) 
рет GENERAL Dx vx. 
PARÁBOLA = 
La ecuación general de una parábola: Fea del 
desarrollo de la forma ordinaria. 
* Forma ordinaria de una parábola de eje horizontal: 
(y - Е)?=4р(х – h) 
> y? —-2ky + k?- 4px — 4ph 
2 2 Es 
> y” -4px -2ky + k*+4ph =0 
* Generalizando la ecuación : 
у? + Dx Ey +F=0|;D +0 
* Forma ordinaria de una parábola de eje vertical : 
(x — h)*-4p(y - k) 
> x?- 2hx + h*= 4py - 4pk 
=> х? - 2hx- 4py+ h*+4pk=0 
* Generalizando la ecuación : 
х? + Dx+Ey +F=0| ; Е=0 
1) Analizaremos ahora la ecuación de una parábóla 
horizontal; y? +Dx+Ey+F=0 
Esta ecuación general la pasaremos a su forma 
ordinaria: (y-k)? = 4p(x-h) 


E? 
4 


E E? -4F 
> (y+ Е) =- Dx+ 4 PEE) 


«eun 


Ф 51р +0. la ecuación (II) representa a una 
parábola horizontal ordinaria. 
Ф Si D=0, la ecuación (I) queda así : 


( EJ er 
IES 4 


s 
Si ———>0, 
Ф 1 >0 


horizontales 


a +E--Ds- Е+—— 


(П) 


Е? Е 
4D 


representa dos rectas 


Ф Si 
coincidentes . 
Ф Si Кек representa un conjunto 


2) Analizaremos también la is ce tod | 1а 
parábola vertical. > а 


А сугу 
Е E =0 , representa dos rectas horizontales 


x3 Dx Ey +F=0 


Esta ecuación general la pasaremos a su forma 


ordinaria: (x- h)? = 4p(y -k) 

2 

x hana D e By Fe 

4 4 

2 

э(«+®) эсу с Nes (1) 

zn ( рч 
Slr+=| =- ы setis г 01. 

(+ 2 ER 


Ф 51Е +0, 1а ecuación (II) representa a una 
parábola horizontal ordinaria. 


Ф Si E-0 , la ecuación (I) queda así : 


ern 


р? 7 o representa dos rectas verticales . 


de Si 
D? -4F 


de Si =0 rectas 


horizontales coincidentes 


Dz ze 


representa dos 


Ф Si 


EJERCICIO 11 : 


¿Qué ecuaciones de las expuestas a continuación 
determinan una parábola , una recta horizontal, una 
recta vertical , dos rectas horizontales ;tectas 
verticales, el conjunto vacío? de ser una Lemno 
determinar p yel vértice. 


« 0 representa un conjunto vacío. 


a) x*- 4x48y- 28-0 b) y'-8y 720 
e)x-2+5=0 d) x*+4%- 21-0 
e) у?+ 8y +16 =0 D x+- 6x+9=0 


g) у? *6y-2x411-0 
RESOLUCIÓN : 
а) x? -4х+8у+2?8=0 = х? – 4х+4=-8у-28+4 


(x-2))2-8(y*3)- Es una parábola vertical 
ordinaria de vértice V(2;-3) y p=-2 


b) y? -8y+7=0 > у? -8y+16=-7+16 
> (у–4)=9 > y-4=13> y-4=3>y=7 
y-4=-3=y=1. Son dos rectas horizontales. 
c) х? – 2x+5=0 > х? - 20+1=-5+1 > (x - 1)* 2-4 
Es el conjunto vacío o no existe figura geométrica . 
d) x**4x -2120 = х?+4х+4=21+4 
> (х+2)2=25 > х+2=+5 
pers -—x-S3 6 
х+2=-6 5 х=-7 


© C(6;— 


= Son dos rectas verticales. 

e) y?+8y+16=0 > y?+8y+16=- 16-16 

> (y+4=0 > y=-4 

> Es una recta horizontal . 

p x? -6x+9=0> х? -6x+9=-9+9 
—(x-3)5-0 > x=3 

> Es una recta vertical. 

g) у?+6у - 2x+11=0 > у?+6у+9=2х - 11+9 
—(y*3)-22x-2 > (y+3)?=2(x -1) 

> Ез una parábola horizontal ordinaria de vértice. 


V(5-3) y р=1 


EJERCICIO 12 : 
Determinar la ecuación de la parábola cuyo eje es 
horizontal y que pasa por los puntos A(3; 3), B(6; 
5), С(6; - 3). — 
RESOLUCIÓN : 
* Sea la parábola de eje de simetría horizontal: 

; y +Dx+Ey+F =б.................. (I) 
'A(353) є parábola: 9+30+3Е+Е=0...........(1) 
В(6;5) є parábola: 25+6D+5E+F=0......... (11) 
3) є parábola : 9+6D – 3E+F=0....... (II) 


* De (I): F= — ЗЕ — 3D-9............. e eene (IV) 
* (IV) en (ID: 25+6D+5E-3E-3D-9=0 


2 16*3D42E«z0............. (V) 
* (IV) en (Ш): 9 + 6р - ЗЕ - SE- 3D - 9-0 
> 3D -6E-0 > р-2Е=0........... (VI) 


* ; mti 
Dey (И): +оо 


16+40=0 > D=-4 
* En (V): E 2-2 
* En (IV: Е= 9 
> En (I) : y!- 4x -2y + 9=0 
EJERCICIO 13 : 


Determinar la ecuación de una recta L que pasa por 
el foco de la parábola 2x?-8x-3y – 4-0, si la 
pendiente de L es igual a 4 veces la longitud de lado 
recto. 


RESOLUCIÓN : 
2x? – 8x - Зу - 4-0 > (x - h)* - 4p(y - №) 
> 2x? - 8х=3у+4 > Lx? -4x+4)=3y+4+8 
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GEOMETRIA ANALITICA 


22(x—2)'23(y44) — (x 2 (уч) 


3 3 
. = = Y, 
= V(2; 4)^4p- > p= 


Por ser una parábola 
vertical: 


Fisk +p)=F (2; 2°), m=4(3)=5 


* Ecuación de la recta L : 


у+22.=6( - 2) > 8y+29=48x – 96 


>|L: 0=48x - 8y - 125 
EJERCICIO 14 : 


Se tiene la parábola y*-nx-10y+41=0. Si se sabe que 
el foco es F(5; 5) y que n es un número positivo 


menor que 7; hallar el valor de n y la longitud del - 


lado recto. 
RESOLUCIÓN : 
y? —nx-10y+41=0 => (y — -k)?’=4p(x – h) 


> y? - 10y+25=nx - 41 +25 > (y-5P=n(x e, 


(2 
п 


* Por ser una parábola horizontal : 


5) 4р=п c po анн) 


F(h +p; pense +" 55) 


A“ 


* Por dato del probléma el foco es F(5;5): 


AA 


Е; к po 


* лао las abscisas : 


м п > 20n=61+n* => 0-n* - 20n+64 


Sa=16 т no cumple 
Un 
RENTO: в=1=08- [4p|=4 


TANGENTES A UNA PARÁBOLA 


Vamos a ver dos métodos para hallar las ecuaciones 
de las tangentes a una parábola . 


I) PRIMER MÉTODO : 


Cuando se conoce el punto de tangencia . 
A) CASO 1: Usando fórmulas para cada tipo de 
ecuación : 


Ecuación de T=? Datos conocidos ES =4px 
A(x,; yj) 


Ecuación de Т: y,y = 2p(x + xj) 
Y 


Ecuación de T'=? - 
2 

Datos conocidos4* = 4py 

А(х,; y1) 
Ecuación de T : x,x =2p(y+y,) 
Ecuación de T=? 
(y-k)? -4p(x — h) 
А(х1; yj) 
Ecuación де Т: Yi 


s -Wg -k)=4p( 5. n) 


Datos conocidos 


A(x; 
fio) Ecuación de T-? 


Datos conocidos? 7 - hf =4р(х- №) 
A(x; » 


Ecuación de T : 
(ж; - hys (3%) 


B) CASO 2 : Usando traslación de ejes : 


EDICIONES RUBINOS |у 


Cuando se conoce el punto de tangencia у se desea hallar 
la tangente a una cónica se puede aplicar traslación de 
ejes al punto de tangencia y aplicar la propiedad 
estudiada en dicho capítulo . 
PROCEDIMIENTO : 

1) Al inicio tenemos los siguientes datos : 

* Ecuación de la parábola . 

* Punto de tangencia . 


2) Aplicaremos una traslación de ejes al punto de 
tangencia. 
3) Después de la traslación la ecuación quedará así: 


х'?+0х' + Еу'=0 (Si es una parábola vertical) 
y ?+Dx'+Ey'=0 (Si es una parábola horizontal) 


4) La tangente en el punto de tangencia será: 
Т: Рх +Еу'=0 
5) Como уа tenemos Іа ecuación de la tangente Т 


pero en el sistema final , deberemos pasar está 
ecuación al sistema inicial . 


П) SEGUNDO MÉTODO : 


MÉTODO DEL DISCRIMINANTE : 


Este método del discriminante sirve para resolver 
problemas sobre tangentes a cualquier cónica ; es 
un método general. 


PROCEDIMIENTO : 


1) Ecuación de la parábola 
Ecuación de la tangente 


A una de las ecuaciones le debe faltar 7 dato 
T 


2)Intersectar: parábola N tangente. 

3)A la ecuación que resulta de la intersección, le 
aplicaremos el discriminante b?- 4ac=0. 

4) Al aplicar el discriminante , hallaremos el valor 
que deseamos obtener, 


La parábola es una ecuación de segundo 
grado,como lo es ax*+bx+c=0 . 


Si quisiéramos determinar la naturaleza de las 


soluciones de esta ecuación , deberemos analizar 
el discriminante : 

4 Si el b?- 4ac>0 : significa que hay dos soluciones 
reales y diferentes. Con relación al gráfico , la parábola 
y la recta tienen dos puntos en común (2,). 

€ Si el b?- 4ac«0 : significa que hay dos soluciones 
imaginarias , es decir no hay solución real . Con 
relación al gráfico , la parábola y la recta no tiene un 
punto común (L,). 

4 Si el b?- 4ac=0 : significa que hay dos soluciones 
reales pero iguales , es decir una solución. Con 
relación al gráfico , la parábola y la recta tienen un 
punto en común (L,) 


EJERCICIO 15 : 
Hallar la ecuación de la tangente y la normal a la 


‚ parábola x?- 6x+5y-11=0 en el punto E(-2;- 1). 


RESOLUCIÓN : 
x? -6x+5y-11=0 > (x-—h)?=4p(y-k) 

> x?-6x49-2—5y41149 > (x — 3)? — 5y420 
> (x-3)=- 5(y-4) 

V(3:4) > 4р=-б > p» 5. Y 


* Como se conoce la ecuación de la parábola y su 
punto de tangencia ; para hallar la ecuación de la 
tangente podemos usar la fórmula : 


Т: (x, — h)x — h) =4p [12 - r) 


=> T:(- 2-3)6- 3) (2 (21. ) 
>T: 2x- y+3=0 > тт=2 : 
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Datos de la normal: E( — 2; — 1) ^т=-5 


бет : 1 
Ecuación de-la normal : yti-- Se +2) 

N:x+2y+4=0 
EJERCICIO 16 : 


Se tiene la parábola x?=4py donde p>0 . 


I) Demostrar que las tangentes a la parábola en los 
extremos del lado recto se cortan en la intersección 
del eje de simetría con la directriz . 


lI)Demostrar también que las tangentes son 
perpendiculares entre sí. 


RESOLUCIÓN : 
I) Graficando el problema : 


Debemos demostrar que : Т, ^ Т: E(0; – р) 


Sabemos que |LR|=|4p|=4p > R(2p; p) v L( - 2p; p) 


* Ecuación de : 
Тү: x,x-2p(yy,) л Тү: 2рх=2р(у+р) > х=у+р 
Т:х-у-р=0 = m=- 1............ Ar (a) 


* Ecuación de : j 
To: xx 2p(y ty) > Ty:— 2px=2p(y -= р) > -х=у+р 
A Те:х+у+р=1 > Mp, = 1-4 t TENN (В) 
* Luego intersectamoi las tangentes ТТ» : 
T:x-y-p- О) 
Т: х+у+ p: i Hove Ren (AL) 
* Sumando : 2x30— x-0 
М5 (0) 2=р | 
= ТТ: E(0; - р) 
I)pebenos demostrar que ah 1 T5, es decir : 


* Las tangentes en los extrernos del lado recto se 
cortan en el punto de intersección del eje de: simetría 
con directriz. 


* Los tangentes en los extremos del do recto son 
perpendiculares entre sí . : 
EJERCICIO 17 : 
Hallar la distancia entre el foco de la parábola x?zy 
el punto de intersección de las rectas tangentes 
trazadas a dicha parábola en los extremos del lado 
recto . 
RESOLUCIÓN : 

х?=у > х?=4ру > 4p=1> р=— 
Vamos aplicar la demostración anterior para resolver este 
problema : 
Por la demostración del ejemplo anterior: 


E adi ( 1y. 
E=(0; 1) әй Р ( 2) 


PROPIEDAD DE REFLEXIÓN DE 
LA PARÁBOLA . 


Vamos a suponer que se gira una parábola sobre su 
eje de simetría , el resultado es una superficie llamada 
paraboloide de revolución . Si una fuente emisora 
de luz se coloca en el foco de un espejo que tiene la 
forma de un paraboloide de revolución, todos los 
rayos de luz que emanen de esta fuente se reflejarán 
en el espejo siguiendo líneas paralelas al eje de 
simetría. Esta propiedad se utiliza en los reflectores, 
faros buscadores, lámparas y otros dispositivos. 


EDICIONES RUBIÑNOS vi NS 


De manera contraria , supongamos que de una 
fuente lejana emanan rayos de luz u otras senales 
prácticamente paralelos entre sí. 

Si estos rayos de luz u otras senales tocan la 
superficie de un espejo parabólico , cuyo eje de 
simetría es paralelo a ellos , se reflejarán hacia un 
solo punto que es el foco de la parábola . 

Esta propiedad se utiliza en los espejos usados en 
telescopios, lupas, antenas parabólicas, algunos 
dispositivos solares y otros dispositivos . 


Yi 
Rayos de Luz 
0| AF X 
Rayos de Luz 


OTRAS APLICACIONES DE 
LA PARÁBOLA 


DEl cable de un puente colgante adquiere la formà 
de una parábola. Ver figura A . 


II)Todo cuerpo que es lanzado con una vélocidád 
determinada formando con la horizontal un ángulo 
diferente de 90° , describe un movimiento parabólico. 
Ver figura B . Si un avión vuela horizontalmente y 
abandona un proyectil (bomba); la trayectoria que 
describe la bomba con respecto a un punto fijo en 
la tierra , es una parábola . Ver figura C . 


FIGURA A : PUENTE COLGANTE 


FIGURA B : TRAYECTORIA DE UN 


PROYECTIL 


FIGURA С: TRAYECTORIA DE UNA 


BOMBA 


4 Los cometas periódicos tienen como trayectorias 
elipses muy alargados . aquellos cometas cuya vuelta 
al sistema solar no está demostrada al parecer 
describen una parábola o una hipérbola . 

€ si un recipiente cilíndrico , parcialmente lleno de 
líquido , gira alrededor de su eje , todo el líquidp 
adquiere un movimiento de rotación y en su interior 
se forma una superficie ahuecada cuyo perfil es una 
parábola . 


EJERCICIO 18 : 

Se tiene un reflector parabólico de ecuación y?z 16x; 
desde el foco sale un rayo de luz que forma un ángulo 
agudo œ conel eje de simetría, tal que £ga— 127. 


El rayo de luz al llegar a la parábola se ha reflejado. 
Hallar la ecuación de la recta L que contiene al rayo 
reflejado (el rayo de luz toca a la parábola en un 
punto que está en el primer cuadrante) . 


RESOLUCIÓN : 
у?=16х..............(1) 
> у?=4рх 

> 4р=16 > p=4 


Y L 


Por propiedad: La recta L es 
paralela al eje de simetría X . 
* Por lo tanto L es una recta horizontal. 


Datos de FA : Е(4:0);т=іава=12 


* Ecuación de FA: y-0= 2 (2-4) 


* Ecuación de FA: 0=12х— бу — 48..................(Ш) 
* De la figura: A : L n parábola : De (1) : 


> у= 


20 + J400 - 4(3)( — 192) .20t602 
6 


6 
у=12 =>х=9 А(9;12) => Ecuación de L : 


> = No cumple. 


EJERCICIO 19 : 


Se lanza una piedra , siendo su trayectoria una 
parábola. La máxima altura que alcanza la piedra es 
8 metros y cae 32 metros más allá del punto еп que 
se lanzó la piedra . Hallar la altura que alcanzó la 
piedra 24 metros más alla del punto en que fué 
lanzada. 


RESOLUCIÓN : 
1°) PASO : H=? 


B(16;0) X 


3°) PASO : Hallar la ecuación de la parábola : 
(x — h)* -4p(y — k) a =4p(y — 8)............ (0) 
В(16;0) є parábola: (16? =4p(0- 8) >-8=p 
* En (I): x?=- 20 - Mg) 
4) PASO : Hallar'el valor buscado: 
N(8; Н) € parábola: (8) —— 32(H- 8) 
> 64 =- 32(H- 8) > -2 = H-8 => H=6 metros 
EJERCICI О 20: 


Una piedra se lanza en forma ЕЕЕ desde lo 
alto: de una torre de 725 pies de altura . La piedra cae 
al piso en el punto А como indica la figura . En su 


trayectoria la piedra roza la copa de un árbol que 


P 24 pies ‹ del pe en el cual la pedis loca el 


A 9964 > 


патерни 


RESOLUCIÓN : 


I*)PASO : 


2°) PASO : 


3°) PASO : Hallar la ecuación de la parábola : 


(x- h)?=4p(y - К) 2x? -4p(y -125)............. (0 
A(600 ; 0) e parábola : (600) =4p(0-125) — -720=p 
* En (1): x?= — 2800(y -125) 


4^) PASO : Hallar el valor buscado : 
M(576; H) € parábola 
> (576)*= - 2880(Н -125) >-115,2 = Н-125 
> Н=9,8 pies 


PROPIEDAD INTRINSECA 
DE LA PARÁBOLA 


La relación que existe en una parábola en su forma 
canónica entre la distancia que separa un punto de 
la parábola de su eje y la distancia que separa el 
mismo de la tangente en el vértice es el 'mismo, 
suponiendo que la ecuación del eje de la parábola 


es: Ax+By+C=0 y ecuación de la recta tangente 
en el vérticees: A,x+B,y+C,=0 


La ecuación de la parábola en su forma canónica 


"LI4p x RS o 


EDICIONES RUBINOS [ОЯ 


)-148+В,7+С,| 
JA? +в? 


x'=d(P; L; 


jAx+By+C | 
JA? +в? 
* Reemplazando (11) en (1) se tiene : 
2 
|Ax * By C | Ap A;xtB,ytC 
JA? +В? JA? + B? 
TEOREMAS SOBRE PARÁBOLAS 


TEOREMA 1 2 


La tangente a la parábola forma ángulos iguales con 
el radio focal del punto de contacto y la recta que 
pasa por el punto de contacto y es parla al eje de 
la parábola , es decir : ve 


y'=d(P;L)= 


TEOREMA 2 : 
La normal a la parábola en cualquier punto P de la 
parábola forma ángulos iguales con el radio focal 
PF y la recta que pasa por P y es paralela al eje de 
la parábola , es decir : 


CUERDA DE CONTACTOS DE 
LA PARÁBOLA 
Sea P, (x,;y, ) un punto exterior a una parábola . Si 
desde P, se trazan tangentes a la parábola ; se llama 


CUERDA DE CONTACTOS relativa al punto P, al segmento 
de recta que une los puntos A y B, es decir : 


Р FE 


Seala parábola : y? = 4px 
>> la ecuación de la cuerda de contacto será L : 


L: [yoy=2px=2pxp] v 
DIÁMETRO DE UNA PARÁBOLA 


Dada una familia de cuerdas paralelas de una 
parábola , se llama diámetro de la parábola relativa 
a la familia de cuerdas , al lugar geométrico de los 
puntos medios de las cuerdas paralelas, es decir : 


Si la familia de cuerdas paralelas tiene pendiente m, 
se verifica : 


— A 


(»- а -4p(x-k)| y- RSA m0 


laa] 


м 
PRO TIUS 
PROBLEMA 1: 


Hallar la ecuación de una parábola con vértice (271) 
y foco (2;4). Determinar también la longitud de su 
lado recto. 
A)JI2 В)20 Cj32 
RESOLUCIÓN : 
* Como el eje Y de la parábola es vertical, 
consideramos la ecuación: (x -h)? = 4p(y -k) 
* Donde: h 22, k =1 y p =3, luego la ecuación de la 
parábola será: 

(x-2)* = 4(3) (y - 1) ә (x-2)* = 12(y-1) 
* Y el lado recto mide |4р| = 12 


Dj4 E)52 


ВРТА : “А” 
OBSERVACIÓN : 


Si se desarrollan los cuadrados en las formas canónicas 
(y - Е)? = 4p(x - h) б (x – h}? =4p(x - h) se 
obtienen las ecuaciones de la parábola en su forma 
general : 

v Dx +Еу +Е= 0 ó x Dx+Ey + F= 0 
Las cuales se pueden reducir inversamente a una 


forma canónica, por el método de completar 
cuadrados. 


PROBLEMA 2: 

Determinar el foco y la directriz de la parábola 
x'-8y-0 

RESOLUCIÓN 5 


* Despejamos у damos la forma adecuada: х? =-8y; 
- liene vértice en (0; 0) es de eje focal vertical. 

* Entonces 4p =-8;p = - 2 сотор < 0, se curva 
hacia. abajo. 

E El foco está en (0; p), es decir: (0: — 2) 
¡ecuación de la directriz es de forma y = p 
tante y como pasa por (0;2) es y=2 óy - 2 =0 
70: (0; - 2); directriz: y -2=0 


ge 


ras 
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PROBLEMA 3: 

Una parábola cuyo vértice es (2;1) y su foco tiene 
como coordenadas el punto (577), halle la ecuación 
de la parábola. 

A) 12x + y! c 2y = 0 

С) 12x + х? 2y +61 =0 
E) 12x + 2y° + 2y- 61 = 0 
RESOLUCIÓN : 


B) 12x - y: + 2y -25-0 
D)12x-y* + 2y-61 = 0 


* De la figura : 
P=5-2>P=3 
* Luego: 
Р: (y-1)? = 4(3)(x-2) 
>P:y?-2y + 1 = 12x-24 
—P:12x-y! + 2y-25=0 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 4: 
C es una parábola con vértice V, eje focal contenido 
en el eje Y, MP es una cuerda que pasa por el foco 
F, el eje y divide a MP en dos segmentos FP y MF 


donde FP=5, MF determina con el eje y un ángulo 
que mide 45, halle el parámetro de la parábola. 


Ai ^ ui wap ane 
2 94 3 
RESOLUCIÓN 
Р(5-Р;5+Ё-Р) 


* Por distancia entre dos puntos : А 
52 = (5-р)? + (5 + k-P-P-k)P? 
525 = (5-Р)? + (5-2р) . 

=0= 5P*-30P + 25 ES 


EDICIONES RUBINOS 


>0=P?*-6P + 5 (P-5)(P-1)-0 


* De donde : P = 1 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 5: 
E! [oco de una parábola es el punto A(4;0) y un punto 
Sobre la parábola es el punto P(2;2); entonces la 
distancia del punto P a la recta directriz de la parábola 
es: 


A? BJ} O22 
RESOLUCIÓN : 


* Por definición de parábola , es el lugar geométrico 
de todos los puntos que están a igual distancia de 
un punto fijo , llamado foco , y de una recta , llamada 
recta directriz. 


>d= 2-47 «(2-0F = 242 


D) 2/3 E) J2 


RPTA :“С” 
PROBLEMA 6: 


El cable del puente colgante de la figura tiene la 
forma de una parábola. Las dos torres se encuentran 
a una distancia de 150 m entre sí y los puntos de 
soporte del cable en las torres se hallan a 22m sobre 
la calzada; además, el punto más bajo del cable se 
encuentra a 7 m sobre dicha calzada. Halle , sobre 
la calzada, la distancia de un punto del cable que se 
encuentra a 15 m de una de las torres. 


RESOLUCIÓN : 
* Se pide y”; 


ejes 


Ente los 
coordenados, X e Y se tiene que R = (60 ; y”-7) 


* Luego la ecuación de la parábola con vértice en el 
origen : x*=4py 


*  Ubicando 


* El extremo superior de la torre (75 ; 15) pertenece 
a la parábola , entonces debe vérificar la ecuación 


(75)? = 4p(15) > 4р = 375 
* El punto R pertenece a la parábola , entonces 
(60) 2375(y' — 7). Operando y'= 16,6m 

, ЕРТА :“С” 
PROBLEMA 7: 
Larecta Z : 2x - y - 13=0 contiene a los puntos 
P=(13;b) y Q=(4;a), los cuales pertenecen a una 


+ Parábola cuya vértice es V=(h;1); su eje focal es 
paralelo al eje x y su parámetro es р. Calcule 


a+b+h+p. 
A) 10 B) 9 C) 16 
RESOLUCIÓN : 
L:2x-y12=0 
P = (B;b) y Q = (4;а) € L 
эф = 13уа = – 5 } al evaluar 
> P = (13;13) у Q = (4;-5) 
Р = (y-k)? = 4p(x-h) 
У = (h;k) = (h;1) 
Р: (y-1)? = 4p(x-h) 
Р: Q Є Р evaluemos 
* Para P : (13 — 1)2=4р(13 – h) ..........(1) 
* Para Q :(-3-1)? = 4p(4 - h) .........(II) 
rs  (13- h) 


"AC >h=1 


-DJ)13  E)12 


* (D + (Ш): 


* En (D: p vh 
*Piden:a+b+h+p=-5+13+1+3 
>a+b+h+p=12 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
Sea P(x,; y,) un punto de la parábola con vértice en 
el origen , con eje focal sobre el eje Y, que pasa por 


GEOMETRIA ANALÍTICA lys 


el punto (4; 4), sabiendo que la recta tangente a la 


parábola en P es paralela a L. calcule la distancia de 
PaL 


RESOLUCIÓN : 


* Sea la ecuación de la parábola , con vértice en el 
origen y eje focal paralelo al eje у: y=kx?? como 
pasa por el punto (4;4): (4) -k(4)* 

* Entonces K=1/4 , de donde la ecuación de la 


1 
parábola es Ge. 


* Sabemos que la pendiente de una recta tangente a 
la parábola y = iet es > еп el punto (х, y,) 
siendo (х, y,) el punto de tangencia. 
* Como %//L 

Mi, = 2 =1> 2x9 =2 У Yo=1>P=(2;1) 
* Ahora calculamos la distancia de P a L para lo cual 
tenemos la ecuación de L: x - y =0 

q 2) 42 42 

pR- (C107 97702 


PROBLEMA 9: 


Del grófica, ¿Ves 


punto de 
Ext y? -8x -Ву+23= 0 y la directriz de la 


parábola pes Z: y=k, (k=cte). Halle la ecuación 
de Ф cuyo vértice es Vy Fes foco de z. 


tangencia 
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А) x*+8x-12y —28-0 В) x'— 8x-12)y — 28=0 
С) x*- 8x-16y+32=0 Р) x*-8x-12y+28=0 
RESOLUCIÓN : 


IP 
€: (x4 + (y-4] = EN 


* Piden: 
P: (x-h)* = 4p(y-k) 
(x-4)? = 12 (y - 1) 
>P:x-8x-12y + 28 = 0 
ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 10 : 


Si el centro de la circunferencia € y representada 
por x?*+y?-2x - 4y - 15-0 , es el vértice de la parábola 
cuyo foco es F(3; a). Halle la ecuación de su 
directriz, si Fe. 
A) 2x+y+3=0 В) х+2у - 3-0 
D) 2x-y+5=0 E) x+2y+5=0 
RESOLUCIÓN : 

(x-1) + (y-2F = 


C) x+2y+3=0 


20, e; g 


Fes 


(3-1)? + (a-2)? = 20 
>a=6 —F = (3;6) 


z >L=(-1;-2) = (xy; y) 


a-2 1 
MESA AA 


D:y - y, = mp (x - x) 


у+2= -26+) 
э р: х+2у +5 = 0 
ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 11 : 
Dada la circunferencia ga 4x— E -320. cuyo 
diámetro AB es el lado recto. de una parábola P que 


EDICIONES RUBIÑOS 


se extiende hacia el semieje negativo z , halle la 
ecuación de Р. 

A) y! — бу — 8x — 2320 
C) y! — 6x — 8x 23-0 
RESOLUCIÓN : 


Р. х-2)° + (y-3) = 42 
$ / >R=4 


B 


. В) у? – бу+8х – 23-0 
D) y*+6y – 8х+23=0 


= |4р|=8 > p=-2 
Э V = (4;3) = (h;k) 
P: (y-k)? = 4p(x-h) 
(y-3)? = 4(-2) (x-4) => P: y?- бу + 8x-23 = 0 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 12: 


Se muestran tres parábolas de focos F, F, y F, Si 
FA 


F,B pp ? у L es la directriz de las tres parábolas, 


MF, 
calcule eR 
Aja 
B)a! 
C) Ja 
D) a/2 
E) Ја/2 
RESOLUCIÓN 
* Por base media : 
2x = 2m +Ь.......... (1) 
2y = 2n + b .......... (11) 
* Propiedad : 
p= 2943, y 20 
х+у x+y 
* En (7) y (1): 
# 2 
х =т(х+у) (ESE РЕС 8и 
y? 2 n(x 4 у) y n y 
RPTA ; “С” 


PROBLEMA 13 : 
Según el gráfico se ilustra una parábola de foco (F). 


AB 
Calcule CD 


A) 1 
B) J2 A 
рт 
D) 2/2 
E) l/s ES 

С тер”, B 
RESOLUCIÓN : 


*Piden: AB. a+b 


CD min 
* Teorema de cuerdas : ab = mn 
* Propiedad : 
. ¿¿2b+ab_mn+mn_ mb — тй „a+b; 
a+b m+n a+b m+n т+п 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 15 : 

Según el gráfico: # es una parábola de ecuación : 
y? -12/3x=0 y foco Е. Calcule el área de la región 
triángular equilátera FAB .(O es punto de tangencia 
y vértice de la parábola) 
A) 120/3 
B) 12443 
C) 8643 
D) 9643 
E) 1084/3 


RESOLUCIÓN : 


P: y? -12V3x = 0 


(GEOMETRIA ANALITICA — | ANALITICA 


AS се nd3 


IEEE ala 
me 8 = (648) J3 = S = 108/8 


: RPTA : *E" 
PROBLEMA 16 : 
Del gráfico , V es vértice de la parábola ,V y F son 
puntos de tangencia , <: Зх – 4у+20=0. Halle la 
ecuación de la parábola . 


qz CD 
V Xx 
A) x? — 32у – 8х+16=0 В) x? — 32y - 8x4 16-0 
C) x? — 32у — 10x — 20-0 D) x? – 32y+ 10x+20=0 
RESOLUCIÓN : 
Y карме 


* Piden : P=? z 
FEP: 3(2n)- ett) о 


>V= 204) E | а, 0) = (h;k) 
AVE - >p=8 
P:(x-h)* = 4p(y-k) 

_ (x-4)? = 32 (y-0) 

р: x'-32y - 8x+16=0 


RPTA : “A” 
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RESOLUOIÓN CET 


X 


F(12;0) 


* De la figura : p = 12-10-22 
* Luego: 
P: y! = 4(2)(x - 10)>P: у! = 8(х — 10) 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 18: : 

Una parábola pasa por P(4; - —2) y Q( - 2;4). La recta 

tangente Lap pasa por el vértice V de la 

parábola. 

Halle la ecuación de la parábola. 


A)(x + 2) = 2(y + 4) B)(x – 2} = 2(у + 4) 
С)(х+ 2)* = 2(y - 4) D)(x - 10)? = 18(y+ 4) 


RESOLUCIÓN : 


Q Ep 2(-2-h) = 4p(4 + 4) ............ (D 
P Єр = (4-h)? = 4р(-2+4) ............ (II) 
* (1) + (0): 

+h}? 8 


2+Һ)? = 4(4- h)? 
ARA (4 - h) 


* Efectuando : = 2 
* Luego : (4-2)? = 4р( - 2*4) 


* De donde : p=} 
* Ahora : Р: (x-2)? = 2(y + 4) 


PROBLEMA 19 : 


Un depósito de agua tiene sece 
parábola cuando el nivel del agua 


EDICIONES RUBIÑNOS АЛУ 


18m, su ancho mide 24m, cuando el nivel del agua 
desciende J0m, el nuevo ancho del nivel del agua 
(en m) es iguala : , 
А)12 В)15 С)16 
RESOLUCIÓN : 


D)18 


E)20 


(-12,18)%------------------ 


* Сото : 
(12:18) єр = 12? = 4р(18) >p = 2 
* También : (a;8) ep 
=a? = 4(2)(8) >а = 8 
* Luego el nuevo ancho es : L = 16 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 20 : 
Demuestre que la longitud del lado recto de cualquier 


parábola es 4|P| , donde |P] esla distancia del vértice | 


al foco. 
RESOLUCIÓN : 


Ip] = |QV| = |VF| 
* Por definición : d(E:P) = d(P;T) 
> |LF| = |LM] = |2p| 
* Luego : LR = |4p| 
PROBLEMA 21 : 


Una parábola que pasa por el origen y cuyo eje focal 
es el eje X, es tal que el segmento que une el foco 
con uno de sus puntos mide R y determina 60 con 
el eje X (rama positivo). Halle la longitud del lado 
recto. 


4 
A): B 
RESOLUCIÓN : 


3; 
E) 3 


* РОН notable, si FQ=0=FH=* 
* Luego: 
2p+5=1>p=Í=34p=1 
LR = |4p| = |4>LR = / 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 22 : 


Hallar las coordenadas del vértice y el foco, las 
ecuaciones del eje y la directriz y la longitud del lado 
recto de la parábola dada por: 

e y*+8x-6y+25=0. 
Dibujar la curva. 
RESOLUCIÓN : 
* La ecuación representa a una parábola con término 
de segundo grado en “y” , entonces completamos 
cuadrados respecto а “y”. 


7 у? -6y=-8x-25 
6 у? 6y49--8x 2549 
36-3 =-8(x+2) 


(-4; 


3 


F(-4;3) 


A 
1 
П 
' 
' 
1 
Т 
! 
! 
П 
1 
' 
t 
! 
[ 


* Notamos que el vértice es V( - 2;3);4p= - 8, 
entonces p = – 2, lo cual indica que el foco está a la 
izquierda del vértice (parábola hacia la izquierda). 
Con esto ya podemos dibujar la parábola. 
* El foco esta en (~ 4;3) 
* La ecuación de la directriz: x = — 2+ 2 = 0, es decir 
x = 0 (el eje Y). 
* La ecuación del eje es: 

y-3=0 
* La longitud del lado recto es |4p| = |4(—2)|2 8 y 
sus extremos son los puntos ( - 4; - 1) y ( - 4; 7) 


GEOMETRIA ANALITICA pes Л 
PROBLEMA 23: 


Los cables del tramo central de un puente 
suspendido tienen la forma de una parábola. Si las 
torres tienen una separación de 800 metros y los 
cables están atados a ellas 400 metros arriba del piso 
del puente, ¿determinar qué la longitud debe tener 
el soporte AH que está a 100 metros de la torre?. 


C)300m 
D)225m 


RESOLUCIÓN : 


* Incluimos en el gráfico un sistema de coordenadas 
cuyo origen coincide con el punto más bajo del 
cable, para qué el vértice coincida con el origen. La 
ecuación es de la forma : x? =4py. El punto 
(400;400) pertenece a la parábola, por tanto: 

Y; 


00 X 

400° = 4p x 400 > p = 100 

* Entonces, cuando x — 300; podemos hallar 
AH = y > 300* = 4x100y | 
* Resolvemos y obtenemos: 
у = 225, la altura AH del soporte. - 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 24: 


En la figura se muestra la sección de un pozo que 
tiene forma рагаьоках ФА qué profundidad estará 
el nivel de agua?... > 


12 ,| (12,0) 


RESI OLUCIÓN : : 
arábola es: P: (x - h)* = 4p(y - К) 

=> (x - 0)? = 4р(у + а 
¡Ae Р: (12)? = 4р(18) _ 
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>p= 2 Y, | 
>P: х? = 8(у + 18) 
* (8;y) e Р: 8? = 8(y + 18) 


-10 


* Luego el nivel del agua se encuentra a 10u de 
profundidad. 


opos 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 25 : 
La ecuación de una parábola es x?--9y —0, los puntos 
A=(3;a) y B-(b;-4) pertenecen a la parábola. Hallar 
la longitud del segmento AB. (ВєШ C) 
A)ií0 B)3J/11  C)3410  D)431 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando la ecuación : y --— 


|: E)4 


* Como A pertenece a la ecuación: 
3? +9a =0 > а= -1 
* También B pertenece a la ecuación: 
b?-36=0 > Ь= +6 
* Pero B al tercer cuadrante: В =(— 6; – 4) 
*Graficamos el problema: 


* Calculamos la distancia de A a B: 
D(AB) -4(3 + 6} + (-1 + 4} =3/10 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 26 : 


Se tiene una parábola, en el cual MN es una cuerda 
focal. Si MF = a y FN = b (f : foco) calcular la longitud 
de la proyección de dicha cuerda sobre la directriz 
de la parábola. 


АМа? – b? B)2/ab Cab D)|2(a* -b*) aa a? 4b? 
RESOLUCIÓN: 


* Sea P la parábola de foco F 
* Piden la longitud de la proyección de MN sobre 
la directriz, es decir £. 
* Por propiedad de parábola: 
МН = MF =a ; № =NF=b 
+ A MRN (Teorema de Pitágoras): 
(a +b? =P -(b-af >t = Nab 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 27 : 


Hallar la ecuación de la parábola que tiene su eje 
focal paralelo al eje “Y” y que pasa por (0;0), (3;0) 


7 
у=: 
(+) 
A) 4x? + 24х- 7у-27 =0 В) 4x*-24x-7y+27=0 
C)4x!-12x-7y = 0 D) 4x! + 24-7y +27 = 0 


RESOLUCIÓN : 
Yi 


* Ecuación de la parábola: 4: (x - b)* = 4p(y =k) 

* Ecuación general de la parábola: 29. 
2:2? + Ох + Ey + Е = 0 

Si (0; 0) € P>0 +0 +0 + Е = 0... (П) 

Si (3; 0) є P >9 + 3D + Е = 0...3... (II) 


7 
Si E Je P249 + 14D +4Е + 4F = 0 ...... (Ш) 


* Al resolver (1); (П) y (Ш): 
obtenemos: D= -3 F=0 yE =-1 
* Ecuación de la parábola : 
? :4x*-12x-Ty=0 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 28 : 


Dada la parábola de ecuación : y?=4px у el punto 
P(x,y,) de la parábola. Demuestre que la 
pendiente de la recta tangente a la parábola en el 


Presi na 
punto P es » 


RESOLUCIÓN : 


L:y-y -m(s- xj) э х= (y- y, e mxr) 


* (II) en (1): 

у? = арх L(y- yj тә) 

> my? – 4ру + 4p(y, - тх) =0 
D=0 (condición de tangencia) : 

( - 4р)? - 4т(4р)(у, - mx,)= 0 

A6 p? = Y6mp(y, -mx,) 
=>р = т(уџ-тхџ) => р = my, - m*x, 
,20- m*x - my, +p 


i Ў 37 
up m= EY 2 (III) 
* Pero : Tx,;y,)ep- y»; —4px ue (IV) 
*(IV) en (Ш): 
[4 E 
2x, 2x, Y 
PROBLEMA 29 : 
Sea la parábola 4 : y? = 4px. Halle la ecuación de 


recta tangente a С де pendiente т. 
Ају=тх- Р. вуу=2тх+Р. суу=тх+#- 
т т т 


RESOLUCIÓN : 
Ж 


*(II) en (I): L: y = mz +b (П) 
(mx + b)? = 4px 

= тѓх? + 2mbx + b? = 4px 

—m'x! + x(2mb-4p) + b? = 0 


(GEOMETRIA ANALITICA | 
'A=0 (condición de tangencia). 
(bm - 4р)? - 4m?b? =0 
> 4b? н — 16bmp 416p? - 41 b? =0 
—16p! = 16bmp 


=>p=mb>b=*P 
m 


Ps 


* Luego: L:y=mx+% 


(8 


PROBLEMA 30 : 


Demostrar que por un punto P de una parábola 
(distinto al vértice) al trazar la recta tangente y la recta 
normal, estas intersectan al eje de la parábola en los 
puntos A y B que equidistan del foco. 


RESOLUCIÓN : 


—X 


m< HPL = m 4 АРЕ = 
* ДАРЕ isósceles : AF = FP = 
* AFPB isósceles;: FP = FB = 

> AF = FB 
PROBLEMA 31 : 
Sea la parábola cuya ecuación x = y?. Por el punto 
P(1;1) se traza una recta tangente a la parábola, dicha 
recta intersecta al eje de la abscisas en el punto 
(x50). Entorices , x, es:, 


1 3 
A)-2 B)-3 C)-1 D-3 Е) 
RESOLUCIÓN : 
= 22 (propiedad) у 


* Pero: 
gor ^ y¡=1 
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* 
Ahora: 1 
9-I=¿6=D5L22y +10 


> xo =-1 RPTA : “С” 
PROBLEMA 32: 

Se tiene una parábola cuyo vértice es (0;0). Sea P un 
punto de la parábola y F su foco. M es un punto de 
la directriz PM es tangente a la curva. 


Halle la medida del ángulo MFP. 
4)45* B)60* С)75° р)90° 
RESOLUCIÓN : 


Е)120° 


* Por propiedad : т 4НРІ = т «MPF = a 
* Opuestos por el vértice : 

m<TPM = m<HPL = q 
* Por definición : PT = PF = a 

ATPM = AFPM (LAL) > 0 = 90° 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 33 : 
Sea P : y? = 8x la ecuación de una parábola , halle la 
ecuación de la recta tangente a P y paralela a la recta 
2x + 2y-3=0 
A)x ty * 120 В)х+у+2 = 0 
Dix+y-3=0 Elx+y+5=0 
RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad : 


С)х +у-2 = 0 


m; = Tonne 
* pero : 
4p28-pz-2.........(Il) 
L//L,2m-m,--1 .......(III) 
* (ID y (Ш) en (1): 
<: 
$ » x Dus 
з. Y 1= >b= 


^ X 
SENS 
¡O са 


Р ‘Lim, 
* Como T(a;b) єр >(- 4}? = 8a >a =2 


+ Luego : L y +4 = - 1(x - 2) 
Lix+y+2=0 


- RPTA : “В” 
PROBLEMA 34 : 
Sea la parábola P: y?-12x+2y+1=0. Halle el área de 
la región triangular que forman los ejes coordenadas 
con la recta tangente a dicha parábola , la cual es 
paralela a L,: 3x - 2y + 32 = 0 


ы КЫМ EE 
23 9 13 4 8 
RESOLUCIÓN : E 


? ы Чу+1#=12х sss) 
к= Р 


L:y= E -2n)>x= 5 O, A s (IE) 


2 D: 
DA aria) 


* De donde : y? – бу + 24n + 1 = 0 
А = 0 (condición de tangencia). 
> (-6)* – 4(1)84n & 1) 20 > "=з 


Ly NN s Nt. 
=@т)@п) >S=9(3) + 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 35 : 


Si el foco de una parábola está ubicado en 


F(- 3; - 1) y su directriz x + y - 2=0 y además la 
ecuación de la parábola es : 

ax+bxy+cy? +dx+ey+f=0, halle a + b + с 

D)3 


AJO BJ C)2 E)4 


RESOLUCIÓN : 


1291 fm^ PARABOLA 


* Por definición : 
d(F;P) = d(P;D) 


2 7 _|к+у-2| 
Va + б) +(у+1) “5 E 
* Efectuando : x? – 2xy + y? + 24x + 8у + 24 = 0 
* De donde :a = 1 ; БЬ=-2 ус= і 
* Luego:a +b+c=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 36 : 


Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el 
origen de coordenadas y directriz de la recta y - 5-0 


А) х? = -5y В) х? = -10y С) x! = -20y 
RESOLUCIÓN : 
n directriz 


et " 


* Ecuación de la parábola es de forma: x? = 4py 
* Pero : p= -5 
* Luego: P :x? = -20y 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 37 : 


Considere un espejo en forma de copa con una 
sección transversal parabólica como se muestra en 
la figura. Si se coloca una fuente de luz en el foco, 
los rayos de luz son reflejados como un haz en el 
que todos los rayos son paralelos al eje. Esta 
propiedad óptica de la parábola se usa para el diseno 
de faros. 

Segün esto, considere un faro reflector que tiene 
12cm. de profundidad y 18 cm. de ancho. ¿A qué 
distancia del vértice debemos colocar la fuente de 
luz?. 


A)2 
B)3 
C)4 
D)8 
E) 12 


-—— ancho— >| 


RESOLUCIÓN : 


La parábola tendrá una ecuación de la forma 
x? = 4py. Reemplazando (9;12) en la ecuación: 
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12 = 4px9 
Obtenemos p = 4 que es la distancia de la fuente de 
luz (foco) al vértice. 

RPTA : 

© ” 

PROBLEMA 38 : 
Un depósito de agua tiene sección transversal 
parabólica, cuando el nivel del agua alcanza una 
altura de 10и su ancho mide 20и; cuando el nivel 
del agua desciende hasta la mitad, su nuevo ancho 
del nivel del es: 
A)J56J2 В)6/2  C)7J2 
RESOLUCIÓN : 


D)942 Е) 104/2 


* Ecuación de la parábola es de la fórma: х? = 4py 
* Pero: (10:10) є? > 10! = 4p(10) 
> 4p = = 710 
* También: (H;5) €3::.^ 2 
> H'-(0)6) нез 2 => 2H -104/2 

Bue = [Ns RPTA : "E" 
PROBLEMA 90 : 
Se tiene una: parábola F de ecuación y=x”?. Desde 
un punto fijo A(1;0) se trazan segmentos a un punto 
2de la parábola. Halle la ecuación del lugar 
geométrico respectivamente que describen los 
puntos п sadios; de los кос AP cuando Pse 


В) 2y = (2x- 5 C) y = (2x 4 1) 
EET 


Р(х; у) ES 


Xx =y, 9 (T) 
* Pero : 
UT >x,=2x-1 
F E, 
у INTE 
* De (Ш) en (1): 2y = (2x1) 
a s RPTA : "B" 


PROBLEMA. 40 : 


El cable ABC tiene la forma de una parábola. Si el 
punto mas bajo del cable esta a 20 m del suelo , 
calcula la ecuación de la parábola. 


* (40; 10) €  — (40)? = 4р(10) > 9-40 _ 
* Luego: P: (40)? = 4(40)y Т j 3 б RES 


1 
fie 


PROBLEMA 41 : 


Se tiene la parábola cuya ecuació 
la écuációh de la recta 2 ЕЕ 


ecuación de la recta paralela a la recta dada y que es 
tangente a dicha parábola. 

А) 2х + 4y + 9 =0 В) х + 2у + 8 =0 

С)х + 2у + 6 =0 D) 2х + 4y +4 =0 

E) x + 2y + 2-0 

RESOLUCIÓN : 


x*-16y 
кү 


Tes Sy 
NT LA кеки AE (1) 
* También tenemos : 
2x, dy, +Е = 0... БЕ (II) 
* De (D) y (1) : 


х? +8x,+4k=0 
* Por condición de tangencia : 
A= 08°- 4(1) (4k) =0 >k=4 
* La recta ejemplo: 2х + 4у + 4 = 0 
>x +2y+2 = 0 
ЕРТА : *E" 
PROBLEMA 42 : 
Hallar la ecuación de la recta directriz de la parábola 
А у? + 8х – 4у – 28 = 0 
A)x-2-6 В) х= 4 С) х= -8 
RESOLUCIÓN: 
* Ecuación de la parábola : 
y? + 8х -4y-28 = 0 
* Completando cuadrados : (y - 2)? = — 8(x – 4) 
*Donde: й = 2; & 2-4 y 4p=-8 
>p=-2 
* Ecuación de la directriz: ¿:x=h-p 
—4:x22-(-2)5^:xz4 
ЕРТА : “В” 


Р) х= 8 


PROBLEMA 43 : 
Si L es la recta tangente(no vertical) a Іа parábola 
у?= 4x, trazada desde (0;1) calcule la distancia del 


foco de la parábola a la recta L. 
А)/2  BW3 ge E E)2 


RESOLUCIÓN : 


*En la ecuación: у? = 4х reemplazamos 
у =тх + 1, епіопсеѕ (mx + 1)? = 4х 
* De donde: m?x! + (2m – 4)х +1 2 0 
* Por Іа condición de tangencia : 
A=0 > (2m-4)? = 4m*(1) 
> 4m? - 16m + 16 = 4m* 
>16m? = 16> т = 1 
"Luego: а-о) +11 


PROBLEMA 44 : 
Se tiene la parábola y=x”. Halle la ecuación de la 


—d-42 
RPTA : “A” 


5 recta tangente trazada desde el punto (2 ; 0). 
=А)у =2 2x 


B) y= -2 [25-2 
RESOLUCIÓN : 
* Dado : P:x? =y>4p=1> p=} 


C) у-8х+16=0 


* Luego: 
(о; 3) 
4 
* Ahora : 
L:y-0 = m(x-2) 
* Donde "m" es la pendiente de L. 
эу = т(х -– 2) „онооно (1) 
* Reemplazando (1) en la ecuación de la parábola 
Р: х? =у ә х? = т(х – 2) 
>x -mx + 2т = 0 
* Рог condición de tangencia 
A=0>m? = 4(1)(2т) >т =8 
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* Luego 
L: y = 8(x-2) >L:y-8x + 16-0 

- ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 45 : 
Halle la ecuación de la recta tangente а la parábola 
y'=12x que es paralela a la recta 3x – 2y + 30 = 0 
А) 3x-2y +5 = 0 В) 2х-3у-10 = 0 
C)3x-2y +4 = 0 D) 2y-3x + 30 = 0 
RESOLUCIÓN : 


L,//L — т =т=, 


* Luego : 
y= Ža+b 


* Reemplazando : 

3 2 

E + 5) = 12x 

2 
* Simplificando: 9x? + x(12b - 48) + 4b? = 0 
* Por condición de tangencia: 

(12b-48)? = 4(9) (4b?) >b = 2 
* Tenemos :- 
L:iy==x+2%> 3x-2y+4=0 
Я ВРТА : “С” 


PROBLEMA 46 : 

Hallar la longitud de la cuerda focal de la parábola Р: 

x? =- 8y que es paralela ala recta 
T:3x+4y-7=0 


m5 с) + р) 


22 
PE 7 
RESOLUCIÓN : 


* Tenemos: 
35.7 
Инь са. 
y "ECT (2) 
a: EA RON EU Сым nd (П) 


І, : 3x + 4у + 8 = 0................(1Ш) 
* De (II) еп(Ш): 
Зх + 4| —— |+8 =0 
E 


* Resolviendo : 


* Luego : 2 
-1 
A E 7)» B(8; - 8) 
* Por distancia entre dos puntos : 


2 
AB? -ca-er (2+8) 


э AB! = 100+ 272 Ав? = 00 +222 
2 _ 625 -2 
АВ? - 22 > АВ= 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 47 : 


La entrada de una iglesia tiene forma parabólica de 
9m de alto y 12m de base. Toda la parte superior es 
una ventana de vidrio cuya base es paralela al piso y 
mide 8m. ¿Cuál es la altura de la ventana?. 

A) 2,5 B)3 C)4 


D) 4,5 


Е) 5 


RESOLUCIÓN : 
* Ecuación de la parábola : 
х? = 4ру 
*Pero: (6;-9) € Р — 6° = 4p( - 9) 
>p=-1 r 
э Р:;х? = -4y ; ETE OS 
* También: (4; -a)e P A 
э 4 =-4(-)-»а=4 0 


EDICIONES RUBINOS |Œ 

* Altura de la ventana: h = 9-4> h = 5m 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 48 : 

‘Se tienen dos parábolas, tal que el foco de uno de 

ellas es el vértice de la otra y viceversa . Calcule la 

medida del ángulo entre dichas parábolas . 


RESOLUCIÓN : 


T, 
/. EA N(a;Pl2) 


AN 


42 J2 


Mun en eR аад Arctg — 2 +20=24r0g 2. 


PROBLEMA 49 
En el 


determinado por M . 


Q 
A) x* - 8x+8y=0 

C) 2x? -8x+y=0 
RESOLUCIÓN : 


B)x*-4-8y-0 
D) x? - 8x -4y-0 


Directriz 


P: (x - h)? = 4p(y - k) 
р = - 2 (Parábola hacia abajo) 
V = (1;2) 
PP: (x- 4)? 2-8(y-2) 
>DP:X%-8x+8y=0 
RPTA : “A” 


1295 pd —— à 85$ 1  2PAKABHOLA) 


gráfico, P y Q son puntos de tangencia. Si 
R= 4, calcule la ecuación del lugar део, 4 


PROBLEMA 50 : 

F=(9; 8) es el foco de una parábola Z. 
Q-(11:22)9 y comp, FQ-10, siendo à el 
vector unitario direccional del eje focal con ambas 


componentes positivas . 
Si la recta L , tangente a Pen Q intersecta al eje 


focal en el punto A tal que d(A; Q) 21 0417 . Hallar 
la ecuación vectorial de la parábola. 
RESOLUCIÓN : 
Sea: ii- (uj;u5 ) >ú*=(—uz;uy) 
* Por dato : comp, Еф=10 

> (2;14).( -u5;u,)710 


*Dedonde: 74, —u5-5............ eere (T) 
*Tambión:  u?-u$-1......-n- m) 
*De(Dy dD: ú=(£;2) 


* Por definición , la distancia de Q a F es igual a la 
distancia de Q a la directriz —19./2 , por lo tanto : 


2p +comp, FQ=10/2 =н 5: 2)=10.10 


efectuando: p=5(/2 - 1) 


—V-(9;8)- pú=(13 - 4/2;11 -342 2) 
* Ecuación de la parábola : 


#=|аз- -442;11- 342 Bawl; y- 2; 2| 


* Donde: y?=20(/2 — 1)x' 
PROBLEMA 51 : 


Obtener la ecuación de la tangente a la parábola 
paralela a la recta: x+y- 8-0. 


RESOLUCIÓN : 
* Sea : y=mx+b, la recta tangente a la parábola .. 


* Pordato: m=-1=>y=-x+b- 


GEOMETRIA ANALITICA УЗ 


Ет la ecuación de la parábola : 


x?z8(b —x)— х?+8х-8Ь=0 
* ciclón de tangencia : 
Discriminante = 0 


-4(1)(-8b)=0 > b=- 2 
* Ecuación de la tangente : y = -x—-2 
PROBLEMA 52 : 
Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es la 
recta representada por : 4y -3y+9=0 ; su vértice es 
punto у=(3;7) y sabiendo que pasa por el punto 
(4; 5). Hallar además , la ecuación de su directriz y 
las coordenadas de su foco. 
RESOLUCIÓN : 
* De la ecuación del eje se obtiene 
que un vector dirección es : 


(tm)=(1;4 )> á=(3:4) 


cf 
iz) 


MS E du. 
Al sd 


* Ecuación de la rA - 


(x; y)-(3;7) +02; Sy $, jS) зато (1) 
* Por dato ; (4;5) є 2; pasando al sistema xy”: 
8,4, + 
Eder 78" Resolviendo: 
BTE a ty Asma ae 2) 


* En el sistema x'y': 
у'?=-4рх' — cape *4p( -1) > p=1 


* Si D es la intersección de la directriz con el eje , 
entonces: e 


У ра + 9] 
ü Ecuación de la directriz : 
Exi p. s 19 aa 459) eR} 
Со Ydenadas del foco : 
12 31 


3 4 
PERSI- DE; A) 


a la ecuación de 52 en términos de xy : 
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De (1): "Ser -37 yc Ed 


* Reemplazando en y"z- 4x', se obtiene : 3 
P=16x*+19y? - 24xy+132x+26y – 659=0 


PROBLEMA 53 : 
Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los 


puntos (0; 0.0: 2 ) y cuyo eje focal es la recta : 


=—yY" 
153 


RESOLUCIÓN: 
* Graficando se observa que : 


* Cualquier punto de la rag estará dada por : - 


(x; y)-(0; 0+ (5; Ns S ene (D) 


* Como (0,77 )e.2 entonces : 
80 3 4 -4 3 
0;—J)ex'(—;—)*3'(—1:— 
( "Landi s) *Y Cu) 
* De donde : asiy )- É; E) 


* Además : y? -4p к= ( apt 2, = р=1 


* Ecuación de la parábola : 

P: 9: (e sÈ; ну: 2] 
Donde: y"z4x' 
* En términos de xy : 
8xt4y ‚_ Зу-4х 
бал y SIE 
* Reemplazando en y*=4x”, se obtiene : 


=9y?+16x? -24xy — 60x — -80y-0 . 


*De (I): x'— 


«224 
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PROBLEMA 54 : 
El punto medio de una cuerda focal de la parábola 
x?—- 8y es (2; - 4). determinar la ecuación de dicha 
cuerda. 
RESOLUCIÓN : 

« Una cuerda focal de una 
parábola es un segmento de 
recta que pasa por el foco y 
tiene puntos extrernos en la 
parábola ». 


Graficando se obtiene F=(0;-2) L 

* La pendiente de la cuerda será : 

EDO 9А: 1= у+2 
2-0 x-0 

* la ecuación de la cuerda será: L: x+y+2=0 

* En forma vectorial : 

a : Vector dirección. = a=(2;-4)-(0;-2)=2(1;-1) 

L: ((2;-4)+t(1;-1)/t eR) 
PROBLEMA 55 : 


m= , entonces 


El eje de simetría de una parábola es la recta :. 
2x-3y-4-0 ; su foco es el punto F=(11;6); siendo. 


su vértice V(14;6), hallar la ecuación cartesiana: ide 
la parábola. E 


RESOLUCIÓN : 


* De los datos: 0 
p7|FV|-|14; 8) - (11; 6) > p=/13 
* Ecuación de la ^ en : 


1 
=;(14; 8 3:2 -2;3)y' 
P= ( AGO хат »| 


*Donde: у'?=- 4./13х'......(о) 
* De la ecuación de la parábola : 


z -y ; y=8+ 
Ja” -s T tdg 
x 3x+2y – 58 3y-2x+4 
* Resolviendo : y'= 2222 ; y == 
4/13 413 


х=14+—-— 


* Reemplazando en (а) y operando : 


4x?+9y? - 12xy+140x+128y — 
PROBLEMA 56 : 


Determinar la ecuación de una parábola cuyo eje es 
paralelo al eje X y vértice V=(1;3) y cuyo foco está 
sobre la recta definida por L: 2x +3у —-6=0. 


RESOLUCIÓN : 


* Graficando se obtiene 
que el eje focal es la 
recta у=3 que al 
intersectar la con L se 
determina el Foco F. 


3000=0 


F=(-Ž;3); por lo tanto la 


* parábola se abre hacia la izquierda y es de forma 
(y - 3)?=- 4p(x - 1) 


p-d(F;V)- |a +5 #+(3—8 #=7 


* Finalmente , la ecuación de la parábola será : 
(y-3)?=-10(x-1) 


‚ è SOLUCIÓN VECTORIAL : 


P:((153)+x'(1:0)+y'(0;D)) 


Y y 
| 020) N iona 
PROBLEMA 57 : 


Dada la circunferencia С : x?+y?-12x+2y+12=0 , la 
recta L : L : 3x4y+3=0 es tangente a C y es directriz 
de una elipse E; si E ^ C=4 y L divide el segmento 
que une los centros de СУЕ en razón 1:2. Hallar la 
ecuación vectorial de la elipse E, si uno de los focos 
se encuentra sobre el eje Y. 

RESOLUCIÓN : 

* Sean E y C, Centros de la elipse y la circunferencia 
respectivamente. 

* Si L es la directriz y un foco se encuentra sobre 
EC, se deduce que EC se encuentra sobre el eje focal. 
Por lo tanto : y 


(GEOMETREA ANALFERCA — [ЕЁ 
EGIL > 2 E 

sA 3 x-3 
* De donde : . 


L,:4xt3y-21-0................--. (I) 
TASSEN 
(0;у)є1, > Е 
* De donde : y=7 > Е,=(0;7) 


* distancia de F, aL: 
by+e |3(0) – 4(7) 8| 
лага > r ¿L)= =5 
Ja? b? А \/9+16 
* Observando el dato ‚ se deduce que : 
а(Е;Е,)=5=ае ; d(E;N)-10-7 
* Resolviendo : а2=50 
* además: b?za?-(ae) 225 
* Sea : E=(h; k), centro de la elipse . 


(Ah; kb) € Г» ; en (1): 4h--3hk — 21—0............... (1I) 
* También : 
d(E;C) -15-(h – O -- (k +1)? ................. (II) 


* De (AI): һ-6=-Э(Е+1) 


* (IV) en (Ш): ASH - 08) = 


* en (IV): h=- 
* Del gráfico-: F,C=(6; – 1) - (077) 2(6; 8) 
{8,4} d 
Es 5?" E 
* Ecuación vectorial de la Elipse : 
E=(Fy+xú+yú*) 


ES [simi 


k-11 


E Es. 
DA 


А 12 7072 
*Donde: * Y =] 


PROBLEMA 58 : А 

Dado el foco F=(6;3)y la recta directriz 

1-(0;-0+(- 1;1)) de una parábola. Hallar la 
ón de dicha parábola. 

RESOLUCIÓN : : 

Y ¿la intersección del eje focal con la directriz: 


AAA CICLOPEDIA 2012 


d|F; L|-2p-|Comp (-1;1)|P,F | 
_|(5;4).(-1;1)|_ __у? 
„ее 


* Del gráfico : 
u= Vector direccional de x’ 


LE $941 
—u-——(1;-1)2 u.t-——(1;1) 
J/2 


42 
" | 42 1 1 
VzF - ри=(6;3)— ———(1;1)-—(23; 
pu-(6;3) 1 Tal ) 4' 11) 
* Como х'?=4ру' > х?= 2y' 


Ecuación de la aA 


22, 1 5 

Js 
* Donde: x' zB 
PROBLEMA 59 : 
Sea V=(h; Е); h+k<15 , el vértice de una parábola 
P. Sea D:2x-y+1=0 la directriz de P y T, de ecuación 
vectorial T=((5;6)+1(1;2)/£ e R}, la tangente en 
V a la parábola. Si P pasa por Q=(7;5). Hallar la 
ecuación vectorial y general de la parábola 


RESOLUCIÓN : 
Escalarmente : 
T:y=2x-4;(h;k) e T Y 


—2h- p һ=6;һ=8 


(1;-1)x' +1; 1)у' 


37 


pero h+k < 15 


Vectorialmente : 
D-((0;1)*r(1;2) ; T=((5;6)+t(1:2)) = DIT. 
* De la figura : 


LAC -J8 
5 


* Sea zi = Vector direccional de x’, entonces 
M" DE f 
и=——(-;2)= и -—-(2;-1) 

5 ‚ Уб 
P= (6:8)  L. (— 1;-2)x'-—(2;-1) | 
D | Js i x 


P=|Comp(-2;1)PoV|= 


donde : х2 =44/5у' 

PROBLEMA 60 : 

SP es la ordenda de un punto P de la parábola 
y? - 4px. Por el punto medio o SP se traza la 


paralela al eje X que corta a la curva en el punto M. 
la recta SM corta a la tangente en el vértice de la 


2 
parábola en el punto T. Demostrar que ТО = s. SP 
RESOLUCIÓN : 


* Ecuación de la parábola : у? - 4px ........ (I) 


* Las coordenadas del punto P satisfacen a la 
ecuación (1): b? 


* Las coordenadas del punto M satisfacen a la 
ecuación (1) : е 


2 
* Por lo tanto : LEE 2) 


* La ecuación de la recta L : 


* Efectuando L : 8px+3by-— 2b* = 
*Teala recta L: 8px 0--3be - 2b? -0 > с=2ь 


* Luego reemplazando : то=2зр 


PROBLEMA 61 : 


Demostrar que la abscisa y la ordenada del punto 
de intersección de las tangentes a una parábola , son 
respectivamente iguales al medio geométrico y al 
medio aritmético entre las abscisas y las ordenadas 
de los puntos de tangencia. 


RESOLUCIÓN: 


* De la ecuación de la tangencia ala parábola : 
*bx y =2p(a+x,) jo- pe N 

*b x y¿=2p(a+x3) 3:732 

* En la ecuación de la parábola y= 4px 


у? =4px, Yit |. 2p(xy - x5) (II) 
y¿=4px?] 2 3i- Уг 


* De (1)=(11): pde 


* La ecuación de la tangente a la parábola : 
b x y =2p(a+x;,) ....(TII) 
* En (Ш): 


(yit ys) 
ATI == x y,72p(ax,) > y] *y,« Y3=4pa+4px, 


> /4px; x =/4px, =4pa >a= /x, X X» 


+ 
* Finalmente ¡a=(a;b)=P(.[x, X X 8530) 


PROBLEMA 62 : 

Demostrar que el coeficiente angular de una secante 
4p 

Уг+ Ye 


a la parábola у? =4рх.еѕ: M= 


RESOLUCIÓN : 


GEOMETRIA ANALITICA ER 


* 'Sean( 2;1:9;)5( Xs :ys)dos puntos de la 


parábola , la ecuación Hs la secante que pasa por 
ellos es: 


n= -V27 а (а-к) oe ХЕР) 
хә – 
. En la esos de la parábola : 
y =4p T 7 ^5 
* Luego : yiv4pss 


y2 -yi =4р(хә — x) 
e a xn can 


> Y3-91= 
збег. Yo +У| 
4p(x, —x,) 

+ 

*Ahora( II) en (1) ¡yyy == (x x,) 
Я: — #1 
* Efectuando convenientemente : == 4р 
4 XX] YıtYə 

* Finalmente : m= P 

rts 


PROBLEMA 63: 
I) Sea la parábola : x?= 4py. Encontrar la ecuación 
de la recta tangente a dicha parábola , de la forma : 
y=mx+b , donde la pendiente es conocida. 
П) Dada la parábola : (x - 3)?=12 (y – 2). Encontrar 
la ecuación de la recta tangente a dicha parábola , 
de la forma : y =mx+b, sabiendo que m= 1/2. 
RESOLUCIÓN : 
I) En el punto de tangencia : 

х= 4р (mx + b) > x'- 4pmx -4рЬ =0 
Condición de geua ШЫ тшшпаше =0; EX : 


=> la ecuación de: са tangente será ; 


ó Уры n 


m? 
yzmx- p! 45 


9 Por dato : y= - eb 


SPI punto de a : 
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Condición de tangencia : 4-0 . 


A=((-127 - 4(33-12b)=0 > с E | 
=> la recta tangente es : MEL E pis Mcr 
2 4. 
PROBLEMA 64 : 
Demostrar que el ángulo formado por dos tangentes 
de la parábola y? —4px es la mitad del ángulo 


formado por los radios focales en su punto de 
contacto. 


RESOLUCIÓN : 


Tano=Y%2 I1 => Tan gc P9192) 
Pd yi x yo 4p? 
31* Y2 
Уз __ Iı 
Tanya PSP AS 4р(у Уз) 
1D YixY2+4p 


(x; - pMx2-p) 


* Luego : Тапб= > x Tany 


PROBLEMA 65 : 
Una parábola cuyo vértice está en el eje Y y su eje 
focal está contenido en la recta : у=3х+4 , pasa por 
el punto (2;20). Hallar en el sistema x*y*. 

I) La ecuación de la parábola 

II) Las coordenadas del foco 

III) La ecuación de la recta directriz 
RESOLUCIÓN: 


I) De los datos : 


V=(0;4) 


ü-( 1 5 1 ) es Z 
ie 110 410 : Ur 


EDICIONES RUBINOS [ЖЕЛ 
* Ecuación de la Ms 


з-он e A 15-6) 


Si FP en (I)se eaa : 


у 


;20= Pe 
чө” 25 T" ўе 

* Resolviendo : (x'; y ')2( 5410 ; 4 10 ) NAAA (В) 
* la ecuación de la parábola en los ejes x'e y”, está 
dado рог: у?=4рх”.............. (0) 
(B) en (0), se obtiene pM > у= 10 x10 y 
luego , las coordenadas del foco serán : 

410, 1 1.83 
F-V-pu-(0;4)4 —— Ef ——— ® 
pu-(0;4) 20 To’ J^ o 20) 

* luego en (q): 

1 83, 3.1 
——;——)=4(0;4 )ty'( — :;— 
(30°20 =h i "CIS d? агт Ta’ 

* Resolviendo : ү 50) 


PNC 


II) Intersección de la directriz con el eje focal : 


/410,1 38 4-77 
D-V-pü-(64)-310(.1.. 8 y 1 97, 
as 20 Ло J10 . J10 20 

* La ecuación de la directriz será : 
Lp=D+tá* s-t 1 тт | 


* Si reemplazamos : Sob s en (I) 

* Se obtiene : V(0;0) en (x^;y") 

J10 \ 

20, 

* Un vector dirección del eje focal en el sistema х”е 


y”, será : 
a'-F- v.d, ;0)- (60-39 a; ;0) 


* También: F= 


* La intersección an ч directriz con el eje focal, en 
el sistema x' e y” será : 


D=V-pú=(00)- 22 (1; 50) =[- М0 0) 
* La ecuación de la directríz еп x*- y” ез: 
10 
L е 410 . . ó N10 
D [| 20 ¿0)+r(0;1)/r er} х 20 


PROBLEMA 66 : 


Hallar Іа ecuación de la tangente y de la normal de 
la parábola : y? = 4x en el punto (1 ; -2) 


Шах 


i 
RESOLUCIÓN: 
* Sila ecuación de la curva es: y?=4x 


la ecuación de su tangente será : уу,=4( X rs ) 


donde (x, ; y,) es punto de tangencia. 
por dato: (x, ;y,) = (1; 2) 
reemplazando : -2y=4( 2 ), de donde : 
T 2 AA A .Hpta. 
* Ecuación de la normal en el punto (1;-2) 
1 1 y*2 


ык 2 лс? ‚ por lo tanto : 

N : x-y -3=0 

PROBLEMA 67 : 

Hallar la relación que existe entre las 


pendientes de dos tangentes cualesquiera de la 


parábola : y? =4 px conla pendiente de la recta que 


une el origen de coordenadas con el punto de 
intersección de las dos tangentes escogidas. 


RESOLUCIÓN : 


* Por propiedad se tiene las coordenadas del punto 


M= ( r3 жга) 


* En la ecuación de la parábola uy? =4px 
Yi 
x= 
2/p 


+02 = Уе 
уз=4рх» > {х9 = 
24p 


*y]=4px, > 


x 
dern, odo 


* Sea m la pendiente del MO Luego : 


Yi +Y2 
m=—2 — => т=?Р+?Р 
Y1*Y2 X: Y 
4p 
* Por lo tanto : m=m; tms 


hs Fi 
PROBLEMA 68 : 

En cualquier punto R de una parábola , no siendo el 
vértice, la tangente y la normal cortan al eje de la 
parábola en los puntos A y B , respectivamente. 
Demostrar que los puntos A ; R y B son equidistantes 
del foco. 


RESOLUCIÓN : 


* La ecuación de la tangente : 


Y y =P (%- xj) Ну) 
Jı 


* La ecuación de la normal : 


Y 
-y2--—L(x-2x)....- (II) 
»-» 2р xXx; 


* Cálculo de “a” en (1) : 
о-у,=?Р(а-х) > а=- х 
Yi 


* Cálculo de “b” en (II) : 
0-y,-- 2,5 - xj) > b=2p+x, 


* Por distanciá entre dos puntos : 


*AF=N(p+x,)? > AF=p+x, 


Luego los puntos A;R;B 
. = y? = р)? = 
RF RE. +Hx,-p) > ВЕ=р+х; AER Dal foc: 


*BF=/(2p+x,-p) > BF=p+x, 

PROBLEMA 69 : 

Demostrar que bajando desde los extremos de 
cualquier cuerda de una parábola perpendicular a 
la tangente levantada en el vértice ; la media 
proporcional entre éstas perpendiculares es la 
distancia que hay desde el vértice al punto en que 
aquella cuerda corta al eje. 


RESOLUCIÓN : 
* Sea la parábola : y? =4 px . Entonces : 


y =4px; 


2 
-y2=4p(x,-x3) 
y2=4px> 
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* Luego : da Fita ERA H 0, 


* La ecuación de la cuerda AE será : 


0— US 2 (11) > HA qp) 
ЕЛ Уз J1 =I2 
s F, 
2 
x=4P%1 -1 I4). A 2Y Ya 
4p 4p 4p 
* Finalmente : х?=х, x X5 


PROBLEMA 70 : 
Demostrar que la normal en un punto cualquiera 
P,(x,;y,) de la parábola forma ángulos 


congruentes con el radio focal que pasa por ese 
punto y el eje de la parábola. 


RESOLUCIÓN : 


pi(x5y) 


* Sea Р(х; ; Уу) un punto cualquiera de la parábola 
y? 2 4px . Ahora para obtener la pendiente m, en el 
punto P, Aplicamos la derivada en y? —4 px, luego, 
diferenciando : 


2x y, 91-4 


1 


EDICIONES RIUBINOS [iss 


* Por lo tanto : m,=22 Además : mg = 231 
Suis ^ 2p 
* Luego de deduce que u Tan y=1 
p 
ses эшк? Ж 
*Ahora: Tan a 2p.X-p.. =» Тапб = Ут 
ме rni 
2р A x,-p 
* Luego : 
Tany=Tan0 


* Entonces : y= 0 


PROBLEMA 71 : 

Una circunferencia tiene su centro en el vértice V de 
la parábola y? = 2px y su diámetro es ЗУР, siendo 
F el foco de la parábola. Demostrar que la cuerda 
común de las dos curvas biseca al YF. 
RESOLUCIÓN : 


* De la ecuación de la parábola : 
y*z2px (E) 
y? -4(£ s. Luego: VET 
* Por dato : 
4 5 EM 
2 4 


* El punto P(a;b) pertenece a la parabola , entonces 
satisface la ecuacion (1). 


Luego : b*-2pa ........ (1) 
* En el IX VHP (T. Pitágoras) : 


Зр з з, в 2_ a? 
-£ ) – + 
(—) =a*+b NE 1 e 

* Ahora en (II) : 


16a? +32ра - 9p? «0 

р 
4а -p a= 

М 4 
4а E 9p 

p 


El valor que satisface es para 4 ==, Lo que implica 


4" 


que la cuerda PN biseca a VF. 
PROBLEMA 72 : 


Demostrar que siendo la ее de la parábola 


SYI 
y? =px. La igualdad == p es cierta 


;donde F es foco y дВ cuerda focal . 
RESOLUCIÓN : 


* Sea la cuerda focal : 
y2m(x- p) y? »m*(x- р)? 

* Pero у? 2 4px , Luego : 
02x? -2р(7— 


+2 р? 
* Resolviendo : - = 
_ (т? +2 m? +2 
1,2) =P mn tp m? = 


* Las raíces de está ecuación son las abscisas 
X; Y Xa 
* Luego : 


m? 42 


seno г. 
* De la figura : 


| y X; ххз=р? 


di ЖЫ. UU 
FB ptx, p*x, 


1 
— + 
AF 
* Efectuando : 
ETE 2p+x,+%2 
AF +B р?+(х,+х»)р+х( x X2 


GEOMETRIA 
* Reemplazando : 


ANALITICA 


* Finalmente : 


PROBLEMA 73: 


Silos puntos A;B y C situados sobre una parábola y 
son tales que sus ordenadas están en progresión 
geométrica. Demostrar que las tangentes en A y C se 
cortan sobre la ordenada de В. 


RESOLUCIÓN : 

* Sea la parábola : y? =4px 

* Dato ordenadas de : 

x4 —yf/4pq* 
B:y, Luego: xp =y?/4p 
C:y,xq хс= yi xq" /4p 


* Por ecuación de la tangente : 
2 


*ParaA: 31. y=2p(x+ Y TX. 
q 4pq 


Агу! 


4pq^ x4 у? 


24 sas) 


> уху= 


; 252 
*ParaC : yxqxy=2p( a 175) 


4рх+уїд? yy) 


> Y¡xy= 24 


* Igualando (1) y (II) : 


4ра?х+ућ=4рх+у? ха? 
A s y? 
> 4px(q? -1)=yi(qg? -1) dm 


Ahora vemos que es la abscisa de B , siendo 
entonces éste el punto de intersección. 
PROBLEMA 74: 

Demostrar que cuando en una parábola se trazan 
dos cuerdas cualesquiera perpendicular entre si T T7 
Y NA -las distancias a y b desde sus puntos medios 
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al eje tienen por media proporcional la mitad del 
parámetro. 
RESOLUCIÓN : 


A(x,; y.) 
* Lo que se quiere demostrar : a х ъ= 4p? 
* Del gráfico : 


* m= J237 УД * е 
Xo — X > 
- a та= 272 Yi 
+ y=Y2 PY же) 
2 
* Luego 
4pxy x 4px, 
ma- > тха=2р.....(1) 
2(х» — x4) p 
* Del gráfico : 
Ac» 
ma, E : 2 2 
Хз — X4 m е ы 008 34) 
NUT ны 
+ p zs t4) Е 
* Luego 
miba LAP APN) A So CH 


2(x3 = x4) 
*Ahora (1) x (II) : 
E 2 —4n? 
axbx == =-4b” > [axb=40*] 
PROBLEMA 75 : 
Demostrar que la normal en el extremo de la cuerda 


focal perpendicular al eje es paralela a la tangente 
en el otro extremo de esta cuerda. 


RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBIÑOS 


* La ecuación de la tangente a la parábola en С: 
2pxy=2p(x+p) > y=x+p 
* Luego su pendiente : m,=1 
* La ecuación de la tangente a la parábola en M + 
-2pxy=2p(x+p) > -у=х+р 
* Luego su pendiente ; 75 =- 1 


* De la figura, se deduce que la tangente en M y la 
normal en С son paralelas . 

PROBLEMA 76 : 

Demostrar que las directrices que resultan de unir el 
foco F de una parábola con el punto P de contanto 
de la tangente, y el punto N donde ésta corta a la 
directriz son perpendicualares . 
RESOLUCIÓN : 


* Sea la parábola : y? — 4px 
Lr : y,xy72p(x xi) 


* Interceptando L, y L se obtiene las coordenadas 


del punto : 2 
N -(-p; + (x,— р)) 
1 


Yi 
xı- р 


* La pendiente Fp : т; = 


ES  _ ________рлклно=отл) 
— X — 
* La pendiente FN: ms сву 
Yı 


* Luego : m; xm =- 1 
PROBLEMA 77 : 


La ecuación de una cuerda focal de la parábola 
x? — 8x+3ny-2=0 es la recta L: 2x-2y-15=0. 
Sabiendo que n es negativo ; hallar el área del 
triángulo que se forma uniendo los extremos del lado 
recto con el vértice de la parábola . 
RESOLUCIÓN : 

х? - 8x43ny - 220 > (x – h)*-4p(y - k) 

x? - 8x 162 - 3ny+2+16> (х – 4)=- 3ny+18 


> (a — 4 30(3-2) > v(«$)^ IV cuadrante 
n n 


[f (m р= 25" > р=+ 


+ Por ser una parábola vertical : Ecuación de eje de 
simetría: x=h > х=4 


"yA y 
L:2x-2y-15=0 0 |-7,5 
7,5| 0 
* Por ser una parábola vertical : 
F(h;h+p) = (41 - 2") 
п 4 


2 2 
(54-а) i 280-220 39*- 15-0 
4n 4n 
> 32n – 48+6n? – 60n=0 
> бп? — 28n – 48=0 > Зп? - 14n - 24=0 
3n 4 
4 n DERE 
=- 3 En (D:p=1 A 
n=6 = nocumple 


01 Determine la ecuación de la parábola que tiene 


vértice en (-3; 5) y cuyos extremos de sus lados 
rectos son los puntos L(-5; 9) y RES; 1) 


A) 4(x - 3) = (y +5)? 
C) 4(x 43) = (y + 5)? 
E) 16(x+3) = (y + 5)? 


B) 8(х – 3) = (y - 5)? 
D) 8(x+3) = (y -5)? 


Calcule la longitud del radio vector del punto 


de la parábola: x?+9y = 0 cuya abscisa es -1,5. 
A) 3/2 B)2 C) 5/2 D) 3 Е) 4 


03) Determine la ecuación de la directriz de la 


parábola cuya ecuación es: 3x?-16y=0 
А) 3y+1=0 B)3y+2=0 C)3y 44-0 
D)3y +5 =0 Е) Зу +7=0 


02 La entrada de una iglesia tiene la forma de una 


parábola con una altura máxima de 9 m y un ancho 
de 12 m en la base, el techo de la iglesia es de vidrio 
y tiene un ancho de 6 m; determine la altura máxima 
del casquete de vidrio. 

А) 2,25т В) 2,5 т C)2,75m D)38m Е) 3,5 т 


Determine la ecuación de Ја parábola cuyo eje 


focal es paralelo al eje de abscisas, sabiendo que 
esta curva pasa por los puntos (0; 0), (8; 4), (3; -1) 
A) y*- 2y+x = 0 B) y? + 2y-3x=0 

С) у + 2у-х = 0 В) у + 2у-х = 0 

Е) y? + 2y + Зх = 0 


El vértice de una parábola es el origen del plano 


coordenada y un extremo de su lado recto es (2; 4). 
Luego la ecuación de dicha parábola es: 

A) y =4x B) y? = С) у?= 12x 

D) y?=16x E) y*- 20x 


Si el foco de una parábola es el punto (-3; -1) 


y la ecuación de la directriz es: y - 5—0, entonces la 
ecuación de la parábola es: 

А) х*+6х-12у+38=0 B)x'*6x-12y-16-0 

C) x*+6x-6y+9=0 D) x*+6x+6y-9=0 

E) x? -6x+12y-15=0 


El eje de una parábola es paralelo al eje X, la 
longitud de su lado recto es 16, el foco es (5; 11) y 
se abre hacia la derecha. Hallar su ecuación. 
A) (у+11)%=16(х+1) B) (y -11)?*=16(x+1) 


С) (y+11)? =16(x + 2)? D) (y -11)! = 16(x -1) 
E) (y + 11 -16(x - 1) 


La distancia del punto Q al foco de una 


- р) (1;-2) 
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parábola cuya ecuación es : 
х?- 16у - 64-0 es 5 
Calcular la distancia de Q al vértice. (Q pertenece a 


la parábola) 
ANI5 BW17 C19 Dii E20 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 


foco de la parábola: 

х?-2х -I2y t 13-0 
y tal que su ordenada en el origen es igual a su 
abscisa en el origen. 
A)x+y-4=0 B)x+y-3=0 C)x+y-5=0 
D)x+y-6=0 E)x+y-2=0 


Un depósito de agua tiene una sección 


transversal parabólica cuando el nivel AB del agua 
alcanza una altura de 6 т, AB=24 m. Cuando el nivel 
desciende 4 rn, calcular la longitud A'B' 

Е)4/8 


A)N3 B)T43 С)5УЗ  D)8SJS 
iCuál debe ser la medida del ángulo formado 
por la cuerda que pasa por el foco de la parábola 
y?=5x con su eje, para que la longitud de la cuerda 


sea 4 veces la del lado recto? 
A) 15 B) 30° С) 3r D) 60° E) 45° 


3 Dada la parábola que tiene por ecuación: 


y’+6x+8y+1=0 , entonces el vértice es : 
A) (5/2; -4) B) (5;-2) C) (3;-2/3) 
E) (2;-1) 


(E) Hallar la ecuación de la parábola tangente al eje 
Y, cuyo lado recto une los puntos A(-2;-3) y B(-2; 5) 
A) 5?-2y -8x - 1-0 B) y?-2y * 4x-2-0 ; 


C) y*-3y+5x+2= 0 D) y*-16y+5x+1=0 
E) y?+ 2y+4x - 2-0 


3 Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice 
es (2; 5) y foco es (2; 9) 
A) x?— 4x +16y - 20-0 
С) x*- 4х+у+30=0 

E) (x+2)*=16(y+5) 

ás) Hallar la ecuación de la parábola con vértice 


Ү(5; 2) y foco Е(7; 2) 
A) (y+2)?=8(x - 5) 

C) (y - 2)*=8(x - 5) 

E) (y - 2) 24(x - 5) 


В) (х-2)2=16(у – 5) 
D) (x-2)*28(y - 5) 


B) (y+2)?=16(x + 5) 
D) (y -2)?=16(x - 5) 


EDICIONES RUBINOS 


OBJETIVOS : 


Conocer la definición , propiedades y aplicaciones 
de la Elipse , así como saber resolver problemas 
afines con ello. 


ELIPSE 


Es el lugar geométrico de los puntos de tal manera 
que si tomamos un punto cualquiera de la curva , la 
suma de sus distancias a los focos es igual a 2a. 


* Por definición : 


AFj|*[AF;|-2e| ^ |EFj|*|EF;|- 2a 


* Eje mayor: 

[V,V,|=2a 
* Eje menor: 

а -2ь 


* Distancia focal : 

' Eje mayor: [F,F;|-2c 
* a; b; c, son números positivos por ser longitudes. 
DEFINICIÓN : 
Dado dos puntos fijos F, y F, distintos, denominados 
focos. Se define la elipse como el lugar geométrico 
del conjunto de puntos P(x; y) tales que la suma 


de distancias de P a los focos F, y F, es igual a una 
constante convencional 2a. 


ELIPSE 


* Según la definición, sean F, y F, los puntos fijos 
denominados. Focos de la elipse y P(x; y) es un 
punto cualquiera de la elipse, luego: 


[d(P;F,)] + |d(P;F,)| = 2a 
ELEMENTOS : 


* Centro : C(h; k) 

* Foco : F, y F,,(F,F,— 2c) 

* Eje mayor z V, V, .(V,V, = 2a) 
. * Eje menor E B,B,,(B,B,- 2b) 

* Vértice de la elipse : V, y V, 

* Lado recto MM y NN 

* Cuerda Focal : QQ 

* Directriz ¿La y Lo, 

* Eje Focal : E 

* Eje Normal CM 


Los ejes Focal y Normal de toda elipse son sus 
respectivos ejes de simetría. 


*Para demostrar una igualdad importante , 
aplicaremos la definición de la elipse en un extremo 
cualquiera del eje menor . Tomamos el punto B, (0; 


b):  |B,F|«|B,F,|-2a 


> Ve? +b? lc? -b? -2a > 24e? b? 22a 


GEOMETRIA ANALITICA 


(1)....a?=b*+c*=> cumple para cualquier tipo de 
elipse 
* De (1) podemos concluir lo siguiente : 


a>b 


* En una elipse cualquiera siempre se cumple ire 


* En una elipse cualquiera no hay una relación fija 
entre b y c ; enalgunos casos b>c, en otros casos 
b«c y en otros b=c . 

Toda elipse es simétrica con respecto a sus ejes de 
simetría , es decir, con respecto al eje mayor y menor. 
Si se traza una cuerda perpendicular al eje de simetría 
la cuerda quedará dividida en dos partes iguales . 


CUERDA : es un segmento que une dos puntos de la 
curva (MN; L,R;; LR; ZD). 

CUERDA FOCAL : es una cuerda que pasa por el foco 
(20; Ез; L,R,,). 

LADO RECTO : es una cuerda focal perpendicular 
al eje mayor ( L,R,; Г.Е). La longitud del lado 


2 


recto es 


RADIO VECTOR : es el segmento que une el foco 
con un punto cualquiera de la elipse . 


(EL; FR; FaLo; FoRo; F;Z; F,D) 


DIRECTRICES (Ly L, : son las rectas 
perpendiculares a la recta que contiene al eje mayor 
de la elipse, de tal manera que la distancia entre 
rectas directrices es: 
` 2a? 
с 


EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE 


Es un elemento importante de una elipse que se 
denota porla letra е. Saberel valor de e nos permite 
identificar la cónica . 
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ANALIZANDO LA EXCENTRICIDAD : 


Sie = 0 : quiere decir que c = 0, por lo tanto no 
habría distancia entre focos. Para toda elipse se 
cumple que а? = 62 + c?, si с = 0 quedaría así: 
а? =? > а =, con lo cual la elipse se convierte en 
una circunferencia . 


CONCLUSIÓN : 


I) La excentricidad de una elipse no puede ser “cero”, 
porque dejaría de ser elipse para pasar a ser una 
circunferencia . 


0<е<1 : elipse 


II) Cuando e=0, la elipse se convierte en una 
circunferencia , por lo tanto podemos decir que la 
circunferencia es un caso particular de la elipse. 
También podemos decir que la excentricidad de una 
circunferencia es ‘cero’. 
e=0 : circunferencia 
Analizaremos ahora gráficamente cuando la elipse 
tiende а ‘cero’ y cuando la elipse tiende a ‘uno’ . 
e>0 

* A medida que los focos se acercan y la «e» tiende 
a 0, la elipse asemeja cada vez más a una 
circunferencia. Y 


* A medida que los focos se alejan y la «e» tiende a 
1, la elipse asemeja cada vez más a una línea recta . 


e1 


EDICIONES RUBIÑOS [УЯ 


Area de una elipse: para toda elipse: [Area ab] 


PROPIEDADES BASICAS DE LA 
ELIPSE 


En toda elipse se cumple las siguientes propiedades: 


I) Por definición: 
B,F,*B,F, -2a .................... (a) 


*Pero: B,F, = BF, 
* Luego en (a): 2(B,F,) = 2a>B,F, = a 
П) Enel DN. F,CB, aplicando el teorema de 
Pitágoras: a? =b? + c? 
a>c ya> b 
Ш) Por definición de cónica: 


d(P; F,) = e (d(P; 25, )) 


* Luego: 
d(B,;F,) = e (BI; ) 
a 


+ d(B;g,) = © 
* Se observa: d(V,;F¡)=a-e 
(У, ; 25,)- 5-а 


* Luego aplicando la definición de cónica: 


26 ше > [e=axel 


—-a 
e 
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* Сото: а> с >e< і 
IV) Cálculo de la longitud del lado recto ИМ. 
Se observa: MF, = MF, =! 


* Por definición: 


F,M +£ = 2a F,M = 2a-! ....(1) 
* Ex F ,F,M: aplicando el teorema de Pitágoras: 
(EM? = (2с)? + 2 ................ (и) 


.* Reemplazando (i) en (ii):(2a-) = 4с?+ 


4а? - Jat Ê = 4c? + 
>= LAI тесе,» (111) 
* Pero: а2— c? = b? 
* Luego se reemplaza b? en (iii): 


2 2 
a P S pues 
a a 


ECUACIONES DE LA ELIPSE 


Las ecuaciones cartesianas de la elipse para todo 
punto de coordenadas genéricas (x;y); depende de 
la ubicación del eje focal respecto a los ejes 
coordenados. 


A) PRIDIERA FORMA (caxóyica ) 2 


Es cuando la elipse tiene su centro en el origen y el 
eje mayor está sobre el eje X . 
Ecuación de una elipse horizontal canónica : 

x? y? 

a 

a? b 

2 

Longitud del lado recto : P 


* Distancia entre directrices : ¿=%% 
с 
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* Coordenadas de los extremos de los lados rectos : 


GEOMETRIA ANALITICA Гуам 


* Excentricidad: е= <. Я niy 
IE MS] niea 
^ Lz: npe е 
* Ecuaciones de las directrices 4 1, (8...) R (25...) 
Lj: Р a 2 5 3 2 2 з 


* Coordenadas de los extremos de los lados rectos : Radio vector js PAPETIOT e EF, ¡[sa nb 


Foco inferior : | EF;|-a Tex; 


m С) TERCERA FORMA : (onprvania) 


Es cuando la elipse tiene su centro en el punto C(h;k) 
y el eje mayor es paralelo al eje X . 
Foco derecho : [EF,|-a — ex, 


Radio vector ‚жа dem 
Foco izquierdo : | EF, |=a tex; 


B) SEGUNDA FORMA (cavóvica) 2 


Es cuando la elipse tiene su centro en el origen y el 
eje mayor está sobre el eje У. 


4 


* Ecuación de una elipse horizontal ordinaria : 


2 2 
(x -h) ¿ (YE) - 


2 b? 1 


V¡(h+a;R) ; Vi (h a; k) ; B(h; kb) 


ms tm 


Bolh;k-b); F,(h*c;k); Fo(h—c;k) 
2 
* Longitud del lado recto : сл 
а 
2a? 
* Distancia entre directrices : dcm 
Ss * Excentricidad: est 
E 2 
Ly: x=h DEG 
Ecuaciones de las directrices e 
a 
L,: x-h- T 
* Longitud del lado : 2b? с Coordenadas de los extremos de los lados rectos : 
теа c 2 b? b? 
* Distancia entre directrices : da L, (hse; њ??) В, (һе; k- ©] 
\ E Ue b? b? 
* Excentricidad : €= L;jh-c;kt—| Rol h-ck-— 
haz a a? a a 
Ps „а Ly: р. Р, 4 Na [ЕЕ 
* Ecuaci i i oco derecho : |ва —ex 
у е de las directrices a? айі vector ne | 1 1 
5 Ls y=-— Foco izquierdo : [EF;|-a *ex, EA. 


i c 


EDICIONES RUBIÑOS КАА 


D) CUARTA FORMA (окріхлніл) 2 


RESOLUCIÓN : 2 
* Sobre la elipse tomaremos un punto genérico 


Es cuando la elipse tiene su centro en el punto f ч ЖУКЕ 
Сз; k) y el eje mayor es ею aleje Y . M(x; y) y luego aplicarernos la definición de la elipse: 


Ecuación de una elipse vertical ordinaria : 
А)? - 
(x-h)* (y H e^ 


m 
i 
H 
i 


> ix с) +y" nc) +y" -2a 
=(/(х-с)#+у? y =(2a -Alate +y? ў 
> (x -е)2+у?=4а? — 4a (xc)! y? + lato +y? 
= х? — 2exec? ty 24a? — 4a (x c)! y? +х?+2ех+с?+у? 
> -2ex-4a* - 4a (x +e)? y? 2ex => 4a (x &c)* +y? =4а?+4сх 
PE RECTE II M z(a* &cx)? 
= а?х? 42a*ex a? c! 2 La*y*-a* «2a * cx c! x? 
> а 2=2+а lr ty -a* «c? x? 


"e ———À— ааа 


= аҳ? сх +аѓу?=а* -а?с? 
V,(h;k+a) Va(h;k- a) x Ча? e? Ja? y ?-a* (a? -e?) ————— PE 4T) 
B,(h*b;k) B,(h-b;k) ‚АЎ Efi toda elipse se cumple : a*=b*+c* 
F,(h;kec) | F,(h;k-c) a Ne aie A tpe EAS (1) 


эь? + D en (D: 
* Longitud del lado recto : E ^ (х?Ь?+а? y? 2a?b? )(a?b?) 


{ Ea, 212 2,2 2 2 
* Distancia entre directrices : da $t ab. wy i55: 
E c a a?b? а?ь? aa 
* Excentricidad : е= — E EEJERCICIO 2 : 
2 я Ly: y=k+ a Demostrar que la longitud del lado recto de una 
Ecuaciones de las directrices 2 2b? 
L,: y=k- ar elipse vertical canónica es ——. 
RESOLUCIÓN : Е 
* Coordenadas de los extremos de los lados rectos: — 41. ecuación de la elipse: At 1 
Б^ а" 
и же) 2 (n-E inse] 2b? 
ма а * Debemos demostrar: IL &;j- — 


Ln e] вс) 


Radio vector el adas { 20 m DE 
oco inferior : | EF,|=a Tex, 


EJERCICIO 1: 
Demostrar que la ecuación de una elipse horizontal 
22 


e YY 
canóni =] 
nica es —3 a? ux 


ааа. RM 


зуут 


p a'n + b?c? za?b? S а?п? =а?Ь° y? c? 
t 2/2 
Еа) 
а 
* Sabemos que en toda elipse se cumple: a?*=b*+c* 
У У ИСОИ HORSE nien (1I) 
2 pl 2 
*ü)enq):nt-9 В п-б 
а а 
L|. 25° 
"EnO: [ER [== 
EJERCICIO 3 : T wi 


Se tiene una elipse horizontal canónica El. Y - 
a? b? 

Se tiene un punto A(x,; y,) que pertenece a la elipse 
y está en el segundo cuadrante . Demostrar que el 
radio vector que corresponde al foco derecho es 
a- ex, 
RESOLUCIÓN : 

Y 


A(x,; y) 


2 2 
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a аар ни. 
* (IV) en (Ш): | 


lan =2/x3 > As E RA 2; 

— адре - За?сху+аї луна JE 

> Утан сх? – 2a ex +ai=_ flex, -a y 
T | 1 pr 

x: lar [== len, -a*|-7le* -ex;| 


=> [АЕ |а ех...) 


4 1 с 
=: [АЕ] la 2s, 
* Сото: (x,«a) x (е<1) 

* multiplicando : ex,» аж ех,>-а 
>4-ex, »a-a -a-ex,»0 
* En (III) eliminando las barras del valor absoluto 
tenemos : lag|-« – ex; 
EJERCICIO 4 : 


Determinar la ecuación de la elipse canónica vertical 
50 
, si se sabe que la distancia entre directrices es 721 


/21 


y su excentricidad es TE 


* RESOLUCIÓN : 


* Por dato : 


50 _ 2а?_ 50  a*J21 


dz—— > —=-= > A Y y 
mea TAO Ie: 
* Por dato : 
c N21 |, aV21 A 
a 5 5 


E | 


МЫ ELIPSE 


EDICIONES RUBIÑNOS Is ANN 


= a?zb?-c? > 25=b*+21> 4=b* 


m. 
* Ecuación de la elipse : NI 
EJERCICIO 5 : 


Se tiene la elipse rd. 1, cuya excentricidad 
-n 


-n 
es a Hallar el valor de la constante n , si п>0. 
RESOLUCIÓN : 
* como n>0: а?=22—- п = a 2422 -nN seess (1) 
Ь?=12- п > а?=Ь?+с? 
> 29-п=12-п+с? 
CURIE TERRIER; 


Por dato del problema : == а, 


Q) y (Ш) en (Ш): JR. 3 


© 


* Elevando al cuadrado ambos miembros : 
10 5 


эсе med 


EJERCICIO 6 


2 y? 


х 
Se tiene la elipse ERAT . El triángulo OBC es 


equilátero.y el lado BG es una cuerda vertical . 
Determinar-el área del triángulo . 


RESOLUCIÓN : 
* Sea el lado del triángulo = L 


* Eleje X corta al lado ВС en dos partes iguales: 
[ВЕ|=|ЕС| 


* De la figura : в(„5) є elipse: 


12 
ys M. 
AE E PS E E) y) 
P RENT 
* De la figura: M¿¿=1830" 
L 
2. f 2n 
dime AEA TM (II) 
n 43 4/3 
* (Ш en (D: n e =4 
> Зп? +4n? =2 > 7n?-12 > n= 2 mia 
4/8 E 
PT. 4 4 
*En (II): L= > L= 
Y УЗ Эх ы. 
„2v3 8/8 
. Ана ao, Pastxaltura [воо J7 JT 7 
*área A 843 _ 4/3 
овас 7 


EJERCICIO 7 : 


Los focos de la elipse están en las rectas Ё,: 
x-y+1=0 y L; x+y-3=0 . El eje mayor de la elipse 
está en la recta L,; x=3. Sabiendo que la 
excentricidad de la elipse es 1/3; hallar la ecuación 
de la elipse y el área del cuadrilátero cuyos vértices 
son los extremos del eje mayor y del eje menor . 


RESOLUCIÓN : 


x|y x|y 
L;:x-yt*t1-0 0|1 L: x+y-3=0 0 |3 
-1 |0 3 |0 


GEOMETRIA ANALITICA [yis 


PERSE "y 
E LOA E x RS. (a) 
* De la figura: h=3 — — 
TACNA [rm 
* (II) en (I): у=4 = F,(3;4) 
ais 250. ee (II) 
Е,(3;т.): L, ^ L 
pour eda peine E (П) 
* (II) en (Ш) : yz0 => Е,(3; 0) 


C(3; k): punto medio de F,F,: k- fg > C(3; 2) 
ЕЕ; = 2c >|4-0|=2c > c=2 
* Por dato : 


a?=b*4+0? > 36=Ь2+4 > 32=b* 

* En (02): la ecuación de la elipse : 
&-3* | (9-2 _ 
32 36 
* Area del cuadrilátero=Area del rombo 
2ax2b _ 12x842 DNA 
2 2 

EJERCICIO 8 : 
Los extremos del eje mayor de una elipse son (1; 7) 
y (1;1). Una recta L: x-y+1=0 pasa por el vértice 
derecho del eje menor. Hallar la ecuación de la 
elipse, las ecuaciones de las directrices y el área de 
la elipse. з 
RESOLUCIÓN : 


1 


> 


ely 
L:x-y+1=0. 0 |1 
9%, -1|0 
2. £L Lj 
RE eA. NE (a) 


b? a? 


С(1; k) : punto medio VV, : 


ke DI. 4 э C054) ^ || = 2a 


f n Iz -1| =2=>a=3 
* De la figura: 
B (n; k)=B, (n; 4) 
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B,(n;4) e elipse: n - 4+1=0>n=3 —B,(3;4) 
—|cBj|-5 |1-3|=b=>b=2 


(x-1 (у= 4)? 
tEn (a): ———— BEA ST 
C 4 9 
Ecuaciones de las directrices : 
a? 9 
L;: dd = 1: у=4+—-= 


J5 


2 
La: y=k-= dye e 


J5 
Área de la elipse =лаб=л(3)(2) =6л. 


ECUACIÓN GENERAL DE UNA 
ELIPSE 


La ecuación general de una elipse resulta del 
desarrollo de la forma ordinaria. 


* Forma ordinaria de una elipse horizontal : 
(x—-h)* (y-kP? 
2—5 ы 

а b 

> db (x – h)* «a? (y - Е)? =аѓь? 

> b* (x? — 2hx  h? ) xa? (y? – 2ky k? ) a? b? 

> bx? – 2hb? xb? h? xa? y? — 2ka? ya? k? – a?b? -0 

> b? x* «a? y? – 2hb?x — 2ka? y-- b? h? a? k? - a*b*=0 


Generalizando : Ax?*+Cy?*+Dx+Ey+F=0 


1 


*A;C 
Para que sea una elipse f A + С deben ser de igual 
signo. 
* Forma ordinaria de una elipse vertical : 


(x-h)* (y-k? 


b? a? 


> a? (x — h)? +b? (y - k)? -a?b? 
> a? (x? - 2h h? ) xb? (y? - 2ky+k?)=a?b? 


EDICIONES RUBISOS [yis 


= a? x? - 2ha? x ta? h? +b? y? — 9kb? у+Ь?Ь? a? b? =0 


a?b?-0 
22-0 


= а?х? - 2ha? x &a? h? + b? y? – 9kb? y+ b’ k? – 
= a? x? 4b? y? — 2ha? x — 2kb? ya? h? b? k? -a 
* Generalizando: Ax?*+Cy*+Dx+Ey+F=0 


Para que sea una elipse uc deben ser de igual 
signo 
La ecuación general de la elipse Ax?-- Cy? -- Dx -Ey 
+F=0 se puede reducir a la forma ordinaria de la 
elipse . 

Ax^- Cy? + Dx-Ey- – Е 


p р? E E 
DA rr x4——|-C -F 
(s iuret >) б totic 


2 2 2 Ux 
(2) (2) _ С? «AE* - 4ACF 


2C 4AC 
Donde: N= E -— : 
£ (р re(n E) AAA а) 
4 ru) en) Lt (2) (+ x) р, 
А ¡A 


Ecuaciones ordinaria de la elipse : 

I) Si N>0 , se trata de una сэ ordinaria horizontal 
o vertical . 

II) Si Nz0, la ecuación (I) es un punto de 


coordenadas: 
: (- D 26) 
2A' 2С 


Ш) Si N«0; la ecuación (I) representa un conjunto 
vacío . 
EJERCICIO 9 : 


Determinar si la gráfica de la ecuación dada es una 
elipse , un punto o un conjunto vacío . Si la gráfica 
es una elipse hallar su centro y los valores de a y b. 


I) 42+9у2-16х+18у - 11-0 

Il) 3x! +2y° - 18x- 4y+29=0 

Ш) 5x? - 49? 10х - 40y 4110-0 

RESOLUCIÓN : { 

I) 44+95*-16x+18y-11=0 
=›4х?- 16х+9у*+18у)=11 
=»4(-4х+4)+9(у?%+2у +1)=11+16+9 
=4(х -2)?+9(y +1)2=36 


E - ELIPSE) 
(x-2) (у+1? _ 


Es una elipse horizontal ordinaria de centro 


C(2; -1) ; a=3 ; b-2. 

II) 3x -2y* -18x-4y+29=0 
—3x/-18x429*-4y—-29 
—3(x!- 6x49) --2(^- 2y+1)=- 
—3(x - 3)*-2(y-1)* 20 

La gráfica es un punto de coordenadas (3; 1). 

Ш) 5х? +40? - 10x - 40у 110-0 
= 5x - 10x+4y?- 40y = -110 
—5(x!- 2х+1)+4(у?-10у+25)=-110+5+100 
> 5(x-1)?+4 (y-5)?=-5 

La gráfica no existe o es el conjunto vacío . 

EJERCICIO 10 : 

Se tiene la elipse 4x? + ny?- 16x +54у + 61 = 0. Se 

sabe que la ordenada del centro de la elipse es - 3 y 

que un cuadrado esta inscrito en la elipse . 

Hallar el área del cuadrado si sus lados son 

perpendiculares a los ejes mayor y menor de la 

elipse. 

RESOLUCIÓN : 

4x? ny? – 16х+54у+61=0 > 4x? —-16x+ny* +54y=- 61 


> 4(x* – 424) en (yr E s». -61 102 


2942742 


2 
> 4(x-2)? +n(y+2) La Ss 
n 
27 Y  729-45n 
> 46-27 E) ^. 
729 — 45n 729 — 45n 729 — 45n 


=> h=2 

=> ke- 25. Por dato ke - 3 5-32 - 27. n=9 

5 729 — 45n 729 —45(9) 
4n 36 

- 729 – 45n _ 729 – 45(9) 
n? 81 

Al final la ecuación de la elipse queda así: 


=9 > а?=9 


=4>b*=4 
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Y 3 P a2 I» 
(х= CUN nu e =1 Datos conocidos ra b? zA 
A(x 15У 1) 


Ecuación de Т: EE LTD] 
a b? 


Ecuación de T=? 


A(x,; y. v E =1 
Datos conocidos - a? 
X A(x 13 m 1) 
Sea el cuadrado ABCD inscrito en la elipse . Ecuación de T: A 9323.2] 
a? 
* El eje mayor corta a las cuerdas AD y BC endos ` 
partes iguales. Ecuación de T=? 
ri^ rm 2 2 
* El eje menor corta a las cuerdas AB y DC en - (x - (x-h) ¿0 k) =] 
des partes Datos conocidos za ЖЕ E 
partes iguales . | M a 
Longitud del lado del cuadrado = L . TE 
* área del cuadrado = L,. Ecuación de Т: (x, — mL dm h) ON wa- h) =] 
a? b 


De la figura: Bari $m) Y 


L L 
в(2+2;-3+2) е elipse : A(x,:y) 


2 2 2 2 
c) (-5 Lus) E OR E 
+ =1> 4 +421 
4 
AR Tg 2 2 
ече OL +36L"=36x16 


os * Ecuación de T=? 
2. 927 

> 5217 =36х16 = L Er (x - icu QO- EP kj? 
* Datos conocidos a? 


S pen 


* Ecuación de T: (x - h)(x-h) | (y; - E)(y - №) zi 
b? a? 


| =1 
TANGENTES A UNA ELIPSE 


Vamos a ver tres métodos para hallar las ecuaciones 
de las tangentes a una elipse. 

I) PRIMER MÉTODO: Cuando se conoce el punto Y 
de tangencia. 

A) CASOT:Usando fórmulas para cada tipo de 


ecuación .. j Y, A(x; y) 


Ecuación de T=? 


(EDICIONES ROBIÑOS W 
B) CASO 2 : (USANDO TRASLACIÓN 
DE EJES ) 


Cuando se conoce el punto de tangencia y se desea 
hallar la tangente a una cónica se puede aplicar 
traslación de ejes al punto de tangencia y después 
aplicar la propiedad aplicada en dicho capítulo. 


PROCEDIMIENTO : 


1)Al inicio tenemos los siguientes datos : 
* Ecuación de la elipse . 
* Punto de tangencia . 


2)Aplicaremos una traslación de ejes al punto de 
tangencia. 


3) Después de la traslación la ecuación quedará así: 


x" cy"? e Dx' Ey 20. 
4) La tangente en el punto de tangencia será: 
T:Dx'+Ey'=0. 
5) Como ya tenemos la ecuación de la tangente ‘T’ 


pero en el sistema final, deberemos pasar esta 
ecuación al sistema inicial . 


IJ) SEGUNDO MÉTODO: 


MÉTODO DEL DISCRIMINANTE 

Este método del discriminante sirve para resolver 
problemas sobre tangentes a cualquier cónica ; es 
un método general . 


PROCEDIMIENTO : 


1) Ecuación de la elipse p una de las ecuaciones 
Ecuación de la tangente le dehefaltár f dato. 


- T 


2) Intersectar : elipse c Tangente. 

3) A la ecuación que resulta de la intersección , le 
aplicaremos el discriminante : b?- 4ac=0 

4) Al aplicar el discriminante, hallaremos el valor que 
deseamos encontrar . 

La elipse es una ecuación de segundo grado , como 
lo es ax?+bx+c=0 . 

Si quisiéramos determinar la naturaleza de las 
soluciones de ésta ecuación, deberemos analizar el 
discriminante : 

* Si el b?- 4ac>0 : significa que hay dos soluciones 
reales y diferentes. Con relación al gráfico , la elipse 
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y la recta tienen dos puntos en común (L,). 

* Siel b?- 4ac<0 : significa que hay dos soluciones 
imaginarias, es decir no hay solución real . Con 
relación al gráfico , la elipse y la recta no tienen un 
punto en común (L,) . 

* Si el b?- 4ac=0 : significa que hay dos soluciones 
reales pero iguales, es decir hay una solución . Con 
relación al gráfico , la elipse y la recta tienen un punto 
en común (L,) . L, L, 


ПІ) USANDO UNA PROPIEDAD : 


Esta propiedad cumple para todo tipo de elipse , sea 
canónica u ordinaria . 


d(F,;T)d(F¿;T)=b* 


El producto de la distancia de los focos de una elipse 
a una misma recta tangente es igual a b?. 


* b= semieje menor 


EJERCICIO 11 : 
Determinar la ecuación de la tangente y la normal a 


5 
la elipse 5х2+9у2=45 en el punto (25) A 
RESOLUCIÓN : 
5x* ¿Y = жый" 
45 45 45 $1 785 
—b-45 
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Como se conoce la ecuación de la elipse y su punto 
de tangencia ; para hallar la ecuación de la tangente 


podemos usar la fórmula : 5 
Xp (Yu 2x 3 

Т: 10215 Т: 49 -]I 
а? at 9 5 


T:2x+3y-9=0> m= -2 
* з 5 3 
Datos de la normal : E 255 ^m-,y 


* Ecuación de la normal : 
5.3 5.3 
a 2 dea. 
E AA gs d 
N:0=9x-6y-8 
EJERCICIO 12 : 


Resolver el problema anterior usando traslación de 
ejes. 


RESOLUCIÓN : 
2 2 2 2 
Ж Ку 145. AA 
45 45 45 9 5 


а?=9 > a=3 л Ь?=б > b-45 


* Hacemos una traslación ĝe ejes al punto О'(2; 5/ 
3); obligando a la curva y a la tangente T a pasar 
por el origen (en el sistema final). 


Trasladando la ecuación: ж=х'+2 ^ yy +5 
5 2 
бх?+9у? 246 = 5+2+9(у+5) =45 
> б(х'?+4х'+4)+9 ( y ER 


> 5х'2+20х'+20+9у'2+30у'+25=45 


Jess 


* Ecuación de la elipse en el sistema final : 
бх'?+9у'?+20х'+30у'=0 

* Por propiedad , Ecuación de: 

(0 T; 20x'+30y'=0 

R E E T) 


LXX 


* Ahora tenemos la ecuación de la tangente Т pero 
en el sistema final ; para regresar al sistema inicial 
haremos : x 92x 


у-5=у' 
3 
* Reemplazando en (1): 


Ls 2(+-2)+9(y-5)=0 > Т: 2x-4+3y-5=0 
2 

> Т: 2x+3y-9=0 > mp 
5 3 

* Datos de la normal : A "om 


5 3 
* Ecuación de la normal: y — s"3* -2) 


N:0=9x-6y-8 
EJERCICIO 13 : 


Determinar las ecuaciones de la tangentes a la 
elipse x?+2y?=4 que son paralelas a la recta 
L: x-y+4=0. Use el método del discriminante . 


RESOLUCIÓN : Y 
x [у 
L:x-y+4=0 0 |4 
-4|o 


m,¿=1> тт, =mp,=1 
> T; y=mx+b 
= Тү: у=х+..........(П) 


+ (I) en (a): х?+2(ж+Ь)?=4 

> x?42(x? &9bx 4b? ) - 420 

> x? 9x? Abx 2b? — 4-0 

> Sx?-F4bx 2b? - 4-0 

* Por ser tangente : b°- 4ac=0 

(4b)? — 4(3)(2b? – 4)=0 = 16b? — 24b*+48=0 
2b? – 3+6=0 > 6-b? = +/6=Ь 

* Reemplazando en (1) : 

Como T, corta aleje Y en su parte positiva : 


T:y- x6 > Ti; O=x-—y+46 q : 
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Como T, corta aleje Y еп su parte negativa : 
Т»: y=x- {6 > Т»: 0-x - y - J6 


EJERCICIO 14 : 


Resolver el problema anterior usando otro método 
de solución . - 


RESOLUCIÓN : 
* Para resolver el problema con otro método diferente 
al método del discriminante: podría ser el III método 
estudiado . 


Xy 
PES 
L:x-y*4-0 0 |4 
-4|0 
2 2 „2 
EAS у, =1= a?*=4 > b?-4 
d 4 4 4 2 


a?- b! «c? > 4224c? => J2=c 
m,¡=1> Mp, =Mp,=1 
>T,:y=mx+b = Т: y=x+b 
>» Т:0=х- у+Ь............. AA .() 
* Por propiedad : d(F,; T, )xd(F,;T,)=b* 
|J2-«b| E22 У2+Ы_„ 
EA, TE 


T lb -/2)(5 — 42) 
2 


(+) |(-) 
b? - 226 | -b?+2=4 
=Ь?=6 
* Reemplazando еп (1) : 
Como T, corta al eje Y en su parte positiva : 


hei 
Como T, corta al eje Y en su parte negativa: 

pei 
EJERCICIO 15 : 


Hallar la ecuación de la recta tangente a la elipse 
16x?*+25y?=400. La recta tangente pasa por el 


=2 —|p? - 2|-4 


=> b?-— 2 No existe solución 


25 3 
punto E 0 . El punto Е no es punto de 
tangencia y la pendiente de la tangente es positiva . 
RESOLUCIÓN : 
16x? 25»... 400 400 з * y 

400 400 400 25 16 
a? 225 > a=5 л b! -16 > b=4 


а?=Ь?+се? > 25=16+0? > 3=0 


* Ecuación de la tangente T: 


T: y= Rar у=тх+ 2072 


T: 4y -4mx * 260m > Т: 0=4тх — 4у+25т......(1) 
* Por propiedad : d(F,; T) xd(F;; T) zb? 
— Hm (3) k25m|. |£m( - 3)+25m] _ IB7mix iml 


=16> =16 
> Пвт?ї+ї6 Ҹі6т?+16 16т?+16 
> |481m?|-256m?--256 => 481т?=256т?+256 
_256 16 16 
225m*=256 =+10 > m= 
> m > m? 23 5 — m 15 > т 15 


* En (1): T: (£ 2)s- 4y+25 (35 2). 0 
> T: 64x — 60y+400=0 > |T; 16x — 15у+100=0 


EJERCICIO 16 : 


Demostrar que el producto de las dos distancias 
perpendiculares trazadas desde los focos de una 
elipse cualquiera a cualquier recta tangente es una 
constante igual al cuadrado de la longitud del 
semieje menor. 


RESOLUCIÓN : 


* Tomaremos una elipse horizontal cónica cuyo 
punto de tangencia sea E(n; r). 


T: ^ x y? 
* Ecuación de la elipse: SEIS 
* Ecuación del de 
т: 2% ¿YY _ т: 25 4D —1 


a? b? b? 
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* Debemos demostrar: d(F,T) xd(F,T)=k 
k = constante = b? 


R......(I) 


E 
=k 2 Skise (IH 
E EA 
ala?) b? b? at 
* De la figura : 
2. 2 п? 545° n? 
n<a > п <а >< 3 > g Slee (a) 
А us a 
* Por definición ;— 
Et 
ee AEn) 
* Multiplicando (a) y (2): 
2.2 2,2 2,2 
ST 3-72 »-1251-72 >0;Reemplazando : 


En (111) eliminando las barras de valor obsoluto del 
numerador tendremos : 
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APLICACIONES DE LA ELIPSE 


Las elipses tienen varias aplicaciones en la ingeniería y en 
todas las ciencias. Por ejemplo , las órbitas de los planetas 
son elípticas y el sol se encuentra en uno de los focos. 
Algunos puentes tienen un arco semielíptico. En máquinas 
se usan engranajes elípticos cuando se requiere de una razón 
de movimiento variable. Las elipses tienen una importante 
propiedad de reflexión. 

Siuna fuente de luz o sonido se coloca en un foco, las ondas 
trasmitidas por la fuente se reflejarán en la elipse y se 
concentrarán en el otro foco . 

En este principio se basan las «galerías murmurantes», que 
son salones diseñados con techos elípticos ; de tal manera 
que si una persona se encuentra en uno de los focos y 
murmura algo será escuchado por otra persona que está en 
el otro foco, ya que el sonido que proviene de uno de sus 
focos y choca en cualquier punto del techo elíptico se refleja 
en el otro foco . 

Además mencionaremos que en resistencia de 
materiales la elipse se presenta como elipse de 
inercia . Sistema de elipses homofocales (elipses 
que tienen los mismos focos ) aparecen en la teoría 
de las corrientes eléctricas estacionarias , corrientes 
calorifícas e hidrodinámicas ; elipses aparecen en 
las teorías de doble refracción y polarización , etc. 


* Los planetas alrededor del sol describen una 
trayectoria elíptica. 


* Un recinto de forma elíptica tiene la propiedad de 
reflejar el sonido emitido en un foco con 
dirección al otro foco. Y 


EJERCICIO 17 : 

El techo de un pasillo de 16 pies de ancho tiene una 
forma de una sernielipse , y tiene 7 pies de altura en 
el centro y 11 pies de altura en las paredes laterales. 
Hallar la altura del techo a 3 pies de cualquier pared. 


RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBIÑNOS 


- 0)? T 2 
Ecuación de la elipse: («-0) ¿0 HS 1 


64 36 
25 (H-11) 
. i ;L——4————zlI 
A(5; H) e elipse ; 36 
(H-11? , 25 3112239 
ELT =1 ga” E 11) 2541796 


= Н-11=4,7 > Н=15,7 pies 
EJERCICIO 18 : 


Un arco en forma de media elipse tiene 40 pies de 
ancho y 16 pies de altura en el centro. Encuentre la 
altura del arco de 10 pies del extremo derecho . 


RESOLUCIÓN : 


D(-20;0) 0 A(20;0) X 
2 y 

* Ecuación de la elipse : 200* 256 ! 
* De la figura: M(10 ; H)e elipse : 
100 H* 1,Н? 
Am] A 
400 256 ^ 4 256 

H* 3 

—=- > H=843 

5 255245 УЗ 


ECUACIÓN DEL DIÁMETRO 
DE UNA ELIPSE 


Es el lugar geométrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas. Para 
determinar su ecuación, designemos la elipse. 


x? y 
e Si dr P(x; y) un punto del lugar 


geométrico y Pix) a Pola: y) los 


extremos de la cuerda dado que P biseca al P,P, . 
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—Ь?х 


Entonces la ecuación del diámetro será : Y= s 
3 -.2 


eel Entonces la ecuación del 


* Si E 

і =: pi 
-a?x 
bm: 


diámetro es : Y= 


SR 2 -k 2 
Si £ ¿A „, Entonces la 


a? b? \ : 
-b*(x-h 
ecuación del diámetro es : Y — ja E 
a^m 


2 2 
“Sig: AG 1 Entonces la ecuación 


a 
-a*(x-h) 
b?m 
DIÁMETROS CONJUGADOS 
Sean dos diámetros tales que si cada uno de ellos 


biseca a las cuerdas paralelas del otro , se les llama 
diámetros conjugados. 


del diámetro es: Y -k= 


: ME 
Sea la elipse : —5* 77571 


La ecuación del diámetro que biseca a las cuerdas 
2 
de pendiente “m”, es: L: у= d T 
atm 


Entonces, la ecuación de su diámetro conjugado, 


es L,:y=mx. 
OBSERVACIONES : 
2 2 
1) Si la elipse es de la forma P Sce Ee , entonces se 


-p? 


1 LI LI “ ээ 
z siendo “т” y “ті” las 


cumple : Mx m= 


pendientes de los diámetros conjugados. 
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yt 
2) Si la elipse es de la forma pegar , entonces se 


2 
, fut 
cumple : т х m;— p siendo “т” y “т,” las 


pendientes de los diámetros conjugados. 
CUERDA DE CONTACTO 


Si desde un punto exterior P, trazan tangentes a una 
elipse, el segmento de recta que une los puntos de 
contacto se llama CUERDA DE CONTACTO de P, para dicha 
elipse. 

Para determinar su ecuación, consideremos a la 

e d yt 
elipse —5* gH punto exterior Р(х y, ) y 
a 


además T ; E — puntos de tangencia. 
Yi 


P (%59) 
X 


=> А5 a? y,y * b? x,x -a?b* 


PROPIEDAD INTRÍSENCA DE 
LA ELIPSE 


Es obvio que hasta ahora se ha considerado elipses 
que están en posiciones ordinaria en particualar sus 
ecuaciones carecen del término xy.Si una elipse está 


en su forma canónica entonces nos permite notar 
12 ‚2 


la siguiente relación: —у +^—у-=1 
a 


Es decir la misma que sea la posición de sus ejes 
mayor y menor . ¿Esta propiedad intríseca describe 
la forma de 1а elipse sin referirse a los ejes 
coordenados y por consiguiente, se puede emplear 
para hallar la ecuación del eje focal sea la recta 


L,: Mx* Ny+Q=0 y la del eje menor la recta 


Е, : Мх- My+.R=0 Por propiedad intríseca de la 


‚2 ‚2 
АЕ Гу L, 
elipse de tiene : =+%5=1 
р: а? b? 


* Pero : 


18322 |EN — 2X4 VCICLOPEDIA 2012) 


Nx-MytR 

x'zd(P;L,)- —— —— — 
COT £MieN? 

y 2d(P;L,)- Mx+Ny+Q 


+/M?+N? 
* Luego se tiene : 


(Nx- My RP (Мх+№у+е)? _, 
a*(M*«N*?) — 6*(m?+N”) 
* De donde la ecuación de la elipse requerida , 
presenta en estos casos siempre el término xy. 


TEOREMAS SOBRE ELIPSES 


TEOREMA 1 : 


La tangente a una elipse en el punto P forma ángulos 
iguales con los radios focales de ese punto . 


TEOREMA 2 : 


El producto de las de las distancias de los focos a 
una recta tangente de la elipse es constante e igual 
al cuadrado del semieje menor , es decir : 


TEOREMA 3 : 


En toda elipse de eje horizontal , las tangentes en 
los extremos de los lados rectos tienen pendientes 
que son numéricamente iguales a la excentricidad , 


es decir : c 
a 


EDICIONES RUBINOS КОХ 


РЕ ИГУ ЇЙЇ 


PROBLEMA TE 
Se tiene que una elipse que pasa por los puntos 
A(4;-/3) y B(2/2;3) -Halle la ecuación de dicha 
elipse 

x а? ES 
aL mA Об 
RESOLUCIÓN : 


* Сото los puntos A( 4; -/3) у B(2/2;3) pertenecen 
al elipse, entonces deben satisfacer la ecuación: 


x? тты 
== + %=1 
a? t 
* Conlo que se tendrá: 
4 с-з)? 16 , 3 
a UD =1> az ES rm 1.......(1) 
(242) g 8 70 
=з + Р =1- 5 + VU — AL) 


* Resolviendo (1) y (1): а?=20 y b*=15 
* Finalmente la ecuación, resultará: 


RPTA: “А” 
PROBLEMA 2 : 


Determine el valor de m si la recta у=5х+т es 
tangente a la elipse. 


x y zm 
20 15 
A)s4/15 .B)»417 | C)o/19 | D)20  E)25 


RESOLUCIÓN : 


+ Reemplazando y = 5х+т en: 


2 2 
y X^ (бх + т) 

v mj. A Ie 

16 sj 25 16* 25 A 


* Simplificando: 

425x? + 160mx + (16m? -400) = 0 
* Ahora para que la recta sea realmente tangente, 
entonces el discriminante de esta última ecuación 
debe ser igual a cero (condición de tangencia), para 
que así la elipse y la tangente coincidan en un punto. 


А = 0> (160m)? -4(425)(16m2-400) = 0 
* Resolviendo: т = 5/17 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 3: 


Hallar la ecuación de la elipse que tiene sus focos 
en (-4;0) y (450) y cuyo eje menor mide 6 
unidades de longitud. 

ER Soy gd quem 
A) 9 ТЭБ = B) :5* g^! C) E F = 


RESOLUCI ÓN : : 


Se sabe que la ecuación de una elipse de focos el 
eje x y de centro en el origen de coordenadas es: 


* Se cumple : b? + с? = а? 
* En este caso : 
b =3;F (-4;0) y F,(4;0); 
* Donde: 2c =8 > c=4 
* Luego como: b? + с? =a > 3? + 4? = a?, donde: 
a=5 
* Aplicando la ecuación de la elipse mencionada 
tendremos : 


PROBLEMA 4: 


Dada la ecuación de la elipse : 
x? y 


— + ÍÁ = 

25 9 
Halle las coordenadas del centro focal , los focos , 
los vértices y las ecuaciones de las rectas directrices. 


RESOLUCIÓN : 


=9>3b=3 
с2= 25-9 = 16 әс= 4 


>F,(4;0) y F,(-4;0) 
V,(5;0) y V,(-5;0) 
* Directrices ; a? 25 
4 


PROBLEMA 5: 


Los focos de una elipse son puntos ( ~ 2;3) y (6;3) 
y uno de sus vértices es el punto (8;3), halle su 
ecuación. 


(x-2) (у 3)? (x-2) (у+ 3)? 

= —— 4+ A zl 
M 36 Es 20 : 36 ^ 20 
(х+9)2 (y-3? _ (0-2? (у+ 3)? — 
UE t o sign 1 
RESOLUCIÓN : 
«Ecuación de a брае, de la forma : 
e (x-B (9- A) 

RPTA: “A” 


PROBLEMA 6: 
Los vértices de una elipse son: V,(3;5), V,(3; = 1), 


además su excentricidad es > Halle la longitud del 


lado recto. 


11 16 
В) — C)5 D) E 


A)3 3 


E)9 


RESOLUCIÓN : 
Y 


* Dato: 42852 
а 3 Va(3;-1) 


* Pero : зоа йаза Inf eni 
3 3 
Ь2= а?-с? ә? = 9-1 = 8 


* Luego, la longitud del lado recto es : 


_ 2b? _ 2(8) _16 
LR = > LR=Í 2 => 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 7: 


Halle la ecuación de la elipse de eje mayor 2a en la 
que el eje menor, se vea bajo un ángulo que mide 
90* desde uno de los focos. 
A)x? + 2y? =a? В)?2у? + х?.= а* 
D)x? + 2y* = 2a! Е)4у? + х? = 2a* 
RESOLUCIÓN : 


C)4y? + x! = а? 


* Pero: bzc— a? RAS >? «E 


* (I) en (1): T 


pesto! 


de 8 


— ВРТА : ЧА" 


PROBLEMA 8: 


Halle la ecuación y la excentricidad de la elipse 
cuyas directrices son las rectas L, x-1=0 y L; 
x-9 =0, uno de sus focos es F=(7;0). 


№2 
2 
B) (x - 5)? + 2(y - 1) = 8, e 


C) (x — 1)? + 2у? =1, e-2 
RESOLUCIÓN : 


A) (x-5) + 2у? 28, e= 


2 
= за? =8>a=2/3 


b? =8-4 >b? =4 >b=2 


+ . 
Pea + 6-5 Lil" 
Ug. sce 


>Z: (x-5) + 2y* = 8 
NR 
2 


c 
е=—-›е=———-›е= 
а 2 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 9 : 

Los focos de una elipse son F,(4; -2) y F,(-2; -2). 
Halle la ecuación de la elipse si uno de sus vértices 
está sobre la recta L: x- y - 8 = 0. 


(x1? (у 3)? (= 1)? (у+2)2 

> OM, ——— = 
NET: 16 E CONT a 
(х+1)2 (у+2)2 _ (х –4)2 (у+2)2 _ 
Dose ТЕТ i ETATE M E 


RESOLUCIÓN : 


AB y =1 B)— — 


c=4-1=3 
V,(n;-2) EL >n-(-2)-8 = 0 
n=6 


*1ледо:а= 6-1 = 5 

* Ahora: 5? = b? + 3? b? = 16 

* Ecuación de la elipse : 

(x-1? (у+2)? 


Tas 16 


-1 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 10 : 


Halla la ecuación de la elipse cuyo semieje mayor 
mide. 3 " sus focos son los puntos (071) y (4;1). 


(x - 1f „> +1* "ТЄ c) ez 9 0-1 


=1 
9 25 36 9 5 


RES OLUCIÓN : 


Como los focos están en (0;1) y en (4;1); el centro 
de la elipse es (2;1). Además se deduce que la 
distancia desde el centro hasta uno de los focos es: 
c—2; y por dato: a =3 


* Por lo tanto, usando: 
с? =a? -b? > ba -e 
b=9-4 >b=J5 


* Puesto que el eje mayor de la elipse es paralelo al 
eje x, la ecuación es: 
(х- 2) , (y-D 
—— + =1 
9 5 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 11 : 
Un arco de 80m de luz tiene forma semielíptica. 


Sabiendo que su altura es 30m, calcular la altura del 
arco en un punto situado a 15m del centro. 
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Айт B7 456m CI бт 
0) іт E) 65m 


RESOLUCIÓN : E 


40 


2 2 

£ x y 
* Elipse: 55 + %=1 
asc pt 


* Pero: a? = 1600 ^ b? = 900 
* Elipse: х? Є у? 


2__-=1 
1600 900 
* Ahora: 15% H? 
Je 9:100 
H*- 225 © 15 


PROBLEMA 12: 
x? y 
Sea la elipse cuya ecuación es : ay 


Calcule el área de la región cuadrada inscrita a la 
elipse. р 
аё? * 


Qa NA 
Ug Puy Cage Dyng 


RESOLUCIÓN : , ¿' 


ns 1559. 
TOT? ERE 
5 Кт D 


4a?b? 
S ABCD = (2n)? S A 
CHABDU ARE _ 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 13 : 
En la elipse de ecuación 9x*+16y? = 576 se inscribe 
un cuadrado , halle la suma de las coordenadas de 
uno de sus vértices del cuadrado. 
A)-15  B)-12,5 C)-9,6 D)-84 E)-4,5 


RESOLUCIÓN : Y 


* Como A ee 
(-n}? | (п)? Г sf 
+ zl z 
= "У 36 эп 1 
* De donde : n = 4,8 
* Luego: -n-n= -2n = -9,6 


> RPTA : “C” 
PROBLEMA 14 : 

En la elipse С: b?x? + а?у? = а?Ь?, se traza la cuerda 
MN, el punto (x Yo) pertenece a MN y esta 
ubicado en el punto medio de MN . Halle la 


ecuación de la recta que contiene a MN . 
А) bx,x + ayyy + bx, - ay, = 0 

B) b'x,x + atyyy + Bix? + а?у? = 0 

C) ax,x - Буу - ax, Бу, = 0 

D) bx x + a?y yy - Бх? – а?у? = 0 
RESOLUCIÓN : 


ELIPSE 


* De donde : ne 


а? Y 
т es pendiente de la recta L que contiene a la cuerda 
MN. L:y-y,=m(x-x,) 
5 x, 
L:y-y; m Гу жерн LA 
* Efectuando: 
L: хох +аѓуоу- b xi - а?у} =0 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 15 : 


Determine la distancia de la recta 4x + 3y- 12 = 0 
al foco más cercano de la elipse 9y? + 13x? = 13. 


D) £ 
2 


1 
A) 2 B)1 С)2 Е)З 


RESOLUCIÓN : 


Є=9у?+ 13х°? =13 


2 Р 
=x? SIE = 2135 2= 
@=х T 1a ;b 
9 
* Ahora: · 
13 1 $ ye? -——— а s 
9 3 
* Luego 
E(o2)5a- |400) + 3(2/8) – 12| 
3 4? 43? 
SS RPTA : *C" 


PROBLEMA 16 : 

Deducir la ecuación de una elipse con centro en el 
origen de coordenadas, que tiene un vértice en 
(13;0) y un foco en (570). 


х? у? х? у? х? у? 
$33 ГОТИ ES 3 21 05-42 21 
Via*tio | P1514 ^ SI 100 


а=13; с=5 
=? = 169-25 = 144 >b = 12 


A : а? y? 
* La ecuación de la elipse es : —+-—=1 
169 144 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 17 : 

El punto (3 ;-1) es un extremo del eje menor de una 

elipse cuyos focos están en la recta y+6=0. 

La excentricidad es e = а 

Hallar la ecuación de la elipse. 

A) x*+2y*-6x+24y+31=0  B)x*-2y?-6x+24y-30=0 

C) x-y +6x = y =0 D) x? +y? — 5x - 12y - 15=0 

RESOLUCIÓN : 
р, ds. y Y. 


J2 x уа? -Ь? 
a 


2 a? 
E а БЕ олсан) 
* Pero: (3; – 1) e elipse 
(3-3 | (-1+6Y 
A AN 


* (1) еп (1): a? = 50 


* Luego: (2-3). +67. 
50 25: * 

> x*-2y* – бх+24у+31=0 
ВРТА : “А” 


1> b! = 25.......„(П) 


1 


PROBLEMA 18 : 
Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes а la 
elipse. 


GEOMETRIA ANALITICA 13м 


2 
5 + Am =1 que son paralelas a la recta 
DM =0 peces =0 
8 +2y +10 =0 Зх + 2у +9 =0 
3x- 12у -8 =0 Зх + 2y =0 
C 
) e 12y + 8 =0 2) + ду =0 
RESOLUCIÓN : 
* Dado la elipse: 
x? 2y? 
10* are О (1) 
*Larecta: 3х + 32у +7 = 0 
-3 
L:y A 


* Recta tangente a la elipse y paralela a la recta L: 


Ly = -$ x eines (Ш) 


* (ШП) en (1): 3 2 
х?+4 (-3 x+h) =10 


* Simplificando: 0x? - 12kx + 4k*-10=0 
* Por condición de tangencia: 
A=0 >(12k)* = 40(4k* – 10) 
* Resolviendo: k = 1 3 
* Luego las rectas tangentes a la elipse son: 
Зх + 2y-10 = 0 >3x+2y+10=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 19 : 
Dada la elipse de ración: 4x?*+9y*- 48x+72y+144= 0 
entonces la suma de la longitud de sus ejes es: 
A) 15 B)8 C)10 D)9 E)20 
RESOLUCIÓN :- 
* * Ecuación de la elipse; ` 
4c + ду! 8х + 72y + 144 = 0 
2: Completando « drados: 
(4x? — 48x 4-144) + (9у? + 72y + 144) = 144 
> (2x-12)? + (Зу + 12)= 144 
1-0 ELA 4)* TO Cen) sf -6* (+47 
144 144 36 36 
* Lego : а? 


=36 ә а= 6 
ERES 


-1 


(0 ob'z16bz4 
. * Entonces la suma pedida, será : 2a + 2b =20 
: RPTA : 


“E ” 


Ега 
PROBLEMA 20 : 
El techo de 14и de altura es el centro de un pasillo 
de 10u de ancho, tiene la forma de una semielipse, 
las paredes laterales tiene una altura de 10и; 
encontrar la altura del techo a 2u de cualquier pared. 
A)13  B)131 C)13,2 D)13,3 E) 13,5 
RESOLUCIÓN : 


х 
* Elipse: —= 
pse a? 
* De la figura: a=5 ^ b=4 
2 2 
* Pero: (3; H) e elipse : 2 PESE 
; э 5 t 


* Resolviendo: Н = 3,2 
* La altura pedida será: 10 + 3,2 = 13,2 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 21 : 


x? y! 
Dada la ecuación de la elipse E Е uir Ten , halle 
el área de la región cuadrangular que se obtiene al 
unir los puntos de intersección de la elipse con el 
eje *Y" y los focos de la misma. 

А) Уз | BJSNS3 — C) 5 > D)245 
RESOLUCIÓN: 


E) 445 


a=3 л Б=2 


* Por lo teoría: с? = a? — b? 
>0=9-4>c=5 
+ nn 
Luego el área pedido será; S =2 = 4/5 


аа аа 


PROBLEMA 22 : 


Calcular la ecuación de la elipse, cuyo eje mayor 
mide 26u y los focos son los puntos F,(-10;0) y 
F,(14;0). - 

RESOLUCIÓN : 


E 
* Datos : 
V, V, = 2a = 26 > a = 13 е Е 
F,F, = 2с = 24 > с = 12 
* Luego: b=5 [3 
ов, E, 00 „| 


13? t8 
E: 25x? + 169? - 100x - 4125 = 0 
PROBLEMA 23: 


Una elipse tiene su centro en el origen de 
coordenadas y su eje mayor está en el eje “X”, 
Calcular su ecuación sabiendo que pasa por los 
puntos A(46; - 1) y B(2;42). 


RESOLUCIÓN : 
2 


E: х У eIAAeE: D ytlAbeE S ap^ =] 


PR VOBLEMA 24: 


Arco semielíptico de un puente: Un puente está 
disenado de tal manera que su base tiene forma de 
semielipse con una luz de 150m, siendo su máxima 
altura 45m. Hallar la longitud de dos soportes 
verticales cuya distancia entre sí y a sus respectivos 
extremos es la misma. 


RESOLUCIÓN : 


* Ante esta situación nueva, creemos conveniente 
elaborar un gráfico en el que la altura “h” es la 
longitud del eje mayor . Supongamos que el eje *X" 
es la base del arco y que el origen es su punto medio. 
La ecuación del arco será: 


x 


1, siendo: a — 75, b — 45 


* Para hallar la altura de los soportes, hacemos: 
x = 25 en la ecuación y despejamos el valor de y: 


625 y? 
—— + —— =l = 2 
5625 * 3035. 3 27 9042 
PROBLEMA 25: 
Orbita de Mercurio. Desde los tiempos de Kepler, se 
sabe que las órbitas de los planetas forman una 
elipse alrededor del sol, con el sol en uno de los 
focos. Si la órbita de Mercurio tiene una 
excentricidad de 0,206 y la longitud de su eje mayor 
es de 0,774UA (unidades astronómicas), calcular las 
distancias máxima (afelio) y mínima( perihelio) de 
Mercurio al sol. 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato: 
2a = 0,774UA 
a = 0,387 UA x 
* También se sabe que: 
c = axe y 
эс = (0,387) (0,206) аы 
эс = 0,080 UA => 
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RESOLUCIÓN : 


>X 
* Entonces: 
afelio =a +c 
Srt it * Dada: С: 2х?+ y! = 9..........(1) 
perihelio 2a-c *Pero: L: y-9 = mx 
= 0,387 – 0,080 у= тх + 9............(Ш) 
= 0,307 UA * (1) еп (1): 2х° + (mx + 9) 


* Considerando que JUA = 150 millones de —2x' + mx! + 18mx + 81 = 9 
kilómetros, tenemos: >x (2 + m?) + x(18m) + 72 =0 

> afelio = 70 millones de kilómetros ; D = 0 (condición de tangencia): 

perihelio = 46 millones de kilómetros. (18m)? = 4Q + т?)(72) 
PROBLEMA 26 : DIAM? = dx9x8(2 4n? ) 
Los focos de una elipse son los puntos (+4;0) yla  —9m?-216 + 8m? >m? = 16— т = + 4 


longitud de su lado recto es igual a 12u. Hallar la Py-9=-4(x) 


ecuación de la elipse. ах + y-9 20 san? 


x y = Lal x = a = " 
A) 8035 1 В) 100 + 36 ^ C) 7 45 =1 à RPTA : “B” 
RESOLUCIÓN : PROBLEMA 28 : 


Sea la ecuación de la elipse x?+4y?=20 y la recta L: 
2x - 2y - 13 = 0. Calcule las ecuaciones de las rectas 


tangentes a la elipse y perpendiculares a la recta ES 
x+y+5=0 x+y+7=0 x—-y+5=0 
x+y-5=0 x+y-7=0 х-у-5= 0 
RESOLUCIÓN : 


A. T 
* Sabemos que. кы, у 


үм +c? ; peroc=4 
ља? = ба + 16-› а=8-› b'-48 


02 Юу: E; Liy=mx+b>y==x>+b..... MD 


EDICIONES KUBINOS 7 


ELIPSE 


* (П) en (1): х? + 4(-x + b)? = 20 
* Efectuando: бх? - x(8b) + 45° – 20 = 0 
A = 0 (condición de tangencia): 
64b? = (5)(4b* – 20) 

*Dedonde: b = + 5 
*Luego: L:x+y-5=0 

Lix+y+5=0 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 29 : 


Se muestra el elipse de focos F, y F, Si la 
circunferencia £^ es tangente a las prolongaciones 


de Е.В, BF» y AF2. SiF,B – AF,=10 , el radio de 
€ es 4 ; calcule el área de la región sombreado . 


*Como:a+b=c+d 
>a-c=d -b 
> OF,BF,A: Dex inscrito 


d A 


$=(а-с)Ё=40 х4 >S = 40 т? 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 30 : 


En el gráfico V es extremo del eje mayor y LR lado 
recto de la elipse Е. Calcule el menor valor entero 


de x. 
|f 


A) 88° L 
B) 91* 
C) 92* 
D) 90° 
E) 93° 


RESOLUCIÓN : 


VE, = а = с... (LI) 


* De (I) у (1): LF, duci 


* Pero 

xv d.n x 

Z {0-90° 50-90-55 * > 90° — > х > 90° 
2 > "RO 2e 


"> 8 min ent = 91° 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 31 : 
En el gráfico , A y B son puntos de tangencia . Si 
BC=1 y r=1,5 . calcule la ecuación de la 
circunferencia €. 


2 
o c-ano- 


RESOLUCIÓN : 
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* Por cuaterna armónica : 
(a)(2) = (1)(3 +3) >a=3 


(2-rf-r? Por 
£ (x-h)? + (y-k)? = r? 


2 2 
= ғ: (37 1-2) -(5) 


RPTA : “А” 
PROBLEMA 32 : 
Se muestra elipse de focos F, y Fy si V,V,- AB=30, 
Calcule F,C , si el triángulo F,BF, es equilálero . 
A) 15 
B) 14 
C)8 


D) 18 
E) 25 


RESOLUCIÓN : 
* Dato: VV, – AB = 30 


чу, 
ТАРО с^, 


* Teorema Chadu : 
` 2x + AB=V,V, — 2х = V,V,- AB 


- х=] 


RPTA : “А” 


PROBLEMA 33: 

Еп el gráfico , ABCD ‘es un cuadrado . Además А y 
WV, son foco y eje mayor de la elipse Е. Si OD=4, 
calcule РО. 


A) J6-1 
B) 43-1 
С) 45-2 
D) 45-1 
E) J6 - 2 


* Piden: PQ = х =? 
* Como А es foco > C = 2 y 

b? =а? -c° >b=/5=x+1 
5-1 


ә х= 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 34 : 

Del gráfico, ABCD y ECFG son cuadrados, D=(8;2); 
D y F son focos de la elipse g. Calcule su 
excentricidad. 

A) 2/5 Y 


B) 3/5 
C) 4/5 


2/2 
T 


345 
EI 


RESOLUCI ÓN : 


RUBINOS 


EDICIONTS 


* —ACDE : inscriptible : 
>m<DEG = 45° > DT = ЕТ = 2 
ABOA -L.ATD > ОА = 2 АЕ = 4 

* Propiedad : 
CE = OB + DT > СЕ = 8 = FG 
DF =6/2=2e > C-342 
EM = 1042 = 2a > a- 54/2 
* Piden Excentricidad (e) : 
е_ 3/2 
Lares Wr are 


PROBLEMA 35 : 
En gráfico P y Q son puntos de tangencia; 


m. 
5 
RPTA : “B” 


F: 12y-5x=0 y la excentricidad de la elipse es 
yal 
5 
elipse, si R=10 . 


(C: centro de la elipse). Halle la ecuación de la 


A) (5x+50)*+(2y — 10)*-200 
B) (5х — 50)*+(2y — 10)*= 100 
C) (5x — 50)* - (2y — 10)* -200 
RESOLUCIÓN : 


C - (h; k) =(10;5) 


(x-h) (у-һ)? (x-10P (y-5 
E uM tyr 


>E:(5x-50) +(2y-10)? = 100 


E: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 36 : 
Hallar la ecuación de la elipse cuyo eje es paralelo 
al eje Y , la distancia entre sus focos es 2c=6 y la 
excentricidad es e=3/5 y centro de la elipse es el 
origen de coordenadas. 


RESOLUCIÓN : Y N 
* Por dato : 2c=2ae=6 ; 9 
5 6 
* de donde : a=5 
además : bzav1— e? = b=4 9 
25 16 


PROBLEMA 37 : 


Sea E una elipse de excentridad mA cuyos 


extremos del eje menor son los puntos (3;15) y 
(13;5). Sea P una parábola cuyo eje focal coincide 
con el eje menor de E. Sabiendo que la distancia del 
vértice de P(V-(h;k) ; h>0) al punto (-7;25) es 
1042 unidades y que ésta pasa por los focos de Е. 
Calcular las ecuaciones vectoriales de E y P. 


МОТА: El vector unitario zi de rotación de la elipse 
tiene la primera componente positiva. Considerar el 
vector unitario de rotación de la parábola como 
pú. 
RESOLUCION : 
* Centro de la elipse : 


=(8;10) 
> b=5/2=b*=a? - а?е? 


һ =(3:15)+(13:5) 
AOS 
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* Reemplazando valores : a=10 
* Ecuación de la elipse : 


в= (810-7206 Dra FE пу}; а=--(1:1) 


2 2 
* Donde: 543 =1 
100 50 
FOCOS : 


Fj-F, - (ae)ü- (8:10) - 52 7 (1;1)- (855) 


F,-F,*(ae)ü- (8:10) &5 2 501; 1)-(13;15) 
Sea Qz(-7; 25), comprobamos que Q pertenece al 
eje focal de la parábola , cuya ecuación es : 
L:x=y=18 6 L=((8;10)+t(-1;1)/t € R} 

CRJE = htRk-IS ..... SS (1) 
d(Q;V)-1042 >(h+7 )#+(Е- 25)* —200........ (II) 


(1) en (1) : 2(h+7 )? 2200 > (h;Rk)=(8;15) 
* Luego : 
P-(1)7 (3:15) 2. (711) + (151) 


F, €P , entonces las ecuaciones de transformación 
serán : 
I 1 1 1 
g239-——x'-——'; 0-15t——x'—-——y' 
Ча > 2° 42“ 2? 
* Resolviendo : (2'у')=( -542;642) 
* Además : y? = — 4рх'.............. ААРА 1. 4 (Ш) 


* Reemplazando (х”; y?) en (Ш) : 4p-542 
* Ecuación de la parábola : 


P=/(3:15)+-Jz “LDE + (-1-Dy pay? - 8 


PROBLEMA 38 : 

Sea D, : х+2у = 5=0 ; una directriz de una elipse E 
que se en cuentra en el primer cuadrado , cuya 
excentricidad es 1/2 y cuyo eje focal pasa por el 
origen. Sea P una parábola cuyo lado recto coincide 
con el semieje mayor izquierdo de E que mide 
10/5u , de longuitud y cuyo vértice V=(h; k) donde 
3h>2k. 

I) Hallar la Ecuación vectorial de Р. 

П) Hallar la Ecuación vectorial de E . 
RESOLUCIÓN : 

D Para la parábola : 
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De la ecuación de D, , se obtiene : 


5 1 
Р,=(0;5 на qe er} 


Sea L, la recta que contiene al 
eje focal, pasa рог el origen 
cuya pendiente es m,=2. D 
L,=((0;0)+r(1;2)/reR) 
intersectante D, y L, : 
t=r RÀ - t-or 
2 2 
* Resolviendo : t=r=1 
* Reemplazando en la ecuación de D, o de L, , se 
obtiene el punto de la intersección : H 
H= (1;2) 
* de los datos se tiene 4p -a-1045 ; e 


* además sabemos que : | HF,|-2.-2045 
e 
haciendo F_=(m; n) y utilizando las fórmulas de 


«distancia entre dos puntos» y «distancia de un punto 
a una recta» tendremos : : 


\НЕ,|=20./5=\(т - 1)? (n – 2)? 


|HF,|=20/5= act > F,-(m;n)-(21;42) 


* Luego : 


|OF,|=21(1:2) > п=(—=;-=);и*=(- 


TT BR 


* de la figura : 

V,=F, - aŭ=(21;42)— 1045(777-) ;V,- (11; 22) 
* Sea F, , foco de la parabola : 

de la figura : 


F,-F, - Su ;42) - BE: 2 Е,=(16;32) 
* Siendo V=(h;k) el vértice de la ўуз se tiene : 


V-F,*pil^-(16,32)42 [5(- 5); V- (21,59) 


de 5 í 
(no cumple con la condición 3h>2k) luego , 
invertimos el vector 21 


V=F, +pú*=(16;32)- 25 Бгз); vano 


Б б 
(cumple la condición). 
* Por lo tanto la ecuación de la parábola será : 


59 1.992 
= 21;— y —=;—=)+ J == 


* Donde : x'*=10/5y' 
II) Para la elipse : 


b-a/1-e?-5415 | 


D ‚2 
mn 1 mi¡* y E 
-|r «wüss'ü "aUe | 


p 2 x 1 
E-1(21;42)*x'( 5; ——)y(-——t*—— 
( pes Tm RYC T x 
2 2 
* Donde т 
500 375 


PROBLEMA 39 : 


Los focos de una elipse E son los puntos F,=(-1; 3) 
y F,=(5; 3), si Re E y la suma de las longitudes de 
los radios vectores trazados de R es igual a 4 veces 
la longitud del lado recto. 


NOTA: Radio vector es el segmento que une un 
punto cualquiera de la elipse con uno de los focos. 
RESOLUCIÓN : 

* Sabemos que : p? 


longitud del lado recto 22— 
a 


* Por dato =|RF;|+|RF2|=2a 
* igualando se obtiene — a = 2b 
* además > d(F,; F,)—|(5;3)-(-1;3)|-6-2ae 
* de donde : ae =3 
* también : b?-a? (ae)? -(2b)* -9 
b-43 ; a-243 


Centro de la elipse : (h; h)=( -1+5 348 


9 > mg =(2;3) 


- 2 2 
* Ja ecuación será : (x-2) ,(y-3P _, 
12 3 
PROBLEMA 40 : 
Si P,(x,; y,) es un punto cualquiera de la elipse : 
x? y? 
— 8f 
a? b 
Demostrar que sus radios vectores son : 
T;—G tex; y r3=a - ex; 


2 „2 
" NISI LR NOE GE 
Entonces : 2р p27 c1 > Y1= z(a“ - xi) 


* Luego : 


2 ? 3 
> nest tees (at |а E +Ь?+е?+2хүс 
) а а 


2 
с 
> 1= qr ta 2 e r,7|a- ex; | 


> zaren aza ze] 
PROBLEMA 41 : 

La condición de la recta que contiene a un lado 
recto de la elipse es: 4x+3y-61=0 


Si el centro es el punto (3 ; 7) y el semieje menor 
mide 3 unidades , hallar : 


I) La ecuación vectorial de la elipse. 
П) Las coordenadas de los vértices y focos. 


III) Las ecuaciones de las rectas que contienen los 
radios vectores que pasan por el extremo superior 
del eje menor 


RESOLUCIÓN : 
I) Distancia de F,(557) aL: 


|, 1406)+307) - 61] 
ier ar тем 
y 


* además : b?=a? — c? 


* donde: b-3;c-4 
* luego : a=5 у; 
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* Ecuación vectorial de la E 


3.4 
€-—1(5; '( —; -—$;— 
lanish: ds A Б? $) 
‚2 
ó rt. 
25. 9 


П) Coordenadas de los vértices y focos : 
V¿=F, +añ=(5:7)+5(L;2)=(9:10) 


= —aizí(5:7)— 4.3 =(1:; 
V,=F, - aú=(5;7) - 5( px 5/=(1:4) 


41 47 


F,=F,+cú= =(5:7)+4( Es 2af, 5 


4 3 9 23 
F,=F,- 5;7)-4( —;—)-(—:;— 
17 eu —(5;7)- 4( 5 5)" ( 5/5 ) 
Ш) El punto del extremo superior del eje menor 
está dado por : 


B,-F,*bi-(57)3( - 5,5 a 


Sila recta pasa por B, y F,, el vector X m : 


2 18:47 9 29- T 
AG Cor eA 
СЕ! БОБ” Б, y A 


Si la recta pasa por B, y F,, su vector dirección será 
> 16. .47 41 47 
b=(— Sl 

Cg 5?) = 55 

* Por ha tanto d ecuaciones serán : 


A 2 za ) -£(7;24)/t € в 


)2(-5;0)-5(—1;0) 


1,5 2,2 Я 1;0)/r er} 
PROBLEMA 42 : 
Sean las cónicas: T 
(x-3) (у 5) 
С; zl 
1 20 5 
C5: (x - 3)? -4(y - 2) 
Hallar los puntos de intersección de estas cónicas. 
RESOLUCIÓN : 
2 
с: (x-3P ¿02 y 


90. 36 
horizontal ordinaria 


Cc; 5) :|а?=20 > a-245 
b? =20 > b-45 


OD es una pl vertical 


=], es una elipse 


¿> t7 7 
V(3;2) : 4pz4 > p=1 - Ел 


A; В’: с"; D’ 
(x -3)* ¿0-2 
20 5 
(x - 3)? -4(y — 2))..............- 
4-2), 0-5) 
20 5 
(y-2) (9-5? _ 
> er dem 1 
> y- 2+y° - 10y+25=5 > y? -9y418-0 


-6 
Joc 


Ў ¿fe ei 1a [ 577 > С(7:6) 
y=6 > En (П): (x – 3) ad inilio som 
x=5 > B(5;3) 


x=1 > А(1;3) 


ЙЛ ЇЛЇШ! 


(03)Determine la ecuación de la elipse centrada en 


el origen y eje focal en el eje de abscisas, sabiendo 
además que pasa por los puntos de coordenadas 
A) х?+3у2=52 В) 4х2+у2=529 С) x!44y!-52 
D) x*+13y*=52 Е) 13x* + y*=52 


(OY Determine la excentricidad de la elipse 


, sabiendo que su eje menor es observado desde 
uno de los focos con un ángulo de 60°. 


A)/2/2 B)i2 C)J6j4  D)/3/2 Е)У74 
(03) Determine la ecuación de la recta tangente a la 
elipse: x?+2y? = 8 en el punto (J6; =1) 

А) 6х ?у =8 B)dJ6x42y 24 С) {бу 2х = 8 
D) J6y+2x =6 EJ/6x-—2y = 4 


(03) La ecuación de una elipse es; ~ Ss 


: Elipse parábola: 


A d 


* (II) en (1) : =1 


x=3 > En (II): (x — 3-4] 


EDICIONES ROBISOS — 
4x? + y? 8x — 4у – 4=0, calcule las ecuaciones de 
sus directrices: 

А)=+5=0 лх-3= 0 B)y+1=0 л y-5=0 

C)x*320^ x-5-20 ВЮ) х+4= 0 лх-4= 0 

Е) у-6 = 0л у+2 = 0 

(03) Una represa de sección semielíptica tiene una 
profundidad máxima de 40 m y un ancho de 100 m 
en la parte superior, determine la profundidad de la 
represa a una distancia de 30 m de su parte central. 
A) 16т  B)i8m C)20m  2Dj?4m Е)З2т 


69) En una elipse de focos F, y F,, siendo P un 
punto de la elipse, se tiene que F,F, = 6u y el 
perímetro del triángulo РЕ Е, es 18u. Luego la longitud 
de un lado recto es: 

А) би В) 7и Е) 10и 


Hallar la ecuación de la elipse cuyos vértices 


son (-4; 0), (4; 0) y además pasa por el punto 
(2; -3). 

A) 3x? + 4y! = 12 
C) Зх? + 4y? = 36 
Е) 4x? + Зу? = 36 


С) 8и Р) 9и 


В) 3x? + 4у? = 48 
D) 4x? + Зу? = 12 


(03) Los extremos del eje menor de una elipse son 
los puntos (2; -1) y (2; 5). Hallar la ecuación de la 
elipse, cuya excentricidad es 0,6. 

А) 25x* + 16y* -100x -64y - 61 = 0 

B) 25x* + 16y* -100x + 64у – 61 = 0 

C) 25x* + 16y* + 100x + 64у – 61 = 0 

D) 16x* + 25y* - 64x- 100y - 61 = 0 

E) 16x! + 25y* + 64x - 100y - 61 = 0 


: 2 
609 Dada la elipse: IJ 4 d , uno de sus 
36 100 

vértices es: 
А) (-1:6) B)(-1;78) C)(-1;10) D)(0;8) Е) (0; 10) 
(0 Determinar los radios focales del punto 
P(-4; 2,4), sabiendo que “Р” está en la elipse: 

2 


E ЖА, 
— + Ll = 
25 16 
А) 2у8 В) 2,6 у 7,4 С) 2,4 y 7,6 
D) 3,1 y 7,2 E)1»9 
(3) Hallar el área del cuadrado inscrito en la elipse: 
x? y 
+= 
2 b? 
a?b? B) 2a?b? 3a? b? 
a? «b? a? b? a? 4 b? 
4a?b? 9a?b? 
D) E) 
a? «b? a? b? 


1337 IEA ELIPSE 


a Hallar las ecuaciones de las directrices de la 
elipse: х? + 5y?-2x-19 = 0 

А) х =-6;х=4 В) х= -2;х=8 С)х=-4х=6 
D)x-2-8;x22 Е) х= 0; х = 10 


3 Si los focos de una elipse son los puntos (1; 2) 


y (1; 8) y uno de los extremos del eje menor está en 
la recta y = 3x —7, determinar la longitud de un lado 
recto. 


А) 2/3  B)342 Стр "Js RH 


2 Si el centro de una elipse es (1; -1), un foco es 


(6; -1) y un extremo del eje menor es (1; 11), ¿cuál 
es su ecuación? 


ET 2 ET 2 
A) ®-1) , (ytD'.| BE D (+1 1 


144 169 25 169 
(x-1? (у+1)? (x-1)? , (y+? 
C ALAS I ERE = 
) "169 ma 7-5 om 
(x-1* (у-1)? 
E, = 
) +169! 


144 


3) & Cuál es la ecuación de la elipse centrada en 


el origen, eje mayor igual a 20 y además desde uno 
de los extremos del eje menor se divisa la distancia 
focal, que es vertical, con un ángulo de 106°? 


2 2 2 2 
NA Y, B) ЗЕ 31 
) 64 100 ) 36 100 

2 2 2 2 
e] pe a ALIS D) 938 
) 100 36 ) 100 64 
Rm d 
Е) 2 + 
) 64 36 


9 Hallar la ecuación de la elipse cuyo lado recto 
mide 32/5 y cuyos vértices son: (4; 3) y (6; 3). 


(s-1* (у 3)? — (x1? (у+ 3)? _ 
diem ja л B) Seg mj 
(к+1)# o2 (у+3)? _ (х-1)9 , (у+8)# _ 
осе M =1 D) EE esr =1 

(x-1? | (y-3? _ 
E 161 


Los puntos A(a; 4) y B(2; b) están en una elipse 
cuyo centro es el punto (3; 1). Si el segmento AB 
pasa por el centro, calcular: axb. 

A)-6 B)-7 C)-8 D)-9 E)-10 


DVD 30A 4)Е |8)E | 6)D 22H )) @10)в) 


¡Conocer la definición , propiedades y aplicaciones 
de la hipérbola , así como saber resolver problemas 
relacionados con ella. 


EL ESTUDIO DE KEPLER DE 
LAS SECCIONES CÓNICAS 


Johannes Kepler, quien estableció la ciencia física 
moderna como una extensión de estos antiguos 
descubrimientos griegos, tal como Nicolás de Cusa, 
Luca Pacioli, y Leonardo da Vinci los redescubrieron. 
Kepler, citando a Cusa, a quien llamo «divino», dio 
una particular importancia a la diferencia entre la 
curva (geométrica) y la recta (aritmética). Kepler 
escribió en su Mystérium Cosmographicum: 

«Pero, después de todo, cpor qué las distinciones 
entre la curva y la recta, y la nobleza de una curva, 
en la intención de Dios cuando creó al Universo? 
¿Precisamente por qué? Salvo que para el Creador 
más perfecto fuera absolutamente necesario crear 
la más bella obra». 

Como parte su investigación astronómica, Kepler 
dominó Las Cónicas de Apolonio, que es una 
compilación de los descubrimientos griegos sobre 
estas curvas superiores. Como resultado de sus 
investigaciones sobre la refracción de la luz, Kepler 
aportó un concepto nuevo y revolucionario de las 
secciones cónicas. Por primera vez, Kepler consideró 
а las secciones cónicas c una multiplicidad 


Mute colas incas ФЫЙ el siguiente en razón de 
sus propiedades: pasa de la línea recta, a través de 
una infinidad a una parábola, y de 
ahí, a través de una infinidad de elipses, al círculo. 
Así, por un lado la parábola tiene dos cosas en 
naturaleza infinitas, la hipérbola y la línea recta, la 

se y el círculo. Aunque también es infinito, asume 

cel vocem. „Рог tanto, los límites 


Concepto proyectivo de Kepler de las secciones 
cónicas 

En tanto el foco se mueve a la izquierda, el círculo 
se transforma en una elipse. En el límite con el 
infinito, la elipse se convierte en una parábola. La 
hipérbola se forma «del otro lado» del infinito». 

La discontinuidad que revela esta proyección entre 
la parábola y la hipérbola es importante para esta 
discusión. La hipérbola esta al otro lado del infinito, 
por así decirlo, de la elipse y el círculo, mientras que 
un lado de la parábola va hacia el infinito y el otro 
hacia el finito. 


HIPÉRBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de tal manera 
que si tomamos un punto cualquiera de la curva, la 
diferencia de sus distancias a los focos es igual a 


EDICIONES RUBIÑOS TEN jio 


* Eje conjugado o normal: | B,B,|-2b 
* Distancia focal | F,F;|-2c 
DEFINICIÓN : 


Dado dos puntos fijos distintos F, y F, denominados 
focos. Se define la hipérbola como el lugar 
geométrico del conjunto de puntos P(x ; y) tales que 
la diferencia de sus distancias a los puntos fijos F, y 
F, en valor absoluto es igual a una constante 
convencional 2a. 


Segün la definición, sea F, y F, los puntos fijos 
denominados focos y P(x;y) un punto cualquiera 
de la hipérbola respectivamente, luego: 

[d(P; F )| - |d (Р; Е,)| = 2a 


ELEMENTOS : 


* Centro : C(h; k) 
* Focos DF, ^ F,s(F,F,= 2с) 
* Vértices : V, A Vas; (V, V¿=2a) 


* Eje transverso : VV, 
* Eje normal г Ж, 
* Ejeconjugado : В,В, ; (B,B, =-2b) 


* Lado recto : MQ ^ NP 

* Asíntotas г z A Z 

* Directríz ¿La ^ 4, 

P(x; y) : Punto P de coordenadas 


genéricas (x; y) 


Los ejes focal y normal , son sus respectivos ejes de 
simetría de la hipérbola. 


a; b; c son números positivos por ser longitudes. 
En cualquier hipérbola siempre se cumple que una 
circunferencia pasa por los focos y por los vértices 
del «Rectángulo fundamental de la hipérbola», 
siendo el centro de la hipérbola el centro de la 
circunferencia, 

«Rectángulo fundamental» = cuadrilátero NMQP . 


- De la figura : |ом|=|ОЕ|=г=с 


` “Enel A OMV ;: Por Pitágoras : 


* La igualdad (1) cumple para cualquier tipo de 
hipérbola. 


* En una hipérbola cualquiera siempre se 


cumple t 2n 

c>b 
* En una hipérbola cualquiera no hay una relación 
fija entre “a? y ‘b’; en algunos caso a>b, en otros 
casos a<b y en otros a=b (hipérbola equilátera o 


rectangular) . 


СРУРГГУ Тру Ы 17 7 —— IES 
Toda hipérbola es simétrica con respecto а sus ejes 
de simetría , es decir con respecto a su eje transverso 
y con respecto al eje conjugado. Si se traza una 
cuerda perpendicular al eje de simetría , la cuerda 
quedará dividida en dos partes iguales. 


CUERDA : | 

Es un segmento que une dos puntos de la curva . 
(AB;L,R;; MN;L,R;) 

CUERDA FOCAL : 

Es una cuerda que pasa por el foco (L,R;; MN; L¿R,). 

LADO RECTO : 


Es una cuerda focal perpendicular al eje transverso 
Tas 2b? 
(L,R,; І.Е. ). Іа longitud del lado recto ie 


RADIO VECTOR : 


Es el segmento que une el foco con un punto 
cualquiera de la hipérbola 


(FjL;; Е.Е; FL,; БМ; FN; F;R,)- 


DIRECTHRICES : 


(L,; L,) son las rectas perpendiculares al eje 

transverso , de tal manera que la distancia entre 
2a? 

rectas directrices es : ена 


EXCENTRICIDAD DE UNA 
HIPERBOLA 
Es un elemento importante de un hipérbola que se 


denota por ‘ё’. Saber el valor de ‘е’ nos permite 

identificar la cónica . 

ME _ MED e como с>а =>е=©>1 
d(M;L3) d(M;Lj a' a 


— — EXCENTRICIDAD DE UNA 
| HIPÉRBOLA EQUILÁTERA 


* En una hipérbola cualquiera se cumple : 


e (I) 
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* Por ser una hipérbola equilátera; a —5b.............. (П) 
* (Il) en (1): с?=а?+а? с?=?а? 


ASÍNTOTAS DE UNA 
HIPÉRBOLA 


Las asíntotas de una hipérbola pasan por las 
diagonales del «Rectángulo fundamental». Ё, . L, 
asíntotas 


Centro de la hipérbola: L; N Ls. 
Vamos a deducirlas Ecuaciones de las asíntotas 
L, y L, de la hipérbola canónica horizontal . 


Datos de la recta L,: A(a; b); (0; 0) 


Ecuación de L: y— Docs -0)2 L,:0=bx -ay 
a 
ала 


"e ie А УЕ 
* Ecuación de la Hipérbola P 9 


* Datos de la recta L,: N(—a;b);(0;0) 


Ecuación de L,: у-0=- M -0)> Ly: bx+ay=0 


(EDICIONES RUBIVOS PS 
E d 2 y 
* Ecuación de la Hipérbola 9) | * . 
AA 


* Vamos a deducir las Ecuaciones de las asíntotas 
L, y L, de la hipérbola canónica vertical . 


* Datos de la recta Г: Z(a; b) ; (0; 0) 

*Ecuación de L;: y — ob -0)- Lj: 0=bx -ay 
* Datos de la recta L,: D(-a ; b); (0 ; 0) 

Ecuación de: L: y- 02 — (n -0) => Ls: bx+ay=0 


NOTA : 

I) Como se observa las hipérbolas canónicas tienen 
asíntotas conjugadas . 

II) Una forma practica de hallar las Ecuaciones de 
las asíntotas de cualquier hipérbola sea canónica u 
ordinaria consiste en reemplazar en la Ecuación de 
la hipérbola el número 1 por el 'cero'. 
CONCLUSIÓN : 

Toda hipérbola tiene dos asíntotas, que son rectas 
oblicuas que se cruzan en su centro a las que la 
gráfica de la hipérbola se acerca sin tocarlas. Para 
determinar gráficamente estas asíntotas dibujamos 
un rectángulo cuyas dimensiones sean los eje 
transversal y conjugado. Las diagonales de este 
rectángulo serán las asíntotas. 


* Ambas ecuaciones, los vértices están a una 
distancia “a” del centro y los focos a una distancia 
“c”del centro.Además no olvidemos que: Б?=с2- а? 
EJEMPLO 1 : 

Hallar las asíntotas de la hipérbola : 


2 уз. 


Y b? 
Resolución : 


BJ NER 777 27 7171777958 
EJEMPLO 2: 
2 
Hallar las asíntotas de la hipérbola : Y, — rof 1 
a? 


Resolución : 


2 2 2 2 2.2 
(5-3 25-52 pts 


a” p* AA 


* y ax -by-0 


* y=- = => ax+by=0 


EJEMPLO : 


Determinar las asíntotas de la hipérbola : 


(x - а)? (у- В)? _1 
а NR = 
Resolución : 
к-к”. (y-k _ о}» (x-h) (y-kf 
a? ubi Fac гт E 
2(y— k)? (y — k) 
> (1 - „уа Neu ah ne 
ECUACIONES DE LA 
HIPÉRBOLA 


La ecuación cartesiana de la hipérbola para todo 
punto P de coordenadas genérica (x;y), depende 
de la ubicación del eje focal respecto a los ejes 
coordenados. 

A continuación, se analizan las diversas ecuaciones. 
DPRIMERA FORMA (сахбхіІСА) : 


Es cuando la hipérbola tiene su centro en el origen y 
su eje transverso está en el eje X . 


R 4—4 
* Ecuación de una hipérbola horizontal canónica : 
x y D 
a? b? 
2 
* Longitud del lado recto : A 


a j 2 2g? * Ecuación de una hipérbola vertical canónica: m: 
* Distancia entre directrices: = —— AS E o. 
естен ас аа Eum 
* Excentricidad : e=— · al b? Mii жы 
A 5 а a? 252 i2 
AA L¿:x=— * Longitud del lado recto : 4? - d 
* Ecuaciones de las directrices 5 с па! dcs a a mares 
«eg 3 ай! 2a? н 
H e * Distancia entre directrices: g=%% 
Coordenadas de los extremos de los lados rectos c a 
РЕ m * Excentricidad: ете; 
L¡(c;—) R, (с; ==) 2 
a a a 
ь? b? Lyc 
Hes Av Ecuaciones de las directrices a? 
s : Foco derecho : | |х; -a| ау 
io vector : 
Foco izquierdo : | ЛЕ, |=|ех, +ај * Coordenadas de los extremos de los lados rectos 
b? b? 
Y | Eje normal Lise) Ri ie) 
b? b? 


L;,(—;-c) Е,(-2—;-с) 

а а 
Foco superior : [NF;|=]ex, -а| 
Foco inferior : [NF;|-]ex,*a| 


Radio vector : | 


IDSEGUNDA FORMA (CANONICA) : 


Es cuando la hipérbola tiene su centro en el origen y 
su eje transverso está en el eje Y. 


^2, 


t 
N s 


Hipérbola 
RR с 


IID TERCERA FORMA (ORDINARIA) і. 
Es cuando la hipérbola tiene su centro en el punto 
C(h; k) y su eje transverso es paralelo al eje X . і 


ERA 


* Ecuación de una hipérbola horizontal ordinaria : 


(x-h) (у В)? _ 


2 b? 1 


a 
V,(h+a;k); Vo (h — a; В) 
B,(h; kb); By(h;k—b) 
F¡(h+c;k); F,(h - e; k) 


2 
* Longitud del lado recto: 2b 


a 


2a? 
* Distancia entre directrices: d — —— 
c 


m c 
* Excentricidad: e=— 
a 


* Ecuaciones de las directrices А 
а 


L,¿:x=h-— 
q:X e 


* Coordenadas de los extremos de los lados rectos : 


b? b? 
L(h*c;k*—) R,(h*c;k-—) 
a a 


b? b? 
Lo(h-c;k+—) Ry(h-c;k-—) 
a $ a 


Radio vector : | 


Foco derecho : |NF;|=|ex, – ај 
Foco izquierdo : INF;|-]ex;*a| 


HIPERBOLA 


IV)CUARTA FORMA (ORDINARIA) 

Es cuando la hipérbola tiene su centro en el punto 
C(h;.k) y su eje transverso es paralelo al eje Y . 

Ecuación de una hipérbola vertical ordinaria : 

(y-k? (x-h) _ 

a? b? Ed 

V¡(h;k+a); Va(h;k-a); B,(h*b; Е) 

-Bs(h - b; В) ; F(h; ke) ;F;(h;k—o) 

2 

* Longitud del lado recto: 28s 


1 


2a? 
* Distancia entre directrices: pi ot 
c 
* Excentricidad : сЕ E a? 
Ecuaciones de las directrices : > 


F, 
SA 
V, E (xy) 


mam 


GEO)JINTIRENFA Баа 
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Coordenadas de los extremos de los lados rectos : 
b? b? 
L,(h* —;ktc) R¡(h-—;k+c) 
a E a 
b? b? = 
L;,(h*t—;k-c) R,(h- —;h-c) 
a a 


Foco superior : [NF;|- (ех; - a| 
МЕ, |= ex:* «| 


Radio vector : | 


Foco inferior : 


Eje normal 


PROPIEDADES DE LA 
HIPÉRBOLA 


A)Para un hipérbola canónica u ordinaria , sea 
horizontal o vertical : 

L, : Ecuación de una asíntota 

L, : Ecuación de una asíntota 

k : constante 
Ecuación de la hipérbola: (L,)(L,)- k 
B) Para un hipérbola canónica u ordinaria, sea 
horizontal o vertical : 
«La distancia de un foco de una hipérbola a una 
de sus asíntotas es igual al semieje conjugado» 
d(F,;L,)=d(F,;L,)=b F,; Fo: focos 
d(F,;L,;)-d(F,;L,)-b L,; Lo: asíntotas 
EJERCICIO 1 : 
Demostrar que la Ecuación de una hipérbola 
DERIT 1 x?. y 

orizontal canónica es —— — —=1. 
a? b? 

RESOLUCIÓN : 


Sobre la hipérbola tomaremos un punto genérico 
E(x ; y) y luego aplicaremos la definición de la 
hipérbola : 
j| ER] = 2a 
Vix * c +y? - J(x- c) +y? 72a 
= х +c}? +y? =2a + (x - cy + y? 
> (+ с) +y? y = (2a * f(x -c) + y? y 
> (x +c)? +y? = 4a? +40 x c! + y? +(x-c)? + y? 
= х? +2cx +c? +y? = да? +4ау(х – с)? + y? +x? -2cx +c? +y? 
> 2cx = да? + 4a |x? -2cx +c? +y? -2cx 
> 4cx = 4a? + 4a |x? - 2cx +c? +y? 
+4:сх=а? &a|x? - 2cx c? +y? 
—(ex-a*y = (a e -2cx +c? +y? ў 
= c?x? - 2а?сх + а* = a? (x? - 2cx +c? + y?) 
= c?x? — 2аёсх + a* = а?ҳ?  2a?cx * a?c? + а?у? 
> cx * a* = а?х? + а?с? + а?у? 
> а“ -ac = ах? – с2х? + а?у? 
= a*(a? - c? )2x* (a? –е?)+аѓу?........... ә X) 


* En toda hipérbola se cumple : 
с?=а%+Ь1=»- b'ag!- ct... (II) 


* (Il) en (D:a?( 52) 7x? (_p2)+a?y? 


i tie 

— AS == + 5 =35S-HGl..LQR. 
E E da LES a eR 
EJERCICIO 2 : 


Demostrar que la longitud del lado recto de una 


2 
hipérbola vertical canónica es 2b 
a 


RESOLUCIÓN : 2 2 
* Ecuación de la hipérbola: ‚е е! 
а 


2b? 


* Debemos demostrar que : | T A 


EDICIONES RUBINOS ES 


L,(n;c) 


* Por simetría : [L,Fj|-[F,R;|-n 


Far eicere (ID) 
* De la figura: L,(n; c) 
: eT og Eee 1 
L (n; c) e hipérbola: "3 = rus 


9 
> c?b? -a?n?za?b? > c?b? - a?b?-a?n? 
2 
b (c? - a?) 
= 3 
a 


* Sabemos que en toda hipérbola se cumple : 
с?=а?+Ь? 


iine to at. aoc аны а A CREER REESE (11) 
2р2 + 2 
* (1) еп (1): b хо =n? = 2 =p? =a xD 
a a a 
e к! a 


EJERCICIO 3 : 


Demuestre que la distancia entre directrices de una 
2 


hipérbola cualquiera es 


RESOLUCIÓN : 


Ipsos ТУРА Ч 


d=distancia entre directrices 


2a? 
Debemos demostrar que : gu 
* Del gráfico; а 2m iere terae sonos aosiso espe eeeeo ees (Д) 
* Por definición general de excentricidad: 


b? 
IE| 6 — a 2 2 
mI AA р ЭИ -en=b 
d(L;; Lz) = mE E 6" 
2_p2 
Es -2 ЖЕ ае ки 

* En todo hipérbola se cumple : c?=a?*+b* 

ebat. (П) 
* (II) en (0): —=n 

2 

* En (I) : а=22_ КЕ: L.Q.Q.D. 


EJERCICIO 4 : 


Las asíntotas de una hipérbola son L,: x-—y+1=0 у 
L,:x+y-3=0. Si uno de los vértices del eje 
transverso es V,(4; 2); hallar la Ecuación de la 
hipérbola y la longitud del lado recto . 


RESOLUCIÓN : 


2248 Y 
L¡:x-y+1=0 0|1 L, 
-1|0 ^ 


vp 
L,:xty-3-0 0|3 
3|0 


* Donde se cortan las asíntotas es el centro de la 


hipérbola : 


x – yI-0............... (I) 
Xy - 3-0..............(II) 


h; k): L, 2 

О Eo Cat ES 

x=1En (1):1- y+1=0 > 2=y > C(1; 2) 

> a-|cv;|-l4 -1=8 

* De la figura: E(4;2+b)e L, : 
4-(2+b)+1=0 > 4-2-—b+1=0>b=3 

&-D* 0-28, 


* Ecuación de la hipérbola: 9 9 
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EJERCICIO 5 : 
El eje transverso de una hipérbola vertical ordinaria 
está en la recta L: x=4. Los focos están en las rectas 


Lj: x+2y=0 y L; 2x+y=0, y la excentricidad es%. 
Hallar la Ecuación de la hipérbola. 
RESOLUCIÓN : 


| y х |У 
І:х+2у=0 0| 0 L,:2x*y-0 0| 0 
1|-1/2 1|-2 


Y, 
E 


Ееее (И) 
E A (ID) 
* (Den (ID : 4+2y=0 

> y=-2> F¡(4;-2) 


F;: LaL: 


il A I) 
n priis Eom 
* (Den (III) :8+y=0 
>y=-8 > Е,(4;-8) 
* C(h; k) : punto medio de EF,: 


һ=*#—4 ^ к==—В- -5>C(4;-6) 


AAA > 
> |F,F,|=2c = |-2 - (8)|=2c 
-=>]|6|=2c > З=с 


* Por dato: 
c 3 3 3 
е=—=— > —=— > а=2 
a Zi asa 
> c?za?tb? > 9=4+b? = 5=b? 
2 PT 
* Ecuación de la hipérbola : a 2 Bu 


ECUACIÓN GENERAL DE 
UNA HIPÉRBOLA 


Una Ecuación de segundo grado que carece del 
término rectangular XY , es de la forman : 


Ax?’ Cy! -Dx-c Ey * F-0 
Para que esta Ecuación de 2? grado sea una hipérbola 
{'А'; 'C' deben ser de signos contrarios. 


La Ecuación general de la hipérbola : 

Ax? Cy? Dx+Ey+F=0 
Se puede reducir a la forma ordinaria de la hipérbola 
Ax*+Dx+Cy*+Ey=-F 


Ecuación ordinaria de una hipérbola : 


I)Si t>0, se trata de una hipérbola horizontal 
canónica u ordinaria . 


II) Si t«0, se trata de una hipérbola vertical canónica 
u ordinaria . 


Ш) Si t=0, se trata de dos rectas que se intersectan. 
EJERCICIO 6 : 


Determinar si la gráfica de la Ecuación dada es una 
hipérbola horizontal , vertical o dos rectas que se 
cortan. 


a) 9x? – 16у? – 54х+64у – 559-0 
b) 8y? – 6х2+12х - 64у+74=0 

с) 3x? - 4y? - 12x – 24y - 24-0 
RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBINOS [yes [ШЕ E772 2113117] 951 


a) 9x? - 16у? — 54x 464y – 559-0 
> 9x?-54x-16y?^464y-559 
> Da? – 6х+9) - 16(y? – 4у+4)= 559+81- 64 
> 9(х – 3)? –16(у - 27-576 
9(x-3?  16(y-2) 576 
576 ) E 5 526 
(x - 3) - 
> TA = vs 
* Es una hipérbola horizontal ordinaria : 
C(3; 2); a=8; b-6 
b) Ву? — 6x? 12x — 64y - 74-0 
> 8y? -64y - 6x? +12x= — 74 
> 8(y? - 8y--16) - 6(x? – 2x -1)2 744128 -6 
> 8(y - 4)? — 6(x — 1)? 248 
> 9-4 6(x-1?* 48 


48 48 48 
2 2 
> (0-4 &-1*., 
6 8 


* Es una hipérbola vertical ordinaria : 
C(1;4) ; a2 J6 ; b- 2/2 


с) Зх? – 4y? - 12x - 24y - 24-0 
> 3x? - 4y? — 12x - 24y=24 
> 3(x? — 4+4) - 4(y?+6y+9)=24+12 — 36 


> 3(x - 2)? – 4(у+3)2=0 (x - 2-5 ys 


2 2 
= ж-2=+——(у+3) > x-22——(y-3) 
Е Үз? 
x43 - 2/3=2y+6 
x43 - 2y - 243 -6=0 


2 
-L (943, 
pet 3 


2x43 - 2/3=- 2y -6 
x4342y - 2436-0 


EJERCICIO 7 : 
Se tiene la hipérbola horizontal : 

х?- 4y*-10x+8ny – 55=0. Si el lado recto mide 2 
unidades ; hallar el valor de n y la ecuación de la 
hipérbola si n>0. 

RESOLUCIÓN : 

x? — 4y? - 10x+8ny - 55=0 

23 23а a ӨС”, 
а b 

> x? - 10x -4y?+8ny=55 | 
> (x? — 10х+25)- 4(y? — 2ny+n? )=55+25— 4n? 
> (x -5)* —4(y - n) -80 - 4n? 


>:-2= Son 2 rectas que se intersectan 


E (x-5)? _40 п)? _80-4п? 


80 4п? 80— 4n* 80 — 4n? 
«x-5" (y-n _ 
80—483 30.55 Tm aT «А AIA ЖУК (a) 
= a?-80 - 4n? ...... ГС БЕЕТРРГ sa) 
Ее E IRE О: (П) 
" 2b* 2. 
Por dato : 2 M i rr tent TE PEERS TS (ПІ) 


*@)у (ID) en (Ш): 20 n?=/80 — 4n? 
> (20 - n*Y =( J30- 4n?) 


> 400 — 40n*+n*=80 — 4n? 


n*-36n* 4320-0 
n. -20 
n- -16 
* п2=20 — No puede ser porque hará que a? y b? sean 


сего. n?=16 > n-t4—n-4 


* En (I): Ecuación de la hipérbola: CENT = шз 1 


TANGENTES А UNA HIPÉRBOLA 
Vamos a ver tres métodos para hallar las Ecuaciones 


de las tangentes a una hipérbola. 


I) PRIMER MÉTODO: cuando se conoce el punto 
de tangencia. 


a) CASO 1: Usando fórmulas para cada tipo de 
Ecuación : 


Y T 
Ecuación de T=? (xy), 
a y 
Datos conocidos g? p? _ 
A(x, ; y), x 
Ecuación de Т : e = 7921 
a b 
Ecuación de T=? 
у? ox 23 
Datos conocidos+ 2 52 
A(x 17 yh 
Ecuación de T : A. = =1 
а 
Ecuación de T=? 
(x-h) (y-k)? 
Datos conocidos SW yo 
a b 
Alx 15 Yı ) 


Ecuación de Т: |1 —7— ғр 


a 
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X 


Ecuación de T=? 


(x - А)? F (y-k)* Ef 
Datos conocidos a? OT 


A(x1: y) 
Ecuación de Т': BUE. (y АУ) 
а b 
Y y 


X 
B) CASO 2: USANDO TRASLACIÓN DE EJES 


Cuando se conoce el punto de tangencia y se desea 
hallar la tangente a una cónica , se puede aplicar 
una traslación de ejes al punto de tangencia y 
después aplicar la propiedad aplicada en el capitulo 
de traslación de ejes(ver capítulo 35). 
PROCEDIMIENTO : 
ф Al inicio tenemos los siguientes datos : 
* Ecuación de la hipérbola. 
* Punto de tangencia. 
Фф Aplicaremos una | traslación de ejes al punto de 
tangencia 
Ф Después de la: traslación la Ecuación quedará así: 
a? -у?+рх +Еу'=0. 
Ф La tangente en el punto de tangencia será: 
T: Dx'+Ey'=0 
Ф Como ya tenemos la Ecuación de la tangente T 
pero en el sistema final , deberemos pasar esta 
Ecuación al sistema inicial . 
II) SEGUNDO MÉTODO : Método del discriminante: 
Este método del discriminante sirve para resolver 


problemas sobre tangentes a cualquier cónica; es 
un método general . 


PROCEDIMIENTO : 


Ф * Ecuación de la hipérbola [А una de las Ecuaciones 
* Ecuación de la tangente |le debe faltar un dato. 


Y: T 


Ф Intersectar : hipérbola (су tangente . 


Фф A la Ecuación que resulta de la intersección, le 
aplicaremos el discriminante: b? – 4ac=0 . 

Ф Al aplicar el discriminante, hallaremos el valor 
que deseamos hallar . 


La hipérbola es una Ecuación de segundo grado 
como lo es ax?+bx+c=0. Si quisiéramos determinar 
la naturaleza de las soluciones de esta Ecuación 
deberemos analizar el discriminante : 

* Si el b?- 4ac>0 : significa que hay dos soluciones 
reales y diferentes. Con relación al gráfico ,la 
hipérbola y la recta tienen dos puntos en común (£,). 
* Si el b?- 4ас<0 : significa que hay dos soluciones 
imaginarias es decir no hay solución real . Con 
relación al gráfico , la hipérbola y la recta no tienen 
punto en común (L,). 

* Si el b?- 4ac=0: significa que hay dos soluciones 
reales pero iguales , es decir hay una solución. Con 
relación al gráfico , la hipérbola y la recta tienen un 
punto en común (L,) . 

L, 


III) USANDO UNA PROPIEDAD. 


Esta propiedad cumple para todo tipo de hipérbola 
sea canónica u ordinaria . 


EDICIONES RUBINOS 


A(F,;T)x d(F,; T) 2b? 


El producto de la distancia de los focos de una 
hipérbola a una misma recta tangente es igual a Б? 


* b= semieje conjugado 
CONCLUSIÓN : 


Como la ecuación de una hipérbola es de segundo 
grado , sus tangentes pueden obtenerse empleando 
la condición de tangencia o el método empleado 
para hallar la ecuación de la tangente a una elipse . 


TANGENTE EN UN PUNTO DE CONTACTO 
* La ecuación de la tangente a la hipérbola 


b?x? — а?у? 2 a?b? en cualquier punto P,( x; y) 


de la curva es : b*x,x — a? y,y-a?b? 

* La ecuación de la tangente a la hipérbola 

b? y? — a? x? =а?Ь? en cualquier punto Р(х; y1) 

de la curva es : b?y,y - à?x x a? b? 
TANGENTE DE PENDIENTE DADA 

* Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 

b?x? - a? y? 2 a?b? de pendiente “m” son : 


b 
Ха?т? -&*| ; iml» È 


* Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 
b? y? — a? x? —a?b? de pendiente “m” son : 


y2mx + уа? - b?m? s |т|<— 


EJERCICIO 8: 


Determinar las Ecuaciones de la recta tangente y 
normal a la  hipérbola 2x- 3y!'2 30 en 
el punto A(5; — 2). 


RESOLUCIÓN : 
2x? — 


$ y 2 2 
d gl =15 > a-415) ^ [b*-6 — b-J6) 
Como se conoce la Ecuación de la hipérbola y su 
punto de tangencia ; podemos usar la fórmula 
siguiente para hallar la Ecuación de la tangente. 


х= o» 5x -2y 
T A г =1 
a? b? 21 сте: 8 
i 


ST sa >T: x+y -3=0 > mr=-1 
* Datos de la normal: A(5;-2); m=1 
* Ecuación de la normal; у+2=1(х - 5) 
Y. N: 0=x-y -7 
EJERCICIO 9: 
Resolver el problema anterior usando traslación de 
ejes. 
RESOLUCIÓN : 


2 2 д ж 
2 us E A MA 
30 30 30 15 в 
= {а?=15 > a=/15) A (0*=6 = 5=/6) 
x 


Y 


Hacemos una traslación de ejes al punto O'(5;-2); 

obligando a la curva y a la tangente Т a pasar por 

el origen (en el sistema final). 

Trasladando la Ecuación : х=х°+5 A. у=у'-2 

2x? – 5у?=30 > 2(x'+5)? - 5(y'- 2)=30 

> 2(x'?+10x'+25)- 5(y'? -4y'+4)=30 

> 25'2+20х'+50 – 5у'2+20у'– 20 - 3020 

> 2х'® - 5y?+20x'+20 y'=0) Ecuación de la hipérbola 
en el sistema final 


GLOMETERIA [ 


* Por propiedad : Ecuación de T: 20x"+20y"=0 
Е Туле (T) 

Ahora tenemos la Ecuación de la tangente Т , pero 
en el sistema final ; para regresar al sistema inicial 
haremos ; | * - 97x 

у+2=у 
* Reemplazando en (0: T: x - 5+у+2=0 

T:x+y-3=0>mp=-1 
*- Datos de la normal: А(5; – 2) ^m -1 
* Ecuación de la normal: y+2=x-5 

N: 0=x-y-7 

EJERCICIO 10 : 


Determinar las Ecuaciones de las tangentes a la 
hipérbola 2x7-3y?—6, que pasan por el punto A(1;0). 
Resolver usando el método del discriminante. 


RESOLUCIÓN : 


IN T, Peta (о) 

х? у? _ »— zh 2. E 
4 £l =3 = а=/3| ^ fb -2b-/2| 
Tj: y -02m(x – 1) 


* (I) en (a) : 2x? -3(mx - m)*-6 

> 2x? - 3(m?x? — 2m?x «m? )=6 

> 2x? -3m?x? - 6m?x - 3m?)-26 

2 X*(2 - 3m? ) *x(6m? ) -3m? — 6-0 


*Porsertangentes:  b*- 4ac=0 


(6m? Y? - 4(2 - 3m? )( - 3m? -6)=0 
> 36m* —4(2 3m? )( - 3m? -6)=0 
| 2 9m* -(2 - 3m? )( - 3m? - 6)20 
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> 9m* - ( -6m? — 1249m* * 18m? )=0 
> 9m*+6m*+12 — 9m* – 18m*=0 

> 12=12т? > +1=т 
*En (I): Ту: y=x-1=>T,: 0=x- y-1 
*En (D): Tas: y=-x+1>T,: O=x+y-1 
EJERCICIO 11 : 


Resolver el problema anterior usando otro método 
de solución. 


RESOLUCIÓN : 


* Para resolver el problema con otro método diferente 
al método del discriminante : podría ser el ШГ método 
estudiado . 


20 ay EL 
> {а?=3 = a=/3) ^l ь?=2 > b=/2) 


> e =a?+b? > с2=3+2 — c- 5 


T,:y-O=m(x-1)> y=mx-m 
Ту: 02mx — Y — m......... (E) 


* Por propiedad: 2 
d(F,; T,) xd(F,;T,)-b 


I/5m - m]. -/5т-т) _, 


т?+1 т?+1 


Мт —mlx|_Jóm+ml_, 
т?+1 
> (Vóm - m)(J&m*m)|-2m^«2 
>|5m? - т2|=2т°+2 > |4m2|=2m?*+2 
> 4т?=2т?+2 > т=+1 
*En (1): T,: x-y-1=0 
* En (I): Тә: - x - у+1=0 > T, : a+y-1=0 
EJERCICIO 12 : 
Se tiene una hipérbola de focos F,(7;-3); F,(-3;-3) 
y una tangente T: 5x-3 y -28=0. Hallar la Ecuación 


de la hipérbola y la excentricidad . 
RESOLUCIÓN : 2 


= 
Т: 5х- Зу – 28=0 0 


28/5 
(x-h) (»-kR? V. 
е i — 1.22) 
a? b? 
* C(h; k): punto medio de РР, : 
X 
-3+7 3-3 


=——=2 Ak==—=-3 
2 2 


C(2;-3) > |F,F;|-2c 
>|-3-7|=2c > 5=c 
* Por propiedad: d(F;T)d(F,;T) =b? 
I3549 - 281, 1-15+9 - 28l p2 

V34 V34 


> 16x34 62 > 16=b? 


> c*-a? +b? > 25+а?+16 > 9=а? 


(х – 2)2 (y-34 

*En PL 0s 
(a) 9 16 

* excentricidad : etas 

a 3 


=1 


EJERCICIO 13 : 
2 2 


x 
Se da la hipérbola n y una tangente 
a 


; cualquiera a ella ; A es el punto de intersección de 
la tangente con el eje X; В ез Ја proyección del 
punto de tangencia sobre el eje X . 


Demostrar que [oalx|og|-«^ 
RESOLUCIÓN : 
* Debemos demostrar que : lg Allop|=a? 


x? 2 
* Ecuación de la hipérbola : <= s у= 
а 


Т: 07 D LAT: mb? - ma? y - a*b*-0 
a? 17 
* Se hace y=0 : 


2 2 
nb?x-atbi=0>1= > a(*;0) 
n n 


* Comprobando охх loBl-«* 
* 2 


ү] 


а 
> —xn=a? > а?=а? 
n 


EJERCICIO 14 : 
Desde el punto A(0;-5) se trazan tangentes a la 


“hipérbola x?- 4y?=20. Hallar el ángulo agudo Ө que 


forman las tangentes. 


“RESOLUCIÓN : 


E з? x? — 49-20... (2) 


UPS. Ep 
20 8 
= {а?=20 = а=2./5} ^ (0*=5 = ь=/5} 
>T,: y+5=m(x-0) 
T, : О=тх- y — b........... eee () 
*De (I): у=тх- 5............. PANE (1I) 
Yi 


* (II) en (a) : x? - 4(mx —6)?*—20 
> x? - 4(m?x? - 10mx+25)=20 


> x? — 4m? x? - 40mx+100 - 20-0 
> x*(1- e )*x(40m)- 120-0 
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* Por ser tangentes: b? - dac =0 

(40m)? — 4(1— 4m? )( 120)=0 > 1600m* &480(1—4m* )-0 
+160: 10m*+3(1-4m*)=0=> 10m*+3-12m*=0 
LB Ja 


Eu Em 
*En (D: Тү: n =y-5=0 >T,: V3x - /2y - 542-0 
* En (II): Ta: Hay 6202: V3x+/2y+5/2=0 


“V3 4S 2/3 -24/8 
MESA O 9 
тл Y fi E 
X42 J 142 2 2 


ЕДЕ 
CONJUGADAS 


Dos hipérbolas son conjugadas cuando el eje 

transverso de cada una es igual al eje conjugado de 

la otra . Son hipérbolas conjugadas, si la Ecuación 
25 129 

de una hipérbola es : zh qvissdscassessese (И) 


Entonces la hipérbola conjugada de (1) tiene por 
з y? 

Ecuación: 75 -— —5=1. 

* La segunda Ecuación se puede obtener de la 


primera Ecuación (I) cambiando los signos de los 
términos del primer miembro . 


* Como se aprecia en la figura dos hipérbolas 
conjugadas tienen el mismo centro y tienen las 


: сле Ж: 
mismas asíntotas : g ; de 1 
* La conjugada de H, es H, y viceversa : 
£j 4 г y HE 
m | X:i-not ml 


: asíntotas 


Z, y 2, 
CASOS ESPECIALES DE 
HIPÉRBOLAS EQUILÁTERAS O 


RECTANGULARES 
y 
Sea p ъ? =1, la ecuación de una hipérbola 
horizontal canónica equilátera. Por ser equilátera 
2 2 
ENT 
a=b: —-—- 
ata? 
* Ecuación de la hipérbola equilátera horizontal : 
х? - yf-a? 
* Posición inicial de una hipérbola equilátera : 
Ei Y, L 


Vamos a girar las asíntotas hasta que coincidan con 
los ejes. 


PRIMER CASO : Vamos a girar las asíntotas 45° en 
sentido antihorario. Las ramas de la hipérbola están 
en el / y III cuadrante. 

Sea L la recta que contiene al eje transverso. 


Datos deL: (0; 0) y m=1 
* Ecuación de L: y - 0=x-0 


F/(x,5y1) e L:0=x, – y, 
a RS {| 


эрк > Ја +у2=2 


усл E o y 
* (Den (II): 2х?=е? 


> == > En (1): n= 


> E rs emo c?-a? +b’, por ser equilátero : a=b 
ay2 _ay2 
2' J2 
* Por simetría: F,(- a ; - a) 
Hallaremos la Ecuación de esta hipérbola aplicando 
la definición de la hipérbola : [EF;|- |EF;|-2a . 


> Mixta)? +(y+a)? - Jt -aF «(y -a)* -2a 

2 2 
(Mix + af (yaf) "ie isa a)**(y - aJ) 
=з tarta? + +2ay+a Pe 3 adis - a? +y- айчы - TE — Say iui. 


> 4ax-4ay-4a* 44a |(x а) «(y - a? 
4а: x+y=a+ (ea) (y - a 
2 
(xy - aJ*- (fc -a)* ty а) 
= x^ y^ ka? 42xy - 2ax - 2ayzx? - Зах+а?+у? - 2ay+a? 
> 2xy-a? ^ 
* Ecuación de la hipérbola equilátera : 2y= 5 
SEGUNDO CASO : Vamos a girar las asíntotas 135° 


en sentido antihorario . Las ramas de la hipérbola 
están en el M y IV cuadrante . 


Sea L la recta que contiene al eje transverso . 
Datos de L: (0; 0) ; m=- 
Ecuación de L : y - 0=-1(х – 0) 


ов? > eza о E( 62 SP) > кеа) 


L Elx;y) 


L, 


F(x; Уу) € L: Siem 
Y не RN Pu MEN 1 


>|0F|=c > de +y? =e 


A i) 


* (I) en аў? 2х?=с? 


de e с 
> BU MD 


al e — e 
En (1): y,2—— > Е, ET $) 
> RS O 
* Como є?=а?+Ь°? por ser equilátera : 


a=b > c?-2a? > e=a/2 > E 


-a42 a2 
> F¡(-a;a)Por simetría F5(a; — a.) 

Ahora hallaremos la Ecuación de esta hipérbola 
aplicando la definición de la hipérbola: [EF;| - |EF;|-2a 


V(x – а)? +(у+а)? — J(x*a)* (y -a)* -2a 
2 2 
> (/(х - а)#+(у+а)#) =(2а+ж+а)#+(у- a) 


> x? - Зах+а?+у?+2ау+а? 

24a? +4al(x+a)?+(y - a)? +x?*+20x+0 «y? - 2ay4a? 

> -2ax+2ay=4a*+2ax — 2ay 44a (xa) *(y- а)? 
> 4ay-4ax *4a? 44a (x *a)* 4 (y - a)? 


+4а: y=x+a +(x +a)? +(y-a)? 
2 
-=-аў 2 +2ах+а?+у? - 2ау+а? ) 
25. 2,,2 2 2,,2 2 
х°+у $a - 2xy – 2ау+2ах=х +2ах+а“ +у“ 2ау+а 
> -2xy-a* а? 


Ecuación de la hipérbola equilátera *Y=— 7» 


* Análogamente si se trata de hipérbolas es eu] 
ordinarias : 


GIOIE M C3 Т ЛА 
TERCER CASO : Ecuación de la hipérbola equilátera 


E 2 
ordinaria : (x- (y =h)=5 


ird 


0 X 
CUARTO CASO : Ecuación de la hipérbola equilátera 


ordinaria : 
Y; a? 
D (x- hy =Rk)=--7 
C(h;k) 
0 Ж. 


EJERCICIO 15: 

Hallar la Ecuación de la hipérbola equilátera que 
tiene por asíntotas los ejes coordenados. La hipérbola 
es tangente a la recta L: x-y+2=0 siendo el punto 
de tangencia el vértice de la hipérbola. 


RESOLUCIÓN : 


х |у 

L:x-y+2=0 0 |2 

-2|0 

* Ecuación de la hipérbola : 
2 
MEL 

Ранке neo (A 
2 (a) 


* Datos de L,: (0; 0) m=-1 
* Ecuación de L,: y- 0=-=(x-0) 
>L; x+y=0 
У е +у=о...............ә......(1) 
PY +90)... (ШП) 
2x+2=0 > х=-1 

En (1): y=1 > V(-1;1) 

> loy|=a > V2=a = 22a? 

> En (a): xy=-1 

CUERDA DE CONTACTO 


Si desde un punto exterior P, se trazan tangentes a 
una hipérbola , el segmento de recta que une los 
puntos de contactos se llama cuerda de contacto de 
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P, para dicha hipérbola. 


Así , como Pj(x,; y;)es un punto exterior a la 
hipérbola : L : b*x,x – a?y,y -a?b* 
ECUACIÓN DE DIÁMETRO DE 
UNA HIPÉRBOLA | 


Se denomina diámetro de una hipérbola al lugar 
geométrico de los puntos medios de cualquier 
sistema de cuerdas paralelas . Para determinar su 
ecuación consideremos la hipérbola 
bx -a?y? =a*b? 
P(x;y) un punto del lugar geométrico 
P,( жү; yj) y Ps(xo; Y2) los extremos de una cuerda. 
Como P biseca al Р,Р, se tiene :х;+х5=2х; 
91+Y2=2)-. 
* Además: P,eb?xi—a*y?=a*b? 

P, e b?x? - а?у? = a? b? 


Al efectuar la sustracción y operación se tiene : 


p 2 — 
y: Уз bF y m=2 ya 
*X;—X9 ау X;— X9 
Y 
P, 
L- 
X 


2 


Donde : m = pendiente de las cuerdas paralelas . 


b?x 
аёт 


Análogamete, para la hipérbola 52y? —a? 422a? b? 


Finalmente : L : у= 


RE EENEPEDNCERGDE. A 
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a?x 


ьт 
DIÁMETROS CONJUGADOS 
Si dos diámetros son tales que cada uno de ellos 


biseca a las cuerdas paralelas del otro , se les llama 
Diámetros Conjugados. 


la ecuación en un diámetro esL : L: у= 


En la hipérbola 5?x? — а?у? =а?Ь?1а ecuación 
del diámetro que biseca a las cuerdas de pendiente 


_ be 
“т” es: Li: y=_— 
ат 
Entonces la ecuación de su conjugada es : yzmx . 
: b? 
" " n 
Ahora si "m; "es la pendiente de L, . m, = = 
2 ат. 


Donde : MxM == 

a 
Vale decir es la condición para dos diámetros sean 
conjugados .En la hipérbola 5?y? – а? =а?Ьь? 


2 
se debe cumplir тух m pis 


PROPIEDAD INTRÍNSECA DE 
. LA HIPÉRBOLA 


2 2 
x 

La ecuación —5 – 75 —1; representa la propiedad 
a 


intríseca : 


Donde x' é y”. son las distancias dirigidas de las 
prolongaciones de los ejes conjugado y transverso , 
a un punto P de la hipérbola respectivamente. Es 
decir, como la parábola y elipse la propiedad 
intrínseca de la hipérbola describe su forma sin 
referirse al sistema de ejes coordenados. 


SiL : Mx+Ny+R=0 y Nx - My+Q=0 
Son las ecuaciones del eje transverso y conjugado , 
respectivamente. 


¿_Nx-My+Q . 3 Mx+Ny+R 


E utei ъ/м?+м? 


* Luego : 
( Nx - My+Q) OMx Ny R) _ 
a?°(M? +N?) bj(M?«N?) 
TEOREMAS SOBRE LA 
- HIPÉRBOLA 
TEOREMA 1 : 


La tangente a una hipérbola en cualquier punto P es 
bisectríz del ángulo formado por los radios focales 
correspondientes a dicho punto . 


v] 
Е,(-с;0) 


TEOREMA 2 : 


La normal а una hipérbola es bisectríz del ángulo 
formado por uno de los radios focales 
correspondientes al punto de contacto y la 
prolongación del otro . 


e.” 


Ffci0) X 


TEOREMA 3 : 
En toda hipérbola de eje transverso horizontal , las 


tangentes en los extremos de los lados rectos tienen 
pendientes que son numéricamente iguales a la 


excentricidad , esto es: m = +e 


TEOREMA 4 : 


El producto de las distancias de los focos de una 
hipérbola a cualquier tangente es constante e igual 
al cuadrado de la longitud del semieje conjugado , 


esto es: d,d, - b* 


TEOREMA 5 : 


La distancia de un foco de una hipérbola a 
cualquiera de sus asíntotas es igual a la longitud de 
su semieje conjugado , esto es: d(F; L)- b 
NOTA : 


À continuación se presenta un cuadro en el cual nos 
permite conocer dada la ,ecuación de variables 
genéricas (x;y) el tipo de cónica que representa: 


Ах? + By! + Cx + ру + Е = 0 


Relación entre 
los coeficientes 


Si: А=05В= 0 Es parábola 


Tipos de cónicas 


Si: A y B tienen 
signos iguales, 
А=0; B*0 


Si A y B tienen 
signos diferentes. | Es una hipérbola 


i 
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APOLONIO DE PERGA(CÓNICAS) 


Era contemporáneo de Arquímedes (286 a. de Ј.С. - 212 a. de Ј.С.), 
aunque algo más joven que él. Vivió la mayor parte de su vida en 
Alejandría y se le recuerda como «el gran geómetra». 

Se preocupó de llevara una perfección definitiva las matemáticas 
helénicas, especialmente la Geometría. Su obra fundamental son 
ocho famosos libros sobre las secciones cónicas que elevaron el 
estudio de las curvas de segundo grado a una perfección no 
superada durante siglos. 


Al comenzar su libro, Apolonio demuestra que tanto la 
circunferencia como la elipse, la parábola o la hipérbola pueden 
determinarse al cortar un cono con planos de distinta inclinación 
(por ello estas curvas son llamadas Сбпісаз), 


¿Cuál es el motivo principal de que las secciones cónicas ocupen 
un lugar tan importante entre todas las posibles curvas? 

Muchos años más tarde se comprobó que las órbitas de los planetas 
y las trayectorias de los cuerpos pesados son curvas de este tipo. 
Pero esto no es todo. 


La importancia fundamental de las cónicas reside en el aparato 
sensitivo del hombre mismo. Su capacidad de percepción depende 
principalmente del ojo. El hombre es, ante todo, una criatura que 
mira, y los rayos luminosos que penetran en el ojo o que de él 
parten en dirección contraria para construir la visión forman un 
cono (segün las leyes de refracción y convergencia de una lente 


biconvexa). t=0 tat, 


tz2t, 1-3 


Toda imagen de la realidad óptica, toda perspectiva, toda 
proyección, se presenta bajo forma de una sección cónica. Por 
tanto, no es exagerado calificar a nuestro mundo como «mundo 
de las secciones cónicas». 

En lo referente a la trayectoria de los cuerpos pesados, fue Galileo 
Galilei quien, en 1589, con apenas 25 afios y recién nombrado 
profesor de matemáticas de la Universidad de Pisa, inició los 
experimentos. 

Durante tres anos, Galileo se dedicó a lanzar objetos desde lo alto 
de la famosa torre inclinada, Logró probar que la trayectoria de 
uno de esos proyectiles es una parábola y que su recorrido vertical 
es proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido desde que 
fue lanzado. 


Naturalmente, Galileo y sus contemporáneos no se contentaron 
con lanzar piedras desde lo alto de las torres o acantilados. 
Rápidamente demostraron que la trayectoria descrita por los 
proyectiles de los cañones también describía una parábola. Y así, 
Galileo, Tartaglia y otros se hicieron famosos calculando todas las 
posibles trayectorias de una bala, variando la cantidad de pólvora y 
el ángulo de tiro. 

Una última propiedad importante de la parábola sembró terror 
entre las naves romanas que, en el año 214 a. de J.C., llevaban los 
50 000 legionarios del cónsul Marco Claudio Marcelo a la conquista 
de Siracusa. Los aguerridos romanos, que no retrocedieron ni ante 
los elefantes de Aníbal, estuvieron a punto de ser derrotados por 
un viejo solitario de 72 años. eu Ў A 


EDICIONES RUBIÑNOS 


PROBLEMAS Т, 


PROBLEMA 1 : 


Halla la ecuación de la hipérbola que pasa por los 
puntos A(3; -2) y B(7;-6), tiene su centro en el 
origen y el eje transverso coincide con el eje X. 


2 2 2 2 
x^ бу x^ 16у 
— e == „ыы =] 
Aa 1s B p 
2 2 2 2 
E Yo] x" 2-7 
4 16 25 144 


RESOLUCIÓN : 


BeH> E FE di an 


* De (1) y (ID: а? =4 y " =£ 


* Luego : н: бу 


ВРТА : “A” 


PROBLEMA 2: 

Los focos de una hipérbola son (-3;0) y (3;0) 
teniendo sus vértices las coordenadas de ( ~ 2;0) y 
(2;0), halle la ecuación de su asíntota cuya 
pendiente es positiva. 


N У5 2 
Ayt-- Bye Qas Jo” 
ise ЕУ 

Liy=-= 

¿dde 
“Pero: 20 =6 +0 =3 
2a=4>a=2 


b=9-4=5>b=/5 4: 5. 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 3: 4 
Una asíntota de una hipérbola es Y Ad el eje 


focal eseleje y y un foco está en el punto (0;-10). 
Escriba la ecuación cartesiana de esta hipérbola. 


А)9у? - 16x* = 576 В)16у? - 9x* = 576 
С)8у? - 4x? = 228 D)9y* - 16x* = 584 
RESOLUCIÓN : 
2 „2 
H: 2% -%=1 
nup 
b 4 
* Pero : J=—*; dato: У=—Х* 
a 3 
>b=4k y a=3k 
* Pero:c = 10 
* Ahora: 16&? = 102 - 9k2 > k = 2 
у? х? 
Р Pe M 
* Luego : 36 64 


=> H:16y? - 9x? = 576 
4 ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 4: 
Halle la ecuación de la recta que es asíntota а; 

9x? – 4y? = 36 3 
A)y-3x B)y=-3x С)2х= -3y D-53* 
RESOLUCIÓN : 
* Las asíntotas de cualquier hipérbola horizontal o 
vértical pueden obtenerse igualando a cero el 


segundo miembro de la ecuación correspondiente , 
y despejando y = F(x). 


Así: 9х? – 4y? = 36 
;2 
и: St. NS Ed і 0. 
4 9 9. 4 2 
RPTA : "D" 


PROBLEMA 5: 

Halle las ecuaciones de las asíntotas de la curva : 
144x? – 25у? = 3600 

AJ2x + 15y - 0  B)5x + 19у -0  C)I2x* 5y=0 

D)I2x + у= 0 Е)15х + 7у = 0 


RESOLUCIÓN : 
* Сото en el caso anterior : 
H: 144x? - 25y? = 3600 


He 
25 144 
2 2 
Уз? Р уы үш, paa 
144 25 25 5 
= 12x t ӧ5у=0 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 6: 
Halle la ecuación de una hipérbola cuyas asíntotas 


son y=22x y pasa por el punto (2;-5). 


9 x? 95? x? Бу? x? 
ID A —= a y À 
A 128 5 8) 125 4 С) 9 25 
RESOLUCIÓN : 
P(2;-5) EH 
* Asíntotas : y=22x 
* Por teoría : H=1(x;y)/((5x-3y)(5x+3y)=k) 
25%? - 9y = k — (2)? - 9(-5)? = К 
* De donde: k = ~ 125 $ > 
Uy нел БШ 
PE o Lr RPTA TA 
PROBLEMA 7: 
2 2 
Sea la  hipérbola v vmi m y la recta 


L : 9x+2y-24=0. Calcule el área de la región 
triangular determinado por la recta L y las asíntotas 
de la hipérbola. 

А)6 В)7 С)8 
RESOLUCIÓN : 


D)10 E)12 


—S-12 : ра 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 8 : 


(x —4)* 


Р 2 
Los focos de la elipse (ARIS 
a 8 14 


= 1, 50П 105 
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vértices de una hipérbola y a su vez los focos de 
ésta ültima coincide con los vértices de la elipse. 
Halle la ecuación de la hipérbola. · · 


0-2 (x-1*. o- = 6-17 
y Өл ет. A 

(- ce _@-1# _ Wee 
C) SEG DEA 


RESOLUCIÓN : 
* En la elipse se tiene: а? = 14 y Б? = 8 
ic? =a -b° = 14-8 =6 —ecz46 

* Para la hipérbola : a/6 y e-414, además : 
C(1;4) 

c-a +b 14=6+b >b=8 
* Cómo la ecuación de la elipse es de la misma 
forma que la ecuación de la hipérbola. 

2 
pg, 4 GM. _, 
6 8 

PROBLEMA 9 : 


Halle la ecuación de una hipérbola con centro en el 
origen de coordenadas , focos sobre el eje Y, lado 


RPTA : “В” 


16 
recto de — y Іа 


3 pendiente de una sus 
asíntotas es Ж 
4 
A)16y! - 9x* = 36 B)9y:- 3x! = 36 


C)16x* - 9y* = 36 


D)9x* - Зу? = 36 
RESOLUCIÓN : 


3 
L;m-- 
rd 


* Por dato: ER 62, 5 =3а... „.@) 
Б] а 


* Por teoría : ү. Sys Ex 


* Por dato : у= 
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* En (1): 16k? = Sk) ku 


* Luego la ecuación de-la hipérbola es : 


4 
=» H: 16y -9 =-36 
: ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 10: 


(x-h) (y-k)? 


=1 esuna hipérbola con focos 
a? 9 


F, = (9 ; 2), F, en el H cuadrante , un vértice se 
encuentra en el eje * У”, halle a : 
C)3 


A)1 B) 2 
RESOLUCIÓN : 


D)4 E)5 


* De la figura: 2с = 2(9-a) > a*c29-. (1) 
* Pero: b? = 9=с - a? —» (c + a)(c - a) 9........... (II) 
* (1) en (1): 9(c -a) 29 с=а + IL. (Ш) 


* (Ш) en (1): а+а +1= 9 52а=8 уа = 4 
j RPTA : “D” 
PROBLEMA 11 : 


Halle la ecuación de la hipérbola que la distancia 
entre sus vértices es igual a 24 u la coordenadas de 
los focos son ( — 10; 2); (16; 2) 


2 2 2 
(2-3 0-8 ,  pgj(x-37 (9-28 _, 


Aid 25 169 144 

(x +2 (y+3 )? (х+3)? (y42) 
z- = а to 70) 

с) 144 np 97 25 


1359 [EN MIPEREOLA 


*Dato: 2a=24 —>a=12 

* De la figura: 20-226 => c=13 

* Por teoría: 
bP'zc-waba-1s5-12- 5-35 


(x-3) (y-29 
es DH:;———-————c-l1 
Luego 144 25 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 12: 
Sea la ecuación de una elipse 16x? + 25y? = 625, si 
los extremos del eje menor son los focos de la 
hipérbola cuya excentricidad es inversa de la 
excentricidad de la elipse. Calcular la ecuación de 
la hipérbola. 


RESOLUCIÓN : 


Ү 


* Dato : TE 
le 
2 2 
* Para la elipse: А 3+%=1 
и 
4 


2 
е? - — —25 e- 
* Excentricidad de la elipse : 
15 
LUIS ad ud 78 
m * 25 eum 
4 


* Excentricidad de la hipérbola : e, 


«ы DL IJI E DE M 1-9 Ӯ Y [y 


*Eneldato: e, -—oOm-l- 


alo 


5. 
* En la hipérbola: с=5 за = 3 
*Porteoría: p2 52. 92 , 52.4 


2 2 
y^ x 
H:———--l 
a? b? 
у? xi 
* Reemplazando valores: H:v-- =1 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 13: 


Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, 
eje focal real sobre el de coordenada “y” que pase 
por los puntos (4 ; 6) y (1 ; - 3). 


n. аА p sx AS wt 
Na 41 Be 18 CH g^ 
5 5 25 
RESOLUCIÓN : 
Y 


* Ecuación de la hipérbola ; 
E y: р 
Ж 
H:———-- 
a? b? 
3) €H, entonces se cumple: 


* Pero : (4; 6)-y (1; - 


«De @) y (1: 
1 4 
ijt 4 
=> 4b? +4 =Ь° +16 = ЗЬ? - 12 b? - 4 


* En (D) : 
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: e 
INE A 
A) 2 y 


* Ahora si tenemos la ecuación de la hipérbola 


LS 
H: 36 z 1 
5 RPTA : "A" 
PROBLEMA 14: 


En una hipérbola eon centro en el origen; *y" eje 
focal sobre el eje de las abscisas , la distancia de 


uno de los focos F( 2/3; 0) a una de sus asíntotas 
es 3, entonces la ecuación de la hipérbola es?. 


asit 2 уз 
BI. C) 5 1 


БЕ UCIÓN : 
* Forma de la ecuación buscada 


Я b 
* Las asíntotas son: Y= 29 x 


* Si F(c; 0) es un foco y R, : bx*ay = 0 es una 
asíntota, 


entonces : 
* Propiedad : d(F; £,)= Ea e ер 
* Luego : b +a > 


* La distancia de un foco de una hipérbola a una de 
sus asíntotas es igual al semieje conjugado”. 
* Según esta propiedad : 
b-43 усото F(2/3;0)> е= 2/3 
* Además: с? = а? + b?,12-za! +3 >a’ = 9 
* En (1) ; se concluye: Бох 
х2 -3y = PIRE а 
H:x"-3y' =9 > Н 2.5 » 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 15: 
Las  asíntotas Яе una hipérbola son las rectas 
x+y= 0 y x - y=0 y sus focos los puntos F,(4;0) y 
F, 4; 0), entonces la ecuación de la hipérbola es :. 
2-22 S. og e Lac) 
M IIA SE MER 
p 6 6 i3 €) 8 8 1 


RESOLUCIÓN : Y| 


EDICIONES RUBINOS y 


L:ix-y=0 y Q:x+y=0 
* Entonces la hipérbola es equilátera 
* De la figura: c= 4 
* Pero: c?-a? +а? > 2a? - 4 
a? =8 >a? « 24/2 
* Ecuación ordinaria de la hipérbola equilátera es: 


x? y? 
x -y =а? — х®-у? = ВН гесе 
RPTA : “С” 


PROBLEMA S16: 


Halle la ecuación de la hipérbola con centro (0;0) 
de manera que los focos estén situados sobre el eje 


“X”, la distancias entre las directrices es a 
que pasa por el punto P(1; 2). 
A)20x* -y* = 20 В) 5x*-y? = 1 C) 20x* —y*=1 
D)20x* -у? = 18 Е) 5x! -y?=2 
RESOLUCIÓN : 
* Dato : 
с(0;0) en el origen ; F, € x л F, € x. también : 
2 
ME са - e = а®./30...........(1) 
c 2 2 
* La ecuación de la hipérbola es: ИН: lu zm 
a 
* Pero por dato : P(1; 2) c H 
1 1 
-— as. -4= bi —— тоз ай (II) 
* Por teoría; с? = а? + b? Шш... e (HII) 
* Reemplazando (III) en (1): 
JOE a? zb esM eere (MV) 


* Reemplazando (IV) en (1): 
1 4>b*(1-a?)=4a? 


а? p 
>? (30a? —1) (1-a?)=4a? 


* Resolviendo: а? = ZA p? -1 


* En consecuencia: Н : 5х? – y? = І 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 17: 


2 2 
Si la hipérbola ху. = 1 calcular el área 
279 


máxima de la región triangular cuyos vértices son 
los extremos del lado recto y uno de los vértices de 


la hipérbola. 


A)4(2*413) B) 
RESOLUCIÓN : 

* Dada la ecuación de la hipérbola : н. x? st =1 
* De la ecuación : f 


89:24151, бт ЗЕЛЕ D) $ed) 


a?=4;b*=9 entonces: с? = 4 + 9 —c = /13 
Yi 


Led 


2 b? 
x(4+c)>8=5(6+0) 


* El área pedida será : 


Зе : 
* Reemplazando valores: S =S (24413) 


4$ RPTA : “р” 
PROBLEMA 18 : 

Un barco en el mar puede determinar la diferencia 
de sus distancias a dos transmisores fijos midiendo 
la diferencia en los tiempos de recepción de señales 
de radio sincronizadas. Esto pone su ruta sobre una 
de las ramas de una hipérbola , con los dos 
transmisores como focos. El sistema basado en este 
principio se llama LORAN (longrange). Aplicado al 
siguiente 

CASO : 


Dos estaciones LORAN están separados por 200 
millas a lo largo de una costa recta. Un barco registra 
una diferencia de tiempo de 0,00086 segundos entre 
las señales LORAN; establezca un sistema de 
coordenadas apropiado para determinar dónde el 
barco alcanzara la costa, y si continúa sobre la 
trayectoria de la hipérbola correspondiente a esta 
diferencia de tiempo. 


(Velocidad de la señal = 186 000 millas/segundo) 
RESOLUCIÓN : 
Y 


* Como la diferencia de tiempos es 0,00086 — 
la velocidad de la señal de radio es 186 000 mlls/s, 

la diferencia 2a de distancia del barco a cada estación 
essc 2a = (186 000)(0,00086) 


>32a = 160 =a = 80 millas. 


El vértice de la hipérbola correspondiente es (80; 0) 
y como el foco está en (125 ; 0), al seguir sobre esta 
hipérbola , el barco alcanzará la costa a 45 millas de 
la estacion principal (la más cercana al barco). 


PROBLEMA 19 : 
Halle la ecuación de la hipérbola equilátera con 
centro en el origen y que pasa por el punto (5; - 3). 


А)х?- y? = 16 В) х? у? = 10 С) х*-у? = 8 
D)x*- y? = 1 E) ) x*- y! = 20 


RESOLUCIÓN : 
* Ecuación de una hipérbola equilátera es: 


а = 256 —a- 16 
* En consecuencia: H : x?- y? = 16 
PROBLEMA 20 : 
х? у? 
3 


La ecuación de la hipérbola - b =1 tiene 
a 


excentricidad de Ed y directriz х= +5. Halle a?+b?. 


2 
A)4 B)5 
RESOLUCIÓN : 


C)7 D)9 E)11 


*De(Dy():a-2;c23 


P =с? -a =94=5>b=v5 
* Luego : е аә =ә 


ВРТА : “D” 


E яз 


PROBLEMA 21 : 


522,2 
Halle la ecuación de la hipérbola 3. — No =1 tiene 
a 


excentricidad de i y la directriz x — X +5. 
A 2 y 
Ese E Tr lo 


boro. Он Уу 
Ee. 


* Directriz : 
* De (1) y (Ш): 
b?=c? -а2=9-4=5 > b’ =5 


xm oat 
Hg. 


ones bb) 
z2:ycz-3 


2 _4 
E 


ВРТА : “С” 


PROBLEMA 22: 
Dada la ecuación de la hipérbola : 


х? y 
H A = 1. Halle la ecuación del diámetro de 
a" b 


la hipérbola (lugar geométrico de los puntos medios 
de cualquier sistema de cuerdas paralelas a los ejes). 


RESOLUCIÓN : 
* Para determinar su ecuación consideremos la 


hipérbola H E] za =1 P(x;y) un punto del lugar 
a 


geométrico, P(x ;y,) y Р(х„у„) los extremos de una 
cuerda. 


Como P biseca al segmento 
РБ» => x, +x, =2x, y, + y,=2y 
*Si рен -=ъ?°х? -a?y? 2 a?b? 
P,cH— bx; - a^ y; 2a? b? 
* Restando ambas ecuaciones se tiene : 
b*(x, +x Mx x,- а?(у,+у,)б, 5 yj) =0 
> b'Qx)(x, - x) - “Ox y) = 0 


> b? 
* de donde : 3792.9 
Lr ky GY 
* Pero : 
m=%22 (pendiente de las cuerdas paralelas) 
AR 


>L:y= GL jem-a 


Nótase que el lugar geómetrico es una línea recta 
que pasa por el origen , osea por el centro de la 
hipérbola; su ecuación es ; por lo tanto , la ecuación 
de un diámetro de la hipérbola. 


Análogamente , para la hipérbola de ecuación 


H у? 


АЕ. la ecuación de un diámetro es : 
a? b xt i 
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PROBLEMA 23 : 


X - S ON 
Seala hipérbola cuya ecuación es: *L_Y_ y. 
а? b? 
Halle la distancia del foco de la hipérbola a una de 
las rectas asíntotas. 


be ab 
Aja B)b C)c D) zr E) 7 
RESOLUCIÓN : 
* Jas asíntotas son de la forma : BAN 
a 


Si F(c;o) esun foco y R,: bx + ау = 0 es una asíntota 
L- [be + 0| bc 


= aii )=—=җ 
be 


PROBLEMA 24 : 


En una hipérbola , con centro en el origen y el eje 
transversal contenido en el eje de las abscisas , la 


distancia del foco F(243,0) a una de sus asíntotas 


es ./3. Halle ; la ecuación de-dicha hipérbola. 
А)Зх? – у? = 9 B)2x*-3y* $8  Cjx*-y?=8 
р)х? – 2у? = 8 Е)х? — Зу? = 9 
RESOLUCIÓN : 

* La distancia de un foco de una hipérbola а una de 
sus asíntotas es igual al semieje conjugado. 


2 
x 
|: PA mp ud) 

gs b 
* Según esta propiedad : 5 —./3, y como F(24/3;0) 
—ec- 243, además : 

с =а? +0? => 12 =а +3 => а = 9 

* En (D: Н: x: - Зу? = 9 


, entonces : d(F;4,) 


RPTÀ : “В” 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 25 : 
Un punto P(x;y) está a igual distancia del punto (4;0) 
que de la circunferencia x*+y?=4, entonces P 
pertenece a una : 


A)Recta B)Circunferencia ^ CjParábola 
D)Elipse E)Hipérbola 
RESOLUCIÓN : 
Ү 
Р(х;у) 


* Por distancia entre dos puntos : 


(d t2) EX y! „сосна (1) 
Ф = (x - 4) + Y? нн (IH) 


"DeM: а? +y -2 
z En (02: (x? + у? - 2 z(x-4f + y? 


* De donde : (x-2)? E 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 26 : 


En una hipérbola de focos F, у F}, los punlos A y В 
pertenecen a una de las hojas . La circunferencias # es 


tangente a F,B, F,B y AF, , Calcule la medida del arco 
‚ determinado por АЕ; en #. 

A) 0° B) 90° C) 30° D) 180* 
RESOLUCIÓN : 

* En la hipérbola: b-a =c-d >a+c=b+d 


E) 37/2 


=> ЈЕ, а FB : [circunseriptible 


> AF, es tangente a £ 


ВРТА : “А” 


GEOMETRIA Гам 
PROBLEMA 27 : 


circunferencia tangente a la prolongación de Е,А en Т, 
ala prolongación de BF, y ala prolongación de F,B . 


Si AT - AF,-K, calcule POT(F,;€ ). 


EN 


RESOLUCIÓN : 


AK 
С) К*/2 
B) K*j4 
D) K*/9 
E) 4K* 


* En la hiperbola: a-d=c-b => a-c-d-b 

= П AF,BF, g ex - inscrito. 

E £^ tangente а AF, . 

* Piden Pot (F,;8) =? 

* Por (Fz; F) = (E, L)? - 
=F; L = АІ АР, 

* Pero: AL = AT í 


L4 


> Pot (Е,; F) = К? 
22, RPTA : “A” 

PROBLEMA 28 : 
Discutir y graficar la siguiente ecuación: y?= х? + x-6 
RESOLUCION: ` 
De la ecuación general : 

| Ах?+Вх у +Су?+рх +Еу+ Е= 0. 
*Si B=0 y АС > 0— la gráfica es una elipse, un 
punto elipse o ningún lugar geomérico . 
*SiB=0 y AC < 0> la gráfica es una hipérbola ó 2. 


Se muestra una hipérbola de focos Р, y Е, sea g 


азва EE NWXCICLOPEDIA 2012 


Se tiene la ecuación: x?- y?+x- 6=0 : 
donde : A=1;B=0;C= -1; AC<0> la gráfica es una 
hipérbola o dos rectas que se cortan. 


Transformando la ecuación se obtiene : 
2 
(x+ 1j "i y? 
2 2 
(5)2 (5) 
а=ь=5 s E, 2:0) 
v,=(-1 ¿0)+5(1:0)=(2:0) 
1 2 , 2 , з 
у,=(-2;0)-°(1;0)=(—<3;0) 
2 2 , 2 3 


GRAFICA : 


de donde: 


PROBLEMA 29 : 

Dada la hipérbola H uno de cuyos focos es (2; 0) ; si 
la recta : L-((11; 9)+t(—1;1)/te R} es la 
directriz de H correspondiente al otro foco . Hallar la 


ecuación vectorial de la hipérbola H sabiendo que 
la excentricidad de la hipérbola conjugada de H es 


42 
RESOLUCION : 

Т 2 2 1 x? 4 
“La hipérbola = x ,esconjugada de af e 
* Según esto para Н: b=aWe? — 1............... (D) 
* Para su conjugada : a—b.Je? — 1................(Ш) 
* Por dato: e,=/2 


* En (I): a=b = e=/2 
* También . 
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L=((11;9)+t( - 1;1)/t e Rjó x+y-20=0 
distancia del foco F,(2; 0) aL;: 
CHR aci es М8 124020] 
d(Fs;L,) аел За 2 EET 


* De donde : a=b=6 


I 1 1 T sd 
* Tambi * zie =45 t= IA 
ambién : y ( "x 3r | z’ 5) 
К 4 
F,=F,+(aeJú=(2;0)+642 ($ X) 
Е,=(8;6) 


* Ecuación de Іа d 5 


Ш =] 
Е=4(8;6)+х (—— y (- } 
| T T 12°? 
PROBLEMA 30 : 
x? y? 
I) Sea la hipérbola Н: —5%=1 y un punto 
ASIA AR 
Р,=(х;уу)є Н. 


Demostrar que el producto de las distancias de P,, a 
las asíntotas de H es una constante igual a : 
a?b? 

a? b? 
II) Deducir analíticamente la longitud del dq recto 
de una elipse. "S 2 
RESOLUCIÓN : yh 4” 
I) Las asíntotas de H = у=! 
serán las rectas : 


L; bx- ау=0 
L; bx - ay=0 
*Utilizando. la fórmula de 


distancia de un punto a 


una recta , tendremos : 
„ЙУ су]. ау|. 


1 /ь?+а? 


_ |Ьх+ау| 


Vb? +a? 


* Luego : 
dd, _bx-ay|bx+ay| _ «ж ANS 
a? b? a^ «b? 
* de la ecuación se obtiene: 5?x? – а?у?=а?Ь? 
a?b? 
Hog orar gear 


II) Sea la mitad del lado recto de una elipse 2x 
Se sabe que : 


\ el vector dirección del 
- eje focal, entonces : 


cM HDI 


х+ух?+4а?е? 22a 


* de donde : 
aca (1-04) AAA E 
* además , en una elipse : 


b^ma! (15a Jeremias наннын (11) 
b? 
* (II) en (D: x=— 
a b? 
* longitud del lado recto: 2x-2—— 
a 


PROBLEMA 31 : 


El centro de una hipérbola es el punto (4; 5) y uno 
de sus focos e$ (8; 5), si su excentricidad es 2 . hallar 
su ecuación y las longitudes de sus ejes transverso y 
conjugado. 


RESOLUCIÓN : 
* Según la figura ,g; es 


а=(8;5) - (4,5) 24(1;0) 
>uú=(1;0);ú*=(0;1) 
* También : 
[F,F¡|=1(4;0)=ae=4 


* Pero b=2 > a=2 


* Por otro lado b=a e*-1> b-243 
A :((4;:5) 9x (1;0) +y'(0;1)} 


x? y? 
* Donde LEE re E , por lo tanto : 


* Longitud del eje transverso 2а=4. 


* Longitud del eje conjugado 295 —4./3 
PROBLEMA 32: 


I) Dar la definición de parábola y demostrar que | una 
parábola con vértice V(h; k) y eje x tiene por 
ecuación: 


GEROJIETRIA MS 
TE RJ? Eph) 

Las asíntotas de una hipérbola forman un ángulo 
de 60* con el eje transversal (eje focal). Hallar su 
excentricidad. 

RES OLUCIÓN : 
I) Parábola : 


«Es el conjunto de 
todos los puntos que 
equidistan de una recta 
fija (directriz) y de un 7 
punto fijo (foco) que se |k 
encuentra sobre su eje 
de simetría (eje focal)». X 
Sea L, directriz de la parábola , entonces por 
definición: 

d(P;L)-d(P;F)-»|P«x'|-|FP| 
* Donde : FP=(x'- p)uy'ü! = FP=(x'- p;y) 
*luego: p-«x'-(x^-p ; y’) 
* efectuando se obtiene : y =4p x" ............... a) 
* donde y'=y-k ; x'zx-h 
* Reemplazando en (1) : (y - k)? = 4p(x — h) 
II) Para una hipérbola sabemos que : 


=aJe?-1> 2 (е? -1 
* Por dato : 


1g60- {е 1-3 


je -1 og 


PROBLEMA 33 < * 


Hallar la ecuación deu ¡ahipérbola con eje ЕРА 
а 105 ејеѕ соо 65 y centro en el orígen , 
sabiendo que cia entre focos es 12 unidades 


yel lado rectó es igual a los + de dicha distancia. 
Además em 


AP SCICEOPEDIA 2012 


* Además se sabe que : һЬ?=а?(е?—1)=(ае)?-а? 
donde: b?=4a y ae=6 
reemplazando y ordenando : 


а?+4а —36-0 = a=- 2+2/10 
* Por lo tanto : a?=44 - 8/10 
b?-8410 -8 


* Las ecuaciones serán : 


EA 
44-8410 810-8 


nem xt 22] 
' 44-8 /10 8/10-8 ; 

Ү 

Е, 


PROBLEMA 34: 


Dada-la elipse g-4x?4 997-72 . Sea Yuna 
hipérbola cuyas asíntotas son las rectas normal y la recta 


tangente a la elipse en el punto (3;2). 


Si el eje transversal de la hipérbola no corta el cuarto 
cuadrante у la distancia entre las directrices de Fes 
4/2 . Hallar : 

ЇЇ а ecuación vectorial de 2. 

Il)La ecuación vectorial de las rectas que contienen los 
lados rectos de 2. 

RESOLUCIÓN : 


* Sean N y T, las rectas normal y tangente, 
respectivamente 


N LT =la hipérbola es equilátera 


* Luego: a=b ; pero: bae" 2 2 

* efectuando : e=/2 

* Por dato : distancia entre directrices =2% 4/2 

e E 

* Resolviendo : a=b=4 i 

* Ecuación de la recta tangente a la elipse 
£:4x?49y?— 72 

* Si (x; y.) — (3; 2), es punto de tangencia , entonces; 

la ecuación de la tangente estará dada por : 


dxx +9yy,=72>312x+18y=72, luego : 


T:2x+3y-12=0> mp=-5 > ту=5 
* Vector dirección de la tangente = 


: -2 " 3 -2 
E Урааа СЫЕП 
* Vector dirección de la normal = 
amar) 
So e LAE I 
*Sea d ,elvector dirección 0 eje focal : 
cr УЖА”! ТЇШ! 
=> Vector unitario del eje focal : 
A 0, E, 
J26' J26 ' 26° J56 


* Ecuación de la hipérbola : 


5 1 1 5 
108,2) +0 (233) +Y( - у 
=:{82+ e Ta YT A 
a pea 
16 16 


II) Ecuaciones de las rectas que contienen a los lados 

rectos. 

Sea LR , la recta que contiene al lado recto : 
F,-F,*(ae)ü -(3,2)4442(—9... 


726° 26° 


808+. 2847.) 


20 а 


Е,=(3+ :2+——— 
г J/13 лз) 
* Por lo tanto : 
20 4 

LR,=1(3+—32+ — )+t( —1;5)It e R 

1 {в T3 113) ( -155)It e | 
* También : 71 20 4 

іёп: pi i Regan АИА т ERA 37 


20 4 
LR,-1(3—--——;2-— )+г(-1;5)гє R 
=f As? Jia ' ев) 
PROBLEMA 35 : 


Sea @ una circunferencia con centro F, . el cual a su 
vez es centro de la hipérbola 3€ . Se sabe que Scorta a 


la asíntotas de 3€ en (5; 45) y (101;-27), además 
(65; 25) € € , el vector dirección del eje transverso tiene 
sus componentes ambas con el mismo signo y el lado 
recto mide 90 и. Hallar la ecuación vectorial de Ж. 
RESOLUCIÓN : 
* Sean: M(5; 45), N(101;-27) y P(65; 25), puntos de 
la circunferencia . Hallaremos las mediatrices M, y 
M, de MP y NN respectivamente ; intersectamos y 
encontramos F, procediendo se logra . 
M;,2((85; 35) +i (1;3)/t e R} 
M>3=1(53;9)+r(3; 4)]r e R} 


* Intersectando M, y M,: F,-(5;-55) 


ET. Sean L, y L, asíntotas de W . (M; F,) eL, y (N:F,)e L 


* Por lo tanto : vector unitario de L,: 4,=(0;1) 


24 7 

x ax) 
25 25 

* Por dato, las componentes del eje transverso tienen 
el mismo signo; esto lo logramos cuando el eje focal 
tenga pendiente negativa , por lo tanto : 


vector unitario de L,: Ug=( 


SAN. 24 18 VM uem ES 3.4 
гӣ=й,-й,=(- 5255) ü-( ssl) 
2 


* Por dato 90 2 (1) 


* De la figura :- ai + bii  —ci, 


* Reemplazando y efectuando : 


* De (I) y (II): a E pao 
* Ecuación vectorial de W : 


GLOJINETIRETA [3s m 0 ——EDNCICLOPEDIA 2012) 
a a 
uU ary. кессе 
‚2 d * La tangente en P,(x,;y,) a la hipérbola ез: 
* а CH TAO IN 2 
Donde : (405 2 (135, = d?x,x-a?y, у=а?Ь?. 
16 4 * Luego interceptando se obtiene : 


PROBLEMA 36 : 


Demostrar que la tangente a una hipérbola en 
cualquier punto es bisectriz del ángulo formado por 
los radios vectores. 


RESOLUCIÓN : 


* La ecuación de la tangente en P,(x,;y,)es: 
Ь?хух -а?уџу=а?ь? 

b^x, 

a^»; 


su pendiente : 2 = 


*Ahora la pendiente de los radios F,P, у Е.Р, son: 


m,- Y m= 3: 
x1—-€ xtc 
Y Us 
x;-c а?у; а?у? —b?x,*b?cx, 


it YB ENT 


pe 
> Tun0- — > 
су, 
bx, Y 5 1 
а?у, te AE - a? y, b ex, 


es x c?x, y; *a* cy, 


doa SS a?b ab? s] T a- аь -ab' | 
bx, - ay, "bz, - ay; bx, ay, bx, ay, 


* Ahora las coordenadas del punto medio del AB 


XATXp a b(bx,) a?b(bx,) _ 
2 b?x? - а?у? a?b* 

Ya+Ya_ ab” (ayy) ab (ay). 
2 bx?-a?y] | a?b? ! 


* El punto Р(х; y;) es el punto medio del АВ. 


PROBLEMA 38 : 


Demostrar que el triángulo formado en una tangente 
cualquiera a una hipérbola y sus asíntotas tiene un 
área constante. 


RESOLUCIÓN : 
* Sea la hipérbola : b?x? – a? y? 2a? x b? 
y sus asíntotas : bx -ay-0 ^ bx+ay=0 
* La tangente en р(х; yj) será: 

Ъ?х, -а?уџ y = a?b? 
* Luego se tiene : 


d o€5.. es. 
ау, -bx,' ау, bx, 


a?b 


U- (s ab? x 
bx, - ау; "bx, - ay; 


* Sea S el uc de la región triangular sombreada 
1 


а à 1 3p? y 
1 a а? + 
S-l|ex +bx, ay, -bx; -i > > заь 
72 а?ь ab* 1 [UT -aty D 9 r. rx 


zz added 


PROBLEMA 39 : 

Si P,(x ;y,) es un punto cualquiera de la hipérbola 
b?x? — a? y? 2 a?b? . Demostrar que las longitudes 
de sus radios vectores son | ex; ta | л |ex;-a |. 


RESOLUCIÓN : 


* Ecuación de la hipérbola : 


2 ,2 
x 
5-1 
a? b 


rj zd( B;F5)- la 0)! +y? .......(1) 


* Ahora como Pj(x;; уу) є а la hipérbola : 


2 2 

жуз Ур S 2 2 

22-621 > y =—у(®| a?) 
*En (1): 


b? 
љ= (5, -e) 4—,(xf-a?) > ғ =|ех, -a| 
а 


* Análogamente , para el foco izquierdo se deduce 
que r;-|ex,*a |. 
PROBLEMA 40 : 


Demostrar que el producto de multiplicar las 
distancias de los focos de cualquier tangente a la 


hipérbola b?x? — а?у? =а?Ь? es una constante e 
igual a 57. 

RESOLUCIÓN : 

* Como los focos están sobre el eje X : 


* Entonces : F¡=(-c50) ^ К„=(е;0) 
* se sabe que la ecuación de la tangente es : 
у= тх + Хаёт? - b? 
> І: тх-у+уа?т? -5?-0 


-тс+үа?т? - b? 


d(F,;L)= 


т?+1 
Jete? зерт 
«Арма: Аиа. м-н ай 
m? +1 
* Luego: : 
2 3 2 2,2 
ака) = Pe Y 
Jm? +1? 
b? 
D tr 2) 
m? (c? -a?)+b? 


d( Fi; L)xd( F;;L)— 
P )xd( Е, ) mil 


> |d(F;;L)xd(F,;L)-b* 


PROBLEMA 41 : 


Demostrar que la pendiente de una hipérbola en 
cualquier extremo de cualquiera de sus lados rectos 
es numéricamente igual a su excentricidad. 


RESOLUCIÓN : 

* Sea la hipérbola : b?x? - a? y? =а?ь? 

* la ecuación de uno de sus lados rectos es : у=с 
* Luego interceptando se obtiene: 


58) nado) 


* La pendiente de la tangente a la hipérbola en 


b?x, 
2. Ahora 
a y; 


cualquier punto P,(x,;y,) es M= 


sustituyendo los puntos A y B se tiene : 


В b?c c 
т = 3 > mQ,-— > m,=e 
2 b a 
UA 
<= ENERO E 
m= 3 > то=— > M2=-€ 
2 |-b a 
ax 


Por lo tanto la pendiente en А ó B es numéricamente 
igual a la excentricidad. 
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PROBLEMA 42 : 


Demostrar que en una hipérbola la tangente trazada 
por el extremo de un diámetro es paralela al 
conjugado de éste. 


RESOLUCIÓN : 

* Sea la ecuación · de 
bx? –а?у?=а?ь? y T(x,; yj) el punto de 
tangencia , extremo de un diámetro. 


la hipérbola 


* La ecuación de la tangente en T(x; ; yj) es: 


b?x 


L (I) 
а?у; 
* La ecuación de un diámetro de la hipérbola es : 


b?x 


L,: y==3— Ahora , como :T(x;; L 
1 Ti Ahorn, como 1591) € L; 


L:b!x,x-a?^y,y-a?b? > m= 


2 b? 
> у= 2 
am 


*Siendo “m”la pendiente del diámetro conjugado L 
* Por lo tanto de (1) y (II) se deduce que : L // L; 


PROBLEMA 43 : 


Demostrar que la ecuación de una hipérbola referida 
a sus asíntotas como ejes coordenados es: 


_a?+b? 
4 


RESOLUCIÓN : 


* Luego : 
FEES LANES La(xtyj) 
Ja? b? а? b? Ja? +6? 
х? у? 
* Sustituyendo en la ecuación: —,— y” 
a 
(x+y)? (x-y) 
* e ыст a | 
Por lo tanto : аъ aro? 
2,p2 
* Finalmente : xy- 32 


PROBLEMA 44 : 


Demostrar que los segmentos de una recta que corta 
auna hipérbola y a sus asíntotas compredidas entre 
aquellas ‚siendo estas de longitudes (P,P*,=P,P”, ) 
RESOLUCIÓN : 

* Sabemos que cuando la recta es perpendicular a 
un eje coordenado , la simetría respecto a éste hace 
que la propiedad que acabamos de enunciar sea 
evidente. 

* Para otra recta cualquiera la relación quedaría 
demostrada si logramos probar que el punto : 


XptX, Yi+Y2 ^ DD sai 
(152 2172) medio del P,P, coicide con el 


хү+х; | уү+у; ` ғ 
ES ; z) medio del Р/Р}. 


Como ambos puntos medios están en línea recta 
no paralela al eje Y, para que coincidan es suficiente 
la igualdad de las abscisas. 


XX, xta, х 
ES MAR 2) б хү+х;=хү+ху _ 

Si suponemos dada la recta por su ecuación : 
y=mx+k el coeficiente angular “т” será finito. 


* Los pares de valores X,,Y2 A X2,Y25O0n 


soluciones del sistema : у=тх+Ё. 


EDICIONES FREIEN OS TERN 


x? 3t 
a? b? 
* Analogamente , los pares de valores 


XX, е хо; х son soluciones del sistema : 
y=mx+h 


2 2 
(s 3 э E.2)-5,-2,-0 (par de asíntotas) 


a bla b) a? b? 
2 
* Eliminando s5 
a 


(b? -a° k? )x? – 2akmx -a° (k? -Ь?)=0 


а?ь? 
* Que da los valores de x, A ¥ del mismo modo , 
x} л ху son las soluciones de la ecuación : 


х? (mx*k) _ 
s ug 


э-н -a?k? Ja? - 2a?kmx - a?k? ] 0 
a 


275,2 2 
> y? Zamky a(k b) , 


* Luego por igualdad de coeficientes de los términos 
de Jer grado , se deduce inmediatamente la igualdad 
de la surna de las raíces respectivas : 
X tXxQ-xXpkx$ 

PROBLEMA 45 : 
Si las excentricidades de dos hipérbolas conjugadas 
cone,ye,.Demostrarque: у = 7 

2.71 


а ej е 
RESOLUCIÓN : ы 


* Por definición : €; =2 , e Elevando al cuadrado 


miembro a miembro : 


MC: 


2 „2 
Jes +e3 a. 
x 


j ESPR 
* Luego : (2) 8 > eitei-elxel 


PROBLEMA 46 : 


Dada la hipérbola x? — y? =5 y la elipse S. 1 
Demostrar que se cortan en un ángulo recto. 


RESOLUCIÓN : 


* Bastará demostrar que las tangentes en los puntos 
de intersección de la elipse e hipérbola son 
perpendiculares entre sí. Resolviendo ambas 
ecuaciones , tenemos los puntos de contacto : 


(13:12). 
* Tangente a la elipse en el punto(3;2):2x+3y=12 
* Tangente a la hipérbola en el punto(3;2) :3х-2у=5 


2 
Luego la pendiente de la fra recta es M=-— 3Y la 


3 
pendiente de la 2da recta es т; —— 2: 


* Luego : mxm,=-1 

PROBLEMA 47 : 

Si un punto se aleja al infinito sobre la hipérbola 
b?x? — a? y? =a?b?, demostrar que la tangente en 
ese punto tiende a coincidir con una asíntota . 
RESOLUCIÓN : 


* La ecuación de la tangente a una hipérbola desde 
un punto Pí(x;; уу) ез: b%x ¿x—a?y, y 2a?b? 


b?x, 


“y la diente será ; т = А 
y la pendiente se а?у? 


* Cuando P, se aleja al infinito x, e y, tenderan al 


со 
infinito у “m” tomará la forma indeterminada 5 


pero como P, se encuentra sobre la hipérbola : 


b? x1 - а?у? -a?b* 
bx, b? 
* Luego: —-t,|-,-71 
ai ау, ут 


* Se ve que es la forma de “т”, y si yım tiende al 


infinito , “m” tenderá a +2 que son las pendientes 
de las asíntotas . 
PROBLEMA 48 : 

А xt yt 
Sea la hipérbola ar 27 v sean L,;L, sus 
asíntotas , demostrar que VP(x;y)e a dicha 
hipérbola . Entonces el producto de multiplicar 
d( P; L,) y абр; L,) es constante . 
RESOLUCIÓN : 
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х2 y 
E * Ecuación de la hipérbola : afe 


"a 


ACER > (bx+ay)(bx-ay)=a*b 
* * Luego se tiene : І, :bx+ay=0 
“Ао: Lo :bx-ay=0 
díP;L,)= o 
+b - atb? 
[bx-ay | М с? 

d(P;L,)= 

Aa nm 


D La longitud del lado recto de una hipérbola es 


“m” y la de su eje transverso en n, determine la 
longitud de su eje conjugado. 


ANm? —n? B)/mn C) = 
|" ENm?+n? 


63 Determine la ecuación de la hipérbola cuyos 
vértices son: (0; 24) y (0;-24); además sus asíntotas 


12 
tienen por ecuaciones Y=x+ 5 х, 


2 2 2 y 
Ж) У = =1 A xml. 0-26 


576 100 576 169 576 ib 
x? y y x? 
A ш] KE)-——-————z 

D 576 169. )$76 144 | 


(18) Calcule la pendiente de la recta tangente a la 
hipérbola: 9x?- 4y? = 36 en el un (242; 3) 
ANJI B2 csí2.D49 Е) 2 


(3) Calcule el área “de la ME PEA 
determinada Ќу la. intersección de la recta: 


9x42y — 24 y totas de la hipérbola: 
7 2° у? У 
s 4 9 
А)6 u? В) 8и? С) 10и? р)12и? Е) 24и? 


0» Las ecuaciones de las directrices de una 
hipérbola son: 5x+1=0 л 5x+19=0; si la 


; determine la longitud de sus 


.C)8I3 D)16/5 Е) 32/6 


(08) Dada la hipérbola: 9x?-16y? = 144, su distancia 
focal mide: 
А) 5 B) 16 C)8 


D)10 - E)6 


x? y? 
(02) Dada la hipérbola: Tp og ^L uno de sus 


focos es: 

А)(0; 5) B)(0:5) C)2:0) D)(W5;0) E)(3;0) 
(03) Dada la hipérbola: 2x? -у? = 3, ¿cuánto mide 
su eje transverso? 

AMs  Bj2J3 | Ce  DJ2J6 Е)-/6/2 
09) Hallar la ecuación de una hipérbola de centro 


(-1; 3), distancia focal igual а 18u y una de sus 
directrices: y = 7. 


(9-3? _ (+)? > (у+3)2 _(х-1)# _ 
At эв ТОВУ с чы сыр 
@-8)#_(х+1#_ (у+8)2 _(х-1# _ 

O = 56 q” D $6 45 

2 2 
gott GEM _, 
36 45 


@ Calcular la longitud del lado recto de la 
hipérbola: (x-5)? аз (у+2)? _ 1 
36 12 


A) 2 C) 3 


43 Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa 
por el punto (5; 8), si sus vértices son los puntos 


C3; 0) y (3; 0). 
A) 3x* - y! = 11 
D) y!- 2x*=14 


B) 2,5 D)3,5 E)4 


В) 4x* - у?= 36 
Е) 2y*- Зх? = 53 


С) 6х? – 3y*=16 


B Determine las ecuaciones de las asíntotas de 
la hipérbola: 1?- y? = 36 

А) у= tx В) у= + 2х С) у= +(12)х 
Dyix=1 Е)у+х=9 


(E) Determine la ecuación de la hipérbola de centro 


(2; 1) cuyo eje transverso es paralelo al eje X, mide 
10 y su excentricidad es 7/5. 


(0-2 _(у+1)#_ (427 -D 
AU E та ар 
6-22 G- (6-2 +D 
e 25 O E 
2 
y EY 0-0, 


25 24 


EDICIONES RUBINOS ў 
(T) Calcular el valor de “a” para que la hipérbola: 
4x?- а?у? = 4а? 

sea tangente a la recta 2x — y - 4 = 0. 


А) B)d/i0 C)4/8 D)N?7  EJJ5 


E) Hallar la ecuación de la hipérbola conjugada a 
la hipérbola que pasa por el punto (3; -1), centro en 
el origen, eje transverso sobre el eje X y una de sus 
asíntolas es 2x+3/2y = 0. 
A)9y-3129 — B)2x!-9y!-9 
D)9x1-2y! 29 Е) 9y*-2x*=1 
@ Una hipérbola equilátera centrada en el origen 


pasa por el punto (4;-1). Hallar la ecuación. 
A)r'l-2y!2 14  Bjat-y?=15 C)2y -æ = 14 
D)x*-y?=14  E)x?-2y*=15 


C) 9y? -2x* = 9 


42 ¿Cuál es la ecuación de la hipérbola equilátera 


centrada en el origen, con vértice en (0; 4)? 
A) x!- y? =4 В) x? - y? = 32 C) y- x!-4 
D) x! - у?=16 E) y*- х2=16 


3 Hallar un punto de intersección de la recta: 


2 2 


x y "t. 1 
4x-3y-16 = 0 lahipérbola: 25 16 . 
А) (28/8; 1) B) (25/4; 3) С) (25/4; -3) 
D) (3/5; 2) E) (1; 3/4) 


($3) Hallar la ecuación de la hipérbola coh centro 


en el origen cuyo eje transverso está en el eje de 
abscisas y que contiene a los puntos: 

- (243; 342) y (2410; 9) 
А) 4х? – 9y*-36 = 0 В) 9x! – 4y! -36 = 0 
C) 16x* - 9y*-36 = 0 D) 16x* – 4—81 = 0 
Е) 25x! - 9y*- 36 = 0 
Ed Un punto se mueve de tal manera que su 
distancia al punto P(0; 4) es 4/3 de su distancia a la 
recta 4y = 9. Hallar la ecuación del lugar geométrico 
descrito por el punto. 
А) 9у2- 452 = 63 В) 7у2-16х*=63 C)9y?-x?= 68 
D) 7y*- 9x? = 63 Е) 9у?- 7x? = 63 


at 


УШ ШЕ ЯШ 


CONICAS EN GENERAL 


El techo en el pasillo de 20 pies de ancho tiene 


la forma de una semielipse, tiene 18 pies de altura 
en el centro y 12 pies de altura en las paredes 


laterales. Encontrar la altura del techo a 4 pies de 
cualquier pared . 
14 78 


AF Bg 


20 73 24 
C) EN D) 7 E- 
602 Halle la ecuación de la cuerda común a las 
circunferencias : 
O): + y? -6x 3у=0 
б6„:х?+у?=5 
A) 3x + бу + 6 =0 B) 6x + Зу + 5 = 0 С)Зх- 6y-5 = 0 
D) 3x - бу + 5 =0 Е) 6x + 3y-5=0 
03 Halle la ecuación de la circunferencia que es 
tangente a la recta : 
L,: x- 4y+3=0, en el punto A(5; 2) y es tangente a la 
recta. 
L,: 4x + y - 5=0, en el punto B(2;- 3) 
A) x*«y* =23 B) x*+y*+6x - 2у+23 =0 
С) х?+у? +12x-2y+23=0 D) x*+y* -12x+2y+20 =0 
E)x*+y? -12x+4y+23=0 
Una elipse es tangente a una circunferencia de 


modo que sus focos se encuentran también sobre 
la circunferencia. Hallar su excentricidad . 

1 J3 J2 3 4 
A) 2 B) Cz D) 5 E) 5 


(03) sea a parábola : P(y-k)*=4p(x-h); entonces, 
necesariamente se verifica que : 


AJPoEje y=4 B)PoER xzó C)PnaEje x-6 
D)PoEje y+4 Е)Р intersecta al EjeX y al EjeY. 


(00) Una piedra arrojada hacia arriba formando un 


ángulo agudo con el horizontal, describe el arco de 
una parábola y cae a una distancia de 16m. 
Hallar el parámetro de esta parábola, si la altura 
máxima alcanzada es de 12m. 

4 3 3 
A) 3 C) 4 D) 3 


2 
B) 3 E)1 


62 El espejo del faro de un auto tiene la forma de 


una parábola en su sección transversal. Hallar el 
parámetro de esta parábola, si el diámetro del faro 
mide 20 cm y la profundidad 15 cm. El Eje OX es el 
eje del faro y el origen se ubica en la parte profunda 
del espejo. 

2 
C) 3 


8 5 
AS Bis 


03 Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 
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X10, que pasa por P(7 ; 5) y es tangente a la recta : 
L:x- 3y+4=0 (Señale como respuesta aquella cuyo 
centro está más cerca al origen del sistema 
coordenado) 


~ 2 z 
Aj(sz-4)-(y-6)-10 B) (x - 4) «(»-38) -10 
O)(x-3)«(y-6)-10 D)(x-4)-*(y*7) -10 


2 
DEES +(y -2) =10 


62 El punto P(2;-1) es el centro de una 


circunferencia que intersecta a Іа recta: 
L: 2x-5y+16=0 Determinando una cuerda cuya 
longitud es igual a &u. 

Calcularla medida del radio de dicha circunferencia. 


15 18 20 33 35 
A [9 8/7559 as Ps Е 9 
Calcule la distancia del punto de la 
circunferencia: 
1:16x?416 y?+48x -8y-43=0 Más próxima а la 
recta L, sabiendo дие : L:8x- 4y +73 =0 
A) 345 B) 245 С) J5 D) 445 


D Halle la ecuación del lugar geométrico de todos 
los puntos del plano, de donde se divisa al segmento 
de extremos A(- 1 ; 3) y B(7 ; 5) bajo un ángulo 
recto. 

А) x. y! -6x--8y--8-0 

C)x* ey! - 6x - 8у+8=0 
E)x!ty!- Зх - 4у+4=0 


43 Para qué valor de “k” las circunferencias : 
r 

0: x7 y?4 3xy +h=0 

2: xtxy'R2x-1-0 


Е)5 


B) x*+y*+8x+6y+8=0 
D) х*+у*- 8x – 6у+8=0 


Se intersectan : b 
AJI1; 2] „Л 5В)-2; 2] С) (—; - 2] o [1 ;+ә) 
D)C;-1]o (2799) E); 11 

B Cuál es“el punto de la circunferencia : 
х2+у2-10х 6y+25=0 más cerca a la recta L : 

3x 4y+18=0 


(317. ^) mE, 2 ES 4 
ala \125' 125 125'125 125' 125 
T m an 

125' 125 


rada de una iglesia tiene forma parabólica 


de 9m de alto y 12m de base. Toda la parte superior 
es una ventana de vidrio cuya base es paralela al 
piso y mide 8m . ¿Cuál es la altura de la ventana? 

А) 2,5т В) Зт С) 4n D) 4,5m E) 5m 


3 Una parábola “Р” tiene por ecuación : 

P: у?- 6y - 4x+17=0 
Se trazan tangentes a «P» que pasan por los extremos 
del lado recto. 


Hallar la ecuación de la tangente de pendiente 
positiva. 


АЈу=х+1 В)у=х+3 C)jy=2x+1 


D)y=x+2 Е)у= 5+2 i 


Si “L” es la recta tangente (no vertical) a a 
parábola y? = 4x , trazada desde (0 ; 1), calcular la 
distancia del foco de la parábola a la recta “L” : 


42 УЗ 


A) J2 В) J3. C) VP D) 28. E)2 
42 Dada la circunferencia $ 
0:х?+ у? Зах -2by +а?=0; a>b>0 


Para que valores de “т” (т>0), la recta y=mx es 
tangente a la anterior circunferencia. 


Ajm- ab в)т= ab ems 2ab 
а? -b° dim JO зь? 
a?b? 
т= => = 
du m E RTT 


@8 Dada una parábola de ecuación : y?=12x, hallar 


la ecuación de la circunferencia cuyo centro está en 
el vértice de la parábola y pasa por los extremos del 
lado recto. 

A) x?i+y? =10 
D)ix!4y!-5 


B) x**-y! =15 
E)x! +y? = 45 


(E) Si la ecuación de la circunferencia mostrada 


С) x? + у? = 30 


es: l: x°+ y?- 14x – 14y+82=0 ;, hallar la ecuación 
de la parábola cuyo vértice y foco son V y F 
respectivamente. 


mm 
A) x? -14x -8y+89=0 B)x'-x-6y + 80 =0 
C)x'-x + 7y - 80-0 D) x? -12x-5y 450-0 
E) x? -7х-у+60=0 


ED En una hipérbola de focos F, y F, se traza una 


circunferencia de diámetro F, F, el cual interseca a 
una de las ramas de la hipérbola en P. 

Si : (РЕ, )(РЕ,) 236m", calcule la longitud del eje 
conjugado. 


A) Jm | B)/3m C)j/5m D)6J/2m Е) 4/2т 


e» Una persona situada en “Р”, escucha 


simultáneamente un disparo que se hace desde 
A(- 3; 0) y el estallido producido en B(3 ; 0) donde 
hace blanco el disparo. Conocido la posición de la 
batería «A» y del blanco “В”, la velocidad inicial del 
proyectil es V.—7020 m/s y sin tomar en cuenta el 
efecto del aire, donde la velocidad del sonido es 
conocido. Calcule la posición de «P» indicando el 
nombre del lugar geométrico a que pertenecen los 
puntos que satisfacen estas situaciones y su 
ecuación. Y, 


P(x;y) 


А:(-3;0) B(300 X- 
AJ8x*-y*=8 (hipérbole) ' BJ8x* + у? = 8 (elipse) 
Cjx*- 8y*=8 (hipérbole)  D)x*+ 8у? = 8 (elipse) 


E)8x*- y*=8 (parábola) 


e Sea la hipérbola equilátera : 

] H : xy - 6x+2y - 4=0 
Halle la longitud de su lado recto. 
A)8 B)6 C) 4 
ЄЗ Dada la hipérbola : 


H: 9x?- 4y? - 72x+8y+176=0, hallar el área del 
cuadrilátero cuyos vértices son los focos de la 
hipérbola y los puntos de intersección de las 
asíntotas con el eje “Х”, 


D)2 E) 1 


а) лаи? в) ® Зи? c) 7 3u* 
7 8 
D) su? E) 513v? 


A) (x-1):-(y--5)! 216 


ШИ ЇЇ ШИ ДҮ 


CONICAS EN GENERAL 


D Calcule el área de la región del plano, cuyos 


puntos verifican : 
(х–1)2+ y? <1 


x+y>0 

y-x4220 
z-3 3 m-i 3 Tt3 2 
A в)— C)—— 
) u Уже н am 
zt2 5 Tl > 
D)—— E)—— 
¡A ar" 


03) Calcule la distancia del punto de la 
circunferencia 16x?+16y*+48x-8y-43=0 más 
próxima a la recta L, sabiendo que L: 8x – 4у+73=0. 
А)зу5 BJ2/5  C)/5 0р)4/5  E)5 


(03) Dados los puntos A=(-4;-2) y B=(6;-8), halle 


la ecuación del lugar geométrico del punto P tal que 
el producto de las pendientes de los segmentos PA y 
PB es igual a 1. 

B) (x-1)*+(y+5)*=16 

C) (x-5)*- (y 1)? 216 D) (x-1)! -(y+5)*=25 


E) (x41)*-(y-5)*—. 


@ Determine la ecuación de la recta que contiene 
al diámetro de la circunferencia x?+y?-6x+4y-12=0 
que biseca la cuerda cuya ecuación es 3у+х —6=0. 
A) y=3x+11 B) y=3x+21 C) y=4x +11 
D) y=5x+11 E) у=3х-11 


(03) Una recta Z pasa por el punto (1; 1) de la 


circunferencia de ecuación x*-2x+y*=0 y forma un 
ángulo de 45” con el eje X. Halle la ecuación de la 
recta tangente a la circunferencia que sea 
perpendicular a Z cuyo punto de tangencia se 
encuentra en el primer cuadrante. 

A)y+x=V2 -1 B)y+x=J/2 C)y+x=/2+1 


D)y+x=-J/2 Е)у-х=1 


00 El centro de una circunferencia es el punto 
C(3;-1), la recta 2x – 5y+18=0 interseca a dicha 
circunferencia determinando una cuerda de 6 u. 
Halle la ecuación de esta circunferencia. 

A) (x-3)*- (y-1)* 38 B) (x -3)* 4 (y--1)* 238 

C) (x*3)'*(y-1)!238 Р) (x-3} +(y+1)?=38 


GROPI М (7 Р Ч 
Бреста 


Ж 


TD es la directriz. Calcule el área de la región 
sombreada. 4 


A) 20 


03 Determine la ecuación de una parábola cuyo 


B)30 | C)40 


D) 50 


E) 80 


foco es el centro de la circunferencia x*+y?=81, 
sabiendo que ella determina en el diámetro que está 
en el eje X, tres segmentos congruentes 


А)6(у+3)=х? в)з(у+® )=х* св[»+2)-° 
рв[у-3)-* E)6(y - 3)2 x? 


62 Dada una parábola de ecuación y?z 12x, halle 
la ecuación de la circunferencia cuyo centro está en 
el vértice de la parábola que pasa por los extremos 
del lado recto. 
A) x**-y!—10 
D) x*+y*=5 


B) x**y*-15 
E) x*+y?*=45 


C) x*+y*=30 


@ Se tiene dos parábolas con el lado recto pero 


vértices diferentes. Calcule la medida del ángulo que 
forman las rectas tarfgentes a cada una de las 
parábolas en su punto de intersección. 

A)60 В) 45°  C)30 3 D)90'  E)Nosesabe 


(E) Halle la.ecuación del lugar geométrico de los 


puntos (x;y) que son vértices de los triángulos ABP 
de la figura, siendo З. аа 2 


B(2;0) 
B) x*=2y - 4 
E) x*=24+4y 


E > 
) Enia elipse cuya es с calcule el 


X 
C) x*=4 - 2y 


POLITE Таа al PF ,=0F, (F, y F, son 


А)?аүа? -b?  B)axYa? -b° C)a da? 45? 


D) ab E) 2ab 


(E) Sean F, y F, los focos de una elipse de 


3 
X 
ecuación Eolo 


16 12 
Si m«PF,F, = 90° , calcule el área de la región FPF, 
A) 3 Bj6 Cj9 Ю) 12  E)18 


=1 y sea P un punto de la elipse. 


3 El área de la región limitada por un cuadrado 


x? y? 
inscrito en una elipse con ecuación POM dme es, 
A) 2a?b? 4a? b? a?b? 
a? «b? a? 4b? a? 4b? 
4a? b? 252 

DIEI A 
аЬ a? -b 


B Sea la elipse de ecuación 


px’+gy’ = pq ;p20;q»0 
Determine las ecuaciones de las rectas de pendiente 
m que son tangentes a la elipse. 


A) yzmx + pq? B)y-2mx 4p - qm? 
C)y2mx t pq D)y=mx + qm? - p 


Е)у=тх + J| p*qm? 


o) En una elipse el lado recto es visto desde el 
centro de la curva bajo un ángulo de 90°. 
Calcule la longitud del semieje menor si el semieje 


mayor tiene longitud a. 
^5) nl) cdit 


Dja 5-1 ga fZ 


42 En una elipse la distancia entre sus focos es 


igual a la distancia entre un vértice y un extrerno del 
eje menor. Calcule la excentricidad de la elipse. 
ajo IR gs s PEA Md Ж 


i 


(£3) En el gráfico se muestra la hipérbola H, calcule 


x, si Т, es una de sus asíntotas, F, es uno de sus 
focos y V, es uno de sus vértices (Y, punto de 
tangencia) 


A)30° В) 207° С) 37 Р) 53° Е)15° 


(E) Una circunferencia de radio variable es 


tangente a la circunferencia x*+y?+8x=0 y contiene 
a el punto A(4;0). ¿Qué lugar geométrico describe 
su centro? 

A) Elipse B) Hipérbola C) Circunferencia 
D) Una recta E) Parábola 


eo Calcule la longitud del segmento que une el | 
centro de una hipérbola equilátera a un punto P. de- 


ella si (PF,)x(PF,)=a? (Е, у Е, son los focos: de: la 
hipérbola) 7. фу 

а MW d 
D) 3 E) 2a 


Ed Si “desde un рило P.*de la hipérbola 


Ь?х?-а?у? =а?Ь? se traza una paralela al eje focal de 
la curva, que interseca a las. asíntotas en О y R, 


calcule: (PQ) (PR). 
A)4a* В) За? 


А) 4а В) За С)а 


С) а? D)2a E) 2a? 


ERES m LA TERCERA PRACTICA 


TTIE TAT DE OLIMPIADAS 


6? Sea Р un punto fijo al interior de una esfera 
dada. Tres segmentos , PA ; PB ; PC, teniendo sus 
extremos A;B;C sobre esta esfera, son dos a dos 
perpendiculares. Se considera el paralelepípedo 
rectángular teniendo PA ; PB ; PC por aristas. Sea Q 
la extremidad de la diagonal PQ de este paralepípedo. 
Encontrar el conjunto de puntos Q cuando los 
puntos A; B y C varíen. 


4rR? 
a)El volumen de una esfera de radio R es 


3 , 
su superficie 47 R? . Encontrar al altura Л y el radio 
r del círculo de base de un cilindro recto cuyo 
volumen es igual a aquel de esta esfera , y donde la 
superficie lateral es igual a la superficie de la esfera. 
b) Si alguien determina antes, que la superficie total 
de un cilindro sea igual a una vez y media de aquella 
de la esfera:, qué relación existe entre г y R? (Sería 
posible que Ud no lo resolviera!) 


3 
L 


63 La superficie de un balón de football está 


formado por pentágonos negros y de exágonos 
blancos. Los lados de cada pentágono son limitados 


únicamente por exágonos ; mientras que los lados 
exágonos del balón. 

Ca 
un cono de revolución de 
I es el punto medio de OB. Ü 
embudo. Podría Ud rehacer el regula "m 


de cada exágono son limitados alternativamente por 
vértices O; A y B son dos Т 

Se supone ОА=АВ. Una hormiga matemática a 
cálculo? 


pentágonos y por exágonos. Gracias a estos datos 
encontrar el número de pentágonos y el número de 
«La hormiguita matemática» 
Un embudo tiene la forma de 
puntos diametralmente 
opuestos del círculo de base 
calculadola longitud del camino más corto que le 
permite ir de A a / permaneciendo siempre sobre el 


СА РГЕ ГРИ Ы (9 Ӯ. Ч Уз 


OBJETIVO : 


Identificar a las ecuaciones que representan a un 
conjunto de puntos , que cumplen con una 
propiedad común. 


INTRODUCCIÓN : 


Un problema fundamental de la Geometría Analítica 
es dadas las condiciones que deben cumplir los 
puntos de una curva, hallar la ecuación de está 
curva. Esto significa que cada punto de la curva debe 
satisfacer la ley particular de la curva. Cuando se 
describe una curva se expresa de la siguiente 
manera: lugar geométrico de los puntos, trayectoria 
del punto móvil o curva generada por el móvil. Al 
conjunto de puntos que tiene una o más 
características geométricas comunes se le llama 
LUGAR GEOMÉTRICO . 
Por lo tanto en cualquier problema de L.G. nuestra 
respuesta debe ser siempre una ecuación en función 
de “x” y de “y”. Los conceptos teóricos necesarios 
para resolver problemas de L.G. son los mismos 
conceptos que hemos estudiado en «Sistema de 
Coordenadas». 
Se ha visto que las ecuaciones en dos variables 
como: Б 
y -2x =1" 
pueden ser representadas por gráficas en el plano 
cartesiano R? ; en tal caso sedenomina GRAFICA 
DE LA ECUACIÓN al conjunto de puntos (x;y) cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación dada . 
Cuando la ecuación proviene de una condición 
geométrica que debe ser satisfecha por los puntos 
(х;у) entonces a la gráfica de la ecuación se le llama 
el LUGAR GEOMÉTRICO(L.G.) de dichos puntos, 
corno por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos 
(x;y) del plano que se desplazan de tal manera que 
se encuentran siempre a igual distancia del 
eje ^X " que del eje “ Y " , origina la ecuación: 
Ч((х;у),х) = d((x;y) ,y) 
> |у|=|х| 
Y= ix 
Cuya gráfica es la reunión de los puntos 
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ais a dos socis Liy=x,Liy=x, 
pues los puntos de ambas rectas satisfacen la 
condición geométrica dada . 


* Además, no todas las ecuaciones en dos variables 
tienen una representación gráfica en el plano 2, 
como por ejemplo; 

x +y --1 


* Pues esta ecuación no tiene soluciones reales x ; y 


LUGAR GEOMÉTRICO 


Un lugar geométrico es el conjunto de puntos que 
cumplen una determinada condición que sólo 
pueden cumplir ellos. Es importante asimilar bien 
este concepto para facilitar el razonamiento de los 
trazados geométricos. 


Фф La circunferencia la podemos definir como el 
lugar geométrico de los puntos que equidistan de 
un funto fijo. 


ф La mediatriz es el lugar geométrico de los puntos 
que equidistan de dos puntos fijos. 


ф La bisectriz es el lugar geométrico de los puntos 
que equidistan de dos rectas fijas. 


+ El lugar geométrico de los puntos del plano que 
se encuentran a igual distancia de dos puntos dados, 
es la mediatriz del segmento que los une. 


x El lugar geométrico de los puntos del plano que 
se encuentran a distancia fija de una recta, es un 
conjunto formado por dos rectas рабешкА la recta 
dada. 


+El lugar geométrico de todos los puritós que están 
a una distancia dada de un punto dado es una 
circunferencia que tiene por centro al punto dado. y 
por radio a la distancia dada. 2 


EDICIONES RUBISOS č EN rsze NES LUGAR GEOMÉTHICO 


x El lugar geométrico de los extremos de segmentos 
tangentes de la misma longitud a una circunferencia 
es otra circunferencia concéntrica a la primera. 

+ El lugar geométrico de los puntos cuyo par de 
tangentes comunes a una circunferencia forman el 
mismo ángulo es una circunferencia concéntrica a 
la primera. І 

ж El lugar geométrico de los centros de todas las 
circunferencias de radio dado, tangentes a una 
circunferencia dada, está formado por dos 
circunferencias concéntricas a la circunferencia dada, 
cuyos radios son la suma y la diferencia de los radios 
dados. 


x El lugar geométrico de todos los puntos que están 
auna distancia dada de una recta dada esta formado 
por dos rectas, paralelas a la recta dada y situadas a 
la distancia dada de ellas. 


x El lugar geométrico de todos los triángulos 
equivalentes con la misma base es una recta paralela 
a esa base; lo mismo para los triángulos con la 
misma altura. 


ж El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de dos puntos dados es una recta 
perpendicular a la recta que une los dos puntos y 
pasa por su punto medio. 

x Ellugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de dos rectas dadas está formado por dos 
rectas perpendiculares entre sí que bisecan los 
ángulos comprendidos entre las dos rectas dadas. 
x Ellugar geométrico de todos los puntos tales que 
las rectas que lo unen con los extremos de un 
segmento dado comprenden un ángulo dado, es un 
arco de circunferencia que tiene por cuerda al 
segmento dado. Se le llama arco capaz del ángulo 
dado y se dice que que el segmento se ve desde 
todos puntos del arco bajo un ángulo dado. 


ECUACION DE UN LUGAR 
GEOMETRICO (L.G.) 


Se llama ecuación de un lugar geométrico plano a 
una ecuación de la forma: 


Cuyas soluciones reales para valores 
correspondientes de x y y son todas las coordenadas 
de aquellos puntos ,que satisfacen la condición o 
condiciones geométricas dadas que definen el lugar 
geométrico. 

* El procedimiento para determinar la ecuación del 
lugar geométrico es el siguiente : 

I) Setoma un punto genérico P(x;y) del plano que 


satisface la condición o condiciones dadas del lugar 
geométrico (L.G.). 

II) Mediante esta condición o condiciones , se debe 
expresar analíticamente la expresión del lugar 
geométrico en las variables “x” y “y”. 


CRITERIOS PARA GRAFICAR 
ECUACIONES DE L.G. 


Cuando se tiene que graficar una ecuación en dos 
variables x,y, es conveniente tener en cuenta ciertas 
consideraciones o criterios preliminares: 


IVNTERCEPTOS CON LOS EJES 
COORDENADOS 


Se ubican los puntos en los que la gráfica debe 
intersectar a los ejes , para lo cual si se desea 
encontrar los interceptos con el eje Y, se hace x=0 
en la ecuación y se despejan los valores reales de Y 
correspondientes ; y para hallar los interceptos con 
eleje X,se hace у = 0 en la ecuación y se encuentran 
todos los posibles valores reales de x 
correspondientes . 
EJEMPLO : 
En la ecuación 

dx? + 9(y- 2)? = 36 
*5іх = 0: 9(у- 2)? =36>y=0 y y = 4 y se dice 
que 0 y 4 son los interceptos con el eje Y ; y si 
y = 0: 4x? = 0 —x = 0, y se dice que 0 es el único 
intercepto con el eje X. 


EXTENSIÓN : 


Con esto se quiere indicar un previo análisis de la 
ecuación para encontrar los intervalos en los cuales 
las variables x , y toman valores reales .. 


EJEMPLO : 
En la ecuación : 
4x! + 9(y- 2)? = 36 
* Si se despeja x de la ecuación se tiene que: 
x-(32)44- (у - 2 
* Y como x debe ser un número real, entonces debe 
considerarse del radical que: 
4 - (y – 2)? > 0 lo que implica -2 <y -2<2 
> 0 < y < 4, es decir , los valores y e [0 ; 4] 
* Análogamente, despejando y de la ecuación se 


tiene la condición para x: -3 < x < 3, es decir, todos 
los valores x e[-3 ; 3]. De esta manera la gráfica estará 


contenida en la región del plano limitada por el 
siguiente rectángulo lo que determina su extensión 


13SO MÉS AN CICLOPEDIA 2012 


BJ DITAZ E DE Ы C3 Ӯ. \ m 
eel plano. 


SIMETRÍA : 
Con frecuencia es ütil reconocer cuándo la gráfica 
es simétrica respecto a los ejes coordenados y /o al 
origen. Recordaremos que si L es una recta y Q un 
punto cualquiera entonces se dice que el punto Q’ 
es el simétrico de Q con respecto a L si: 
роо’ 

II) L intersecta а ОО’ en su punto medio M. La recta 
L recibe el nombre de EJE DE SIMETRÍA de los dos 
puntos. 


* Se dice además que dos puntos P y Q son 
simétricos entre si con respecto a un punto, si M es 
el punto medio del segmento PQ. este punto M, se 
llama CENTRO DE SIMETRÍA. 


SIMETRÍA DE UNA CURVA CON 
RESPECTO AL EJE X 


Si la ecuación de una curva no varía cuando se 
sustituye “y” por “y” entonces se dice, que la curva 
es simétrica con respecto al eje X, pues ello indicará 
que los puntos (x;y) y (x;-y) pertenecen a la gráfica 
y tienen como eje de simetría al eje "X". 


SIMETRÍA CON RESPECTO AL EJE “Y” 


Sila ecuación no varía cuando se sustituye “x” por 
* x" entonces la curva es simétrica con respecto al 
ejeY, pues ello indicará que los puntos (х;у) у 
(xy) pertenecen a la gráfica y tendrá como eje Y 


SIMETRÍA CON RESPECTO AL 
f 5 ORIGEN 


Sila ecuación no varía cuando se sustituye 
simultáneamente “х”, por “Lx”, y, “y” entonces la 


curva es simétrica con respecto al origen , pues ello 
indicará que los puntos (x;y). y (—x;-y) pertenecen 
a la gráfica y tendrán corno centro de simetría al 
origen 

4х1+9(у-2)2=36 


ASÍNTOTAS : 


Si para una curva se encuentran una recta Ё tal que 
la distancia de un punto de la curva a la recta L va 
disminuyendo tendiendo a cero conforme el punto 


se aleja ilimitadamente del origen entonces dicha 
recta se llama ASINTOTA de la curva. 


* Consideraremos por ahora solamente asíntotas que 
sean horizontales o verticales. 
EJEMPLO : 
Dada la ecuación : xy - x- у = 0 
* Si se despeja y en términos de x : 
1 


zs Jo ===. 
xal 


AREN, 


fie 


* Se observa que si tiene a 1 tomando valores 
menores que 1 y positivos, entonces el denominador x 
— 1 tienen a cero y el cociente, y por lo tanto “y”, tienen 
a- œ , mientras que si “x” tiende a: + cotomando valores 
a la derecha de 1, entonces y tiende a + о — . Esto 
indica que x=1, es una asíntota vertical 
* Si se despeja x: 

PE AO БИ 

oy- y-1 
* Analizando en forma análoga a la anteriorse tiene 
que у = 7 esuna asíntota horizontal. 


S ----------. 


REGLA PARA HALLAR ASÍNTOTAS 
POSIBLES: 


1) Para las asíntotas verticales se despeja ^y" en 
función de *x" y se igualan a cero los factores lineales 
del denominador y sies que no se obtiene para 


tales valores “x” la expresión А , entonces dichas 


ecuaciones corresponderán a las asíntotas 


verticales. 


2) Para las asíntotas horizontales se despeja “x” en 
términos de “y”, se igualan a cero los factores 
lineales del denominador (si existiera, claro está )y 
se procede como en (1). 


CONSTRUCCIÓN DE LA CURVA 


Habiéndose determinado algunos detalles de la 
curva con los criterios anteriores se tabulan algunos 
- puntos . 


EJEMPLO : 
graficar la ecuación : 4x?+9y*= 36 
RESOLUCIÓN : 
+ [nterceptos con el eje X : haciendo 
y=0:x=zx3 
*  Interceptos con el eje Y : haciendo 
x=0:y=zx2 
* EXTENSIÓN : 
-3sxs3; 
* SIMETRÍAS: 
* Es simétrica respecto al eje “X” pués la ecuación 
no varía al reemplazar “y” por “y”. 


-2 <y <2 


* Es simétrica respecto al origen al eje “Y”pues la 
ecuación no varía al reemplazar “x” por “х”. 


* Es simétrica respecto al origen 
* No tiene asíntotas verticales ni horizontales 


е 9 AR 
peas ери э» 


y por las consideraciones de (d) solo es necesario 
tabular en el primer cuadrante. 


ECUACIONES FACTORIZABLES 


Son aquellas que pueden expresarse como producto 
de dos o más factores igualados a cero como: 


EDICIONES RUBIÑOS ed 1381 ME 


«Lox+y-1=0 


] LUGAR GEOMÉTRICO) 
x-(y -1)?=0 
-> (x-y + 1)(х+у-1)=0 
> х-у+1=0 б x+y-1=0 
y cuya gráfica corresponde а la reunión de los puntos 
de ambas gráfica: 


L¡:x-y+1 = 0 


NOTA: 


Para determinar el lugar geométrico donde el 
enunciado del problema nos diga L.G. de tal punto ; 
en ese punto, pondremos las coordenadas (x;y). A 
cualquier otro punto que aparezca en el problema 
le pondremos cualquier coordenada pero nunca 
(x; y) ya que (x; y) es solo para el L.G. 


PROBLEMA 1: 

Halle el lugar geométrico de los puntos que dividen 
alas abcisas delos puntos de la circunferencia 
х? + y? =25 en la relación 4/5. 
A)Recta B)Circunferencia 
D)Elipse E)Hipérbola 
RESOLUCIÓN : 


C)Parábola 


x ey!-28 


x,-9n ; x-n 

* Como: P,(x ;y,) e4 

> (5x)? + y? =25 > 25? + y? = 25 
SN rt n1 


7725 25 
> El L.G. es una Elipse 


> x = 5х 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 2: 
Una recta instersecta a los ejes positivos de 


coordenadas en A y B , se ubica P en AB de manera 
que АР = а y a #b. Si los interceptos se desplazan 
sobre los ejes X e Y. Entonces P describe una figura 
geométrica llamada: 


[52 DL IZ TEZIA me 
A)Elipse B)Circunferencia | C)Parábola 
D)Hipérbola EJRecta 
RESOLUCIÓN : v 

Tues 
a 
de P(x;y) 
: B(h;0, 
(a + b)? = т? + п? .......... (0 
x-0.y-n.a 
k-x 0-5» b 
* k 
De donde : _(a+b) 
b 
wA PRAA i) 
* (II) en (1): zi 
(a+b) х? (а+Ь)?у? x? y? 
(ab) 2— r Жанг 22447 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 3: 


Según el gráfico, 7 es el lugar geométrico del punto 
O, tal que la circunferencia de centro O se pueda 
inscribir en un triángulo rectángulo de hipotenusa 
АС. Si АС= € , calcule la longitud de dicho lugar 
geométrico . 


с) ғ 


* Piden: L — =? Mars 
AOG < 
* Сото: о+а= 45° > mAOÓ =90°— maAOC = 90° 
L .2zR 
АОС 4 
+ . 
* Pero: rro = л}? 


АОС 4 К 
ЕРТА : “А” 
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PROBLEMA 4 : 


Encontrar el lugar geométrico de un punto que sea en 
todo momento equidistante de los extremos del segmentos 
AB, A(-1;4) y B(2;2) 

RESOLUCIÓN ; 

* Llamamos P (x;y) al punto móvil y lo situamos en una 
posición tal que se cumple PA = PB, según el 


problema, luego aplicamos el teorema dela distancia 
entre dos puntos: PA = PB 


2 -1 1 2 -3 4 


(х+1)? + (y - 4* = (х-у#+(у- 2? 
* Después, eliminando radicales y desarrollando, 
obtenemos: бх – 4у + 9 = 0 


* Cuando dibujamos la gráfica de la ecuación, 
encontramos que el lugar geométrico es la mediatriz 
del segmento AB. 


PROBLEMA 5: 
Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto fijo 
F(2;3) y del eje X. г 
RESOLUCIÓN : 
* La distancia del eje X del punto P es y. 
Debe cumplirse: 


y=PF= |x - 2 + (y-3)? 
>y? = x? -4x +4 + y? - бу +9 
>6y —-x?— 4x +13 
* La gráfica de esta ecuación corresponde a la de 
una función cuadrática. 
PROBLEMA 6 : 


La base de un triángulo es AB en donde A(- 5;0) y 
B(5; 0). Hallar el lugar geométrico del tercer vértice 
“С”, si la suma de los ángulos de la base es de 45°, 
sabiendo que “С” está el primer cuadrante. 


RESOLUCIÓN : 


EDICIONES RUBINOS 


* Por dato : a + B — 45? 


a tga+igf = 
> Ígla+B) "SEA f asso (y) 
> tga-mis- tga= 3 ОТОТ (1) 


> tg(180* - В)= тұс 
* ET.(180^ +а)=+ F.T.(a) 


tgp=%> gps — sesosssssssonso (11) 


E a жа 
*(My(Den(y): —xt*toó 5-x  -j 


ls?) 


25-35- A JJ y =10>|y=25- F: yx-y 


PROBLEMA 7: 


Dado los puntos A(-6; 0),B(-2;0),C(4; 0) .Determinar 
la ecuación del lugar geométrico de los puntos 


desde los cuales los segmentos AB y ВСѕе ven 


bajo el mismo ángulo . 
RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema de la bisectriz : 


A(-6:0) Вү-2;0) 9| . C(40) X 


AB |AQ| | -2+6 (х+6)# y? 

=y ————————— 

BC [@С ^ 4*2  (x-6) ty 
* Elevando al cuadrado : 


> 4x? — 32x-6444y? —9x? 18x - 32449 y? 


> 0=5х2+5у2+140х+260 > |0- x? +у?+28х+52 


PROBLEMA 8: 

Un punto ‘P’ se mueve en el primer cuadrante, en la 
región limitada por el eje de abscisas y una recta L 
que forma 60? con dicho eje y que pasa por el origen. 
Hallar el lugar geométrico del punto ‘P’, si la suma 
de las distancias a las rectas que limitan la región es 
siempre 6 unidades. 


RESOLUCIÓN : 


ко RS D 


m; —tg60^ 23 2 


on EE) 


L L ВР > трхтрь=-1 


a (22 -- P 
x- X1 

> уЗу- уЗу; _ 

A 

_‚ УЗу+х- y 2 
Уз 
*(1)=(111) : 

yia ti fis, > 3y*x-x, 73x, 


> da =V3y+x > x, „Узза 


-1> V3y-vV3y;=- xx, 


ESI ti СШ) 


_3y+ УЗх 


GEOyINTIRTA 


Еу 8 8 A | 
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“En: (x-x,)! -(y- y) +y 26 
*(IV) y (V) en (1): 


2 
2 2 
e po] ои 


2 2 
em eiim) =36-12y+y* 


4 
2 2 
>(=) (QR =36-12y+y* 


95 - айча АЕ а „_ РР 


9x? ol. Зху+Зу? +y? alas xy +3x* =576-192y+16y? 
> 12x” – 12у? - 8/3xy+192y-576=0 

» 
PROBLEMA 9: 
Por el punto A(3; 0) se traza una recta que corta al 
eje “Y” en el punto B. En el segmento др se toma 
un punto P, tal que [BP|=|OB|. Hallar la ecuación 


del lugar geométrico del punto P, cuando la recta 
que pasa por A gira alrededor de este punto. 


RESOLUCIÓN : 


* Por dato : [BP|-|OB| 


2 
07 +Hy-y Y =y; -|k x) *(y- yj | =y; 
2x ry! –?уџу+у?=ур x +y - 2уу=0....(1) 
B; P ; A son colineales : 


ТАВ др 
уа A RE Y |, 
0-3 x-3 Y x- mm 


500 en (D: x? 45? PES =0 


> х2(х –3)+у?(х -3)+6y?=0 
= х? - Зх? +у?х - 3y? 465? -0 
> 
PROBLEMA 10 : 


Hallar la ecuación del lugar geométrico que describe 
un punto ‘P’ situado en el primer cuadrante, desde 


el cual se ve el segmento дв bajo un ángulo de 
45°, siendo A ( 3; 4) y B(3; 8). 
RESOLUCIÓN : 


* Usando la fórmula de ángulo entre dos rectas : 
m 


a а SO Ry 
1+тхрхтрв 
y-4 
A АЗЕ ү ЛА. ИД 
АР %43 0 
y-8 
E ARA iS (III) 
* (II) y (Ш) en (1): 
gd Fd зк-8у-4=+12- xy+8x-3y+24 
dx x+3 x-8 L9 e 
115-4 (2-2 Sk zt- TEE —8y -4y+32 
x43J7x-3 x*-9 


—x*-94y? -8y-4y4322—3y - 4x -12-8x — 9y 4 24 
> 1 +y? -12y+23=4x -6y 36 
> x^ * y! -4x -6y- 13-0) 
PROBLEMA 11 : 


Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto 
‘P’, cuando este punto ‘P’ se proyecta sobre la recta 
que pasa por los puntos A(3;-2) y B (-3;1). La 
proyección del punto ‘P’ es el punto E(2y ; y). 
RESOLUCIÓN : 
Р(хзу) Y, 


Р(-3;1) 


E(2ysy) 


E; B; A son colineales : mgg = MgA 


$ 2 2=1 


.1-»x; A 
3-29, 3+3 


3-2y 2 


> 2-2y, =3+2y, > -1=4y, > y =D) 


PE 1 AB > my;xmig--1 


d$ (2-- y 
2y; -7 2 4y; —-2x 
>-Y+y=-4y,+2x > 0=2х – y- 39, (1) 
* (1) en (II) : 
2x- y- 3 (2-0 > |8x-4y+3=0 


PROBLEMA 12: 


Dada la ecuación de la circunferencia x?+y?=9, con 
centro en el origen y radio =3. Un punto ‘P’ de la 
circunferencia se une con los extremos de un 
diámetro cualquiera . Hallar la ecuación del lugar 
geométrico descrito por el baricentro del triángulo 
formado. 


RESOLUCIÓN : 


* El punto Р(х; y) e ala curva : ' 


TAN da) 
* Como G(x; y) es baricentro : 


х= (3+ х,-8)= 2%,=3 000000. 1) 


у= 500+3,-0) = 9y1989. (II) 
*Dy Men(a): 
(3x) +(3y)?=9 => 9x?+9y?=9 > 
PROBLEMA 13 : 
Por el origen de coordenadas se han trazado todas 
las cuerdas  posiblesa la circunferencia 


(<-8)?+y?= 64 Hallar la ecuación del L.G. de los 
puntos rnedios de estas cuerdas. 


RESOLUCIÓN : 


(x 8) 4 y? =64 
Centro de la circunferencia : C(8; 0) radio 2 8 
A(x; yj) €a la circunferencia : 
(x,-8) y? 864 ere j) 
* Como P(x; y) es punto medio de OA : 


-— zo gi Bar наон П) 


* Reemplazando (1) y (Ш) en (1) : 


(2x —8)* +(2у)?= 64 => 4x? — 32x -64-- 4y? -64 
> 4x? – 325 44y? 20 > 4х?+4у? — 32x -0 
> 

PROBLEMA 14 : 


Hallar la ecuación del L.G. de los puntos cuya 
diferencia de los cuadrados de sus distancias a los 
puntos A(-a; 0) y B(a; 0) es igual a “С”. 
RESOLUCIÓN : 


В(-а;0) 0 


[az] -|BE| «c > (Weta y -({ж-аў+›*| =0 
>(x+a) + y? -(x-af - y?=C 
>21*+2ax+a? - (x° -2ax*a?)2C 
—x'-2ax*a? - x? 42ax -a* 2C =|4ax -C=0] 
PROBLEMA 15 : 


Dada la ecuación de la circunferencia х2+у2=25. 
Hallar la ecuación del L.G. de los puntos medios de 
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las cuerdas de esta circunferencia cuyas longitudes 


son iguales a 8. 
RESOLUCIÓN : . 


x? 4 y? 2 25 > radio=5 


*Sea Ag la cuerda. 
* Como ‘F’ es punto medio de AB: [EB|-4 
* Uniendo el origen con el punto “E”: Por propiedad 
OE | AB 
* En el triángulo OEB : Por Pitágoras : 
2 2 
loB| [ЕВ +|OE|? = 25=16+|0E|* 
> 9=|OE|' = 3=|0E| = |oE|-3 
: 2 
542 +у2=3 = (Va?+ 9?) =(3)* 
— > 


PROBLEMA 16 : 


En la siguiente figura hallar el Z.G. que describe el 
punto E. 


Ey) 2 


B(-2;0) 


RESOLUCIÓN : 


E; C; A son colineales : M¿¿= mox 
3702.7 5- 2y+2n=nx> 2n-nx-2y 
x -2 


> n(2-x)=2y > n=? 


ЕВ | ВС > mxm- =- 1 


EB BC 
у Yn ny 
Dm SE =-1 =- 
E) тту ке. 
5 net s а „(ПШ 
+ =) 
2у 2225-4 


> 2y?2(2-x)(-2x-4) 
2-х y 


> 2у?=-4х-8+2х°+4х 

> 0-25 ву? -8 > 
PROBLEMA 17 : 
En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 


8.1 
punto ‘P’. Se sabe que el punto E г) se une con 


los vértices del triángulo OAB formándose 3 
triángulos de igual área. 
Y 1, 


О; А; Р son colineales : 


zi УУ = dy 
AR 


* Como 5,=5,=5, : 


SE 
E E 1) es baricentro : 


КЕРЕКЛЕ i) 


1-1 (040+y,) =: Sn каралы cn (11) 
y 8 y 


52.3 5 резе > 27 


PROBLEMA 18 
En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 


> (1=(П): 


3 
punto ‘P’, si se sabe que la pendiente de Ов es 3 
Y; 


en del AOPB _ 1 
yq * Area del AOBA 3 


RESOLUCIÓN : 
Y 


Агада АОРВ 1 2 1.  y-n 1 ту. = 
Amadd AOBA 3 п(х) 3 Sx a 
2 
= 2y=4n > п=22 РЕБ ТЕРЕЗЕ Е AA (I) 
> Bsm)=8(x;%) 
ЕЈ . 
Por dato : 3y 
3 PE Зу 8 
т. =— > —2—=— == 
OB 9 x 39. dr 2 
> 6y=12x > 0=12x-6y 
> 0=2x- y 


PROBLEMA 19 : 


La siguiente figura es una escuadra. Hallar el L.G. 
que describe el punto 4°, sabiendo que el ángulo de 
inclinación de la hipotenusa 120°. 


RESOLUCIÓN : 


AB 1 AC: mg nac 7-1 2) 
y? -by 


= 2-1 у? -by=x*+ax 


> у? -Ьу+х? 
* De la figura : 743g 
> y=43x - 43a 2 /3a- 43x -y 

зї зу 


> а= = PITT 
3 
* De la figura : mgc =t8120° 
+ t8120^—tg( 180^ - 60°) = tg60^- – 3 


"—— (П) 


= tg60? . 


seneeeeee (TI) 


> 2 m-43 bea) A E мененн СП) 
* (II) en (Ш): 
M —b-43x-y. eere (IV) 


* (1I) y (№) en (I) : 
y! - (3x - y)ysx? rrr euo 


Уз 
2 

> у? - /Зху+у?+х? je 

> V3y?-3xy+V3y?+V/3x? - J3x?*+xy=0 

> 243y?-2xyz0 >|V3y? -xy-0 

PROBLEMA 20 : 


En el siguiente rectángulo, hallar el L.G. que describe 
el punto ‘C’. y 


L//AB : 
Mm, Mag Mo тро 


>-2y=bx-4x=> A O || 


L1BC: 
m¿xmz¿=-1 =>m¿¿xmz¿=-1 


y? 

у (2)4(2=°)--2- 2 xb. 
x х х? 

2 


=> уо два > х? + у? =by 


FI HY E eb ы drei e TRE 
* (I) = (ш : 
4х-2у? _х?+у? 

x y 


34-29 zx +y > 
PROBLEMA 21 : 

En la siguiente figura, hallar el L.G. que describe el 
punto C(x; y), sabiendo que е1 ángulo 0 es 


iguala За. -Y 


* Por dato : 2=3а 
* Por propiedad : 
Un ángulo externo — suma de los ángulos internos 
no adyacentes. = <АСВ= 2а 


* De la figura: mz¿=tga > 3 -tga... (I) 


* Usando el fórmula del < entre dos rectas : 


Y 
tg2a= LEO Mae AC .—ftg2g2——E—4 X 
1+трех Mig m EDA 
x-4Ax 
ху-ху+4у 
tg2 > E A (o 
BE AN х*-4х+у? ш) 
E 4) 
*Por fórmula del q doble: а= ES e (T) 
* (1) en (Ш): 
e T NE 
ig2a2—EX == E = II 
¡e x? -y a(x? - y?) 
x? x? 
Ri; —————— .(IV) 
== 
* Ш)= 
4y 2yx 


PROBLEMA 22 : 

En la siguiente figura se tiene una circunferencia de 
radio igual a 4 unidades. Hallar el L.O. que describe 
el punto A. 


RESOLUCIÓN : 
Dos triángulos son semejantes cuando tienen los 
mismos ángulos. Y 


+ Elevando al cuadrado : 
xt=16(x°+y°) > xt=16x°+16 y? 


> | х“ —- 16x? -16y?=0 


PROBLEMA 23 : 


Dos de los vértices de un triángulo son los puntos 
A(-1;3) y B(5;1). Halle la ecuación del L.G. del tercer 
vértice C(x; y) que se mueve de tal manera que la 


pendiente del lado AC es siempre el doble de la 


pendiente del lado BC 
RESOLUCIÓN : 


E C(x;y) 


M(-1;3) 


B(5;1) 


X 


* Por dato : 


y-3 2y-2 


mac -2mgc = 


> (y-3)(x-5)=(2y-2)(x+1) 
> ya-5y-3x+15=2xy- 2x+2y - 2 


>| O=xy+x+7y-17 


PROBLEMA 24 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
punto Р(х; y). La ecuación de la curva es x=y?, si 


ve Here EP 
se cumple la siguiente condición : Pm? 
x 


M(a;b) 


RESOLUCIÓN : 


Utilizando la condición : == 


> 13292 
x+1 x-5 xtl. x-5 


> Mí(a;b) e curva : a b? ......... cese II) 
* (1) y (1I) en (Ш) : 
3x 252) 23x 3 27y 


2 2 2 8 
> 12x -12227y? > 4x -4-9y? 


> | 0=9у? 4x4 


PROBLEMA 25 : 


Un segmento yy de 8 unidades de longitud apoya 
su extremo № en el eje X’ y su extremo ‘M’ en el eje 
“Y”, Hallar el L.G. que describe el punto medio de 


„Мм. 


RESOLUCIÓN : 


acto 
х= oie 5998a0b68o03080ROP3OOe RES (I) 

b+0 
===) DY=Ó уинн: II, 
o Y (11) 

* Por dato : 


[NM|-8 > Ja?«5?-8 
* Elevando al cuadrado ambos extremos : 
a? b? -8.............. (TIT) 
* (1) y (III) en (Ш): 
(2x)**(25)*-8 
> 4x?+4y?=8 


= [^y^ -2-0 


ке ЕДД!» 


С^2 DL ЛШ TINA 
PROBLEMA 26 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 

punto C(x;y). Se sabe que el perímetro del 

cuadrilátero-OENA es 20. 
Y 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura [OC|=a +2n 
Ja? + y? =а+2п = x? y? - 2n=a...... (1) 


* De la figura : 
[AC|=a+4n > М - 8)? +y? =а+4п 


> Дх - 8) + y? e A (1) 


*(D)=(1D) : 


Ма? +y? -2n= (x-8) +y? - 4n 

Ja? xy? *£2n24(x 8) +у?.................. (HI) 

* Por dato : el perímetro 4-20 
2n+6+4n+8=20>6n=6 >n=1 

*en(III) : 


2 2 
(Vat? +2) = (Vx - 8? ку?) 
5x? +y? edu? e y? +4=(х—8)# + y? 
— x ey! 44 a +у? + 4=х? — 16x 644 y? 
= dx? +y? +4=5165+64 


> ya? +y? +1=-4x+16 
> (a х?+у? y P sus 
¿=> x? y? - 16x? — 120x 4 225 


5 [0=16x? – y? –120х+225 


PROBLEMA 27 : 

En la siguiente figura se tiene un trapecio. Hallar el 
L.G.que describe el punto E”.El lado ОС y el lado 
ME se prolongan hasta cortarse en P(4; 8). 
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0 X 
RESOLUCIÓN : 
Y 


M(a;3) 


ЕСІ MO — mgo” Mi 


AE 4 =2 > a(y- 4)=3x-6 
p. un 
432-6 CONES ILE а) 
у-4 
* М; E; P son colineales : 
=. 0723-8 
"BUR туш 
> -8x 20 =(a -4)(y- а: p =а©4 
> 755420, (а > 52*20*4(y-8) a 
y=8 y-8 
> $x+20+4y-32_, ,-5x*4dy-12. т 
y-8 y-8 
* M=) : 
3х-6 -5xt4y-12 
y-4 y-8 


—(3x-6)(y-8)-(y -4)(-5x 45-12) 
> 3xy -24x -6y+48=- 5ху+4у? - 12y 20x - 16y+48 
> 0=4y? -8xy44x - 22у 


> |0=2y? -4xy+22x - 11у 


PROBLEMA 28 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
punto “E”. Se sabe que el área del triángulo MEO : es 6 
unidades cuadradas. i 


RESOLUCIÓN : 
A; E; B son colineales . 


М(а;0) 0 Ls 
* Por dato: Area A MEO=6 
9 zm 
F А > 12 = |-а;| 
(+) (-) 
12=-ау 
= -12=ау 12=ау => NO CUMPLE 
> o di 
y 
> (I)- (ID: 
-6x _-12 


——-—— > -6ху=-12у+72 > -3xy=-6y+36 
убу 


> -ay=-2y+12> 
PROBLEMA 29 : 

En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
punto ‘B’. La longitud del segmento Ag es 2 
unidades. Se sabe que el radio de la circunferencia 
es 5 y que AB es vertical. 
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LUGAR GEOMÉTRICO 
RESOLUCIÓN : 


m 


* Colocando las longitudes a la figura. 
* De la figura : En el triángulo rectángulo 
sombreado: Por Pitágoras. 
2б=х° +n? > 25 - х? =п? ^ 425 - х? =п...(1) 
* De la figura : 
AB=2> n-y-z2-nz2«y...(II) 
—()-(II): 


V25- х? =2+у > (v25 -x* J «asy? 


> 25-х? =4+4у+у? >0=x? + y? +4у- 21 
PROBLEMA 30 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe, el 
baricentro del triángulo OCB. 


B(9;0) X 
RESOLUCIÓN : 

Sea G(x; y): baricentro 

El baricentro siempre está en el triángulo. Por 
propiedad del baricentro : 
C(a;b) 


B(9;0) X 
х= 20+ +9) > Зх – 9=а.....(1) 


y=3(0+5+0) = Зу=&.........(П) 


GEOL Ш 1-9 Ӯ: Mns 


O.E.C son colineales : 


* (1) y UD en (Ш): 
3(3x-9)-2(3y)=0 > 9x 27 -6y=0 
= 3x-9-2y-0—|3x-2y -9=0] 
PROBLEMA 31 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
punto en el cual se cortan las diagonales del 
rectángulo ABCO. Se sabe que la longitud de la 
diagonal es 6. 


Y 
C B 
0 AA 


RESOLUCIÓN : 
E(x; y): es el punto medio de cada diagonal: 
ʻE’ es punto medio de (7A : 


a 5 25=а........ (1) 


D Ny =O ЖЕК... х ОРАН (П) 
Por dato : [OB|= 6 


Ja? +b? 26 = а? +b? =36...........(1П) 


* (D y (II) en (Ш): 
(2x)? - (2y)? 236 > 4x?-- 4y? «36 


PROBLEMA 82 : 

Se tiene el triángulo ABC. A(- 4;0), B(6; 0), C(0; 8). 
Hallar el L.G. del centro del rectángulo que esta 
dentro del triángulo. Un vértice del rectángulo toca 


allado ДС, otro vértice del rectángulo toca al lado 
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BC y 2 vértices del rectángulo están en el eje “X”, 
RESOLUCIÓN : 
C; N; B, son colineales : 


E у1-8_8 

moy = Mo > х; ueri 

— [Eme >» -3y,+24=4x, 
x; -3 


4x, +3 y, – 24-0... rere (T) 
E(x; y): es el punto medio de las diagonales : 


= 199 2x - x5 xe (П) 


Q(x;0) 


B(6;0) 
A; M; C son colineales : 
Yı 8 


х;+4 4 


mnia а, 


»—?1=2 = у,=2хь„+й........................ (IV) 
X4 z 


* (III) en (IV) : 
2у=2х,+8 > y=x,+4 
=> Y -L= Kg oreorocnresiasionsoossiass (V) 
* (V) en (1): 
2x-(y-4)-x, 
—Zx-yt4zcx2eeenen VI) 
*(III) y (VI) en (1): 4(2x —y+4)+3(2y)- 24=0 
= 8х-4у+16+6у – 24=0 
> 8х+2у-8=0 


> | 4x+y-4=0 
PROBLEMA 33 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
punto “E”. Se sabe que еі área del trapecio 
AOBE es 12. 
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RESOLUCIÓN : 
A; E; C son colineales : 


E(x;y) 


А(п;0) 
— -п 


ue 8 
m5=m > == 
EA A em 


= ух=(х-п)(у-6) => yx=xy -6x -ny+6n 


6x 
6x=n(- 6 = 
> 6x=n(-y+ DEN n 


* Por dato : Area /—\=12 


ЕЗ 2)y=12 —-ny-xy-24— пу=24+ху 


> E RR — — (П) 

*(I)- (II : 

6x _24+ху 

——Z- >-6xy=(-y+6)(24+xy) 
а ху=(—у ху 


> Sxy=- 24- xy? +144+6xy 
> xy? - 12xy+24 y - 144-0 
PROBLEMA 34 : 


En la siguiente figura hallar el L.G. que describe el 
baricentro del triángulo ABC. La ecuación de la curva 
es y'= x + 8. 


01 A(4;0) 
RESOLUCIÓN : 


1m LUGAR GEOMÉTRICO 


G(x;y) 


0|A(4;0) C(a;0) X 
G(x;y) : baricentro del 4 ABC 


—a....(I) 


х=1(4+а+а) > 3x=44+2a > z 


y=3(0+0+0) 17 si озык) 


* En la figura: B(a; b) e a la curva: b*=a+8.... (IH) 
=M y (II) en (Ш) : 
3x-4 
3 3. 
(3y) = 2 
> 54y?=3x-4+16 > 645? -3x 12-0 
—118y? -x—4-0 


PROBLEMA 35 : 
En la siguiente figura la ecuación de la curva es 


Sx-£ 6.8 277 354, 48 


x?+2y?=1. El punto ‘D’ divide al segmento AN 
en una razón igual a 1 . Hallar el L.G. que describe el 


N(4;2) 
D(x;y) 


* Como Ф” divide a AN en una razón igual a 1; esto 


significa que 'D' es punto medio de AN . D(x;y): 
punto medio de AN: 


GEO)IE Ы 17 7: EE 
* En la figura : А(а; b)e ala curva: 

O at PES nI) 

* (1) y (I1) en (Ш) : 

(2x-4).+2(2y -2)?=1 

34x" —16х+16+2(4у? -8y+4)=1 
>4x? -16x+16+8y? - 16y+8-1=0 


> 
PROBLEMA 36 : 

Un punto se mueve de tal manera que su distancia 
al origen es siempre igual a 3. 

Hallar la ecuación de su lugar geométrico y dar su 
interpretación geométrica. 

RESOLUCIÓN : 

* Sea P(x;y) un punto del lugar geométrico la 
[PO| -3. 

La ecuación de su lugar geométrico será: 


* Su interpretación 
geométrica es, que si el 
punto P se mueve de 
modo que su distancia 
a un punto fijo es 
siempre igual a una 
constante ,entonces se 
trata de una 
circunferencia (LG). 


PROBLEMA 37: 


Dado los puntos a =(0; - 2),B=(0;4)y c=(0;0) hallar 
la ecuación del lugar geométrico (L.G.)de los puntos 
P=(x;y)tales que el producto de las pendientes de 
PA y PB sea igual a la pow de PC. 


RESOLUCI ONG 


condición ез; 


m,-pendiente 4%, А 
РА = y+2 
2 


AS 


"PROBLEMA 38: £ NA 

Un punto se mueve de tal manera que su dian 
al eje “Y” y disminuida en 5 es siempre igual al doble 
de su distancia del eje “X”. Hallar la ecuación de su 
lugar geométrico y dar su interpretación PROTEA 
RESOLUCIÓN : 


* Sea P(x;y) un punto del lugar geoine peg por 
condición: РО - 5 = 2xPM 

* Del gráfico: x- 5 = 2y 0-2 x-2y- 5 

La ecuación resultante nos dice que el L.G. es una 
recta. 


* EL punto “P” se mueve a lo largo de la recta “L” 
cumpliendo la condición dada. 
PROBLEMA 39 : 
Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos 
Р = (x;y) equidistantes de A=(2;2) y B (6;-8). 
RESOLUCIÓN : 

d(P;A) -d(P;B) 
> Ф(Р;А) = P(P;B) > (x - 2)? +(y - 2) 

= (х- 6)? + (y+8)? 

* Desarrollando y simplificando: 2х-5у- 
resultando el lugar geométrico una recta. 
PROBLEMA 40: 


En un plano se ubica una recta Z y O un punto 
exterior a ella (ambos son fijos), sea P un punto del 


2320 


-plano tal que el cociente entre la distancia de P al 


punto dado y la distancia de P a la recta es una 
constante mayor que la unidad , halle el lugar 
geométrico de P. 

RESOLUCIÓN : 


* Para hallarlugares geométricos podemos hacer uso 
de la geometría analítica. 
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* Sea (a;0) las coordenadas del punto fijo O y el eje 
de ordenadas la recta .2 dada. 


* P es un punto genérico. 
* De la condición del problema : 


ОР 
E (K es constante mayor que 1) 


* Distancia entre dos puntos : 
OP-(x -a) +(y-0)? 
* Entonces ME > la iy xK 


* Elevando al cuadrado (x ~ а)?+ y?=x? К? 
* se obtiene : (1— B аА +y”=0 


* Sea: K?- I=n, se obtiene : а=пх?+2ах-у? 
(n: constante) multiplicando 


2 
a a .. М 
* Сото —+ — €s constante, la ecuación obtenida 
n 


corresponde a una hipérbola que es el lugar 
geométrico de P. 

PROBLEMA 41: 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos 
P=(x;y) cuya distancia a la recta L:y+4 =0 sea igual 
a dos tercios de su distancia al punto (3;2) 


RESOLUCIÓN : 
d(P:L) = 2 d(P:3;2)) 


Р 2 
2I» *4l- 26-37 (y - 2)? 


> 
PROBLEMA 42 : 
Hallar la ecuación del lugar geométrico cuyos 
simétricos respecto del origen forman la gráfica de 
la ecuación : ху? - 2х? y+y=3 
RESOLUCIÓN : 3 
* Sea P el punto cuyas coordenadas son (x;y) y su 
simétrico respecto al origen P`cuyas coordenadas 
son -x ; -y). 
* Entonces en la ecuación: 

xy -2x у+у= 3 


* Hacemos simplemente el cambio: 


(-)(-y)} -2( - х)? (-у)+(-у)=3 
* Simplificando obtenemos: 
xy -2x у+у+3 = 0 
PROBLEMA 43 : 


Un segmento rectilíneo de longitud 6 se mueve de 
tal manera que uno de sus extremos permanece 
siem pre en el eje “Ж” y el otro extremo en el eje “Y”; 
hallar la ecuación del lugar geométrico del punto 
medio de dicho segmentos. 
RESOLUCIÓN : 

х= а12 + a= 2x 

y=b/2 > b=2y 

> d = (A;B) = 6 > d? (A;B) = 36 


>a? +? = 36 ->4x? + 4y? = 36 


„Генэ 


PROBLEMA 44 : 


Hallar el lugar geométrico del punto P(x;y) que se 
mueve de tal manera que la pendiente de la recta 
que lo une con (0;2) es 1/2 de la pendiente de la 
recta que lo une con (1;1). 


RESOLUCIÓN : 


1 

* Dato : == 
n; 2”? 

* Del gráfico: 
L: y-2=m, x-0) 1 
L; y-1=m,(x-1) 
* Luego tenemos: 
$8 PE 23) 
x-0 2lx-1 


* Reduciendo obtenemos: 
xy-3x-2y=4 ; xx0;-1 

PROBLEMA 45 : 

Los extremos de la base de un triángulo son los 
puntos A=(0;0) y B=(3;0). Hallar la ecuación del 
lugar geométrico del vértice opuesto С si este se 
mueve de tal manera que el ángulo en la base CAB 
es siempre igual al doble del ángulo en la base CBA. 


RESOLUCIÓN : 
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2tga 
1-tg?%a M. 
—tan (2a)- ylx 
>tana = —fan(18?-a) "|. 
>tana = —yl(x-3) 


tan 2a = 


*En (I) : 
y. 2(-ylx-3) Р 
х 1-(-yl (x-3)? / 


э 3х? -12х-у? 49-20| / 


PROBLEMA 46: 

Halle el lugar geométrico de los puntos tales que la 
suma de sus distancias a los puntos (3;4) 
y C3;-4) es igual a 2426 Graficando la ecuación. 
RESOLUCIÓN : 

* La condición implica la relación: 


Vx - 3)? + (y - 4? + (+8)? (y 4)? - 226 
(2-3)? +(у– 4)? = 2426 (x3) + (y + 4)? 


* Elevando al cuadrado y simplificando. 


Sx + 4у +26 =/26 |x? +6x +y? + 8y + 25 


* Elevando al cuadrado nuevamente y 
simplificando se tiene: 
17x? + 10y? - 24xy = 26 

* Por los datos sabemos que la elipse respectiva 
tiene su centro en el origen y que por tanto si 
hacemos una rotación de ejes de manera que el eje 
x'coincida con el eje focal, la ecuación referida a 
este nuevo sistema es de la forma: 


* Es decir, la forma canónica o más simple de las 
ecuaciones de una elipse. Como uno de los 
focos es (3;4), entonces el ángulo a de rotación es 
el correspondiente A. 


E а. ord Ө 
3 s 5 


* Obsérvese que no es necesario halle el valor 
de a .Las ecuaciones de transformación son: 


* Que reemplazadas en la ecuación obtenida nos 
da: ‚ә 
х'2+26у'? = 26-›х°? + E =1 

* Elipse con eje mayor en el eje х ‘е iguala 2/26 
y eje menor en y” e igual a 2. La gráfica aparece en 
la figura. 

* Se obtiene у”2=9/5, ecuación que representa dos 
rectas paralelas al eje x”(caso excepcional de una 
parábola). 


(01) Hallar la ecuación del lugar geométrico que 


escribe el punto medio del segmento AB cuando A 
(2;-2) у B se mueve sobre la curva de 
ecuación x?= y 

A)x'-4x-y-21 В) Зх? +у+у=1 C)ja?+ y? =16 
D) x? + у-х-у=3 Е) 2x? + 4x-y+1=0 

¿Qué lugar geométrico describe el centro de 
una circunferencia móvil que siempre es 


tangente a una recta y a otra circunferencia  fija?. 
A) Mediatriz B) Circunferencia С) Parábola 
D) Elipse E) Hipérbola 


Hallar el lugar geométrico de los puntos P", tales que 
el punto medio del segmento que une “P” con el origen 
equidista del eje “Y” y el punto (1;1). 

A) x'-4y-4x 48 = 0 B) x* -2y-2x+2 = 0 
C) y'-4y- 4х +8 0 D) y*-2y2x +2 = 0 
E) y*-4y-4x + 4 = 0 


EDICIONES nomos č ë ë |@G LUGAR GEOMÉTRICO 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los B Sea el triángulo variable ABP , donde A ( 0 ; 0) 


puntos equidistantes de A (- 2; 3) y B( 3;-1) 
A) 10x + 8у-3 = 0 В) 5х + 4у +4 = 0 
С) 10y- 8х3 = 0 D) 10x- 8у +3 = 0 
Е) 5у- 4х +4 = 0 


(03) Desde el punto A( —8; 6 ) se han trazado todos 


los rayos posibles hasta su intersección con el eje 
de coordenadas . hallar la ecuación del L.G. de sus 
puntos medios. 

А)х=-2 B)x= -4 C)x-4 D)x-y E)y-2 


Hallar la ecuación del L.G. de los puntos cuyas 
distancias al punto F(0;3) sean iguales a sus 
distancias a la recta y + 3 = 0 

А) х? =у В) у = х 
D) y = 8x E) x? = 12y 


Hallar la ecuación del L.G. de los puntos (x; y) 
que distan del punto (2;1) una distancia igual a 3. 


A)(x-2)-y B)(x'-y*z-1 C)(x-2) +(y -1) = 32 
D)x'*53!28 E)x-22y 


Por el punto A( 2;-1) pasa una familia de rectas 


y desde B(2;-5) se traza una perpendicular a cada 
recta de la familia que pasa por A. hallarla ecuación 
del lugar geométrico. 

Ajxi+(y+2)? = 13 В) х? +у? = 13 

С) х? + (у-2) = 9 D) = у 


El segmento AB es tal que A es el punto (2 ;2) 
mientras que B se mueve de tal modo que está sobre 
la circunferencia x?*y? = 1. Hallar el lugar 
geométrico de los puntos medios. 

А)х?+у* +х+у=-7/4 

В) x? + у?+ 2x + 2у=-7/4 

C) x! + y! -2 x -2y = —7/4 

D) x! + y! -x- y =-7/4 

E) x! + y! -3x -3y = -714 


C) y = 12x2 


@д Hallar la ecuación del lugar geométrico del 
centro de una circunferencia tangente a la recta L: 
у+3 = 0 y la circunferencia. 


A+y=4 
А) х? + y = 25 В) х? = 10у  C)x'-10y-25 = 0 
D) x* = 8у Е) х? + у? = 22 


(EY) Halle el lugar geométrico de los puntos que 


dividen a las ordenadas de los puntos de la 
circunferencia х? + y? = 16 en la relación 1/2 . 


А) х? + 4y? =24 B)x*+4y?=30 С) х? + 4y? = 18 
D) x* +4у 2 16 Е) х? + 8y* = 30 


y В ( 4; 0) . si sus ángulos interiores а y f adyacentes 


ala base AB son tales que а +£ = л/ 4 , entonces el 
lugar geométrico de los vérticales *P" que están en el 
primer cuadrante satisfacen la ecuación. 

A) x! + y? 4x + 4y-9=0 

B) х? + y! + 4х + 4у = 0 

C)x* + y? 4x +4y=0 

р) х? -у? 4 + 4у = 0 

Е) xi -y! + 2xy- dx - dy = 0 


3) Un segmento rectilíneo AB de longitud 20 cm 


se mueve de tal manera que los extremos A y B se 
apoyan siempre sobre los ejes “X” y “ү”, 
respectivamente. Hallar la ecuación del lugar 
geométrico de un punto Р(х; y) situados sobre el 


segmento AB a 12 cm de A. 
A) 6 x° + 8y?-427=0 В) 9х? + 4у? – 576 = 0 
С) х? + у#- 16 = 0 


(E) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuya suma de distancias a los ejes 
coordenados es siempre igual a 4. E 


A)x-4 B)y=4 
D)x+y=4 E) N.A. 


С) |x| * |y| *4 


45 Hallar el volumen del cono recto cuyo vértice 


es V= (0; 43;0) ; cuya base es la región limitada 
por el lugar geométrico x? + y? = 36. 

А) 5 /3л B) 6V3x С) 9/3 ля 
D) 12./3х E) 18/37 


1% En general, los punto. (т;п) у (2а-т;п) son 


simétricos respecto de la recta x = a. Hallar la 
ecuación de L.G. de los puntos P(x;y) cuyos 
simétricos respecto de la recta 2x + І = 0 están 
enlagráficade x? + ху-5 = 0 

А) х?- xy + 4x-2y-1=0 В) х? ху + 9х-у-4 = 0 
С) х?- xy- 4х + 2у-1 = 0 Р) х? + ху + 4x- 2у-1= 0 
Е) х?- ху- 2х +у+4 = 0 


(Ey) En la siguiente figura se sabe que: a+0=135", 
Hallar el L.G. que describe el punto ‘C’ 
RPTA: x? y? +бу -9=0 


Cíx;y) 
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3 Un punto ‘E’. se encuentra en el primer 
cuadrante, en la región limitada por el eje ‘X’ y una 
recta L que forma 45° con el eje “Х” y que pasa por el 
origen. Hallar el L.G. que describe el punto.*E?, si la 
suma de sus distancias a la recta L y al eje 'X' es 2 
unidades. 


RPTA : x? — y? — 2xy& 8y - 820 


(92) En la siguiente figura el punto ‘B’ está en la 
curva x^-y 410-0 . Hallar el L.G. que describe el 


1 


AZ 
punto Z, tal que ===. Se sabe que A’ es la 


ZN 2' 
proyección de ‘B’ sobre el eje “Y”. 
y ВРТА: 9x? – 12у+40 = О 
В 
o 


eo Un segmento дв de 4 unidades de longitud 
apoya su extremo “A' en el eje “Y” y su extremo 'B' en 
el eje ‘X’ п punto ‘E’ divide al segmento Ag en 
una razón igual a 2 . Hallar el L.G. que describe el 
punto “E”. 

ВРТА: 9x? +36у? – 64 =0 
€ se tiene un triángulo "ABC. A(-6;1), B(0;-3), 


C(x; y). Por el vértice ‘B’ se traza una mediana de 
longitud igual a 4. Hallar el L.G. que describe el 
punto ‘C’. 


RPTA: х? + y? — 12x 4 14y 421-0 


e» En la siguiente figura se tiene la curva de 


ecuación y – 4x? =0. Hallar el L.G. que describe el 
baricentro del triángulo ABC. 


y ЕРТА: 36x? - 48х – 3y+10 = О 


D En la figura hallar el L.G.que describe el punto 4". 
ВРТА: y? — 4y+xy=0 


Y. 
C(0;4) 


e» En la siguiente figura hallar el L.G. que describe 
el punto C(x; y). La ecuación de 
y*=4x ; ‘C’ es punto medio de Ag. 


la curva es 


e» En la siguiente figura la ecuación de la curva 


es 252 +у?= 4. El punto “М” es punto medio de AE. 
Hallar el L.G. que describe el punto У”. 
RPTA: 4x?-- 2y?+20x — 8y-- 31-0 
A(-5;4) Ж 


Е 


PROBLEMA 26: 

Se tiene un segmento дв de 6 unidades de longitud 
que apoya su extremo 4” en el eje “X” y apoya su 
extremo ‘B’ en el eje ‘Y’. Un punto “E” divide al 
segmento 'Ag en la razón - 2. Hallar el L.G. que 
describe el punto “E”. 


RPTA: 4x? + y? - 144=0 
PROBLEMA 27: 


Halle el lugar geométrico de los puntos cuyo 
producto de distancia a las rectas 


3x-4y-11=0; 3x+4y+5=0 


В 144 
sea igual а ——. 
А) Кесіа B)Circunferencia C)Elipse 
D)Parábola E)Hipérbola 
RESOLUCIÓN : 
Hipérbola. 
RPTA : “E” 


OBJETIVO : 


Conocer el procedimiento de como trasladar y rotar 
ejes de coordenadas . 


INTRODUCCIÓN : 


Uno de los objetivos principales de la Geometría 
analítica es la determinación de las propiedades de 
las diversas figuras geométricas .Apoyándonos en 
alsunos de los conceptos fundamentales hemos 
hecho ya un estudio detallado de la recta y la 
circunferencia. En adelante continuaremos estas 
investigaciones con referencia a otras curvas, 
Encontraremos , sin embargo , que, a medida que 
progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de 
las curvas se van haciendo más y más difíciles de 
analizar ; por esto , se hace necesario en algunas 
ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas , Uno de estos 
artificios, que nos permite simplificar las ecuaciones 
de muchas curvas , consiste en la transformación 
de coordenadas. 


Hasta ahora todo lo que se ha estudiado está referido 
al eje «X» y.al eje «Y», esdecir nuestro sistema de 
referencia son los ejes coordenados. En este capítulo 
lo que haremos será cambiar nuestro sistema de 
referencia de dos maneras básicas , mediante una 
traslación de ejes y mediante una rotación de ejes. 
Otra manera de cambiar el sistema de referencia es 
mediante una traslación y una rotación simultánea, 
tomados en cualquier orden. En este capítulo 
muchas veces se hará referencia a una ecuación de 
2* grado, por lo tanto la recordaremos: 


Ecuación general de 2? grado : 


+ Су + Dx + Ey+F=0 
NO término independiente 


término constante 


término de ler grado o 
término lineal 


término de 2do , grado 


término de 2do grado 


TRASLACIÓN DE EJES 


Es cuando se cambia el sistema de referencia. 
Trasladando el origen O(0; 0) a un nuevo punto 
O'(h;k) quedando los nuevos ejes paralelos a los 
ejes originales. Demostraremos las ecuaciones que 
nos permitan pasar del sistema inicial al final y 
viceversa. El origen O(0; 0) se traslada al nuevo 
origen O'(h; R) y tomamos un punto £ de 
coordenadas (x; y) y (x'; y”) referidos al sistema 
inicial y final respectivamente. El punto E(x; y) lo 
proyectamos a los ejes "X" e “Y” luego el mismo 
punto E(x’; у?) lo proyectamos a los ejes X’ e Y”. 


Origen inicial: (0; 0) 
Origen final: O'(h; k) 
* Del gráfico: 
x-x'*h|Ecuaciones de 
y=y'+k | traslación 
Para que nos quede claro, lo que significa una 
traslación, tomaremos unos ejemplos sencillos : 


EJEMPLO I: 


Origen inicial : O(0;0) 
Origen Final : 0'(3;2) ; 
> A(6;2): Sistema inicial 2 
= A(3;0): Sistema final i 


Como se aprecia en este sencillo ejemplo un mismo 
punto tiene diferentes coordenadas en diferentes 
sistemas de referencia . 


[yis 
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EJEMPLO 2: 
Se tiene una recta L: x+y – 3=0, luego se produce 


una traslación al punto O'(4; 2) Hallar la ecuación 
de la recta £ en el sistema final. 


RESOLUCIÓN : 


L: Ey 3=0;0'(4;2) Gráfico en el sistema inicial 
y también en sl final, 


* Para pasar del sistema inicial al final usaremos las 
x=x +4 

* * ecuaciones de traslación : , 
y=y +2 

L:x+y-3=0>L:x'+4+ y +2+3=0 
L:x'+y'+9=0 

Como se aprecia en este ejemplo una gráfica 

cualquiera, en este caso una recta, tiene diferentes 

ecuaciones en diferentes sistemas de referencia, pero 

el gráfico es exactamente el mismo; esto se debe a 

que la recta no se ha movido lo que se ha movido es 

el sistema de referencia . 

NOTA : 

El razonamiento que hemos aplicado hasta antes de 

este capítulo lo aplicaremos en este capítulo también, 

es decir que el razonamiento en cualquier sistema 

de referencia es siempre el mismo. 


SIMPLIFICACIÓN DE UNA 
ECUACIÓN POR TRASLACIÓN 


La principal aplicación de una traslación de ejes es 
simplificar ecuaciones. En algunos problemas se 
indica el tipo de simplificación deseado , si en otros 
no se especificara la simplificación a realizar, 
deberemos efectuar la máxima simplificación 
posible, 


APLICACIÓN DE LA TRASLACIÓN 
DE EJES PARA HALLAR 


TANGENTES A LAS CÓNICAS 
Si una ecuación de 2” grado pasa por el origen de 
coordenadas se escribirá así : 
Ax? Bxy 4 Cy? 4 Dx 4 Ey =0............... 1) 
Si por el punto O(0; 0) se traza una tangente a la 
ecuación (1); la ecuación de esta tangente será : 
T: Dx+Ey=0 
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EJEMPLO 1: 
En la siguiente figura se tiene una circunferencia de 
ecuación x*+y?-6x-y=0 Aplicando la 
propiedad anterior halle la ecuación de la tangente 
а la circunferencia en el punto O(0 ; 0). 

Y 


T 


RESOLUCIÓN : 
* Como se aprecia la circunferencia pasa por el 
origen, y nos piden la ecuación de T en el punto 
(0; 0): por la propiedad anterior : 

T: — 6x — y=0 > T: 6x + y=0 
* Esta propiedad nos permitirá hallar las ecuaciones 
de las tangentes a las cónicas en cualquier punto de 
tangencia , usando traslación de ejes al punto de 
tangencia. 
EJEMPLO 2: 
En la siguiente figura hallar la ecuación de la 
tangente a la circunferencia x?-y* — 10x — 10y- 45-0, 
en el punto E(4; 3). 


Y 


RESOLUCIÓN : 
* Para poder apliear la propiedad se hará una 
traslación al punto E(4; 3) que vendría a ser el 
nuevo origen O'(h; k). 
х=х'+һ=х=х'+4 
у=у'+Ё= y=y'+83 
=> Reemplazamos : 
(244 (y +3) —10(x -4)-10(y +3)+45=0 
x"? 8x 16 y? +6y +9-10x' —40—10y —30-- 45-0 


EDICIONES RUBINOS 


x? 4 y? — 2x' -4y'=0 Ecuación de la 
circunferencia en el sistema final. Como se observa 
en la figura en el sistema final la circunferencia si 
pasa por el origen y la recta T es tangente a la 
circunferencia justo en el origen. Por lo tanto 
podemos aplicar la propiedad estudiada pero en el 
sistema final : 
* Ecuación de T':-2x'-4y'=0 
> T:- х -2y=0 

Como queremos la ecuación de T pero en el sistema 
inicial : ; $ 

х=х'+4 > x-4-x 

у=у'+8 > y-3=y 


> T:x-4+2(y-3)=0 
Ts x+2y-10=0 


ROTACIÓN DE EJES 


Es cuando se cambia el sistema de referencia, El 
origen no se mueve y los ejes se giran en sentido 
antihorario. Si los ejes giran en sentido horario el 
ángulo deberá ser llevado al sentido antihorario, para 
así poder usar las fórmulas de rotación. 


Y, E(x; y) 


Y) ФЕ (хуу?) 


X 

Tomaremos un punto E de coordenadas (x; y) y 
(x';y')referidos al sistema inicial v final 
respectivamente. el punto E(x; y) lo proyectamos 
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sobre los ejes x e y ; luego el mismo punto E(x"; y?) 
lo proyectamos sobre los ejes x' e y”. 


* De la figura : [OE =r 
* La dirección de gg es а > <EOC=a-0 


* Enel бее; : En el sistema X'O"Y" : 
*Cos(a — 0)- — > rCos(a - 0)2x' 


— [боа Согда Sana Send ja? 
=> rCosa Cos0 4 rSenaSen0- x' .......... eee (I) 


* Sen(a -0)- =” = rSen(a -0)=y' 


r[Sena M ART l=y' 


rSenaCos0+rCosaSenO=Y'" .........................(Ш) 


* En el A OEN : en el sistema XOY : 
Cosa=" — rCosa — x ........ (III) 


Sena=" — rSena- y ...........(IV) 


* (III) y (IV) en @): 


* (III) y (IV) en (II): y'=yCos0 – xSenü 


> |y'=- xSen0+ yCos0 


* Despejando x e y de estas dos ecuaciones , 
hallamos otras dos ecuaciones de rotación: 


x=x'Cos0 — y'Seno] л|у=х'5епо+у Соз 


* Resumiendo tenemos dos pares de fórmulas de 
rotación : E 


x= x'Cos0 — y'Senü | Fórmulas de rotación para pasar 


у= x' Sen + y'Cos0 | del sistema final al sistema inicial 


x'—xCos0-ySenO | Fórmulas de rotación para pasar 
'—— xSen0+ yCos0 | del sistema inicial al sistema final 
NOTAS : 


* El razonamiento que hemos aplicado hasta el 
capítulo anterior lo aplicaremos en este capítulo , es 
decir que el razonamiento en cualquier sistema de 
referencia es siempre el mismo . 


Ecuacion de una пасте Pendiente de una | Pendiente de una 
recta horizontal reda horizontal recia vertical 


SISTEMA 5 

INICIAL » 

SISTEMA "zh 
FINAL gs 


k=número real cualesquiera . 


* Silos ejes giran en sentido horario el ángulo deberá 
ser llevado al sentido antihorario , para así poder usar 
las fórmulas de rotación. Por ejemplo si en un 
problema nos dicen que los ejes giran en sentido 
horario un ángulo de 300°, este ángulo lo deberemos 
llevar al sentido antihorario : 360° - 300*=60". 


=>0=60° que es el ángulo de rotación que se utiliza 
en las fórmulas de rotación de ejes. 

* En una ecuación general de segundo grado : 
Ax?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0, solo se puede 
eliminar el término rectangular o cruzado mediante 
una rotación de ejes. Para eliminar el término 
rectangular xy el ángulo de rotación debe ser agudo: 


РРНК , si ASC — 0-45? 
A-C y 


9x? — 24xy + 16у? — 40x - 30y=0 
Y 


бх? +3xy+y? –4=0 


11х'°+у?=8 


Como se aprecia en estas figuras las ecuaciones de 
las curvas están en el sistema inicial y tienen término 
rectangular, pero después de una rotación de ejes 
según un ángulo agudo 0 las ecuaciones ya no 
tienen el término rectangular en el sistema final. 
Ahora vamos a demostrar que la fórmula para 
eliminar el término rectangular xy es : 


B 
Tg20- A-C 
Sea la ecuación general de segundo grado 
Ax? 4 Вху+Су?+0х+ Ey+F=0 
x=x'Cos0 — y'Senó 
y-x'Sen0- y'Cos0 
* Reemplazando : 
А(х Cos — y Send + В(х Соз – y Sen0)( x! Send y CosQ) y 
C(x'Sen9+ y Cosb}? -D(x'Cos0 — y Send) - El x'Sen0+ y Cos0)+F=0 
* Efectuando el desarrollo y simplificando : 
x'* (АСов?0+ BSen0Cos0 + Csen?0) 
y? (Asen*0 – BSen0Cos0 ССоз?Ө)+ 
x'y'( BCos 28 - ASen20 + Csen20 )+ 
x'(DCos0 - DSen0)+ y'( ECos0 - DSen0)- F-0 
* Como el coeficiente de x’ y’ debe ser сего: 
BCos20 - ASen20+Csen20=0 
= BCos20- ASen20 - Csen20 
> BCos20- Sen20(A - С) 
- B ү Sen20 B 
A-C Cos20 A-C 
Es una relación para hallar el ángulo de rotación Y 
que nos permitirá eliminar el término rectangular xy. 


TRASLACIÓN Y ROTACIÓN 
DE EJES 


Hemos visto que mediante la traslación y rotación 
de los ejes coordenados es posible simplificar 
muchas ecuaciones. Por lo tanto se podrá efectuar 
una simplificación mayor aplicando ambas 


-Tg20 


EDICIONES RUBDINOS 


TRAVSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


operaciones a la vez. Primero efectuaremos una 
traslación al punto оч) y luego se producirá una 
rotación, 


x" 


E origen inicial : O(0;0) 
origen final : O'(h;k) 


* Por Traslación : 
xx... 
PEY ЕЕ canraprerriciancaecas (AN) 
* Por Rotación : 


x'—x" соз 0 — y"sen6..........(III) 
y'=x"senO+ y" cos ..........(IV) 
* (Ш) en (1) : х= x"cos0 — y"sen0- h 
* (IV) en (П) : у= x"sen0 + y" cos0- k 
Estas ecuaciones siguen siendo verdaderas aün 
cuando primero se produzca una rotación y después 
una traslación. El ángulo de rotación debe estar 
en sentido antihorario , si los ejes giraran en sentido 


horario se deberá pasar el ángulo al sentido 
antihorario . 


PROBLEMA 1 : 


Transformar la siguiente ecuación, trasladando los 
ejes coordenados al nuevo origen O” (2;- 5): 


3xy +15х - 6y- 31-0 
RESOLUCIÓN : 
3xy+15x-6y-31=0 > 042-0 
: d һ А 
* Usando las fórmulas de traslación : 
ж=х'+һ = х=х' +2 
yzyth- y2y-5 
* Reemplazando la ecuación : 
З(х'+2)(у'— 5)+15(х' + 2) -6(y' -5)- 81-0 
> 3(ху -5y'+2y'-10)+15x'+ 30 -6y'+80- 31=0 
> 3x'y'-15x'+6y'- 30+15х' + 30 – 6y'+30-31=0 


65977190] 
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PROBLEMA 2 : 


А que punto debe trasladarse el origen para eliminar 
el término constante y el término lineal en y, de la 


ecuación 8y? — 6x — 24y-- 15-0. 
RESOLUCIÓN : 

8y? -6x-24y+15=0 > O'(h;k)? 
x=x'+hay=y'+k 

8(y +k)? -6(x'+Hh)-24( y +k)+15=0 

= 8(у? *2ky +k?)-6x' -Gh— 24у – 24k+15=0 
= 83" 4 16ky +8k? —6x' -Gh — 24у – 24k+15=0 


>8y?+ y (16h - 24) -6x' - BK? — 6h — 24k 15-0 
———— ————— mmm 
0 0 


16k - 24=0 > һ=5 


>8k” -6h- 24k+15=0 > s(2)-on- sd(3) 16-0 
>18-6h-36+15=0 => -6h=3 = h=- 

129 

O(h;k)=0'| -=,= 

> O'(h; k) ( z 4) 

PROBLEMA 3 : 


La ecuación x'? — 2y'? —4, esta referida al sistema 


de coordenadas X'Y' de coordenadas ; referida al 
sistema XY sabiendo que la distancia entre los 


orígenes de coordenadas es J/17 unidades, y que 
la ordenada del nuevo origen es 7. 
RESOLUCIÓN : 

x-x *h-x-x-h 
у=у'+Ё= y'=y-k 

(x - h)? -2(y-k)-4 

= х? -2hxh? - 2(y? - 2ky+h?)=4 

> х? -2hk+h? —2y? c 4hy - h? - 2h? -4=0 
>x? – 2y? - 2hx+4ky+h? - 2k* – 4=0 ....... (а) 


#'-зу°= 5} 


Por dato : Distancia entre orígenes es ‚/77: 


d(A,0)- 417 верх 


Como k=1 


cn 


s QR) X 


GLILOJINTIRDA 
>17=h?*+1 
—16-h? 


Ena: 


h=4 > x?-2y?-8x+4y+16-2-4=0 


> lx? -2y? -8x+4y+10=0 


h=-4 > x?*-2y?-8x+4y+16- 2-4=0 


> |x? -2y?+8x+4y+10=0 
PROBLEMA 4: 


Mediante una traslación de ejes al punto (h; k) la 
ecuación 2xy — 4x+y – 5=0, se escribe en la forma 
x’ y'zu. Hallar h-- ku. 


RESOLUCIÓN : 


2xy-4x+y-5=0>0(h;k)> x'y'=u 
h+k+u=? ;x-2x'th ; у=у+һ 
* En la ecuación : 
Lx +hMy+Rk)-4(x'+h)+y+k-5=0 
—2(x'y *kx'-hk)- 4x'- 4h y k—5-0 
> 9x'y -2kx'-2hy +2hk-4x'-4h+ y k - 5-0 
= 2xy-x'(2k-4) y (2h+1)+ 2hk -4h+k-5=0 
* Esta ecuación la dividiremos entre 2 para que se 
parezca a x'y'zu : 
a do) > 1 k 5 
xy +x (R-2)+y'| h*— |+һҺЕ-2Һһ+——--—=0..........(1) 
—— 2 5.2 
0 um c * 
1 1 
k-220 > k-2^h4—-20 > h--— 
z 2 2 
* en (Т): 3 3 
ay -1+1+1-—=0 > xy'-==0 > ху=— 
Ў: 2 Y E 


> un). E: hikina Y A 
2 2 2 


PROBLEMA 5 : 


Se tiene L: (л - 1)х+у – 3-0, luego L se traslada al 
nuevo origen O*(h; k). o'(h; k) solo puede moverse 
a lo largo del eje X positivo. En el sistema final xy” 
Les perpendicular al eje y?. Hallar el área del 
cuadrilátero que forma L en el sistema final con los 
ejes x' y” y con la recta x'=3. 


RESOLUCIÓN : 
L: (h- 1)x ty -320 = 0' (h; k) 
* Como O'(h; k) esta sobre el eje X: k=0 
x=x+h ^ yzy 


FETO [vis —  — 
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* Reemplazando en L : 
L: (h-1)(xX+h)+y'-3=0 
L: hx'+h? -x' - Һ+у - 320 
L:x(h-1)+y+h?-h-3=0 ...... i f) 


* Por dato : L en el Sistema final es L al eje Y”: 
Esto significa que la ecuación de L en el sistema final 
es у'=# ; luego (1) : 
L: x'(h- 1)* y - h* -h- 3-20 

—— 


0 
y 


Graficando el problema => 

> Area de cuadrilátero: 3х3=9и? 

PROBLEMA 6: 

Hallar la ecuación de la tangente a la curva 
x? 4 y? – 3х +7у+ 2=0 en el punto A(2; 0). 
RESOLUCIÓN : 


Ecuación de T=? 


Hacemos una traslación al nuevo origen: O'(2; 0); 
obligando a la tangente a pasar por el origen. 


Trasladando la ecuación: х=х'+2 


(2+2) +y? -3(1+2)47y+2=0 
— x tdr dy 3x -6+7у+2=0 30 y? kx 4 7y =0 


Esta ecuación no tiene término independiente, luego 
pasa por el origen: podemos aplicar la propiedad 
siguiente : 


* Ecuación de Т: x'--7y'—0....... eene (П) 


* Regresando al sistema original : х'=х-2 
y =y 
*En(M):T: x-2+7y 
> 
PROBLEMA 7: 


Se tiene la recta L: x+2y-2=0. luego se hace una 

traslación al punto O'(A;k) el cual solo puede 

desplazarse a lo largo de la recta £L,: y=3. En el 

sistema x”y” la recta L corta a los ejes x’ e y”, siendo 

su abscisa más su ordenada en el origen igual a 
21 


2 
Hallar el área del triángulo que forma L en el sistema 
final con los ejes x’, y”. 


RESOLUCIÓN : 


L:x+2y-2=0,0'(h;k) 
x=x+h ^ y=y+Rk 


* Pasando L al sistema final : 
L:x+h4+2y+3)-2=0 
L:x'+h+2y'+6-2=0 

L:x *2y +R+4=0 eres E) 


-h-4 
Por dato del problema : abscisa en el origen + 


ordenada en el origen =- E 


-h-4 21 ай: 
-h-44 25 э - 9h-8-h-4--21 


3h-12=- 21 >-3h=- 21+12 >-3h=-9 > h=3 


el y 
> Еһ): L: х+2у+3+4=0—1,: х'+2у'+7=0 9 |-7/2 
7x5 49 7| 0 


PROBLEMA 8: 


Se tiene la recta L: 3x+2y+C=0, luego se traslada el 
origen al punto O'(4; 3). En el sistema final xy la 
recta L corta a los semiejes positivos formando un 
triángulo de área 3u?. Hallar la ecuación de L en el 
sistema final. 

RESOLUCIÓN : 

* Ecuación de Ё en el sistema x?y'z? 

* Pasando L al sistema final : 


Y L y 


L:3(x'+h)+2(y'+k)+c=0 

> L: 3x'+3h+2y'+2k+c=0 

>L: 3x'+2y'+3h+2k+c=0 

>L: 3x'+2y'+12+6+c=0 

51: 3х +92у+18+с=0 ..................-....... (1) 


* Por dato : Área A=3 


E. 


2 
> (18c)! 236 > 18+с=+6 
>18+c=6 > с=- 12 = No cumple 
v 18+е=6 > c=- 24 
> En(I): L: 3х + 2у' +18 – 24-0 
> L: 3x'+2y'-6=0 
PROBLEMA 9: 


Se tiene la curva 3x+2y+xy+8=0, luego se hace una 
traslación al punto O'(h; k) y la curva queda de la 
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siguiente forma : "y"+Nx"+M=0 
Hallar 2N — 3M, si se sabe que һ+Ё=1. 
RESOLUCIÓN : 
3x+2y+xy+8=0 > O'(h;k)— x'y +Nx'4M=0 
2N - 3M =? 
* Trasladamos la ecuación original al último sistema 
mediante las fórmulas de traslación : 
x=x+h ^ =y +k 
З#(х'+Һ)+2(у' -k)( x -h)( y +k)+8=0 
535 +3h+2y +2k+x y +kx'+hy +hk+8=0 
X(3+Rk)+y (24h) + y +3h+2R+hk+8=0 soso (I) 
— 
=> 2+h =0 9 


> h=- 2 > Pordato : 
>h+k=1>-2+k=1 >k=83 


"En(D: 6y + xy -6+6-6+8=0 
>ay+6x+2=0 
N-6^ M=2 > 2N -3M=2(6)- 3(2)=6 


PROBLEMA 10 : 


Se tiene la recta L: 3x + 2y + M=0, luego el origen 
se traslada al punto О” (4;5). En el sistema final la 
recta L corta a los semiejes positivos, siendo su 
abscisa en el origen igual a 4. Hallar la ecuación de 
L en el sistema final. 


RESOLUCIÓN : 

L: 3x 2y 4 M-0— 0'(4;5) ху 
х=х'+4лу=у'+5 
BLX 


L:3(x'+4)+2y'+5)+M=0 
L: 3х +12+2у+10+М =0 
12 3х'+2у'+22+М =0 ...............(1) 
* En el sistema final: E(4;0) = E: 
3(4)+2(0)+22+M=0 
> 12+22+M=0 > M=-34 
"En (D): L : 3x'+2y'+22-34=0 


> |L : 3x'+2y'-12=0 


PROBLEMA 11 : 


Mediante una traslación de ejes al nuevo origen О’ 
(h; k), transformar la ecuación 3xy - 3x+6y+5=0 
en otra ecuación que no tenga términos de primer 
grado, 


Hallar también el valor de 
RESOLUCIÓN : 
3xy-3x+6y+5=0 > O'(h;k) > ху 


No tiene términos de 1* grado 
x=x'+h 


; | Fórmulas de traslación 
х=у'+Ё 


> S(xh)( y Fk) -S(x' -h)*6(y' +k)+5=0 
э S( x y hx - hy - hk)- 3x' -3h6y 655-0 
> 3vy+3kx'+3hy 4 Shk-3x' -3h+6y'+6k+5=0 
ES did — ÍA a Ды -Sht6k 5270 (I) 
>3k-3=0 > k=113h+6=0 => h=- 2 
*En(D: 3х'у'-+8(-2 01) —8(-2)+6(1)+5=0 


= 3ку-6+6+6+5=0 > 
h k EE: 1y (=з). 1 

($3) 3 '2 E 36 

PROBLEMA 12: 


Se tiene la ecuación 3xy-5x+3y-8=0; después de 
una traslación de ejes, la curva queda así : 


3x'y'4x'-3-0. Hallar 3h+3k. 
RESOLUCIÓN : 


3xy-5x+3y-8=0>0(h;k) >3x'y'+x'-3=0 
y=y+k 


> S(x' * h)y'- k) - 5(x' c h)* 3(y +h)-8=0 
> S3(x'y - hy hy hk)-5x' -5h-3y 3k -8=0 

> 8x'y  Skx' Shy Shk — 5x' - 5h-- Sy Sk - 820 

> Sx'y' x' (3h) — 3) y' (3h+6)+3hk -3h+6k+5=0 .........(I) 

1 0 

3k-5=1>h=213h+3=0 > h=- 1 

> 3h+3k=-3+6=3 

PROBLEMA 13 : 


En la siguiente figura, “Т” es una tangente a la curva 
x*-8x+4y-2=0 en el punto A(6;7/2) . 
Hallar la ecuación de la tangente “Т”. 

Y, T 


х=Ж+Һ ^ 


A(6;7/2) 


EDICIONES RI BIKOS 


П 12407 Л 


RESOLUCIÓN : 

* Ecuación de T=? 

* Haremos una traslación al nuevo origen ; 
O'(6;7/2); obligando a la curva y a la tangente “Т?” a 
pasar por el origen. 


eren mere AS 


* Trasladando la ecuación : 
x=x+6 ^ у=у+2 


Y -8x44y 2-0 > (+6) -ax +6)+4[y+2)-2=0 


>x? +12 +36-8x' -48+4y +14-2=0 
Ecuación de la curva en el sistema final 
[22 +4х'+4у=0 

* Por propiedad :Т: 4х'+4у'=0 > Т:х'+у'=0.......... (I) 
* Ahora tenemos la ecuación de '7" en el sistema 
final ; para regresar al sistema inicial, 

x-6-x' 
haremos : 7 


Joc» 


* Reemplazando en (I) :, 
T-x-65y-2-0—Ti 2x-1242y -7-0 [T2 -2y 19-0) 
PROBLEMA 14 : 


Se tienen las rectas Ё: x+(R-5)y-8=0 y 
L,: (h - 4)x+y-10=0, luego se traslada el origen al 
punto O'(fi; k), siendo h y k números positivos. 
En el sistema final L, es vertical y L, es horizontal. 
Hallar el área de la figura formada por los ejes x; y” 
y las rectas L, y L, en el sistema final . 


RESOLUCIÓN : 


L,:x+(k-5)y-8=0>0'(h;k) dd 
х=х'+Һ L, : es vertical 
, y 

y=y+k | І: 0 x-4 


Ly: x'+h+(k-5)(y'+k)-8=0 
1:5 +h+ky +h?-5y -5k-8=0 


> Lyx +y'(k-5)+h+k? -5Е-8=0........... cbr (D) 
0 
k-5=0 > k-25 ...... AA es a) 


> En(I): Lj: x *h*25-25-8-0 

[LiB] UD 
L :(h-4)x-- y - 10-0 = o'( h; kh) x'o'y' SL, : => L; : y =$ 
> Ly: (h-4Mx'+h)J+y'+h-10=0 


>|% hx +h? -4x – 4h+y'+k-10=0] 


1: x (h —4)*y +h? – 4h+k— 10—0............ 
0 


—N (III) 
в-4=0 = h-4......... e ( B) 


“En (Ш) :L,: y'-16- 16k - 1020 => De(a): kz5 
De(a): Ly: y +5-10=0 > Lz: y'=5 
(B)en (I: Lj: x'=8- h> Lj: x'—-4 


* Graficando el problema : 


Li Área=4x5=20 
yo 


PROBLEMA 15 : 


Se tiene la ecuación «^ — 2ху+у+х =0 luego se 
giran los ejes 45°; hallar la ecuación en el sistema . 


RESOLUCIÓN : 


x=x'c080 — ysenÜ => х=х'сов 45° — ysen4b => МЕРИ L, 
y=x'send+ у'сов@ > y =х'веп45°+ у cos45” => „ай, 


х - 2лу+у+х=б.................. менне (E) 


* Reemplazando еп (1): 


EATING 


2 
lp yt ll 1 22 2 , Уз ,_ 
mgr Y +Gy xix э" унди 5У=0 


= 30 - AY + Las at. y? 18,452 NUT 


1 1:9 7 0 * 3 
a 
$c o VU 


4B, 2, Yay 
2” 
= х'у'+ DE 
> х'®-з3у'®+2х' у'+ 242x'20 


PROBLEMA 16 : 


Se tiene la ecuación /3y? — 3=0 luego se giran 
los ejes 60° ; hallar la ecuación de la curva en el 
sistema final. 


GIRONI TIZIA bes 


RESOLUCIÓN: 


x=x' 0080 – уѕепб > x-—x'cos60? — y'senG0” > ir] 


x ЭЗ 
ey 
A DAR. 


у=х'зеп@+ y'cos0 > х=х'зепб0° +у'сов60° > у=. +57 
ES E eara AN (I) 


2 
s) -3=0 > (Lene 


SES 245 — 


P 
y? -3=0 2343x7 +6х y - /8y? -12 


PROBLEMA 17: 


En el sistema inicial se liene los puntos A(2;1) y 
B(3;4). Hallar las coordenadas de A y B después 
de girar los ejes un ángulo de 90°. 


RESOLUCIÓN : 
xy > 0-90? > xy 
A(2;1) > А(х';у)=? 
B(3;4) > B(x';y')-? 
x—x'cosÓ — y'senÜ > x'=xc080+ ysend 
y-x'senÜ-- y'cos0 > y'=- хѕепб+ усоѕ0 
* Para el punto A(2;1) : 

x'= 2с0890°+ 1зеп90° = 2(0)+1(1)=1 

=- 2sen90?-- 1соѕ90°=2(1)+1(0)=— 
> A(1;-2) —Son las coordenadas del punto A 
en el sistema final . 
* Para el punto B(3;4) : 
x'—-3cos 90? + 4зеп90°=3(0)+ 4(1)—4 

'=- Ssen90?-- соз 90°=- 3(1)+4(0)=- 
> B(4;-3) => Son las coordenadas del punto ‘B’ 
en el sisterna final. 
PROBLEMA 18 : 
Se tiene la línea recta L: x+y-1=0, luego se hacen 
girar los ejes un ángulo 9. La recta L en el último 
sistema tiene una pendiente igual a ->. Hallar la 
ecuación de L en el sistema final. 
RESOLUCIÓN : 


L:x+y-1=0 > 0> Es 
ig => > Ecuación de L=? 
* Usaremos las siguientes fórmulas de rotación : 
х=х'с080 – у'ѕепб 
у=х'ѕепб+ у сов@ 


* Pasando la ecuación de L del sistema inicial al final: 
L: x' cos0 — у'зеп@ +x'sen0+ y'cos8 — 1=0 
L: х'(соз0+ѕепӨ)+ y'(-sen0 cos 0) — 1=0 ..........(I) 
1 A 1 
* Por dato : == a E 
трак H 5 
-cosÜ-senü 1 


-senütcosÜ 2 


-(cosü*senü) 1 


—senó- cos 2 


> - 20080 — 2вепд =вепд — cos0 $ 1 
1 seno 
—cosü-SsenÜ > ——- 
3 cosü 


=; -i-tg0 >La tag es negativa en H y IV cuadrante 


* Si 0: está en el Л cuadrante : 


send scos : 
"id ce йо 
: d 1 3 1 3 
Di. ae E ESO 
"(is ño) * Caso) 
LO har -1=0> L: 2х'+4у + /10= 0 
быжы: está en el JV cuadrante : 
1 3 
n0--—-—-; 02——— 
GE TRÍO 
* En (1) : 
1 3 1 3 
L: ф-—=—=+—=—| + y'| -= +- |- 1=0 
«( 3*8) (a Ta) 


2 4 
L: Ñ]x'+ +—y -1=0> L: 2x'+4y' - J10=0 
10° Ло? ^ 

PROBLEMA 19 : 

En el sistema inicial se tiene el punto A(3;4), después 
se giran los ejes un ángulo de 780°. Hallar el punto 
A en el sistema final. 

RESOLUCIÓN : 

* Como 540° es mayor que una vuelta, pasaremos el 


780° _y 


ángulo al primer cuadrant: 360* 


* Luego el ángulo de rotación es : @= 60° 
x—x'cosQ — у'зепб > x'=xc080+ y'senü jo 
y-x'senÜ- y' cos > у= – «send + y cosO 

ху >0=60 > xy 


A(3;4) > А(х';у)=? 
* En las fórmulas de notación (*) : 
4 
2/90, 


po х'=300860° +4senG0” ............. (I): 
m. =- 3sen60+4.008 60?............. (II): 


* En (1): еа) C2] x'z Ž42J3= por 


2 
* En (1) : : 
Жө; 7 __3/3 , 34344 
=з; +(3)> кеоек ыз 
> Ax; ya A 25) 


PROBLEMA 20 : 

La nueva ecuación de una curva es x'y'+2=0 
después de una rotación según un ángulo 0= 45°. 
Hallar la ecuación original de la curva . 
RESOLUCIÓN : 

xy > 0=45 > vy+2=0 

х=х'сов@- y'send0 > x'=xc080+ ysenð | А 
y=x'sen0+y'cos0 => y'=- xsenð + y cos 


, 43,42 
x= etg YES онаст еаоале сосе (Д) 
М y IA RA (RE) 


* (1) y (II) en la Ecuación de la curva : 


EE D E у eese 0 


2 2 
>-5+2=0 > y -х?2+4=0 => 
PROBLEMA 21 : 


Se tiene la recta L: x + y -4-0, luego se hacen girar 
los ejes coordenados un ángulo 0 y la recta L en el 


sistema xy” tiene una pendiente igual a i Hallar la 
ecuación de L en el sistema final xy” . 
RESOLUCIÓN : 
L:x*y-42020-2x'»y' =m,=> 
x=x'cos0 — y'senÜ ^ y—x'sen0 — y'cos0 

* Reemplazando en L : 

L: x'cosó — y sen0+x'senQ+ У созе — 4=0 

L: x'(cos0-r sen0)4- у (-sen8-- cos 0) - 4=0........(а) 
* Por dato :.т,= 2 : 
= -cosÜ—-senü 1 


-senü-cos0ü 2 
зеп@+ соз@ => —sen0 —3cos0 


-(cosO+sen0)_1 
-send+coso 2 
-2cosÓ0 — 28епд = — 


> . МЕРУ =400=- 3 => latg es negativa en 
созӣ 


el І y ТУ cuadrante 


Z) 
I 
* Cuando 0, está en el H cuadrante : 
seno Wh ipn ¿3/10 A T EL 
J/10 10 J10 10 
*En(a): 
e [82 + y [E o 
10 10 10 10 
Зе. E 4=0 > 2/10x' -4/10y' - 40=0 
Ty Moy -20=0 —x'-2y 2410-0 
* Cuando 0, está en el IV cuadrante : 
3 . 3/10 1 10 
senl =- -= =- —— созд =-= =—— 
V10 10 v10 10 
*En (a): 
(X10 зо 3/10 , /10 MEE a 
48-7) (E) mnn teo 


> -2/10x'+4/10y' - 4020—|x' - 2y' "— 
PROBLEMA 22 : 

El triángulo de vértices A(3;3), B(6;1) y C(0;0) se 
encuentra en el sistema xy. Si los ejes giran un 
ángulo en sentido antihorario de manera que el 
semieje positivo x’ divide al lado дв en dos partes 
iguales. Hallar las fórmulas de transformación de 
coordenadas y el área del triángulo ABC en el 
sistema final. 

RESOLUCIÓN : 


x'=xc080+ y send 


( x —x'cosÜ — y'senü (2) 
y'=- xsenB + y cosü 


y=x'senð + y'cosð 
* E(x, y,) es punto medio de AB: 


3+5 341 
Em. d AUTOR > Е(х; у,)=Е(4;2) 


- 4 ONE 
A 
ELE 
LE. LES js 8) Ea, META =, 


NOTA : 

El área de cualquier figura cerrada siempre será igual 
en cualquier sistema . 

> Elarea AABC en el sistema final 2 AreaA en el 
sistema xy 


Ans apo 
215 1 


PROBLEMA 
Hallar el área del cuadrilátero comprendido entre los 


ejes transformados y las rectas =6 y L: x — y+3/2=0; 
sabiendo que el sistema ha girado 45? en sentido 
antihorario. 


RESOLUCIÓN : 
L:x-y+3/2=0 > 0=45* 


1 1 i; 
=-13 - 15|- |-12|- 6 
|- git -15i- SI-iaI- 6 


23 : 


x = x'cosÜ — у send = UNS 2, 
2 2 
y= х'ѕеп0 + у созд = E eR, t 
* Pasando la recta L al sistema final : 
42 , 42., Мас 42 
XEM NE E y 920 
Erato... 57 +342 


¿-V2y'+3/2=0 > L: y'=3 
Luego L es horizontal. 


* Graficando el cuadrilátero formado por las rectas 
en el sistema final : Y 


* La figura formada por х; y'; L y x'z6 es un 
rectángulo 
Área del cuadrilátero = 6x3=18 


PROBLEMA 24 : 


Se tiene la recta L: 2x+3y+E=0, luego se giran los 
ejes un ángulo de 37°. En el sistema final xy? la recta 
L corta a los semiejes positivos; se sabe que la 
ordenada al origen de L es 5 en el sistema final. Hallar 
el área del triángulo formado por los ejes X'Y' y Len 
el sistema final. 


RESOLUCIÓN : 
Y. 


L:2x+3y+E=0 = 0=37° 


Xx 


4 3 
x-—cosÜ- y'senü > x-—x'-—y 
y 5 Б? 


=sen0+ y'cosó => HE £, 
y, y y 5 5" 


* pasando la recta L al sistema final : 


> L; —х'——у'+—х'+—у'+ЁЕ=0 
5 5 5 
> L: ly + E=0 
І: 17х'+6у'+5Е=0....... (E) yo] y 


* Por dato del problema la ordenada al origen de L 
en el sistema final es : 


5: 28Е 5 Ss E=-6 
6 
x' y 
* En (1): L: 17x'+6y'-30=0 g|5 
30 
5 6 
20.3 
>Elárea del lx: 17 ' 190 75 
2 DII 


PROBLEMA 25 : 

Se tiene la recta L: 2x+y+15=0, luego se giran los 
ejes un ángulo agudo. Si la recta L en el sistema final 
es vertical, hallar la ecuación de L en el sistema X'Y*. 


RESOLUCIÓN : 
L: иы! 


сото la recta es vertical su ecuacion 
sera x' igual a un numero 


х=х'с080 – y'senÜ ^ у=х'веп@+ y'cos 
* pasando la recta L al sisterna final : 
L: 2(x'cos — у'ѕзепб)+ х'веп@+ у'соѕ0+15=0 


> L: 2x'cos0 — 2y'send +x'senO+ y'cos0-- 15-0 
> L: x(2cos0 + sen0 )+ y'( - Zsen0-- cos0)-- 15 —0....... (II) 
MA RS, 


о 
—веп@+сов@=0 > cos0-2sen0 = E RENA 
2 cos0 


€ А 5=180 > la tg0es(+): I у Ш cuadrante 


2 
* Comoges un ángulo agudo : 
cuadrante : 


Ө está en el J 


aA 22 
senü—-—— ; соз0=—— 
* En (1): 


"EN. 5 E 
ai (FE) гы 2 Ex 


PROBLEMA 26 : 
Se tiene la recta L : x+y-5=0. luego se hacen girar 
los ejes un ángulo 9. La recta L en el último sistema 
tiene una pendiente igual a — 6. Hallar la ecuación 
de L en el sistema final. 
RESOLUCIÓN : 
L: x+y-5=0 > 0 > m,=-6 

lag n e cl o r9, 

sistema xy xy 

x=x'cos0 — y'sen0 ^ у= x'sen0-* у'созб 
* Pasando la recta £ al sistema final : 
L:x' cos0 — y'sen0 x'sen0 + y'cosü - 5 =0 
L:x'(cos0-* sen8)4 y'(-sen9+c080)- 5—0.....(I) 
* Por dato del problema : 


(0080 +#епд) __ 6 -> —cos0 – вепд=6вепд – 60080 
—sen ^ cos 0 
> 5соз0=7зепб 
- — 5 


7 
==1g0 > la tg8 es (+): 1 y III cuadrante 
* Si 9 estuviera en el J cuadrante : 


рса 5. : Dach. 
24 * J/74 


М 


* En (7) : Le Ere arua] -5=0 


al TZ 
v74 УМ 


Si g estuviera en el Ш cuadrante : 


sen9=- - ; cos0ü-- : 
EE J74 


їг: '-5=0 => L:12x'+2y'-5/74=0 


* En (I) : 


-12 2 
> L:—Ñx' - —=y -5=0 
Ju УМ? 


> L:-12x'- 2y - 8474-0 > |L: 12x'+2y+5/74=0 


PROBLEMA 27: 
Se tiene la recta L : 2x — y+ 20-0, luego se giran 


los ejes un ángulo ð . Sila recta L en el sistema final 


es horizontal ; hallar la ecuación de  L en el 
sistema X'Y*. 
RESOLUCIÓN : 
L:2x-y+20=0 > 0 > sd 
L : es horizontal 
L: y'=#, 


* Pasando la ecuación de L al sistema final usando , 
las fórmulas de rotación : 
ж=х'соз@ — y'senO 
y=x'send + у'созӨ 
L: 2(x'cos0 — y'sen0)- (x'seng + y'cos0)+20=0 
L: 2x'cos0 — 2y'sen0 — x'sen0 — y'cos0-- 20—0 
L: х (2с050 – веп@)+ y'( — 2x'sen6 — cos8)4- 20-0 ........ (I) 
accendi A edt 


0 
2cos0 — sen0=0 => 2cos0—-senO 


E 
2 кеп 
A > 2= 
7 cos 


> tg0=2 
8 


> la £g es (+): enel (I) y (III) cuadrante 


* Si g estuviera en el / cuadrante . 


send 7 ^ cosó 7. 
* En (I) : 
L: r-z) 20 
Vs Уб 


L: Jr 20 > L:y'-445 


*Si g estuviera en el HI cuadrante 
2 1 
senĝ=- -= ; cosQ-- — 
45 ” 4/5 


* En 1): L: E 20 


5 
L: "=-20 > L:y'=-445 
75“ Есет 


GROPI TIIA — ES 
PROBLEMA 28 : 

Después de la rotación del sistema XY, segün un 
ángulo de 45° , la ecuación Ax? + Bxy+ey?=0 
se transforma en 2x/? +y'2=0, Hallar A? 4. B? C?. 
RESOLUCIÓN : 


Ax? Bxy Oy! =0 >0 > 2x74 y? -0 


xzx'cosÜ — y send => x=x' 00845” — y'sen45* — By Ly 
42 
2 


Baly 


A A E 


y=x'sen9 + у сов0 — у=х'зеп45°+у/'зеп45° = y=- 


2 


2 


=x (45E) {$ AM A*C)-0 
3.2 23 —— 
— ~ с o 


ass event en( 7 y?) o ety aL pee 


2 4 


A. B.C 

—4 — e — E +С=4.......... 

A 3 2 > A+B+C=4 (1) 

A B, Cc 

=- += А-В+С=2 .......... ІІ 

dT xs Iz (11) 
-А+С=0 > С=А................. (111) 


*(ll)en (1) :А+В+А=4 2А+В=4 
*(IIl)en(II: A+B+C=2> 2A- B- 2 


* Sumando : агер 3 
mc =— 
2 


* En (IV): Чаан > В=1 


=+ 149 25H 
4 4-2 

* Como se observa para iod este problema 

hemos pasado del sistema inicial al final. Ahora 

veremos otrà forma de resolver este problema 

pasando del sistema final al inicial. 


Ах? +Вху+Су?=0 > 0 = 252+ y?z20 
pu NT TES CENSET кс 


* En (7) : с=5 > А?+В?+С?= 


^* Usaremos éstas fórmulas de rotación : 
x'"=xc080+ ysenO 
y'=- xsen0+ y cosO 


atra) [hs Y2 „ Bo 
DESDE or Loto 
SP 0 a= ;B=1; c= 


SAO E zd 


x12 [E 
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PROBLEMA 29 : 
Mediante una rotación de ejes simplificarla ecuación 
3x?+2xy+3y*=18. de modo que la curva carezca del 
término rectangular xy. 
RESOLUCIÓN : i 

Зх? +2ху+3у? =18 ...........(1) 
* Angulo de rotación : 


Moa (Т) 
4/3 , 


A y, +77 ea) 


Led y] =18 


rayas 


«| 


у=х'зепб+ y'cosü > у= 
* (I) y (Den (1): 


(2.5 ЕЕ E ver 
dee а 5 


H- +2 y E зу gay =18 


M 
PROBLEMA 30 : 
Mediante una rotación de ejes simplificar la 


3x"? 
——-8x'y'* 
> 2 х 


ecuación: х? + 4/3 ху – Зу? = 36 de manera que la 
curva carezca del término rectangular xy. 
RESOLUCIÓN : 
2 2 
x? 4 3xy – Зу? —36.............(I) 
* Ángulo de rotación : 


> 20-60 > 0-309 
* Ecuaciones de rotación : 


LM: on 


=x' д – ' nó 2 =—— У A 
x=x'cosÓ — y'sei x 2 x 2? a 


y-x'senü4 y'cos0. = ly 82 (II) 
* (1) y (П) en (1): 
[EEE PEE х E 


s$s- Ey ы, dz Paya) 
siat E yla rates ey a 0 9B y 9 = 


эзы A ES Bed 


PROBLEMA 31 : 

Mediante una rotación de ejes simplificarla ecuación 
2x? — 24ху — бу? +x +3y+9=0 , de modo que la 
curva carezca del término rectangular xy. 
RESOLUCIÓN : 


Эх? — 24xy — Бу? + х+Зу+9=0..................... (1) 
* Ángulo de rotación : 
B -24 _-24 
t IZA e Е а 
ag20- 4 C 3-(-) 7 
> tag29- 74 = MO. ыы 


7 71-1690 7 
— 14109 =- 24+24tg 007180 =- 12-- 12tg?0 
0=1212?0 – 749 – 12 


4169 3 
ae ER 
4ig0--3—0 > tg0—— M No cumple porque 8 > 90? 


3tg0-4=0 > i => Si cumple porque Gesagudo 


> 0-603? 
4 
5 
in à 
3 
* Ecuaciones de rotación : 
x=x'cos0 — y'senü = d - EY tica) 
3 


y=x'senð + y'cos0 > у= +' - a енн EE) 
* (11) y (Ш) en (1): 


а manie үм л) 


25 25 -25 2 » » 25 25) 
w 4y we ду 
m 5 5s 
18:7 48x'y' 32у? 2283? 216xy  384x'y | 288y* 
25 25 25 25 25 25 25 
2 2 
.80x7 120xy 45у? Зх 4y 12%, ЭУ ө s 
25 25 28. AA 


orny rary 
PROBLEMA 32 : 


Sea la recta L: 4x+3y — 12-0 en el sistema xy; el 
origen de coordenadas se traslada al punto O'(5;4) 
y luego se gira un ángulo agudo ø . Hallar la ecuación 
de L en el sistema final de manera que L sea vertical 
en este último sistema x "у" 


RESOLUCIÓN : 


x" 
x—x"cos0 — y"sen0+h > x=x*c080 - y"senO-- 5 
y=x"sen0+y"cos0+k => y=x"senO+ y" cos 04-4 


* Pasando L al ültimo sistema : 

І,: 4( x' cos 0 — y"sen0+5)+3(x"sen9+y"cos0+4)-12=0 

L: 4x" cos0 - 4y"sen0+20+3x"sen0+3y"cos0+12-12=0 

L: x'(4cos0-- 3sen8)-^ y" (C4sen0-- 3cos8)-- 20—0.........(I) 
0 


—4sen0+3c080=0 => 3cos0—4senO 


| 3 seno 3 
< == —=1tg0 
2 ^ 4 54) оа 
4 
3 > La tg es (+): I y II cuadrante 
* Como 0 es agudo : está en el 7 cuadrante : 
3 4 
senta A coulis. 
* En (1) : 
16, 9 
L: +20=0 
М is si 


L: 5x"+20=0> 
PROBLEMA 33 : 


Sea x'y' el sistema de coordenadas obtenido por 
traslación del sistema xy siendo O'(- 3;2). El 
sistem a x?y' rota con un ángulo de 120° en sentido 
horario. Si las coordenadas del punto P en el sistema 
final es P'(6; 2); hallar la suma de las coordenadas 
de P en el sistema inicial xy. 

RESOLUCIÓN : 

za y)2 0'(-3; 2) 20-120? horario» P'( Ta 


xy ay 


- NOTA : 


El ángulo de giro debe estar siempre en sentido 
antihorario ; como el problema nos da el ángulo en 


sentido horario : 0= 360° — 120°=240° 


— cosü — e 

y="sen9+y'cos0+h 

X53" cos240" — у'зеп?40°—3.......................{1) 
y—2"sen240?- у" cos 240°+2.........................(Ш) 
cos 240* — соз(180°+60°)= — cos 60" —— 5 


REI 


веп240° = sen( 180? + 60° )= — ѕзеп60°= — 3 
* En A B 
216 Уз x 
26| -1|-2| 23 |. 32 22-34 43-32-6448 
2 2 
* En (II) : 


re 5 ee 2y--3/8-1«2-1-3/8 

> P(x; y)-P(-6-/3;1-9/3)5x4y--6H341-3/3—5- 2/8 
PROBLEMA 34 : 

Se tiene las rectas І, : 3x+4y-43=0 y L, : 4x 3y-16-0 . 
Se traslada el origen al punto O'(4;4) y luego se giran 
los ejes 53°. Hallar el área de la figura formada por 
los ejes x" ; y” y L, y L, en el último sistema x "y" 
RESOLUCIÓN : 

L,:3x+4y-43=0 
L, :4x-3y+16=0 


* Usando las fórmulas de traslación y rotación : 


Joso > 0=53 > x"y" 


x-x'cos0 — y"senü* h = atar +4 
” " d "n 3 " 
y-x'sen0- y" cosü t k > yc dEl +4 
* Pasando la recta L, del sistema inicial al final : 
$2 4 4 „гё 3 
L, (2 E a) 43-0 
9 12 16 12 
: >x" -—y'+12 х”+—у'+16-43=0 
а Е 07. 


1:527 —15-0 £L, x =3 Luego L, es una recta vertical. 
* Pasando la recta. L, del sistema inicial al final: 


3 4 4 3 
:4\—х"——у"+4 |—3|—х"+—у"+4 |+16=0 
La (i. 8" 4) E 5? ) 
12- 16 mee 9 
| Le y'-16-—axt-—-y'-12416-0 
Lz: 5 ^ в? 6 z 5? 
L,:- -8y' 20-0 —L,: y'=4 
es Ее Luego L, es una recta horizontal 
ál fico de a figura formado por rectas que se 
an en el último sistema es : ARE 


PROBLEMA 35 : 


Por una traslación de ejes coordenados al nuevo 
origen O*(1;1) y luego una rotación de los ejes en 
un ángulo de 45”.la ecuación de cierta curva se 


trasformó en x''? — 2y"*= 2 
RESOLUCIÓN : 
x y 2 0'(1;1) > 0=45* > x"?- 2y"?=2 
A SADA e 1 


* Por fórmulas de rotación : 


" hago ie al S inicial 
х'=х соз @+ ysenð 
=— хзеп@+сов@ 
4 


representa al sistema final 


* Adaptando estas fórmulas al problema : 
x" 2x' cos0-- y'sen .................. eere (1) 
3" =— x'sen04- у cosÓ .......... eel IH) 


* Como 0-245? = senti 


MS AZ, 


+ En 0): "cora + Y 


332927 


* En (II): y"=- 


* En la ecuación x"? — 2y"? = 2 reemplazamos В la 
ecuación (1) y (1I): Eds 


bI ets 


AI me 


> Gx'y х'? y? – 4=0 ees (у) 
*Por traslación : 
x=x+h>x'=x-h>x'=x-1 
=у'+Ё=у'=у-Ё >y=y-1 
*En (v): 
6(x -1)(y-1)- (x -1? -(y-1f -4=0 
—6(xy-x—y*l1)-(x* -2x4*1)-(5? -2y+1)-4=0 
> 6xy-6x-6y-6—-x?42x—1— y*+2y-1-4=0 
> 6ху-4х-4у- х? – у?=0 


> |x? +у? –- 6ху+4х+4у=0 


OTRO MÉTODO DE SOLUCIÓN : 
Usando las fórmulas de rotación y traslación 
(simultáneamente) : 


x=x"cos0 — y"senü +h 
y=x"senð + y"cos0 +k 


= E ar- xy. RA о 
y. е, Lys A) 
*Sumando : 
x+y=/2x"+0+2 > Ha eststesss (LIE) 
* (III) en (1) : 
2 (х+у-2} 42 _x+y-2 42 
(ESO a = 14 Ер г 


> 2х=х+у-2-/2у'+2 > TE n V) 
* Reemplazando (IH) y (IV) en la ecuación : 


"2 2 
x"^—-2y" 22 _ оү a 
Е: 2) -2(ž 2) AR 


J2 -J2 
Llena aa aeree) 
2 2 
Ze (х+у)? -4(х+у)+4 | (22* -4xyviy) 
2 : 2 


x +2ху+у? -4х-4у+4- 2x? +4xy -2y*=4 
> x? y? -6xy+4x+4y=0 
PROBLEMA 36 :- 


Se tiene una recta L: x+y-E=0, luego se produce 
una traslación al punto O'(2;1) y después se giran 


р, TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 
Mis ejes un ángulo de 53°. Hallar la ecuación de L y 
el valor de “E” en el sistema final x "y" , si se sabe 
que en este sistema la ordenada al origen es — 25. 


RESOLUCIÓN : 
L: x+y- E=0 > 0'(2;1) >0=53>x'y" 


x=x"c080 – y'senü-- h 5 ki 5 
AST 


y=x"senð + у'соѕз0+ k 


4 
4 
—х"—-—у'+2 
Б? 
3 
=—x"+=y"+1 
y-g* tg? 


5 L: 3. Arata -E=0 
5 5 6 5 


ad 
SL: Le 243 Кей 
E Я р 


y 
0|15-5E 


> 15-5E=- 25 > 40=5Е >8=E 
>L:7x"-y"+15-5(8)=0 


> 

PROBLEMA 37 : 

Se tiene la recta L:4x – 3y+16=0, se traslada el origen 
al punto O'(4;4) y luego se giran los ejes un ángulo 
agudo de 0. Si la recta L en el último sistema es 
horizontal ; hallar la ecuación de L en el sistema final. 
RESOLUCIÓN : ` 

L:4x-3y+16=0 —0O'(4;4) => "d 


>L:7x"-y"+15-5E=0 


L, es horizontal : L: y"=# 
x=x"cos0 — y'sen0 +4 


Fórmulas de transf ió 
баз ешр rmulas de transformación 


> L: 4(x"c080 - y"sen0+4)- 3(x"senO+ y"cos0+4)+16=0 
L: 4x"c080 - 4y'sen9+16- 3x'senB – 8y' cos0 - 12+16=0 


L: x'(4cos0 - 3senO)+ y'(-4sen8 —3cos0)4 20=0....... (Т) 
0 
> 4c080-3sen0=0 => 4cos0=30eng > = "2 — 4.360 
3 созд 3 


La tg es (+): I y III cuadrante 


GEOMETRIA mm 


* Como según el problema g es agudo :está en el Г 


= En(I) : L: »(4(2)- a(5))+20> 0 
-16 9 
Ly (3 )=-20> [E: 74] 
PROBLEMA 38 : 
Dada la circunferencia x? +y? – 8х – 10y +37 =0 


Hallar la nueva ecuación , después de trasladarla al 
origen y rotarla 53°. 


RESOLUCIÓN : 
х? +y? -8x -10y+37=0 > 0'(0;0) > 0=58 > х"у" 
х=х" совб— y" senĝð+h d 


yea" sen04 у" cos O4-h Ў 
DN 


3 


x=x"co853" — у"веп53° > aia - y 


yzx'sen53^- у" cos 58^ > у=к'+® у” 


2 
=) ) [e Gr) 0h ало 
5 5 5 
> xt D An e xr apr 
PES Bx! —6y 97-0 
tart Ps yao [EP ER iyi 
PROBLEMA 39 : 
Se tiene L: 2x-y-6=0, luego se hace una traslación 
y después se giran los ejes un ángulo 0 que está en 
el II cuadrante..La pendiente de L en el ültimo 
sistema x "y" eS- 3. La recta L en el sistema xy 
pasa por el punto A(4; 2) y este punto А en el 
sistema x "y" tiene por coordenadas (342,42). 


Hallar el origen trasladado sabiendo que este origen 
está en la parte positiva del eje ‘X’. 


RESOLUCIÓN : x| y 
L:2x-y- su -6 
3|0 
xy > O'(h;k) > Ô > xy 
A(4;2)> A(342;42) = O'(h;0)-? 


1416] 
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x=x"cos0- y" senO- h 
y-x'senü + y" cos04 k 
> x-x"cosÓ-— у" senO- h................ e ( E) 
y=x" senĝ +y" cosb- ........ AA TE AEA 
> A(4;2) > sistema xy :x-4 y=2 
= A(3/2;/2) > sistema x"y" 
>1"=3/2:.; y'-42 
* Reemplazando en (1) : 
4234/2 cos0 — /2sen0 * h.........(IHI) 
* Ahora pasaremos la recta L , del sistema inicial al 
final utilizando las fórmulas de transformación 
(D) y (1): 
І; 2(x" cos0 — у" sen0--h) - (x" sen0- y" cos0) - 6-0 
=> L: 2x" cos0 – 2y' sen0--2h — x" sen0 — 3" cos0 —6—0 
>L: x'(2cos0— sen0)4- y'(-2sen0 — cos0)--2h —6—-0 
-(2со80 —sen0) _ 
-2senÓ-cosÜ — 
-2 c080+sen0=6sen0+3 cos0 
> -5cos0=5sen9 
> -1=1g0 > La tg es (-): 
П y TV cuadrante 
* Como según,el enunciado ĝestá en el II cuadrante 
1 1 
mE ; cos0ü-- 58 
* Reemplazando еп (III): 


1 1 
4-842| -— |- J2 
: | 2j ЕЭ 
>4=-3-1+h > h=8 > 0(8;0) 


PROBLEMA 40 : 
Mediante una transformación de coordenadas 
(rotación luego traslación) expresar la ecuación 


xy — 4x+y-12=0 en una ecuación de la forma 


* Por Dato : m; ——3 = 


r5 


1 


3 =1 ; donde х =х"+һ 
y =y"+k 
RESOLUCIÓN : 


x y 
-4x+y-12=0 > - =1 
ху y З а? b? 


Sistema xy Sistema x" y" 
* Como se aprecia al pasar del sistema inicial al final 
se pierde el término rectangular . Eliminando el 


término rectangular : xy — 4x y — 12-0 ..............(I) 
tg 202 ———2— — —— ov -— 20290" — 60-45" 


* Ecuación de rotación : 


x—x'cosü — y'senü => E x- Ly ad) 
y=x'sen0+y'cos0 => Ey Ey €— (1) 
* (1) y (ID) en (1): 
(2-3 By Ly sey 2,2, EE ey meo 
FERME 12-0 
—a y? -9 [9x 5/2 -24=0 ..........(П) 
x? y? 
36 16 | 
* Por Traslación : x'—x"-- A 
y =y"+Rk 
* En (П) : ' 


(а? -(y +8)? -Nx +һ)+5/2(у' +k)-24=0 
Y? «2hy +h? у? -2ky -K -3/2x -3[2һ+5у2у' +5/2k -24=0 
22 -y*+2(29-3/2)+y (-2+5/2) 

A ie 


+h? E —S/2h+5/2k -24=0... TI) 


-2k+54/2=0 
> к=5У? 
2 
* Reemplazando en Ш: 


yt (22), ае 24=0 


9 25 x oy? 
2,9 275 9425.24-0 P 8 
ING R De o7 x85 das 


2h-342= 


PROBLEMA 41 : 


En la figura L: xa=3+t;:teR y L3:7x-y-10=0 
y-3-t 
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Son dos rectas , tales que ; Po L,; N Lg es el nuevo 

origen de coordenadas. Si los ángulos que forman 

L,con x' y L, con y' son iguales . 

Hallar las ecuaciones vectoriales L, y L, en el sistema 

ху» 

RESOL UCIÓN : 

* vectorialmente se tiene : 

L,=1(3:3)+t(1; - 1)/t e R} > m,=-1 

L,-((0;—10) *r(1;7 ))r e R} > тү=7 

> PozL,nLs.-(2;4) 

* Ademas ; 

mz- ту my,-m, 
1 


* Resolviendo : mun ;my-2 


tga= px Ly т.е 1— 


* Vector direccional : x'z(1; my )=(1; — 2 ) 


1 
—=(2;-1) 
J5 ^ 
* Por lo tanto , cualquier punto del sistema xy estará 
en el nuevo sistema xJy' рог: 


(хгу)=Р,+х'й y =(2:4)+ E (2;-1)x'+4 5052) 


* de donde : 


* Vector rotación : = 


x=2+ Js uy ее y E) 


y=4- ix A Ш) 
* L, y L, se puedan escribir : 

L; :x+y=6; Lo : 7x - y -10—0 ............. (III) 
* (1) y (II) еп (Ш): 

L,:x'*3y'z0enx'y ^ Lo: 8x'-y'20 en x'y' 
PROBLEMA 42 : 


Mediante una traslación paralela de los ejes 
coordenados , simplificar la siguiente ecuación : 


x^ 16y^- 8x+16y -12=0 
RESOLUCION: 


GEOL М 1-0 Р Ч [SENS 
Comparando con; х?+ Bxy+Cy? + Dx+Ey+F=0 
A=1;B=0; С=16 = АС>0: Elipse . 
* Transformando la ecuación se obtiene : 
(2-47, (y+1/2)* 


32 2 
Origen Haciendo : 


-120-(4-2) ,Nuevo 


— 
х=х-4 z ‚2 


* Simplificando : х'2+16у'? – 32=0 
PROBLEMA 43 : 


Mediante una traslación paralela a los ejes 
coordenados, simplificar la siguiente ecuación: 

х?+16у2- 4х +32y-5= 0 
RESOLUCION: 


* El problema es análogo al anterior, por lo tanto se 
obtiene : 


x*+16y?=25 ; 0'=(2; - 1) 
PROBLEMA 44 


El sistema de coordenadas XY se traslada al punto 
P.=(7; 4) y se rota 45° en sentido antihorario 
obteniendose X”Y”. Una recta L tiene la siguiente 
ecuación : 


7 J2 
1-5-5, уе el sistema X'Y* у 


L=((7:9)+ab/a € в) еп el sistema XY . 
I) Hallar 


XY. 


Ш) Las coordenadas del baricentro , en el sistema 
XY, del triángulo formado por L y los ejes XY’. 


RESOLUCIÓN 
*Por dato el nuevo origen es : 


la- ecuación vectorial de L en el sistema 


P.=(7; 4) 
El vector rotación es u=(cos 45°; sen 45-71; 1) 


* Por lo tantó, en el nuevo sistema X*Y”, cualquier 
punto del sistema XY , estará representado рог: 


(х;у)=Р+х'й^=(7;4)+х' Jg DAY XC -1;0)....(a) 


Sea R'=( 242 ;- Z yun punto de L , en el sistema 


X' Y' luego , transformando al sistema XY , 
tendremos: 481 


En (а): 8=(74)+7. 8 REA 


Ta z Ja 1) 
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R-(11;7) => (7:9) y (11; 7) pertenecenal . 

si d es vector direccional de L , entonces : 
á=(11-7;7-9)=2(2;-1)>b=(2;-1) 

Ecuación vectorial de L : L: ((7; 9) +8(2; - 1)/s e R} 

* Cálculo del baricentro: 


En el sistema xy : considerando a los ejes x'e y 
como dos rectas cualesquiera , tendremos. 


L,: ((7:4)&m(1;Dme R, ; Ly: {(@4)+т( —1;1)пє R} 
Intersectando L, y L, con L , forman el triángulo 
buscado : 


Ln LSAS “Es Z iLa AL¿=B=(-3;14) 
* Sea M, punto medio de AB; M=Z(A+B) 
ме 11, 82). EN M Ba "ax 
* Sea G el baricentro , entonces : 
25335 2,10 20 43 76 
A E (е 
3 (7;4)* —( 29m C, 9) 


PROBLEMA 45 : 
Determinar mediante una rotación de ejes, una 


expresión más simple para la cónica: 


5x^- 4xy + 2y* + 60x 264-0 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando : 
=-4;A=5;C=2 > B? - 4AC«0: Elipse . 


* Pero : cosa= ыр zá e 


* Reemplazando : соз ru 38 


* Luego: 


Zu 


x—-Xcosa - sena > x-(X — 23) 45 
y-Xsena-y cosa = у=(2%+ Ў)//5. 

* Sustituyendo en la ecuación de la cónica y 

efectuando: 

60 .. 120. 

Xx ——— 4264-0 
; ARS 
а = Angulo de rotación. 


x?46574—— 
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PROBLEMA 46 : 


El punto F,=(11 ; 3) es el centro de un cuadrado 
uno de cuyos vértices es Q=(18; 2). Si además F, es 
el centro de una hipérbola H, cuyas asintotas son 


las diagonales del cuadrado y si Comp, F.,Q=a . 


siendo йе! vector de rotación del sistema 
coordenado XY, al sistema X”Y” con origen en F, y 
“а”, la longitud del semieje transverso de Н . Hallar: 


I) La ecuación vectorial de la hipérbola H . 
II) Las coordenadas de los focos de H , en XY . 


III) Las ecuaciones de las rectas hipérbola directrices 
de Н, en XY . 


RESOLUCIÓN : 
I) Ecuación vectorial de la Hipérbola : 


haciendo: F Q=ñ=(7; — 1); i^ -(1; 7) 


CH LT 


AT E eem 3 4 
=— + —= „б, =(—;—); = -—;— 
95 || 18 Teo 9 dos (5 5) E" 5 5) 


* Por dato : 


Comp; F,.Qutz; -1).(0($;S) а aus 


55 
* El rectángulo auxiliar de Н, 
= b=5 la ecuación pedida será : 


es un cuadrado 


irs 4 8 3.4 
H-i(11;3) *x'( 2; —)y -2,1)) 
(11;3)+х'( 5 5) y 5 5? 
4 2 
Donde: *—- У_—1...................Ёрїа: 
26 25 
П) Cálculo de los focos : 


Е-Е, +cú ; donde: c=/a*+b*=/50 
F,-(11;3) +/505:5)=01 +4/2;3+342) 
F,-(11;3)- 450(<;2)=(1 -442;3-342) 
Ш) Directrices de Н: c-ae-/50 = e=/2 

de la ecuación de la hipérbola se obtiene : 


(x-11;y-3)=x'u+y'ú”, donde й=(*;*) 
* Multiplicando т.а.т. por ц, se obtiene : 
4 3 
-11 ; y -3).(2;c)-x' 
(x y-3) (в 5) x 
* Donde: ya 2542 
e 2 
* Reemplazando y efectuando : 
dı: 8х+6у – (106+25-/2 )=0 
d: 8х+6у – (106 - 254/2 )=0 
PROBLEMA 47 : 


Al realizarse una transformación de coordenadas , 
el eje de una parábola P resulta orientado según el 
vector (3;4). En el sistema ху’ un punto 
Q'-(20;-20) pertenece a Р y en el sistema XY el 
foco de Pes F=(11;5). 

Determinar en el sístema xy un punto R de P tal que 
el triángulo QVR sea rectángulo , recto en V ( V es un 
vértice de la parábola). 

RESOLUCION : 

* En el sistema х”, y”, la ecuación de la parábola 
será: 


Ф:у'?=4рх/.................(а) 
Q':e2—(-20)- 4p(20) 


de donde: р=5 
* Por dato : 
F.,=(1155) 
Vs-F.,- pü-(11,5)- 5252.) 
V7 (8:1) 

P=(x;y)= (en tx $i )*y'C- 5 ; 
en 9= (20; – 20) se tendrá: 
(x;y)= 7 +20( 5:4) *(-20)( - 
> Q-(x;y)-(36;5) 


) 


3 
29) 


or] So 


| 


* Sea R'z(rr,) el punto €e P, que cumple la 
condicion del problema : 

RV 1 VQ > (r,;r3).(20;-20)=0 > r,=r3 
* Como R'e P debe cumplir su ecuación , luego : 
*En (2): r?-4(5)r, 
* Resolviendo : r,=r,=20 
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* Porlo tanto : R'=(x'; y')=(20;20) 
Dip 3 4 4 3 
К=(х;у)= |(8; (== р 
(x »- «2002 =)+20(-2 2) 
> R-(4;29) 


Q1 ¿A qué punto debe trasladarse el origen para 


eliminar el término de primer grado en x y eliminar 
el término independiente de la ecuación 


x? — 2x -3y 4-0? 
RPTA: O'(1;-1) 
023) Después de una traslación de ejes de la 


ecuación x?+2x+8y+6=0 está queda de la 


forma Ах"2 + Еу'= С. Si la suma de las 
coordenadas del nuevo origen es 3. Hallar A+E+C. 
RPTA: A+E+C=-28 


03) Se tiene la recta L: x +(ћ — 1)y - 2-0 ; luego 
se hace una traslación al punto O'(A;k). El nuevo 
origen se encuentra еп la recta Б: y = 3. En el 
sistema final la recta L corta a los ejes X' e Y”, siendo 
su abscisa en el origen más su ordenada en el origen 
igual a cero (h« 1). Hallar el área del triángulo que 
forman los ejes X” ,Y' y la recta L en el sistema final. 


RPTA: Area a=% 


(Z) Se tiene una recta L : 2x+3y+E=0, luego se 
traslada el origen al punto O'(3;3). En el sistema final 
x'o'y' está recta L corta a los semiejes positivos , 
siendo la abscisa en el origen más la ordenada en el 
origen igual a 5. Hallar la ecuación de £ en el sistema 
final. 
RPTA: L : 2x*+3y'-6=0 
(03) Se tiene la ecuación х+2у+ху+6=0, luego se 
traslada el origen al punto O'(h;k) y la ecuación 
queda de la siguiente forma : x*y*+4x*+4y"+20=0. 
Hallar el origen O'(h;k). 
RPTA: 0'(2:3) 


(09) Se trasladan los ejes al punto 


(Sec120*; Tg*240^). Calcular las coordenadas del 
punto P(3; -2) en el nuevo sistema. 


4)(-5;5) B)(4;4) C)(2;1) р) (8;2) E)(5;—5) 


Se traslada los ejes coordenadas al punto 


M(8; 6). Calcular las coordenadas de un punto P en 
el nuevo sistema X'Y* de manera que el ángulo OPM 
sea recto y además en el sistema XY el punto P tenga 
máxima ordenada. 

А) 2; 4) B)(2;4) C)(-4;2) D) (-4;-2) E) (4;-2) 


(08) Sea la circunferencia: x?+y?- бх+2у = 0, hallar 
la ecuación de dicha circunferencia en el nuevo 
sistema X”Y* luego de trasladar los ejes al punto 
(3; 2) 

A) (CP  (Y'? = 13 
С) (Х' )#+ (Y'?- 9 
E) XF + (Y'? = 19 


Mediante una traslación de ejes la ecuación: 
х2- 4у? + 6x -8y +1 = 0 

se transforma еп (x*)? - a(y')? =b. 

Calcular a + b. 

AJO B) 2 C)4 D) 8 E)12 

@@ Hallar la nueva ecuación de у = 3x, luego de 


trasladar los ejes al punto (3; ~ 3). 
А) у? =8х°°+ 12 В) у’ = 2х + 12 
D) у= 4x’+12 Е) у’ = 5х°-12 


В) (XP + (YY = 4 
D) (X') «(Y = 16 


C) y’ = 3x' + 18 


(1) La ecuación de una curva es: 
y=2Sen c z) -3 


Determinar a qué punto se debe trasladar los ejes 
coordenados para que la nueva ecuación de dicha 
curva sea: у’ = ASenBx”; A < 0. Dar como respuesta 
la nueva ecuación y las coordenadas del nuevo 
origen en xy. (Una solución) ` 


A)y' = 2Sen3x', -Es3) Ar % Es: ) 
Ју т. ( 12° B)y 2Sen3x 17? 


C)y' = 2Senx, тз) 
у (& 


Ns al 9.158 
E)y = 3Senx', ( яз) 


D)y' 2-2Senx', Es: ) 


(E) Las nuevas coordenadas de un punto son 


zu -4 -3-443 
ETE 

originales, si los ejes han sido girados un ángulo de 

30°. 2 

А) (234) B)(3;4)  C)(2;-4) D)(3;4) C) (2; 3) 


3 La recta: y - x = 1, mediante una rotación 


adecuada, se convierte en el sistema X'Y' en una 
recta paralela al eje X’. Hallar la ecuación de dicha 
recta. 


) .Hallar las coordenadas 
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A)yy-42Ó2 AB)y--42:2 С)у = \2 
D)y=-/2 Е)у=1 


СЕ) La ecuación de una curva es: у = Cosx. 


Si los ejes se giran 180? se obtiene un nuevo sistema 
X”Y”. Hallar la ecuación de la curva en X”Y?. 

A) у’ = Sens’ B) у’ = -Senx* C) x’ = Seny’ 
D) у’ = -Cosx' D) x’ = Cosy’ 

3 Mediante una traslación de ejes, eliminar los 


términos de primer grado de la ecuación: 
3x? + 3y! - 12x + 12y -1 =0 
А) (x*)* + (y)? = 25 B) 3(x') + 3(y'? = 25 
С) (x? + (у)? 29 D) 3(x') - 3(y”)* = 25 
E) (x*)* + (y)? = 9 
(9) Hallar la ecuación que resulta de eliminar el 
término xy de la ecuación: 


Зх? -9/3xy + 12y?= 33 


OF (х)? (у)? (=)? 
i) ы B)3- 4777 2] 
: 2 22 d 2 22 
OF б)? _ DELCE- 
А pai SS Wars” 
12 n2 
E) GU Gg 
11 2 
Por una rotación de ejes, un ángulo positivo 
menor de 90°, transforma la ecuación 


2x-V5y + 9 = 0 en otra que no contiene a la 
variable x. Hallar dicha ecuación: 
A)y-320 B) y =-3 
D)y-220 E) |y|-2 
@® Mediante una adecuada traslación de ejes, 
eliminar el término de primer grado en “x” de la 
ecuación 4x? — 20x — 24у + 97 = 0; también indicar 
las coordenadas del nuevo origen. 

А)(у')# 23x; (+3) B)x') =3y'; (22) 


O)z')* =-бу'; (25) D)') = (5:2) 


С) |у\=3 


2 
Е)(у'? = 2х'; (27-5) 
(9) Eliminar el término xy dé la ecuación: 
y luego de hacer una traslación conveniente se 
obtiene: 
2x?4 2xy + 2y?-2x 10у +11= 0 


A) 3(x")! + (y?) ET B)3(x") - (y^)? 23 
С) 3(x”)* -4(y”) =1 D)3(x”) + (y”)? =1 
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E) 3(x”)* + 2(y”)* =6 
@д Las coordenadas de P en XY son: (5; 10). 


Calcular las coordenadas de P en X”Y”. 
Y : 


X 


А)(10;5) B)(86) С) (6;8) D)(3;4) Е) (4;3) 


RE 
(n) Hallar la ecuación de la tangente a la curva 
x? y? = 4х – 6y+8=0 en el punto M(3;1). 


RPTA: T: x-2y-1=0 


03 Se tiene una recta L : 3x+2y+M=0, luego se 
traslada el origen al punto O'(4;5). En el sistema final 
la recta L corta a los semiejes positivos , formándose 
un triángulo de área 72. Hallar la ecuación de L en el 


sisterna final. 
RPTA: L: 3x'*2y-12-0 


63 Se tiene la rectal : 2x-3y+E=0, luego 


se traslada el origen al punto O” (673). En el sistema 
final x'y' la recta L no pasa por el cuarto cuadrante y 
forma con los ejes un triángulo cuyo baricentro es 
G(-1;2/3) Hallar la ecuación de L en el 
sistema final. 


RPTA : L : 2x -3y'*6-0 
(03) Dadala rectaL: — 4x-3y 4122-0. Se giran 


los ejes un ángulo agudo ду la recta L en el sistema 


final es horizontal. Hallar la ecuación de L en el 
sisterna final. 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTI 


DI» o Popa Poro 
mem 
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PROBLEMA 1: 

En un triángulo ABC se traza la mediana BR ; tal que 
AB=AR , m < RBC=14".Halle m Y BAC 
A) 104^ B) 105° С) 106° Р) 107 
RESOLUCIÓN: 


E) 108° 


* En el triángulo isóceles ABR trazamos la mediana 
AM que también es altura y bisectriz . 
* Trazamos CH | BR 
*De: AAMR =CHR 
*Sea CH=3K 
Entonces BH = 4(CH) = 12K( ABHC es not.) 
*Luego: BM=MR=RH=4K 
ЛЕНС es not.(37? y 53°) 
Entonces m«CRH = 37° 
A ABR (isóceles): x -2(377) 2180* 


* Por lo tanto х=106° 
ВРТА: “С” 


PROBLEMA 2: 
En la siguiente figura , calcule a 


D)22,5* 


AS Bo С)15° E)30* 


RESOLUCIÓN : 


* AB=AC=2a 


* Se traza AH BP : AH=a 
* Propiedad de la bisectriz : 
АН = AT=a 
ЛАРС : TC =a > AP = PC 


= a = 10° 
RPTA :“В” 


PROBLEMA З : 

En un círculo de radio 12 se trazan dos diámetros 
perpendiculares AC y Вр. Si M es el punto medio 
de la cuerda BC , halle AM . 


А)104/6 B)/380 C)6/10 D)6/10+1 E)946 


RESOLUCIÓN : 


* Se pide :АМ=х D 
Es. АВМ de (53*/2 y 127°/2) 


x=(6/2)/5 = x = 6/10 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 4: 


Una de las bases de un trapecio mide zu. La 
circunferencia inscrita al trapecio divide a uno de 
sus lados no paralelos en dos segmentos de 


longitudes 4u y 9u. El área del trapecio es : 
А)148 и? В)144 и? С)158 и? D)164 и? 
RESOLUCIÓN :. 4 3 


E)168 u* 


* Sea ABCD el trapecio (АВ // CD) 

* Se pide : S cp 

* Sesabe: maAOB-90? y maBOC-90* 

R.M. E. AOD : R^-4x9 5 R-6 
AM=AN=4 , BN=BT=3 

* В.М. ВОС :R?=3(TC) 2 TC-12 

* luego : 


2147 
Saco" 275 


y 2R)«168,? 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 5: 
En un romboide ABCD se ubican los puntos P y Q 
en AD y BC respectivamente , tal que PQCT sea un 
cuadrado. Si т а BCD=60* y CD=BP=6, calcule BD. 


A)2/10 B)4/3 C)245 D)545 Е)ЗУ6 
RESOLUCIÓN Ёё 


* Nos piden : BD=x 
* Se observa : <d DCT : notable 30° y 60° 
> DT-23 y CT-343 
BP-CD — BCDP es trapecio isósceles 
BD-PC-x 
* En el cuadrado de PQCT : 


ADCT : notable 45° 
x-346 


RPTA : “E” 


Is ET 


PROBLEMA 6: 


PC 
Según el gráfico , BQ — BC=K(AQ). Calcule AP 
B 
Q 
A P C 
A)K В)К+1  C)/K D)2/K E)2K 


RESOLUCIÓN : 


LEE. 


* Piden : a/b 
* Dato m-n =dk 


Se traza pp , tal que la m 4 BDP-m <PCB= Q 
* Luego : ADPB =ACPB caso (A.L.A) 
—PD-PC-a ; DB-CB-n 
* Se observa en AADP, (teorema de la bisectriz 
interior) 
e mn 0 NK a. 
peg = EC > b K 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 7: 
En el gráfico 

N 
Calcule 9х. 
А) 2/5 В)3/8 С)3/7 D)5/8 E)2/7 


GODNA ЛЕГИ А 
RESOLUCIÓN : 


* Nos piden: Y 


y 
GABND : inscrito 
т< ВАР = т< МС = f 


«раю: AD//PQ ут <ВРО= В 
* AQNC ~ABPC 
x 2a x 3 
у Та y7 
* RPTA : “С” 


PROBLEMA 8: 


Se tienen los triángulos equiláteros ABC y CPQ tal 
que А ‚С y О son colineales. 


SiBQNPC=i¡N'¡ANABC=M y АС)=2(СО), 
calcular AOV 

AM 
А)1 B)1/3 C)1/4 D)2/3 E)3/2 
RESOLUCIÓN : 


* se observa : ЛАВО ~ ^ CNQ —>АВ = 3(CN) 
* AAMB~ ^ NMC : 


RPTA : “B” 


TABANEN ——— . —SYCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 9: 
Enun triángulo ABC se traza la mediana BM, además 


se ubican en AB y BC los puntos P y Q 
respectivamente. Si AM=PM=MQ ; т < АВС=60° y 
AC=12, calcule РО. 


А)8 В)9 С) 6/8 
RESOLUCIÓN : 


D)6 E)12 


* Nos piden : PQ 
* Delos datos: AAMP y AQMC son isósceles 
* EnA ABC : a+0 =120° 
ELMPBQ : maPMQ+60"=a+0 
>m<PMQ=60" 
APMO : Equilátero — PQz6 
RPTA :“р” 
PROBLEMA 10 : 
En un triángulo rectángulo ABC recto en B se traza la 
recta secante que intersecta a Ag y AC enMyN 
L AN 1 .. 
respectivamente , tal que BM=2(MA) y CN 5 Si 
m «ACB =20°, calcule la m < AMN. 
A)50* В)55° С)80° D)70* 
RESOLUCIÓN : 


Е)60° 


* Piden : m < AMN 
* Sea: m AMN = x 


EDICIONES ROUBIÑNOS Ж О 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Se traza la mediana BQ en el 21 ABC 


Por teorema de la mediana relativa a la hipotenusa 
AQ-QC-BQ -3n 9NQ-2n 


* ^ BQC( Isósceles ) :m<QBC=20" > m«ABQ-70* 
+ Reemplazando (II) en (1) : 
am" wg ^ MN IBR > х=т® 
ВРТА: “р” 
PROBLEMA 11 : 
En el gráfico BD = DC, АВ = 6,5 y АН = 6. 
Calcule BC. B 


D 
AJ5/Z B)2/2 C)8/2 D)242 A t 


RESOLUCIÓN : в 


* Nos piden : ВС 
* En el E AHB : BH?+6?=(6.5)* 
* Operando : вн=5 


* Pero ADBH =ADCH(L.A.L)= BC= d 


* Luego del IS BHC > nc. 5 2 


RPTA :“A” 
PROBLEMA 12: 
Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 
I) Dos triángulos rectángulos, cuyas alturas relativas 
a la -hipotenusa tienen igual longitud 
respectivamente, son congruentes. 


II) Dos triángulos equiláteros siempre son 
congruentes. 

HI) Si los perímetros de dos regiones cuadradas son 
iguales , dichos cuadrados son congruentes. 
A)FFF B)FFV C)FVF D)VFV 
RESOLUCIÓN : 


I) VERDADERA : 


E)VVV 


* En ambos triángulos rectángulos se traza la 
mediana relativa a la hipotenusa. 


Se observa: las regiones sombreadas son 
congruentes 


Se cumple a- 8 
24 = ABC L PSR 
) FALSA : 


gc AR 


* Para que dos triángulos equiláteros sean 
congruentes se requiere que sus lados sean de igual 


longitud. En el gráfico no se puede afirmar que a= 1 
HI) VERDADERA : 


a b 
* Si 4a=4b — Los cuadrados son congruentes 
RPTA :“D” 
PROBLEMA 13 : 


Se tiene un romboide ABCD y un cuadrado BCNM. 
Si DN=8 , calcule la distancia entre los centros del 


cuadrado y del romboide. 
А)2 В)4 C)6 D) 442 E) 242 


RESOLUCIÓN : 


Sean O, y O, : centros 


Nos piden x 


* Se observa que П АРМИ es una paralelogramo 
—AM-DN-8 


AAMC : 0/0, es la base media > x=4 

ВРТА :“В” 
PROBLEMA 14 : 
En el gráfico la circunferencia $ está inscrita en el 
triángulo ABC. Si el perímetro de la región triangular 
equilátera CMO es 30, calcule AM. 


* Nos piden : x 
* Dato :3a230 >a=10 Ay 
* Se sabe por teorema : 
т4АВО= т4 ОВС =a М 

— рог < inscrito :т 4 МАС = м4 МСА= а 
элт «4 АМС: isósceles +x=10 

RPTA :“С” 
PROBLEMA 15 : 


En el gráfico тАВ= 160°, Calcule xy. 


A) 220° 
B) 195° 
C) 190° 
D) 200* 
E) 210* 


RESOLUCIÓN : 


160* 


* Nos piden : х 
* Dato : m AB- 160^ 
* Se traza ДО — т<АОВ=160° (por < central) 


AAOB : isósceles > maABO-10* 


* Luego en ANBT : х+у=180°+10 (teorema) 
—xt*y-190^ 


RPTA :"C" 
PROBLEMA 16: 
Según el gráfico , T es punto de tangencia. Si AM=7 


AT 
y MN=2 , calcule TE 


A 
А)/7 B)48 C)45 D)43 E)4J42 


RESOLUCIÓN : 


* Nos piden AT. 
R 


* Se traza : OH L MN 
* Por teorema : NH=HM=1 


* С NOA (relaciones métricas) 
R*29(1) >R:=3 
* Por teorema tangente : (AT)?=7(9) > АТ=34/7 


RPTA :“A” 
PROBLEMA 17 : 
En el gráfico mAB=mÚD y (AP)(BD)=48. 
Calcule el área de la región sombreada. 


Alix — B)8z D)Ji2x Е)24я 


C)36z 


EDICIONES RUNRINOS 


RESOLUCIÓN : 


Dato : ab=48 
* Del dato : mAB=mCD —.APD : isósceles 
AP-PD 
* <JOPD ~ ABD 
= PE 2R*=ab= R?-24 
“ЭҢ 
Аа=12т 


RPTA :“р” 
PROBLEMA 18 : 


Del gráfico T y Q son puntos de tangencia. Calcule x 


A) 30* 
В) 20° 
С) 40° 
D) 15° 
Е) 25° 


* Nos piden : х 
Sea m< QTC- 0 
* Se observa que : 


* por < semiinscrito : 
mTQ-26 
* AABC : m< АСВ=40° 
* Por teorema :40°+20 = 180° 
0=70° 


рах 142 


TES PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 

* Reemplazando (II) en (1) : x=70°=90° —x-20* 
ВРТА :“В” 

PROBLEMA 19 : 

Del gráfico AMLP y BNLQ son rectángulos y 

mAB-140* . Calcule x. 


PE Q 


А) 100° В) 105°  C)110 D) 115° Е) 120° 
RESOLUCIÓN : 


* Nos piden x : 
* Por ángulo inscrito : m < ALB=70" 
* Sean: maMPL=f$ y maPQN-0 
SUSPUQU ЕЕЕ eere OA Etien (1) 
* en los rectángulos : 

m<aAPL=fP y maPQN = 0 
* Se observa que : B+70*+ 0-180? 

—f* 02110 ..... she ET (II) 
* Reemplazando (H) en (I) : x = 110° 

RPTA :“С” 

PROBLEMA 20 : 


Del gráfico mostrado mTC=50* .SiP;QyT son 
puntos de tangencia , calcule x. 


P 


D)65* Е)80° 


CE DNA Ы 9 Р 


RESOLUCI va å 


Nos piden x 
* Porq inscrito : 

m 4 TQC=25° 
* Por teorema : m < РТО =90° 
* En МАТО : x + 25° = 90° — х = 65° 

RPTA :“D” 

PROBLEMA 21 : 
En el gráfico B S y О son puntos de tangencia. Si 
ZNG : PB = 9 y AS=4, calcule el área de la 
región sombreada. 


AJ6(13-3x) B)94(5- x) C)18(5-x) D)8(13-3x) 
RESOLUCIÓN : 


S.N. 
~ 
to 


` 


` 
M 


* Sea: 
A .: área de la región sombreada 
AD spo 7 área de la región ABPQ 
Aga: área del semicírculo 

* Nos piden: A . 

* Se observa : 


*Setraza: АМІ 2р 
РМ=4 у ВМ=5 


А х= Авро - Ae 


DJ ыл 
ES AMB(Pitágoras) : AM=12 
* Se observa que: 28-12 > R=6 
* Reemplazando : 


2 
STA "6, 


E > 4A.—6(13—3z) 


RPTA :“А” 


PROBLEMA 22 : 


Las circúnferencias €t y £ son secantes en A y B. 


Si ubicah P y Оеп & y £5 respectivamente , tal que 
AP Y AQ son diámetros ; AP=7 ; AQ=3 y 
PB+B0=8,calcule el área de la región triangular 


APQ. 
A)eJ2 B)342 C)643 D)s45  E)548 


RESOLUCIÓN : 


* Nos piden : A, PAQ 


m 4 PBA-m <= АВО=90° —P, B y О son coloniales 
* Por teorema de Herón : 


A, рде = p(p -3)Mp -7)(p-8) 


7+3+8 
РЕ = —=9 > А, pao 76S 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 23 : 
En un mismo plano se tienen las rectas L,, L,L; y 


1; donde L, y L, son rectas paralelas , L, y L, son 
rectas tales que L, ^L, = A, Lg ^L; = В, L nL = C, 


L;^L =D. BD=CD=AD y BD | АС. Indique 
cuáles de las proposiciones siguientes son 
verdaderas. 

I) ABCD es siempre un rombo. 

II) ABCD es siempre un trapecio. 

III) Por los vértices de ABCD pasa siempre una 
circunferencia. 

AJI yI Bjlylll C)HyIII  DjsoloI E)solo ПІ 
RESOLUCIÓN : 


НЕ PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Se observa : т < ИВС=90° 
ЛАОС se traza OH > AH=HC 
OH || MB : por teorema de thales 


RPTA :“В” 
PROBLEMA 25 : 


En el gráfico P ; S y T son puntos de tangencia. Si 
ABCD es un rectángulo de centro O y PL=4, calcule 
OF. B 


BD-CD-AD-2a; Bp ХС 


*Enel AADC: DB es mediatriz 
>A0 = OC 
т< CDP = 2a 


* Pero: maBCD = т< CDP = 2a 
m< BCA-a 


* Como: CA L Вр 
= ВО=0р -ABCD es un rombo 


ВРТА :“D' A 
PROBLEMA 24 : 4)0,5 B)1 C) J3 D) J Е)1,5 
MC RESOLUCIÓN : 


Según el gráfico , AB=7(BC).Calcule 
gún el g (BC) OM B 


A)1/2 B)1/3 C)2/3 D)3/4 Е)1 
RESOLUCIÓN : 


* Nos piden : OP = x 

Se prolonga a MZ, hasta que interseque a BC en N 
> ОМС : inscriptible 
> maLQN = maLCN-ac 
—APQN : isósceles 


PL-LN-4 
cxNSMC : inscrito 4 МРТ: notable 30? y 60” >MP=6 
>m<SNC=m <BMC=0 * en A ABCD,O es centro : MN=14 
AAOC : isósceles > ON=0M=7=x+6=7 —x-1 


2a+20=180" ¡a+ 0 =90° RPTA :“В” 


(GrREOo»arrra [| тузо 7] — —  —WNLVCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 26 : 


En un triángulo PQR cuyos lados miden PQ=8m, 
QR-4m y PR- 10m . Determine la potencia del 
vértice P con respecto a una circunferencia 
ex-inscrita y tagente aliado QR . 


B)101 m* 
E)48 m* 


A)121 m* 
D)68 m* 


RESOLUCIÓN : 


C)98 m* 


* Piden : Pot, =а -ү= 0? 


* Se sabe que : 


ЕР= 5610 =] > Pot,(9,711* -121m? 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 27 : 

Sila mediana relativa a la hipotenusa de un triángulo 

rectángulo mide 5 ст y forma un ángulo de 30° con 

el cateto mayor , entonces la distancia en cm del 

baricentro al vértice opuesto al cateto menor es 


RESOLUCIÓN : 


* Piden GC=x, siendo G baricentro del 


AAC EG=> 


* Dato : BM=5 
* Por propiedad : BM=MC=AM=5 
* A ABC Notable 30? y 60° 


2 2 = 
=(2) =(3) +0513) > 518 
2 2 3 


PROBLEMA 28 : 
La base de un triángulo mide b y su altura mide 3h. 


Un rectángulo de altura A, se inscribe en el triángulo 
con la base del rectángulo sobre la base del triángulo; 
el área del rectángulo es 


2bh 3bh 


bh bh 4bh 
WE YE, A 


RESOLUCIÓN: B 


* Se pide: S 


PORT 
Del gráfico : $ poer mh 
m 2h 2 
APBQ ~AABC > —- — =2b 
e Sah ү S 
>S PLZ 
ria T RPTA :“А” 


PROBLEMA 29 : 

Se tiene un cuadrilátero inscrito en una 
circunferencia, donde una de sus diagonales es el 
diámetro que mide 74m. Si la distancia entre los 
puntos medios de dichas diagonales es 6m , 
entonces la longitud en m de la otra diagonal es 


А)9 B)445 C)2413 D)742 E)12/2 
RESOLUCIÓN : 


* Se pide : BD 


К OMB (T. Pitágoras) D 
El 


2 
^ ) 27? -6? > BD=2413 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 30 : ; 
El radio de una circunferencia y el perimetro de un 
triángulo rectángulo circunscrito a dicha 


circunferencia miden 3 ст y 50 cm, respectivamente. 
Entonces , el radio de la circunferencia circunscrita 


al triángulo rectángulo mide . 
A)jddem В)22 ст С)11ст D)i2em Е)18 ст 
RESOLUCIÓN : E 


EDICIONES АП АХЫ 


в 
LE 
Piden x ГАЗ ЙУ 
* Datos AA 


г =3ст y АВ+ВС+2х=50 cm 


<1 ABC Teorema de Poncelet : AB+BC=2x+2(r) 
* Reemplazando : 50-2x=2x+2(3) > х=11ст 

ВРТА :“С” 
PROBLEMA 31 : 


Se trazan 4 tangentes a una circunferencia, 
obteniéndose un cuadrilátero de área A y perímetro 
p. Entonces , el radio de la circunferencia mide 


эк =n E) E 


VIC ese ns e 
p p 2p 


RESOLUCIÓN : 


Nos piden r 
* Dato : 


: 


Área 


с asco) А 


Área ¿ scn) = (Semiperímetro) . r 


роне Semiperímetro= 5 


5А (2) LC 
2 
PROBLEMA 32 : 
Uno de los ángulos de un rombo mide 60° y la suma 


de sus diagonal es es de 3( 14-./3 Jm . Entonces , el 


perímetro del rombo mide 
A)25 m В)15 m C)16 m 
RESOLUCIÓN : 


D)i2 m 


E)9 m 


* Dato: AC+BD=3(14+43 ) D 


[ens] PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 
* Se pide perímetro : 8a 
* De la figura: AC+BD=2a(1+v/3 ) 


?а(1+18)=3 ) > 2a=3 


Perímetro = 12 m 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 33 : 


Dados los vectores а = (1;3)у b=(x;y) 
Si a.b=(1,3) ;a-b=(1-x;2).Halle (x? + y?) 
C)1 


AJO В)1/2 
RESOLUCIÓN : 


D)2 E)-1 


* Datos : 


* (1) y AD en (Ш) : (153) . (x;y)=3 
ЕУ да, а ч 
Además : E Лг) 
(153) -(x3y) = (1-352) 
8-yz2-— у= 1......„. «оосо (У) 
* (V) en (IV) : х=0 
x+y =l 
RPTA :“С” 
PROBLEMA 34 : 
En el cuadrilátero de la figura halle el vector MN en 


función de los vectores ;a,b,e y d donde M yN 
son los puntos medios de las diagonales. 


GIO DANI IEA LS 


* ABCD :BN = ND 


RPTA :“С” 
PROBLEMA 35: 
Los puntos A=(-2;-2); B=(0;4); C-(C,;C,) son 
los vértices de un triángulo equilátero. Si С está en el 


segundo cuadrante entonces . J/3(C, +С) vale : 
D)-5 


A)-9 B)-8 
RESOLUCIÓN : 


C)-6 E)-4 


Ly = 400+ 2) +1(4-(-2)* = 2410 
> МС = 430 

AB-(2;6)— AB -(-6;2) 

* Por punto medio : M = (-1 ; 1) 


MC = 430.uai 
15-90 ён 
G-M-c3Í990.| === 
E: WT; 5) 


С =(-34/3 - 1543 +1) 
€,--343-1^€, = {8 +1 

5 43(C, - €,) - -6 
. ЮРТА 462 
PROBLEMA 36: 
En un 4 ABC equilátero , se ubica el punto D exterior 
al triángulo tal que el segmento BD intersecta al 
lado AC. Si mSADC>90", AD=8u y CD=15u, halle 
el menor perímetro entero del A АВС. 
А)52 и В)24 и С)22 и D)46u 
RESOLUCIÓN :. B 


Е)48 и 


rasa Я ENCICLOPEDIA 2012 


* Piden hallar el menor perímetro del D ABC (2p) ; si 
x es la longitud del lado de dicho triángulo, entonces 
2p=3x ў 
* Dato: т < ADC»90* 

* Por naturaleza del triángulo :х2>282+ 152 x»17 

=> 3x > 51 —› (Зх) minimo entero = 92 
RPTA :“А” 

PROBLEMA 37 : 

En un DABC se traza la ceviana BD tal que AB=CD 
y D está en el lado AC.Además: 

m< ABD=60" y т< BAC=20".Halle la т< BCA. 
А)15° B)30° C)25* E)20* 
RESOLUCIÓN : 


D)22*30* 


* Setraza BE tal que : 
A BAE : isósceles > AB — AE=a+b 

* ADBE : isósceles 

> BD = BE y AADB = ACEB (LAL) 

>x = 20° 

RPTA :“E” 

PROBLEMA 38: 
En un triángulo ABC, M y N son puntos de AC si los 
segmentos BM y BN dividen al ángulo B en tres 


ángulos iguales y al lado AC en segmentos 
proporcionales a 2; 1 y 3 . Calcule la medida del 


А B 
ángulo = . 
ng 5 


А)22,5°  B)672,5 С)72,5° 
RESOLUCIÓN : gp 


D)53,5* 


E)60* 


* Teorema de la bisectriz interior AB=2a y BN=a 
* Si: NR :base media =>NR=a a 


EDICIONES RUMINOS 


[UY 1433 [ЕЙ] PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Luego el ABRN isósceles >m q4 ВЕМ=0 
* Por ángulos conjugados : 


36-0 = 180° 0 =4° > ЧАВО. 67,6 
ВРТА :“В” 


PROBLEMA 39 : 


El perímetro de un triángulo isósceles es 26cm. Se 
sabe que la longitud de uno de los lados es 2,1 veces 
la longitud del otro lado. Entonces las longitudes de 
los tres lados son : 


A) Indeterminadas В) 106,5; 10,5;5 С) 10;10;6 
26 26 54,6 

D, 4i 41 ЖЗ E)11;11;4 

RESOLUCIÓN : 


* De acuerdo a los datos se puede dar las dos 
posibilidades : 


Primer caso 


2,1x Segundo caso 
ÓN 
2,1x 
* Analizando el 2% Caso : 


* Por propiedad de existencia : 2,1x « 2x (absurdo) 
* Consideramos entonces sólo el 1°” Caso : 

2P 4,226 25,2x=26 > х=5 
— Los lados son : 10,5; 10,5; 5 


2,1x, 


RPTA :“В” 
PROBLEMA 40 : 

En un penfágono ABCDE los lados AE y DE miden 
16 y 8m respectivamente y A + B+C+B=480; 
calcule la distancia del vértice E a la diagonal AD . 


А) 4/3m В)8 т C)10 m D)12 m 
RESOLUCIÓN : "utes 
16 " 
4 : 
Z 


E 1— 8—4D 
* Nos piden la distancia d del punto E al lado AD 
*Dato: m« A + m« B + m«C + т< 0=480° 
* Sabemos que el pentágono (EABCD) 


2 4i 2540? => maE-60* 


* Se nota en el A EAD (notable) : 
maADE-90* > ED-d-8m 
RPTA :'*B" 


PROBLEMA 41: 


En la figura AT=5; BC-10 ; 4 es una recta ortogonal 
a la bisectriz del ángulo B. Si AM=MC, determine la 
medida de TB. B 


g 


A M, 
С)13 


AJ11 B)12 D)14 E)15 


RESOLUCIÓN : 


* Al prolongar TM y ВС = ATBD : isósceles 


* Luego en el 4 ABC Teorema de Menelao : 
ха(х-10)=5ах >x=15 
RPTA :“E” 
PROBLEMA 42: 


L,:P=(0;1)+ta es una recta que interseca 
perpendicularmente en Q=(q ; q,) a la recta 
L,:P=(3;0)+wb,siq,>0,q,>1y el área 
formada por los ejes X,Y y las rectas L, L, es de 4u*. 
La dirección de L, es el vector : 


A)(7;2) B)4:3) С)(2; 3) 
RESOLUCIÓN : 


D)(4; 2) 


E)(5; 1) 


«>с» СОЕ ЕТУ has 
* Piden a=( aa.) 
* Dato : S 45,57 4u* 


* Del gráfico E S iain 


5 АЛО. J10 
> $лон= - >h=== 
2 2 2 


* En consecuencia . А АОВ es isósceles 
maQAB = 45° > ma АТВ = A > a, = 2а 
* Luego: a = (4; 2) 
RPTA :“р” 


PROBLEMA 43 : 


En la figura, BE // AC УЗВЕ =AC. Sean P y Q los 
puntos medios de AB y AC, respectivamente. Si S es 
el área del triángulo ABC, entonces el área de la 
región EPQC es B E 


A c 
7 11 9 11 15 
—S B)—S C)—S D)—S EJ—S 
Aus 7 ET 3 6 


RESOLUCIÓN : 
B+-—l E 


* Dato : 
EU cS 
* Piden : 
S Q 
(^ EPQC) Vip zc 
S. EPQC7 S, pc + S, pec 


* Se observa : S, pge 1 


Sa PAC 8 


* Además : 3A-Sianc „5. =» = 
брао: S рус IASS = 35 
gs ВРТА : “D” 
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PROBLEMA 45: 

En un triángulo ABC , se traza la bisectriz interior que 
parte del vértice A у corta en D al lado p. Por el 
vértice B se traza gg perpendicular a дру, calcule 
el área del triángulo BDE , si АВ=5и, AC=8u v 
BE=3u. 
Ex Bju? o. р)18 2 en? 
11 9 7: 13 7 


RESOLUCIÓN : Bü 


* Piden: el área de la región triangular BED. 
Sea el área de la región BED=5x 
> el área de la región DEF=3x 


* En el A ABC por el teorema de la bisectriz : 


BD 5 

DC 8 
— el área de la región DFC=16x 
*Enel AABC : 
А АВЕ 12и 5 18 2 
IAABP e e aA A = бх = — 
Amo He а A MAR 

RPTA :“D” 


PROBLEMA 46 : 


El área de un rectángulo de 46 m de perímetro , 
inscrito en un círculo de 8,5 m de radio es 


А)80т? B)100m? C)120m? D)140m? Е)150т? 
RESOLUCIÓN 


Piden А =ab 
* Datos: 29 =2a+2b=46 ; R-8,5 
> (a*b)!223* 
— a^ +b? +2ab=23 5 17^ 42A —=23* 
> As= 120 т? SETS 
ВРТА :“С” 


EDICIONES RUIINOS 
PROBLEMA 47 : 


En un cuadrado ABCD se toma como diámetro AB 
y se constituye exteriormente una semicircunferencia 
sobre la cual se ubica un punto Р, Si О y R son las 


intersecciones de AB con PD y PC halle el valor 
de QR sabiendo que AQ=a y BR=b. 


Add ab в)“ P 6,20% 
RESOLUCIÓN : 


* Piden QR=x 


* Se prolongan PA y PB por semejanza : 


a x b 


* SIDA. —jBcr. *h ek , . Јер 
bk xk 
RPTA :“A” 
PROBLEMA 4: 


En la figura mostrada se cumple que AB-9u y 
АС=15и. Las circunferencias son iguales y tangentes 
de radio igual a r unidades. Halle la suma de las 
longitudes de las circunferencias. 


125x 130x 140x 175% 150% 
UE Вугор ат 80) еи ELIT 
RESOLUCIÓN : 


* Piden :х=5(2 лғ) 
*Dato AC=15 АВ=9 


E. ABC (not : 53° y 37°) 
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Siebs 
13 
15 1507 
: ж=10л| — =—— 
SS 46 | V. 13 
RPTA :“Е” 
PROBLEMA 49 : 
Se tienen dos circunferencias tangentes 


9 
exteriormente de radios 4 y 4c Se une el punto 


medio del segmento de tangente comün exterior 
con los centros de ambas circunferencias. Calcule 
el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo 
así determinado. 

A) 1,50 B)1,75 C)1,10 
RESOLUCIÓN : 


E)1,25 D) 1,60 


SE 


* Piden : x 
* Por propiedad : 
PQ=2 4®=в > PM=MQ=3 
т40,МО,=90° 


0,0,=07+Т0,=4+5=22 


15 


ES о,РМ :О,М=5 Ё 0;QM :0;M=-7 


* Aplicando el Т. de Poncelet en el омо, : 


54 e P aae > x-1,25 


RPTA :“D” 
PROBLEMA 50 : 
En el triángulo acutángulo ABC se trazan las alturas 
BH ,AJ y CK. Desde Н se trazan HM y HN 
los lados BC y BA 


respectivamente. Si MN= 443 entonces el perímetro 
de triángulo HJK es | 


4244/3 B6  Og|s 
RESOLUCIÓN : 


perpendiculares a 


DS  EJ8/3 


GODNIE EEA 


* Piden el perímetro (2P) del A HJK 
*AHJK : A órtico pedal 
A,B y C : excentros del A HJK 
*AHKS isósceles : SK=KH= 0 
+ AHJR : isósceles > НЈ=ЈЕ=п 
ASHR ( MN : base media) 
+т+п=8./3 = 2P, y: =8/3 
RPTA :“E” 
PROBLEMA 51 : 


Sobre cada lado de un triángulo equilátero se toman 
dos puntos tales que dividen al lado en tres partes 
iguales , los seis puntos así tomados forman un 
exágono regular inscrito de perímetro P, calcule el 


área del triángulo equilátero. 

- 957 7 822 уэ 
A) S.P B)--P CS P Di aL 
RESOLUCIÓN : - 

* En el triángulo equilátero de lado За: 
a с 
Р 


* Como nos piden área de la región АВС=А : 

A=(3a)* 3. 2a? J3 > c e(z): 3= P8 
y RPTA : “D” 

PROBLEMA 52: 

Tres circunferencias de radio R son tangentes entre 

sí dos a dos . Si una circunferencia de radio г «R es 

ш nte a las tres anteriores , entonces el valor de 


A 


rro EN AIN CICLOPEDIA 2012 


R 


2 ] R 
6 


R 
VE B) R(J3 -1) or 
RESOLUCIÓN : 


,R 
Eg 


|» 


*Piden:r (r <R) 
* Como O es circuncentro , incentro del triángulo 
equilátero 0,0,0, 


(rH - 2n re n( 7-1) 
З / RPTA :“С” 
PROBLEMA 53: 

En el trapecio ABCD, AB-AD . BC-10u , m4 BCD-45* 
La suma de las distancias del vértice A a las rectas 


que contienen a los segmentos BC y BD es: 


A B 
D [9 
A)J5u В)10и C)20u Р) 5./50и E)6J19u 


RESOLUCIÓN : 


* Piden :AP + AQ 
* Dato: т< ВСр=45° 


» М ВАР” : isósceles = т< АРВ = 45°; 
49-5 2 


* BPA: AP-a 2 


* Luego : AP+AQ=aJ2 
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+ ВНС: a-5/2 _ АР «AQ =10u 
RPTA :“В” 
PROBLEMA 54: 


Los vectores QG, OC y OH son mutuamente 
perpendiculares y son de igual longitud 
(ioci - ioc|- ioH]- а). Sea P el baricentro del triángulo 
CGH. Halle la suma de las distancias trazadas desde 
Palos tres planos formados por los tres vectores 
tomados dos a dos. 

A)2a B)3a C)2/3a 
RESOLUCIÓN : 


Ра 


Е)3/2а 


* HOM : 
z OH a 


PM HM 3n 
* En forma análoga : 


х=у=а= сээ х+у+а-а 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 55: 
El área de un triángulo rectángulo es numéricamente 
igual a su perímetro. Además , el doble de la longitud 


de un cateto es igual a la suma de las longitudes de 
los otros dos lados . El valor del perímetro de dicho 
triángulo es : 

A)20 B)24 С)26 
RESOLUCIÓN : 


D)30 E)36 


Sea el СУ АВС que se muestra en la figura . 
* A : Área de la región triangular 
* 2p : Perímetro de la región 


* Piden: 2p 
* Dato ғ: A=2p 
A A (].). 


* Del gráfico : TE (a+rb+e) 
>e=6 
* También : Ь?=а?+с? 
b+6 ri 2 
s -(2+6) +6° >b=10 
*En (I): 2a =10+6 —a-8 


— 2p =8+10+6=24 
RPTA :“В” 


PROBLEMA 56 : 


Enuna semicircunferencia de diámetro AB se trazan 


tangentes AD y BC de modo que po sea tangente 
a la semicircunferencia en M . Calcule el radio de la 
semicircunferencia . Si AD=10 y CB=6 . 


А) 215 В)415 ©2445 0) 4/5  E)6J3 
RESOLUCIÓN : 

р 
* Piden: r A 


* Dato: DM=10 y MC=6 
* Se traza QM , entonces OM 1 DC 
* También: т< ADO = т< ODM =0 
т< МСО = т< OCB = f 
+ [^ ABCD: 20 + 25 = 180° 
>0+ -90* 


рос: 7 = 10х6 5r- 2/15 

RPTA :“A” 
PROBLEMA 57 : 
En un paralelogramo ABCD, no rectángulo , con 
AB «CD se trazan las bisectrices , interiores de sus 
cuatro ángulos. Dichas bisectrices , al intersecarse, 
forman un : 
A) rombo B) cuadrado 
D) trapecio E) otros cuadriláteros 
RESOLUCIÓN : 


C) rectángulo 


* En el paralelogramo : 


[бы 
28+2а=180° > В+а=90° 

AN //CQ;BQ//DN 

* Porlo tanto , las bisectrices forman un rectángulo 
RPTA :“С” 


PROBLEMA 58 : 


Dentro de una circunferencia de radio R se trazan 
una cuerda de longitud 2a y 2 circunferencias 
tangentes a la cuerda y a la circunferencia inicial, 
según se muestra en la figura adjunta. La suma de 
las áreas de estas últimas circunferencias es : 


AON 


2 
415292) 
2 


„еш 


С)хЕ? 


RESOLUCIÓN : 


Además 2R = m+n 
* Elevando äl cuadrado : 
4R*=(m+n)?=m*+n*+2mn 
=m*+n*=4R*-20? 
* Reemplazando en (1) : 
S,+ sysa[no-£) 


; RPTA :“A” 

PROBLEMA 59 : 

En el gráfico mPQ=40". Calcule mAB+mQS. 
A B 


4) 100° 
В) 120° 
С) 140° 
D) 150° 
E)1 60* Q 
RESOLUCIÓN : 


P S 


1438| W IVCICLOPEDIA 2012 
x 


` sombreada. 


Aa 


* Nos piden : 


N= mAB У mQS 


* Se observa , por ángulo interior : 


70-572 — x + y=140° 


=> NSXTY 


RPTA :“С” 
PROBLEMA 60 : 


En el gráfico se muestran las circunferencias inscritas 
en los triángulos ABC, PBQ, APS y SQC. Si 
ED+IJ+GH =50, calcule el perímetro de la región 


A) 40 
B) 30 
C) 50 
D) 25 
E) 75 


* Nos piden : 

Perímetro de la región triangular PQS=2p, Лтд) 

* Dato : (+т+п=50 

Se observa , M,N y L son puntos de tangencia 

—PM-PE ; NP-PD 95, 
QN-QJ ; QL-QI EET 
SG=SM ; SL-SH Pa: 
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*Deldato:a+b+c+rd+e+f= 50 
* Enel APQS se observa : 
2P A apos = а +c+d+f+e+b 
—> 2P ¿A ros) 790 
RPTA :“С” 
PROBLEMA 61 : 
En un triángulo equilátero ABC(AB=6) se ubica en 


AB y BC en los puntos О y P tal que AP y QC se 
intersectan en S. Si BQ=CB calcule el área mínima 
del círculo circunscrito al triángulo QSP. 


A)4n В) 343m C)3x | D)6m 
RESOLUCIÓN : 

* Teorema : 

Si AABC: equilátero y PC-QB 


> [ES BGSPsinscriptibl 


E) 9x 


> a+b 
DEMOSTRACIÓN : 


Si РС=ВО у A МВС es equilátero 
` —>APCA= AQBC(L.A.L) 
* Luego: т< АРС = m4BQC - 0 
— ABQSP es inscriptible 


* Piden : 
El área mínima del crírculo del radio R. 
— А„=лЁ?........... sexes) 


* Del gráfico: AQBH =APCH(L.A.L) 

> maBQH-m«HPC-0 

> 1 BQHP es inscriptible 
* Además : 
ВОНР : inscriptible (por teorema anterior ) 
* Luego: B ; Q; H; y P son concíclicos 
^ BOH : teorema 

2/3 < R- R5 R> 43 > R - J3(min) 
* Pero Д —rR? > А,=3л 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 62 : 
En la siguiente figura, halle la hipotenusa del 
triángulo ABC, si x?+y?=20 ; (2 8. 
B 


xt 3 5y © 


А)5+/8 В)6+/8 С)7+/8 


RESOLUCIÓN : 


* Piden AC 
* Del gráfico : 

АС=х+уф A (1) 
*Dato: х2+у2=20 у /=/8 

RS AHM ~ Ё МЕС 
e == >= xy 
3-4 

* Sabemos que : 


(к+у)#= x ey! +2ху > (x+y)? 2204 (2)(8) => х+у=6 


(GEO»E Tra 7 | 
*En 1): AC=6+48 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 63 : ` 
En la figura mostrada , el triángulo ABC de isósceles 


O es el centro de la semicircunferencia y MN es 
tangente a las circunferencia. Si AM=a y NC=b , 
halle AC. B : 


o [o 


A)jlab B)2/ab C)la?«b? 
RESOLUCIÓN : 


* Nos piden: 4 
ау A E, ЕЕН (1) 
* En el cuadrilátero AMNC 
20+2a+2ß=360° > 0ra* 8-180? 
>AAMO -—^CON : 


=> !®= аЬ = l=V/ab 
* Reemplazando en (1) : 
VA. AC = 2-Jab 


RPTA :“В” 
PROBLEMA 64 : 

Se tienen dos circunferencias tangentes de radio R. 
Una tercera circunferencia de radio R rueda alrededor 
de las otras dos. Determine la longitud del 
circuito que recorre el centro de esta tercera 
circunferencia. 


aer pez E D)8sR E)4xR 


RESOLUCIÓN : 


11o MÀ 
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Del gráfico : ==" 
* Los triángulo АВС у АСР” son equiláteros . 
* Los arcos Spp Y BQD subtienden ángulos 


4л 
centrales que miden 240°< > d , entonces : 


4л SzR 4л SzR 
V NE "Неи Ң A uc MR TR 


* Longitud del circuito es igual a : 


167R 
Ara 


RPTA :“A” 
PROBLEMA 65 : , 
Dos circunferencias C, y C, en un plano , son 
tangentes exteriormente en P ; L, es una recta que 
pasa por el centro А de C, y es tangente a C, en О; 
L,es una recta tangente a C, y C, en B y E 
respectivamente , tal que gg es paralelo a L,. Si 
BP=2u, el radio de la circunferencia C, es : 

J5 


v5 Уз 


5 4 3 3 
A)-u В)-и C).u.D)--u Eu 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: r 
* Dato; 3 y BP=2 

como CIAQEB es un rectángulo : R=2r 
* Por teorema : BE-24 Rr 


все an > si 


* Luego en el Ex. QEB ; por relaciones métricas : 


| (Nr) -2(2743) > ro 
я RPTA :*“D” 

PROBLEMA 66 : 
El triángulo ABC es equilátero de lado l y P es un 
punto interior. Los segmentos рр, PE y PF son 
perpendiculares a sus lados. 
Entonces : 

PD+PE+PF 

BD+CE+AF es: 


ayi E)242 
RESOLUCIÓN : B 
Vie: a+b+e 
Sye p+m+n 
A l-n E n c 
* Dato 2 


AABC es equilátero 
AB=BC=AC=0 


* Por teoréma : :a+bte=h (3 TEE RET d 


*OBSERVACIÓN : 
ГА, 


г, 


"зе cumple: 


* Enel Л АВС de la observación : 
m? en? ep?-(4 - m? +H - n) (4 - р)? 


0-34? — 20( mtntp) 
> т+п+р= 5...) 
а+ь+с J3 
AUD: атаа 
x RPTA : “A” 


PROBLEMA 67: 

En un triángulo isósceles ABC recto en B, se traza 
lacircunferencia C de diámetro CD (DeBC), 
C^ AC- (E). En la prolongación de ED se elige el 
punto F de manera que FB —BC. Desde el punto F se 


traza la tangente FG (G € C) tal que FG = 443 . Si 
DC=4 u entonces FB es igual a : 
А) 4,5и В) 5,0и С) 5,6u 

RESOLUCIÓN : 


Р) 6,0и Е) 6,би 


* Piden : FB=x 
* Sea: FD=0 
* Por el Teorema de la Tangente : 
(443  -(0«242)0 > 0=4/2 
* Como CD es diámetro : m 4 AEC-90* 
37° 143° 37° 
ot UE ТЕЧ — maEFC = * 


* Si AB=BC=BF ; entonces , B es circuncentro del 
AAFC. 


EM РЕС: no 


maEFC= 


* Por propiedad : E 3 A 


ra C —ÉSVCICLOPEDIA 2012 


* Del gráfico : 3424242-2x42 > x=5,0u 


RPTA: “В” 


PROBLEMA 68 : 
Sea F(x; x,)-ax,*bx,, la función objetivo del 
problema P 


* P : minimizar F(x,, x,) sujeto a :(x,, x3) e SCR? 
* Si el lado CD de la región admisible S que se indica 
es solución del problema Р, determine a+b de modo 


que el valor óptimo de F este entre 20 y 25. 
Ya 


A) 2 
B)4 
С)6 
D) 8 
E) 10 


RESOLUCIÓN : 
* Como el lado CD de la región admisible S es 
solución del problema P , podemos tomar cualquier 
punto del segmento CD y reemplazarlo en la función 
objetivo F (х, x,)-ax,*bx, 
Así tomando los extremos C y D, y evaluamos para 
C=(4;3), tenemos F(4;3)=4a+3b y para D=(2;5) 
tenemos F(2; 5)=2a+5b 
* Como el valor óptimo de F está entre 20 y 25 : 
-20«F(x,;x,) «25 
-420«F(4 ; 3)« 25 ^ 20<F(2; 5) <25 
>20< 4a+3b< 25 ^ 20«2a*5b«25 
* Luego : > 
20<4a+3b<25 60<12a+9<75 
ocn 3 Mos 
80 «14a 314b < 100 
> 2 <a+b< 50 
* Por lo tanto , los valores de (a+b) están en el 


eve (207) 


RPTA : “С” 


diculares AB y CD, por С se traza una recta 
A пасс DA ee elige 


el punto Е de manera que E, B y G sean colineales 


(G eL), la тЕВ=70°, AEn DC = {F}. Determine la 
maAFG. 
А)85° В)95° С)100 р)125 


Е)155° 
RESOLUCIÓN : : 


+ En € si АВу CD son diámetros perpendiculares 
(ABACD=0); entonces , O es centro de Y. 


* Como т<ОСӮ = т4АЕВ = 90° 
2, ЕССЕ : inscriptible , trazamos CE. 

— maECG-m«aGFE 
+ Por < semiinscrito : 
m«ECG = 2 (mCE)- 80° + m«GFE = 80° -> x = 100° 

ЕРТА : “С” 

PROBLEMA 70: 
АВС es un triángulo rectángulo, Me AB y Ne BC 
T punto medio de MN , Q punto medio de AC, si 
AM —4u y NC=6u , entonces TQ mide (en и); 


A)2 B)3 С) N13 D) 415 E)4 
RESOLUCIÓN : 
* Piden TQ 


* Se traza MC y se ubica S, punto medio de MC. 
* Por el Teorema de la base media : 


en AAMC: Qs- 7. 2y QS//AM 


en D CNM: тз= ХС =3 y TS//NC 


* Luego, тч TSQ-ma ABC-90* 
* En el BN TSQ : Teorema de Pitágoras 
х?=22+3° — x= /13 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 71: 
En la figura siguiente , el triángulo АОС , es equilátero 
de lado b; AC es diámetro de la semicircunferencia 


y ДОС es un sector circular. Determine el área de la 
región sombreada. F: 


o 


LN 
METH 34) 


LP, 
B) 726 3-я) 


b? /8 
А) (6 3-я) 


RESOLUCIÓN : 
* Piden el área de la lánula (A, ) : 


A ABC : equilátero 


AC : diámetro 
* Del gráfico : A 5A. —A, дос Acc 
* Reemplazando : 
zb* x60? 2/8 1 
UL PET ETE | zi А, = 50643 —m) 


RPTA :“A” 
PROBLEMA 72: 
En un triángulo rectángulo ABC la hipotenusa mide 
2a unidades , entonces la suma de los cuadrados 
de las longitudes de las medianas relativas a los 
catetos es : 


[1553 [EN PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


D)9a* 


Aja! В)5а С)7а? E)11a! 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : (AQ)^- (CP)! x? y! 
* Por Teorema de Pitágoras : 
B ABQ : ж = п? + (2т)®...............(1) 
Bs CBP : y? =m°+ (2n)? ....(ШП) 
* Sumando (1) y (ID : 
AE Gh ER)... uere (Ш) 
pero , АВС: (2m)? - (2n)? 2 (2a)? > 


* Reemplazando en (HI) : x?+y?=3a* 
| ВРТА :“В” - 


ant 


т?+п?=а? 


PROBLEMA 73: 

Q'es la nueva ubicación del punto Q, al girar la rueda 
desde la posición (1) hasta la posición (2). Determine 
la distancia (menor a 2zr que hay entre Q y la 
proyección de Q' sobre el plano horizontal. 


(1) (2) 


A) Lir 
B) 2,1r 
C) 3,1r 
D) 4,1r 
E) 5,1r 


(1) (2) 


* Nos piden x 
* De la figura tenemos que : 


d-6r (0: ángulo de giro) 


GEOP TEZIA PERS 


a 
* Además : 
a A zar 


4 ВРТА :“B” 
PROBLEMA 74 : 


Las longitudes de dos circunferencias coplanares 
están en la relación de 5 a 2 y su suma es igual a 
147; si la distancia entre sus centros es dos veces la 
diferencia de sus radios , podemos afirmar que las 
circunferencias son: 


A) tangentes exteriores B) tangentes interiores 
C) secantes D) disjunfas 

E) concéntricas 

RESOLUCIÓN : 


* Piden analizar las circunferencias. 
* Sean $, y €, las circunferencias de radios R y r, 
respectivamente 

Longitud de $, :L,=2ZxR 


Longitud de $, :L,=2xr 


* De los datos : 
A 2 EN O ME 
— == + —— = — à m — ononesacosoracoros( I, 
І, 2 2x 2 r 2 " 
L,tL,-1l4x > 2x Е+2лг=14л 
ЕЧ) у с у A укы ты түр Ег (П) 
* De (I) y (II) : R=5 y r=2 
* Sea: 


d: distancia entre los centros de 8, y €, 
* Por dato: d=2(R+) > d=6 
* Por teorema : 


*Si: Ry<d<R+r 
t >g, y $,: secante 

* Para el problema : 5-2<6<5+2 

* De esta manera ,£, y $, son secantes. 
БЕ RPTA : “С” 


| ROBLEMA 75 : 

а Ше el área еп u*, que puede tener la región 
breada S cuando el área del circulo С, es máximo. 

R=2u,0 -x3. 


пил ENCICLOPEDIA 2012 


A)1,36 
B)1,45 
С)1,53 
D)1,67 
E)1,82 


RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando los datos en el gráfico : 


om 


0 2 
* Para que el área del círculo C, sea máximo,esta 


debe ser tangente a PB en su punto medio. Al 


considerar que әр = 3s rad 
3 


S = Área „ров - Área, pog — Área otreutoC; 
RI MED A Ac y 


о E Bi 
4л л 13z 
S-———-—- z—— 
— 4 J/3 >S 12 3 
* Operando : $ 21,67 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 76: 


Las longitudes de los lados de un triángulo ABC son 
3, 4 y 6. Entonces el mayor radio de dos 
circunferencias iguales que pueden inscribirse en 
dicho triángulo , (dado en términos de r, radio de la 
circunferencia inscrita al triángulo ABC) es : 


6r 4r 3r 8r 2r 
AV 5 r+3 e r+3 T 2r+3 E) +3 
RESOLUCIÓN кз 
S Ñ 
4 AN 


* Piden : x máximo en función del inradio r- 

* Las dos circunferencias congruentes inscritas 
tendrán radio máximo cuando el lado tangente 
común sea el de mayor longitud: ER 


EDICIONES RUBINOS 


* AABC : I es incentro 
ДАС ~ AO O, (elementos homólogos) 


* Como 0,0, = 2x 
IT- r —5IL- r-x 
* Reemplazando en (1): 


RPTA :“С” 
PROBLEMA 77 : 


Después de haber sido rotado el sistema XY un 
ángulo a tal que tano - T, se obtuvo los puntos 
A'(-4; 6), B'(2; 4). Si P" es punto medio de A'B'enel 


sistema X'Y', determine las coordenadas de P’ en el 
sistema XY. 


T: 1-41 17 11 19 17 
a (715) 2623 ole) p: 
RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado : 


* Del gráfico , nos piden las coordenadas de 
Р'(-1;5) en el sistema XY. 
xy 
* Sabemos.: 
4 3 19 
[Tora - ysena| х= - 1(2)- &()- 2 
? (2) i4 (5 ) 5 
Бенета - y cosaly=-1(3)+5( 


> a -1Ў 17) 


Ra 
Ma? 
Т 
alq 


RPTA :“D” 
PROBLEMA 78 : 


En un trapezoide ABCD, АВ=ВС, mB=90", mD= 45°. 


Se traza el segmento BH perpendicular a AD. Si 
AD=R calcule BH. 


£ £ £ £/2 
C) 3 D) 4 


2 
A EY 


js EMAS RES 
RESOLUCIÓN : 
B, 


mam 
_——————{-———— 
* Piden: BH=x e 
* Se trazan CR y ÇQ perpendiculares a BH y AD 
respectivamente 
ISBHA=I=CHBB (А - L - A) 
AH=BR=a 
BH-HC-x 
* Luego : 
рос (notable 45?) 
CQ-QD-x-a 
AD = l=a+x+x -a 
= = £ 
x RPTA :“B” 
PROBLEMA 79: 
En la siguiente figura F 


Os 
ARM B O c 
Sir=1u, R=3u , DE//AC,OBF=60", 


Entonces la medida del ángulo BDE es : 
D)22,5* 


A)7,5* В)10° С)15° 
RESOLUCIÓN : 


E)30* 


* Piden: a 

* Como: DE//AC >m«ABD = а 

* Por dato: ma OBF -60* 

* entonces: maBR=60 

* Por propiedad : mAD- m BF- 60° 


* Luego, por ángulo inscrito: a = 30° 
RPTA : “E” 


GONE DEEA АЫ 


PROBLEMA 80: 
Sea ABCD un cuadrado de lado L ; M es el punto 
medio del lado AD, E es un punto en el lado AB, P 


es la intersección de MB con EC y Fes tal que DF 
contiene a P. Sabiendo que [AE|-[EF| calcule el valor 


de [ЕВ]. 


J2 L L L 4/2 
AL By р) = o, EM 
RESOLUCIÓN : "Arg 


i | 
* 
F 
! Н 
Е 
| 
* Piden: BF = x A ME 3D 
*Dato: CD=L Eb 
L NE 
=> AM = M. 73 Y 


„е6 
П A 
H———— м 


* Para definir el problema , F debe estar en Ag 


ATBC: CD = DT = L (Base media) 
* Por homotecia inversa : BF=FE (centro de 
homotecia P) а =x 


* luego, 3x=L >. 
RPTA :“D” 


PROBLEMA 81: 


El punto de tangencia de la circunferencia inscrita 
en un trapecio rectángulo ,divide al mayor de los 
lados no paralelos en dos segmentos que miden fm 
y 9m respectivamente.Luego la base mayor mide : 

D)14 т 


Aji2m  Bjiüóm О)13т 
RESOLUCIÓN : 


E)16 m 


ү 
AU a Ey D 
* Piden: AD AA е e 
* Se observa : AD=9+R 
* COD : R*=(1)(9) 


* Luego : R23 + AD=12m 
Mo RPTA :“A” 
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PROBLEMA 82 : 

Un cuadrado MNPQ cuyos lados miden /2- /2u 
está inscrito en una circunferencia. Calcule la 
distancia del punto Q al punto medio del arco MN. 


42 


AJ0,5u B)lu C)1,5u D) J2u E) e 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: x 


* AMLQ por polígonos regulares : 
x- aps -= 2442 = 12/2...) 


* Pero : 
в -[2-/8 >R- us Noe dni tede 
* Reemplazando (II) en (1) : x=1 
RPTA :“В” 


PROBLEMA 83 : 


En la figura , halle el area sombreada comprendida 
entre el triángulo ABC recto en B y la 
semicircunferencia, sabiendo que el arco BT es de 
120°. 


ad ә B) INE 


RESOLUCIÓN : 


с) eds 


EMAS RESUELTOS DE REPASO 


Уз 


615143 z{ £ j ss tB t (a-r) 


2 6 6 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 84 : 


En un triángulo ABC se traza la altura BH, luego se 


trazan HP y HQ perpendiculares a los lados AB y 
BC respectivamente. Si ma BAQ=51". 
Halle la medida del 4 PCQ. 


A) 36° B) 39* C) 49* 


RESOLUCIÓN : 
B 


D) 51* E) 56* 


* Piden : ma PCQ=x 
* En el B&BHC: 
sesabe m«BHQ=m<BCH=4 
*OPBQH : Inscriptible 
= m4BPQ - maBHQ =4 

* Como: 

m4 ВСН =m< BPQ = ф 

> APQC : inscriptible > х=51° 

1 RPTA : “D” 

PROBLEMA 85 : 
En un triángulo ABC donde AC-AB=13m, la 


mediatriz de BC corta a la prolongación de la 
bisectriz del ángulo BAC en P. Calcule la longitud 


dela proyección de BP sobrela AB en metros . 
A) 4,5 В)5,0 С) 6,5 D)11,0 E) 13,0 
RESOLUCIÓN : 


* Piden : x (proyección de PB sobre AB en metros) 

* Dato: n - m=13m 

* Elpunto P pertenece a la circunferencia circunscrita 

al triángulo ABC. 

* Por teorema de la bisectriz : AH = AQ = x+m 

* Арво = ÁPCH : HC» ВО=х 

* Se observa: n = 2x - m => n-m-2x > x=6,5 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 86 : 


Diga el valor de verdad (V o F) de las siguientes 
afirmaciones : 

I)Tres rectas paralelas coplanares determinan 
exactamente tres planos (en el espacio) 


IIT) Tres planos perpendiculares dos a dos tiene un 
sólo punto común . 
Ш) Si Z y £5 son dos rectas en el espacio que no 
son paralelas ni se intersecan y P, y P, planos que 
las contienen (-Z с Р, y .% с Р,) entonces 
P,OP, +4 
AJVVF  B)VFV | C)VFF 
RESOLUCIÓN : 
AJVERDADERO : 


* Como dos rectas paralelas determinan un plano y 
además las tres son no coplanares entonces se 
cumple 


D)VVV E)FVV 


IN? de planos 3! : 
=(*=-_=3 
determinados ^? 2/1! 
B)IVWERDADERO : 


* Porque tres planos secantes dos a dos concurren 
en un punto . 


* Como se observa en el gráfico : 


1 AS MEN ENCICLOPEDIA 2012 


C) FALSO : 


* Porque dos rectas alabeadas pueden estar 
contenidos en planos paralelos o secantes ; ver 


gráfico 
Е, у Ls : alabeadas 


P, ^ P.=1L) Е. 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 87 : 
En un cuadrilátero ABCD, el punto P divide el 


1 
segmento ДС en Іа razón 2,(АР <PC), 
Si las áreas de las regiones triangulares ABD y BDC 


miden 70m? y 30m* respectivamente , entonces el 
área de la región triangular PBD mide : 


А)45т!  B)44m*  C)42m* Р)40т? E)39m* 
RESOLUCIÓN : c 
A 
* Piden: 4,555 7A, 
* Datos : . 
Bs fc Au -T0m* 3 À, acp 730m? 
* Por propiedad : 
К Aca 73 (A, ы) 
b RIS 5А =3(A 
E ES come cPBCD C АВРр) 


* Luego : 
Asaan = (Aaagpp) + A, = 70т? 
A „вер = Aapsco- A, = S0m* 


* , 
Operandos ARA bn 


Aappcp- А X = 30 т? 


* Restando : 44, —180 m? > А,=45 т? 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 88: 
Deduzca el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones . 


I) En todo triángulo acutángulo la altura es menor 
que la semisurna de los otros dos lados que parten 
del mismo vértice . 

II) En todo triángulo , la -altura es menor que la 
medida de los otros tres lados del triángulo . 

III) En todo triángulo acutángulo , la suma de las 
tres alturas es mayor que la suma de los tres lados 
del triángulo. 

A)VVV B)VVF  C)FFV 
RESOLUCIÓN : 


I) VERDADERA : 


D)VFV | E)VFF 


*de (I) y (II): 2h «atc 
= h, <—— 


Ш) FALSA : _ 


La altura puede ser menor o igual longuitud que 
cualquiera de los tres lados dependiendo del tipo 
de triángulo, 


ШЕ) FALSO : 


atc 
Be usen) 


M e AE) 


a+b h 
hie mmn ARA 78, (UD 


EDICIONTS RUBINOS 


EN 1409 MES PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* де (I) (II) (III) :h,+h,+h_<a+b+e 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 89 : 


Sea ABCD un cuadrado y AEF un triángulo equilátero 
inscrito en ABCD. Halle el área del cuadrado ABCD, 


sabiendo que el área del triángulo AEF es Уз : 


АЈ B)24+/3 D)3448 
RESOLUCIÓN : 


C)3 


D ADE = АВЕ 
= FC-EC y AC LEF 


= AC- S (31) TUR = 7980 (11) 


* Reemplazando (II) en (1): An Agcp = 24 43 

6 RPTA : “В” 
PROBLEMA 90 : 
Tres puntos A, B y С forman un triángulo equilátero. 
Considerando P un punto interior al AABC tal que 
las alturas PD (del ACPB), PE (del AAPB) y PF 
(del A APC) miden 1; 2 y 3 respectivamente. Calcule 
el área del triángulo equilátero . 
4)12/3  B)3643 
RESOLUCIÓN 


0)36 Е)15у3 


C)27 


* Piden : 
02/3 

E S: 

* Datos: PD=1;PE=2 y PF=3 

* Por propiedad : BH = PD +PE + PF 


Asan 


( ^ABC equilátero)................... (1) 


>h=1+24+3=6 
* Pero : 
0 0 
=— ume 
RE = 6 2 NE 
A о A (1) 
* Reemplazando en (H) en (D: А,лвс=12-/3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 91 : 
Sea ABCD un cuadrado de lado L , sobre los lados 
AB Y AD se construyen triángulos equiláteros : 
A EAD y AFAB respectivamente. Calcule el área 
del triángulo AEFA. 
RESOLUCIÓN : 


El problema no especifica como realizar el trazado 
de los triángulos equiláteros por tal motivo se 
presentan cuatro posibilidades : 


+ POSIBILIDAD 1 : 
AR fe 


Asr, sen 160° > уь = 


* POSIBILIDAD 2: 


A L. E 
а a EL en 80? — Asra” 37 
X 2 4 
* POSIBILIDAD 3 : 


PROBLEMA 92 : 


Dos circunferencias tangentes en el punto A de radios 
1 y 2 respectivamente , son también tangentes a una 
recta en los puntos B y C. Halle el radio de la 
circunferencia inscrita en el triángulo ABC. 


2 243 248 + J6 
A рар. O 
2434464342  ',, 248 46-342 +1 


RESOLUCIÓN : 


* Piden el inradio del triángulo ABC (r) 
* Propiedad : 


T 


maBAC=90" 


BC-24(2)(1)2242 
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ABAC (T. de Pitágoras) 


2/8 - M8 Su - 256, 68 
* Luego por Teorema de Poncelet : 
2/86 - 342 
3 RPTA : “D” 


PROBLEMA 93 : 
Halle el valor de verdad de los siguientes enunciados 


I) La suma de las longitudes de dos lados opuestos 
de un cuadrilátero convexo es menor que la suma 
de las longitudes de sus diagonales . 


II) Todo cuadrilátero convexo , puede ser inscrito 
en una circunferencia (de tal forma que todos sus 
vértices pertenecen a la circunferencia) . 


RESOLUCIÓN : 
* Piden analizar los enunciados : 


І) VERDADERO : 


AABP: x<a+b 
ACPD: y<c+d 
=> x+y<AC+BD 


H) FALSO : 


* No todo cuadrilátero convexo puede ser inscrito 
en una circunferencia . : 
* Por ejemplo el trapecio rectángulo no esinscriptible 
PROBLEMA 94 : 

Sobre las rectas x+y-4=0 y х-у=0 se encuentran 
las diagonales de un rombo . Si uno de sus vértices 
es el origen de coordenadas y la medida de sus 
diagonales es igual a la medida del lado del 
rombo , entonces el área del rombo es. С 


16 
A548 B) 4-3 C)6/3 


* Piden : 

А омру 

[7 OMPN : rombo 
* La diagonal : MN=0M=MP=PN=0N 
= AOMN: EQUILÁTERO 


* como 


00,-242 = uv $5 
4/6 
(ETT 1648 


2 3 
RPTA : “B” 


AL, OMPN 


PROBLEMA 95 : ` 
Halle el volumen de una esfera inscrita en un octavo 
{ 956т , 
и 
3 


de esfera cuyo volumen es 


2567r 


A) A8 — 1и? B) 240x( 3 —2)u* 


512 
O^, 7(343—5)u' D)216«(348—1)u* 


RESOLUCIÓN : 


` 


* Piden: Y 
esfera nr? 
* Por dato del problema R : 
1 4z R? .916. 
8| 3 3 


donde R=8 
Luego , se puede formar un cubo cuya arista es el 
radio de la esfera : 


* Del gráfico : 

R-r(43*1)- 82 r - 4(43—1) 

У... = EUSI - 1) = Vu, = T T (3S3 -5)ш 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 96 : 

En el triángulo rectángulo isósceles ABC(m«aB =90°) 
los catetos miden a cm . Del vértice B levantamos 
una perpendicular вр al plano del triángulo , con 
BD=2a cm. Determine la distancia del punto D a la 
hipotenusa AC. 


J2 42 J3 342 
27,9 Bt e dia D) 42a 9-1 
RESOLUCIÓN : 


* Piden DE 
* Por teorema de las ЗЬ ВЕ 1 AC 


IN.BDE Teorema de Pitágoras 
2 
x*=(2a)+ ау? > LL 
2 2 
RPTA :“E” 
PROBLEMA 97 : 
Se tiene el tetraedro V-ABC rectángulo en V tal que 


VAzVC-VE. Calcule el coseno del ángulo diedro que 
forman las caras ABC y ABV. 


2 2 
„(2 me of D). 3 PR 


6 3 


GEO PEN TECE 


ras E RN CICLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : 


2a, 2 ý ad42 
OA 


El coseno del ángulo diedro AB(cos x) 


* Por el teorema de las tres perpendiculares : 
CP | AB luego, maVPC = x 
Ex СУР: (CP -( 2a *(a42)* => CP=a/6 
Уз 
— соз х= —— 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 98 : 


En un triángulo rectángulo se inscribe una 
circunferencia cuyo radio r es 1/6 de la longitud de 
la hipotenusa . Luego, la longitud del segmento que 
une el incentro con el baricentro del triángulo dado 
es. 


2 J3 3, v6 


5 
A)Zr Bj)—r С) D)—r E)zr 


3 2 5. 3 8 
RESOLUCIÓN : 
* Dato : > е 


ге AC = AC=6r > AO=0C=3r 


BG-2r.9 GO=r 
* Por propiedad : 


IP=AP=3 r/2 : 


el. Er, 


D MBE: cos mu 
T8 


RPTA :“D” 
PROBLEMA 99 : 
En la figura O es el centro de la circunferencia, д В es 
diámetro. mDB = 30°,тВЁ = 120°. 
Si CD=2m y EC=10m, entonces AC es igual a 


А) 2437 + 6/3 В) 2/37 + 4/3 © 2/37 + 2/3 
D) 2437—643 E) 2437—443 


RESOLUCIÓN : 
150* 


60* 120° 


* Piden: AC=x E 


* Datos: mDB = 30° y mEB = 120° 

* Del gráfico : mAD = 1502 

como mAD = mDBE > AD = DE = 
т‹ АРЕ = 30° 


DADC (Teorema de созепоз) 
x=12?+2*- 2(12)(2)cos 30° 


—x-2137 648 


PROBLEMA 100 : 

Se tiene un triángulo acutángulo ABC en el que se 
trazan las alturas AH y (y. Se unen H y J con M 
punto medio de АС; si el menor ángulo que forman 


ВРТА :“D” 


las bisectrices del < ABC y del < HMJ mide 8 y el 
4JCA mide a, halle la medida del 4 HAC, 

halle la medida del « HAC. 

А) 2a—0 B)30—a 


DJ0 + 2a E)20? +a 
RESOLUCIÓN : 


c) (6a) 


* Piden lam < HAC =x 


D AJC : ЈМ = АМ=МС = a 
D AHC: HM = AM = МС = а 


4 NBHM: п+Ь= 6 +90°-х ........ «Эй (1) 

<(MJBN: п+Ь+90°+а = 180°-0.......... (II) 

* (ID-(D) : 90°+ a = x + 90-2095» x-20*a 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 101 : 
Halle (en m?) el área de Ia región sombreada en la 


figura 


А)36 
В)56 
C)62 
D)72 
E)87 


except ы 


RESOLUCIÓN : 


А BNC : Por relación de áreas 
S484 2h 


У k SS +84 = 2W......... (П) 


AABC : Por relación de áreas 
5+84 2W 4 


* En (I): S = 56 

RPTA :“В” 
PROBLEMA 102 : 
En un triángulo ABC se cumple que AB=BC=10 cm 
y AC- 12cm. Encuentre la longitud en cm, de la 
circunferencia que pasa por los puntos A y С, 


sabiendo que los lados AB y BC son tangentes a 
dicha circunferencia. 

A)óz B)I0x С)1бх 
RESOLUCIÓN : 

* Se deduce que la circunferencia es tangente a AB 
y BC епА у С respectivamente : 


D)20z E)25x 


* Piden: 
L., : Longitud de la circunferencia> L¿= 22H 
* Como : 
ВО: Bisectriz > AH=HC=6 
Es BHC : Notable de 37° y 53° 
“Enel ABCO : 
tar uu cu CP у - z«( 2) - 16s 
10 2 A 2 


RPTA : “С” 


[isi 

PROBLEMA 103 : 

Enla figura mostrada , si ВС=Ср=Ар, encuentre x. 
-B 


> 


[>с 
c 
A 
D 
AJiP Bu» C)i  D)2^  E)30 
RESOLUCIÓN : 
30° B 


A 


* Piden x 
* Trazamos : DF L AB y CM і DB 
* Enel A ВСР isósceles : BM=MO=a 
* Observamos que : 


Ex. ADF = E CDM(A.L.A) > FD=MD =a 


Es. рев : notable de 30° y 60° 
* Por dato тч АВС=7 x , luego : 
> Tx = 30° + 90°-х > х=15° 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 104: 
En el plano XY se tiene las rectas paralelas 


y+2x+4=0 e y+2x-8=0, halle la recta equidistante 
a ellas contenida en el plano XY. 


A) y+2x-1=0 — B)y*2s-2-0 С) у+?х-# =0 
D)y42x-3-0 Е) y+2x-5=0 
RESOLUCIÓN : 


* Según el enunciado : 
Ly: y+2x+4=0 > m,--2 
La: y+2x-8=0 >m3=-2 
* Como las pendientes m, y m, son iguales , 
entonces P, es paralela con "z,. 
* Graficando : 
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* Piden la ecuación de la recta “SY, que equidista de 
Py Po: 
* Del gráfico Z; // 7s 1:23: 
—ms--2yP-(1;0) 
* Utilizando la ecuación Punto - Pendiente ,entonces: 
Za: y-yo7 ms (x-x,) 
* Reemplezando m, y P(x,; у,) : 
> y-0=-2(x-1) > у+2х-2=0 
RPTA :“В” 
PROBLEMA 105 : 


En el interior de un cuadrante de una circunferencia 
C, de radio R, se construye una semicircunferencia 
С,. cuyo diámetro es uno de los radios del cuadrante 
de C, Halle el radio de otra circunferencia C, tangente 
a C, a C, y a un radio del cuadrante. 


R 
А6 


RESOLUCIÓN : 


в) Ё 


R 
D 7 


R 
в); 3 


R 
C) F 


* Piden r , dato R 

* COTO L : rectángulo 
TO,-OL-r 

* ЛОО, О, : Teorema de Euclides 


(8...) -(R-rf 8) =) эгей 


PROBLEMA 106 : 

A=(a ; b), B-(a ; - b). C-(- a; - b), D-(- a; b) 
son los vértices de un rectángulo. Si P=(x ; y) 
cumple que DP-6u , CP=7u y BP=5u. entonces el 
valor de AP es 

A) Уби В) 2/3u C)3u 
RESOLUCIÓN : 


D)4u E) 3/2u 


EDICIONES TEINS 


* Piden: AP=d 
* O ABCD (Teorema de Marlen): 
447645? > 4®=1°* > а= 248 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 107 : 


El cuadrilátero PQRS está inscrito en una 
circunferencia , siendo el lado PS su diámetro. Sea 
T el punto de intersección de las prolongaciones de 
los lados РО y RS ; si РО=7и, RS=4u y TR=6u., 
Entonces el valor de QR es 


A) J29u В) /зіши  C)y/33u 
RESOLUCIÓN : 


D) l35u | E)437u 


* Piden: QR=x 
* Teorema de las secantes : 

(7+а)а =10(6) > а=5и =>m< PTR = 60° 
* En el AQTR : Teorema de cosenos 


х2=52+62-2(5)(6) cos 60° > x = /31и 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 108 : 
De la gráfica : 


1455 [57] PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


Podemos decir que : 

A) abe = xy(e+d) B)abe = хуй _ C)abd = хус 
D)abd-xy(crd) E) асі = xy(c*d) 
RESOLUCIÓN : 


* AABC Teorema de Menelao (ED secante) 
abc = xy (c+d) 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 109 : 


En la figura , ABC es un triángulo equilátero y la medida 
del ángulo «es de 100°. Calcule la medida del ángulo £. 
B 


A)40* В)20° C)30* 
RESOLUCIÓN : 


D)15* Е)10° 


* Datos : 
A АВС: equilátero 
a=100* 
* Piden: д 
= m4 АСВ = т< ADB =60° 
*Enel ДАВР: 
a+ д+60°= 180^ -, 8=20° 
RPTA : “B” 
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PROBLEMA 110 : 


En un triángulo ABC se traza la bisectriz AE que 
intercepta aliado BC en D, luego desde los vértices 
B, C se trazan las perpendiculares BH , CE a dicha 
bisectriz. Si HD=1u y DE=2u, halle la longitud del 
segmento AH . 

A)5u B)4u 
RESOLUCIÓN : 


С) Зи Р) 2и E)!u 


* Se pide : AH 
*[.BHD ~A CED 


* ISAHB С- AEC 
х BH 
x+3 CE 


* Igualando (1) y (Ш) : 


C —— (п) 


X wd 
——=— —x-3u 
x43 2 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 111 : 


En la siguiente figura , si AR «Jr - 10, entonces 
BD+DE es: A 


B 


C)97u 


Е)100 и 


А)9би В) би! D)98u 
RESOLUCIÓN : 


* Dato: J/R+Vr=10 

* Piden: BD+DE 

* Del gráfico : DE=r 

* Teorema : pp = 2/Rr 


* además : BP=R > BD=R+2/Rr 
> BD«DE-R-«24/Rr +г - (JR « Jr)? 
* Reemplazando : 
BD+DE=10* > BD+DE=100 u 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 112 : 
En la figura mostrada el punto O es el ortocentro e I es el 
incentro de SARC, . Halle la relación entre 8, a yf . 


A 
A)B -2a -0 B)8-2(a -6) С) В = e 
mp2 E)f-a-6 


RESOLUCIÓN : 


* Piden relación entre a, y 6.- 

* Sea: maCBO-m => таСАО=т 

* Por іпсепіто : ma TAB —a m, ma IBA-f +m 
* Por ortocentro : т< ACO=2f8+m 

* Por incentro: ma ICB—- 201m t0 

* Se observa: ma ОАВ —-maOCB | 


> 2a+m=0+28+m+0>f=0-0. 2 
RPTA: “E” 


EDICIONES RUBINOS йу ¡ESA PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


PROBLEMA 113 : 
Los extremos de la base de un triángulo son los 
puntos A=(0;0) y B=(3;0). Determine la ordenada 


del vértice opuesto c= E ») de tal manera que 


la medida del ángulo CAB es igual al doble de la 
medida del ángulo CBA . 


d; OM o DX m 
RESDbDOIUAT 


* Del enunciado : 


* Se traza СМ de modo que ma МСА = а 


= m4CMB =a 
* Luego : AM=AC=2 
2. (1Y — 2? 415 Fa 
* A sombreado : У + 2) ^ = Е 
\ RPTA : “В” 
PROBLEMA 114 : 


Halle la medida del área de la región comprendida 
entre la curva de ecuación: x?*y?- 4x — 6y+4=0 y la 
circunferencia que pasa por el punto P (2,6), que es 
concéntrica con la curva anterior. 
A)5xu* В)10ли? С) 16яи? Р) 20яц? 
RESOLUCIÓN : 

* Piden el área de la región sombreada : (Aps) 
* Como С: x? +y? +4x - 6y+ 4=0 


=» С: (x + 2)? + (y - 3)?= 3? 


E) 25xu* 


* Por corona circular Z1,,— 7 (R? - 3?) 


d(P;O) - =(2+2)# «(6-3)? =5 
* reemplazando: 
Bas =л (5/- 37) > Ар; -16zu* 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 115 : 
En la figura se muestra una circunferencia de radio 
R, y en dos diámetros perpendiculares. Con centro 
en los extremos de estos diámetros se trazan arcos 


de circunferencia de radio R. Halle el perímetro de 
la región sombreada. 


А)4хЕ В) 5х8 С)зяЕ р) 2298 Е) AR 
RESOLUCIÓN : 


* Piden el perímetro de Іа región sombreada : 


2p $4 (n4 21). 550 
* Del gráfico : 
2zR  zR 2лЁ xR 
A ДЕ ае 
* Reemplazando en (1) 
roges IOzR 
Я RPTA : “D” 


PROBLEMA 116 : ` 

Tres rectas зе intersecan dos a dos, ¿Cuántos puntos 
del plano , determinado por dichas rectas , equidistan 
de las tres rectas? 

Ajuno | B)dos C)tres 
RESOLUCIÓN : 


D)euatro Е)сіпсо 


GLEOPETIETA FE 


2 


A 
с 


* Piden el número de puntos del plano , 
determinado por las rectas , que equidistan con 
dichas rectas. Para el triángulo ABC, el incentro (1) y 
los tres ex centros (E ; E,; E. ) equidistan con las tres 
rectas. Luego el número de puntos es cuatro. 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 117 : 
La suma de dos ángulos exteriores de un triángulo 
mide 270* ; el lado mayor mide 48 m. Halle la 
distancia del baricentro al circuncentro. 
А)6 т В)8 m С)12 т D)16 т 
RESOLUCIÓN : 


E)20 m 


( / << 
=== ЕЕЕ AA] 

* Se pide la distancia del baricentro al circuncentro. 
* Por dato: æ+ 8 = 270° 
* Por teorema: a+0 = 180°+ 8 => 8=90° 
* Como el triángulo es rectángulo. el mayor lado es 
la hipotenusa y su punto medio es el circuncentro 
del triángulo ; como G es baricentro , piden GO=x. 
* Entonces : 3x=24 - x-8m 

ч RPTA "p 
PROBLEMA 118: 
Una circunferencia es tangente a tres lados de un 
paralelogranio . Si las alturas del paralelogramo 
miden 76 y 20 unidades. Calcule la longitud de la 
cuerda encerrada por la circunferencia en el lado 


no tangente. 


Ajli2u В)14и D)18 u С)16и Е)20 и 


RESOLUCIÓN : , 


1458 


E Y CICLOPEDIA 2012) 
* Piden : PQ ma 
* Del gráfico : 

2R=20 > R-10 


10+0M = 16 > OM=6 


+ AOMP : PM=8 > PQ-16u 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 119 : 


Los lados de un triángulo miden en metros /2, J6 
y 48 Halle la longitud de la menor altura. 


2 


RESOLUCIÓN : 


AN 


/8 
* Se pide la longitud de la menor altura h. 
* Del gráfico : (8)? =(,/6)° +(/2)' entonces el 


triángulo es rectángulo 
* Por relaciones métricas : 


Маһ = (VEE) > h-m 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 120 : 
Con base en una de dos rectas paralela se construye 
el triángulo ABC de base AC = 16m. Por el punto 
QcAB se traza otra paralela a las rectas 
determinando en el lado BC el punto R tal que BR y 
RC están en la proporción de 1 a 3. Si el área del 
triángulo ABC es 192m", determine el área del 
triángulo QBR . 
A)8 т? В) 10т? С)12 т? 
RESOLUCIÓN : 


0)20 т? 


E)24 т? 


А (Оле: ЧА - 
* Piden el área de la región triángular QBR : А mona) 


EDICIONES RIBINOS [ ЕУ TEJ PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Según el enunciado : QR// 271 J|.» 
* Dato : A ,,,7192m^. 


* Como : AQBR ~ AABC 


* Entonces : 
Ang) (а)? “A Anc 
ZE > Pann) = 2436) 
Алавс) (4а) 16 
* Reemplazando el dato : 
192 
Jenn) = 5 Флевв) = 12т? 


RPTA :“С” 
PROBLEMA 121 : 
Se tiene un triángulo isósceles , cuyos lados de igual 
longitud miden b cm. Para poder obtener un 
triángulo con la mayor área posible , el tercer lado 
debe tener una longitud de : 


4/2 
A) J2 b em Bj- Бет C) 3 b cm 
D)b em E) J3 b cm 


RESOLUCIÓN : 


* Dato : Apos eare G 

* El área de ABC es máximo : A = E b) TS 

* Puesto que el área de ABC es máximo , entonces, 
а=90° 


* Luego : x=b/2 

RPTA :“A” 
PROBLEMA 122 : 
En el trapecio de la figura . los ángulos y y óson tales 


que y += 3* Determine la medida del segmento EF 
que une los puntos medios de las bases. 


D E Cc 
A) AD. BC/2 
B) (BC - AD)/2 
C) (AB - DC)/2 
D) (AB + DC)/2 
E) (AD+ ВС)? А F B 


RESOLUCIÓN : 


Е Del dato :1у+2= 37 0+0=5 


* Del gráfico , se traza ЕМ // DA y EN || CB 


* En AMEN : х=В-а.................(1) 


* Se tiene : ra y a- TE. 
* En (1): 
‚х= - ээ х=(АВ- рс)? 
RPTA :“С” 


PROBLEMA 123: 
Еп el gráfico mostrado , ABCD es un cuadrado de 
lado a unidades. Si AC y Bp son arcos de 


circunferencia de radio a ; ¿para qué valor de т , el 
perímetro de la región sombreada mide m(3- p) 
unidades? 


a a a 

A)— B)— C)— 

) 8 $ 6 : 4 
RESOLUCION : 


* Del gráfico , sea P el perímetro de la región 


sombreada : P= АЕР, Я ДЕ. 
6 6 


* Dato ; P=7a+a 


EVEN PEDIA 2012 


GEOMETRIA Eaa 


RPTA :“D” 


En una recta se ubican los puntos consecutivos A, 
В, ( С y D. Se traza una circunferencia que contiene a 
ByC; se trazan las tangentes AM, AN, DP y DQ a 
dicha circunferencia. 

Si MN'^ BC = (Ry PQ n BC-(S), demuestre que la 
ubicación de los puntos R y $ no depende de la 
circunferencia. 

RESOLUCIÓN : 


* Si la ubicación de R y S no depende de la 
circunferencia , ello implica que se puede calcular 
AR y DS en función de longitudes constantes del 
problema. 

* Para calcular dichas longitudes recordemos el 
siguiente teorema . 


VK 


* Si P y T son puntos de tangencia,entonces 
(AB)(CD) = (BC) (AD) 
*Enelproblema : - 
(AB)(RC) = (BR)(AC) 
= E (AB)(AC - AB) = (AR - AB)(AC) 
АВ) (AC) - (AB) (AR) - (AR) (AC)-(AB) (AC) 
- 2(АВ)(АС)= (AR) (AB AC) 
2( AB)( AC) 
AB4 AC 
2(BD)(CD) 
BD+CD 
2 lo cual se concluye que R y S no depende de la 
inferencia que pasa por B y C. 


— АЕ = 


| gamente : DS= 


PROBLEMA 125 : A UE 
Sea un triángulo isósceles Anc aac) DER EC, $ 
tal que , la circunferencia inscrita en el triángulo ABD 
es congruente a la circunferencia ex inscrita del 
triángulo ADC relativo a DC. Demuestre que el radio 
de dichas circunferencias es igual a un cuarto de la 
longitud de la altura del triángulo ABC trazada desde B. 


RESOLUCIÓN : 4 


* Sea P,y P, los semiperímetros de las regiones CDA y 
DAB respectivamente АС=а ,CD=l, h la altura del 
ADAB : por propiedad. 


DT-DQ-P,-a A (n 
*Enel ACDA: por propiedad : 
AM=AR=p,  CM-CN-p,- a ......... (1) 
* [.0,ND = L.DQO, 
cNDSDQ.....—. SARI (Ш) 


* Como: CD = СМ + DN 
* De (I), (II) y (Ш) : 


l=p, -а+р» – 
Za-p,tp;-! 
* Luego : 
AAACAB —AACAD +ААПАВ 


axh 


x d (p,-—£)r+ Por 
=* =(р;+ зене 


И 1261 [73 PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* de (IV) y (V): c ar-r- 


PROBLEMA 126 : 
En el gráfico M, N y T son puntos de tangencia si 


AC=b calcule PQ. ^ 
SW. 


E LUE Q c 
. RESOLUCIÓN : 


M 


mPmT n Q n С 


* Сото es diámetro al trazar TM y TN. los ángulos 
TMA y TNC son rectos. 
* Además , por el teorema de circunferencia 
PM =PT y TQ = QN 
* Luego en los triángulos AMT y CNT 
ma МАТ=90° – а y maNCT=90"- В 
* Además : * 
т<АМР=90° - a y maQNC=90"-— В 
> MPA : isósceles 
NQC: isósceles 
* De donde AP=PM=PT=m y CQ-QN-QT-n 
* Por lo tanto : : 
РО = т+п=АС/2 = b/2 >PQ = b/2 
PROBLEMA 127 : 
En una esfera de radio 3 se tiene un segmento 
esférico con bases iguales y de altura 9./3. El 
volumen del segmento esférico es 


А )8-/3 я B)16-/3z 
RESOLUCIÓN : 


C)1043x 


* piden el volumen del segmento esférico : 


ROCA E y 


2 
Es OPQ (T. Pitágoras) 
r,7 467r, РТТҮТГТТТҮГГІТГТГТҮГҮП MM (П) 


* Luego (II) en (1): V, = 1674/3 | 
RPTA :“В” 
PROBLEMA 128 : 

Un cilindro circular recto de altura 15 y radio ./3 es 


cortado por 2 planos paralelos que forman un ángulo 
de 30? con el eje del cilindro ; cada uno de los planos 
corta a sólo una de las bases en un ünico punto. El 
área lateral de la parte del cilindro comprendida entre 
estos dos planos es : 


A)18/3x B)1543z 
RESOLUCIÓN : 


С)20./3х 


* Piden el área de la superficie lateral del cilindro 
oblicuo de generatriz_ ED(Ag,) 
ED-BF-g; As,.=2 mrg 
(S.R, sección recta ) r-/3 
* Según la figura : m+g=15 
Es. EAB : notable de 30° y 60? : m=6 ; g=9 
As, =20 (319) = As, =18/37 
RPTA :“A” 
PROBLEMA 129 : 


Calcule el volumen del sólido generado por el 
cuadrilátero ABCD al girar alrededor de дв: 


CEDAR EEA [sess 


A) 30242 
B) 2 748x 
C) 33482 
D)3840x 
E)3996z 


RESOLUCIÓN : 


* Piden: V, zV,-*V, 


Үү: volumen del cono de revolución 
V, : volumen del tronco de cono de revolución 


2 DHC: DH-4169—a? : 

2 
21 ВОС : 25?-(12—a)? «(12 4 J169—a? ) 
operando : a =5 


> Vjeza(24) 171344 


у;= (24) + 24(12) - (12)? |=1680х 


=” сє =3024л 


ВРТА :“А” 


PROBLEMA 130 : 
Sea РМО un triángulo recto еп M y MP=MQ=a. Del 
vértice M se levanta el segmento ys perpendicular 


al triángulo fal que М8= 1. Halle el área del 


triángulo QSP. 

4)2a?/2  B)a*(/2+1) 
Dja? /2/2 EJa?/2 
RESOLUCIÓN : 


С)а?(-/2—1) 


116355 AAN CICLOPEDIA 2012 


Piden A.qsp)=As 
Entonces se traza MH 1 PQ 


> Por el teorema de las 3 perpendiculares SH LPQ 
Pero p, РМО (isósceles) 


MH - az . a, - 2V2xh 
2 2, 
“Pero вин : hsa д, = 2 
ВРТА :“D” 


PROBLEMA 131 : 


Si la generatriz de un cono recto circular y el 
diámetro de su base son iguales entre sí. ¿Cuántas 
veces mayor es el área lateral del cono que la 
superficie de la esfera inscrita en el cono? 


3 
DNS 
r2 


3 29 
А ) — В ) 
y 5 7 20 
RESOLUCIÓN : 
* Dato : AV=AB 


7 3 
С )— Е ) — 
M d 


S, |," 4R(2R) -2R* r> 5, aera 4nr* 


^ AVB: Equilátero , entonces R-r43 
S 2 S 

t L—cono _ 20733) Ж => L—cono 23 
S S— esfera 4zr S s. esfera 2 


RPTA :“E” 
PROBLEMA 132 : 
Deduzca el valor de verdad de las afirmaciones 
siguientes: 
I) El lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de las caras de un diedro es el plano bisector del 
diedro. 
II) La magnitud del ángulo plano de un diedro 
depende de la posición del vértice. 
Ш) La intersección de un plano y una esfera nos da 
un círculo. . 
IV)Dos planos que se cortan forman diedros 
adyacentes suplementarios. 
АЈУЕУУ B)VVVV  C)FFVV  D)FVVV EEES 
RESOLUCIÓN : 


RUBINOS 


EDICIONTS 


D VERDADERA : 


Todo punto del plano bisector equidista de las caras 
del diedro. - 


ID FALSA : 


El vértice del ángulo plano se puede ubicar en 
cualquier punto de la arista. 


IID VERDADERA : 


O equidista de todos los puntos de C, entonces С es 
una circunferencia , por lo tanto la región es un 
círculo. 


IV) VERDADERA : 
a+ 8=180° 
— Los diedros adyacentes son suplementarios. 


RPTA :“А” 


[ans WEN PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


PROBLEMA 133: 

Se inscribe un cono recto de revolución en una 
esfera, tal que la generatriz del cono sea igual al 
diámetro de su base e igual a 2a. Calcule el área de 
la esfera. 


A) 5,33m* B) 5,34 т? С) 5,35m? 
D) 5,36 ла? Е) 5,37 ла? 
RESOLUCIÓN : B 


Asg=47R*.... a али Ин ал ате НАНЫ (D 
* Dato : cono equilátero. 
* Del A ВОС: 
2a 
R43 = 2а > R = ^—........(П 
Js п) 


*Reemplazando (H) en (I): 
2a т 

=4л|—=| > 
Аан) 

PROBLEMA 134 : 


-£ ла? Asp=5, 33ra? 
RPTA :“A” 


En el interior de un triángulo ABC (AB =BC), se toma 
el punto «P» tal que РВ =АС, ma РВА=10° у m4 
РВС = 30°, Calcule la medida del ángulo PAB. 

С) 25° 


А) 15° В) 20° 
RESOLUCIÓN : 


D) 30° E) 35° 


* Piden: т< PAB=x 
* Datos: AB-BC-t 


* Se traza ABCQ equilátero —> maBQC=60" - 
* Se observa que : BQ-BA-! 


*Luego: . 
AQAC = ДАРВ .............. (caso LAL) 
> т< АОС = ma BAP -›х=20° 


RPTA :“В” 
PROBLEMA 135 : 


Las proyecciones de un segmento de recta AB sobre 
un plano y 'sobre una recta perpendicular al plano 
son 40u y 9u respectivamente. Determine el área (en 
и?) de la región encerrada por las rectas 
perpendiculares al plano trazadas por A y B. el 
segmento AB yla proyección de AB sobre el plano, 
sila menor distancia que hay del segmento al plano 
es 21и. 

AJ1020 B)1080 С)1140  D)1200 
RESOLUCIÓN : Ф 


Е)1260 


* Piden el área de la región A'B'BA : A, 
* Según el enunciado : 
A'B' es la proyección oriogonal de AB sobre 7H. 
PQ es la proyección ortogonal de AB sobre 2. 
* Por dato : A4'=21 


* Como la región A'B'BA es trapecial rectangular, 
entonces : 


A, (22%) (40)= 1020 

| E RPTA : “A” 
PROBLEMA 136 : 

Un triángulo equilátero ABC está contenido en un 
plano B por el vértice A se traza un segmento AQ 


perpendicular al plano P. Si I es el incentro del 
triángulo ABC y AB-AO —6u. Determine el área de la 


región triangular OIB en u?. 
A 4418 B) 15 C) 215 
D)3415 E) 2415: 


RESOLUCIÓN : 


* Piden el área de la región triangular QIB : A, 
* Datos : 


_ AQ LZ P,AABC : equilátero ; 
I: Incentro del 4 ABC y AB= AQ=6u 
QT 1 TB (teorema de las tres perpendiculares) 


IBxQT 
2 
E. ATI : not (30° y 60°) > AT=3 y TI= J3 


> A; m — — ,eeeecenseessereeecse (T) 


A ABC : equilátero > IB-2(TI)- 2/3 s 
A QAT: (QT)! 23* «6? > QT- 345 ............. 


* Reemplazando (II) y (Ш) en (1) : A, = 3 15 
RPTA :“D” 

PROBLEMA 137 : 

Dadas las siguientes proposiciones : 

I) Si dos planos son paralelos a una misma recta , 

entonces los planos son paralelos entre sí. 

II) Si se tienen dos rectas que se cruzan , entonces 

existe siempre una recta perpendicular a ambas. 

Ш) Una recta que interseca perpendicularmente a 

una de dos rectas que se cruzan siempre interseca a 

la otra. ¿Cuáles son verdaderas? 


A) solo 1 B) solo II C) solo III 
D) Is II E) I y III 
RESOLUCIÓN : £ 

D FALSA : 


EDICIONES RUBINOS 


Шү 1465 TE 


ВЫ PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Si dos planos son paralelos a una misma recta , 
entonces, los planos son paralelos entre sí. Es una 
proposición falsa , porque los planos pueden ser 
secantes. - : 


ID VERDADERA : 


* Dadas dos rectas alabeadas Y; y ғ. 
* Рог FP, trazamos un plano P paralelo a `<7,. 


* Proyectamos “4, sobre P, entonces , dicha 


proyección interseca a “Pen N, entonces , MN es 


perpendicular a 2; y Lo. 


* Luego , si se tiene dos rectas que se cruzan , 
entonces , existe siempre una recta perpendicular a 
ambas. Es una proposición verdadera. 


ІГР) FALSA : 
2; 


LES 
97 


* Sean 5, y <» dos rectas alabeadas y sean P, y P, 


dos planos paralelos que contienen a 4, y F2 
respectivamente. 


*Si: 
ŽP, E Aa Y, ZP | Ls 


* Pero 2 no necesariamente interseca а 52 
*Luego, si una recta que  interseca 
perpendicularmente a una de dos rectas que se 
cruzan siempre interseca a la otra , Es una 
proposición falsa. 
Por lo tanto , solo П es verdadera. 

RPTA :“В” 


PROBLEMA 138 : 


El radio de la base de un cono circular recto mide R 
unidades y su altura mide H unidades. La altura del 
cilindro de mayor área lateral inscrito en el cono es 


H 
A, 
RESOLUCIÓN : y 


H 2H H 3H 
B) 3 C) "3 D) * E) "X 


N 


AN 


ERA Y 
* Piden h 


* h : Altura del cilindro inscrito de mayor área lateral 
* Área de la superficie lateral del cilindro : As, 
Ag = (29h... (D 


Tox ed PUR. END DITS 
R(R-r) 
* Reemplazando la ecuación (H) en la ecuación (1): 
AS TE (R=r) 


* Derivando А,, en TE de r e igualando a 0 : 


> Agytr)= 0 [Petrer —r*))-0>8-2r=0 
* Se obtiene que R=. 
А SOV: MN es base media (ON=NS=r) 
H 
>h=>= 
2 
RPTA :“D” 


PROBLEMA 139 : 


En un prisma triangular regular se inscribe un 
cilindro. Si A ,, es el área lateral del prisma A ,, es 
el área lateral del cilindro y A, =A „ç entonces t es 


igual a 


az pt oss p, 95 E) 


RESOLUCIÓN : 


246 
т 


(Greoerríia "EE 
= ' m i 
E B 3 „1 М 


PRISMA REGULAR : 

А ,, : Área superficie lateral del prisma 
Ap = (2p,,)Xxh 

* Del gráfico : 2p,,,, =3a 


CILINDRO DE REVOLUCIÓN : 
Ac; Área de la superficie lateral del cilindro 
Aic = (Lar )Xh.............................-.... (П) 
* Dividiendo (1) y (II) : 
А _ За 
Arc 
AMON : а=2г./3 
* Reemplazando en (III) : 


3843 


т 


- 8/3 


Apt. 


Arp = 
RPTA :“A” 


r 


PROBLEMA 140 : 
Una esfera cuyo radio mide 3em, está inscrita en un 
cono circular.recto. Se traza un plano tangente a la 
esfera y perpendicular a una generatriz del cono. Si 
el plano dista Іст del vértice del cono , el valor de la 
superficie en em*es > 

A) 90 x C) 94x ` D) 96 x 
RESOLUCIÓN : 


B) 92 x 


E) 98x 


A ENCICLOPEDIA 2012) 
* Piden el área de la superficie total del cono (Asr) 
* El plano dista del vértice Іст > VL=1cm 
А ст-я К(9 + R) 
Es. vmo (not : 37) > VO=5 
Es VO P (not : 37°) :0,P=6 > R-6 
* Reemplazando : 


А g-26(10 + 6)» As=96 x 
RPTA :“D” 


PROBLEMA 141 : 


En la gráfica se muestra un cilindro circular recto , 
donde AH=2(HB)=6 cm, B punto medio de la 


generatriz EC y AC diámetro de la base. 
Calcule el volumen del cilindro en cm?. 


A) 644 3x 
B) 69431 
C) 72./8т 
D) 78./3x 
E) 814/37 
RESOLUCIÓN : 


* Piden 
Viana; V 
V= ar (21) 

E ACB : Por teorema de R. Métricas 

02= 9(3) 


= (0=3/3 y (2r)?-9(6) > г2=27 


*En(D: V= (2 (6/3) > V=81/3n 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 142 : 

El área proyectada de un cuadrado sobre un plano 
que pasa por una de sus diagonales es de 18,6 cm?, 
si el ángulo formado por dichas superficies es de 
53°. Halle el área (en em?) del cuadrado. 
4)30,0 В)30,5 C)30,75 D)31 
RESOLUCIÓN : 


Е)31,5 


* Piden : 2 г авср en cm? 

* Sea AB'CD' la proyección del cuadrado ABCD sobre 
el plano Æ. 

*Dato: Ж, 718,6 cm? _, madiedro AC – 53° 

* Por propiedad : Аль. =A c Agcp cos 53° 


3 
18,6 = A/s4pncp (2) > Boaco = 31 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 143: 
En un cono de altura de 16 cm y radio 9 ст se inscribe 
un cilindro de radio r. Determine el radio y la altura 
del cilindro de mayor volumen si sabemos que tiene 

radio entero. 

64 80 16 


RESOLUCIÓN : 


*Piden: ryh 
* Dato : volumen del cilindro es máximo. 
B. ABC мос 

iK 186 8 
Et a Р.) AAA —m" d 2). 
V=wr*h= Tt igr? =r*) 


* Derivando solo la expresión 9 r?-r? obtenemos 


EDICIONES RUBIÑNOS ШОЧ 1467 [E35] PROBLEMAS 
B 


RESUELTOS DE REPASO 
18г- 31? = 0 
* Resolviendo : > r,=6 v r,=0 


* Por la condición : r=6 


* Reemplazando en (I): h = T =$ 6; 
RPTA :“С” 


PROBLEMA 144 : 

En un cono circular recto está inscrita una esfera , 
cuya área de la superficie esférica es igual al área de 
la base del cono. ¿En qué relación están el área de 
la superficie lateral del cono limitado por la 
circunferencia de tangencia con la superficie esférica 
y la superficie lateral del cono? 


9 LET e 
Ax В) oss р) 


4 
21 25 E91 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : AQ=x 4 

* En el triángulo AHR (notable de 60°): 
AR = a3 y m«ARH = 90° 

* Por teorema de las tres perpendiculares : 

ma ARQ =90° 

* Dato : 
Z2P,.ARQ = УЗа >x+ y-a3 = 3a/8 
х+у= 2ad3.... e I) 

*A QR : Teorema de Pitágoras 


x?- у? Сауан ПР) 
* De (1) y (ID): 453. 
4 


au 


RPTA : “C” 
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PROBLEMA 145: 

Se tiene una esfera de centro O y radio 5и. 

Un plano P corta a la esfera en una circunferencia C 
y la distancia de O a P es 4u. Entonces el volumen 
del cono con vértice O y base el círculo limitado por 
C es igual a - 
А)8яи?  B)l2m5S С)15ли? 
RESOLUCIÓN : 


D)16zu? 


E)18zu? 


* Piden Е: N Е 3 
pg 
Ez с E 5 O a (HI) 
* Del gráfico DOLN: r=3 h=4 
* En (1): n3?(4) 
cono" о > Veono=121u* 
RPTA :“В” 


PROBLEMA 146 : 
En un ángulo diedro , las distancias de un punto 


interior a las caras y a la arista miden 442u, 4и y 8и 
respectivamente. Calcule la medida del ángulo 
diedro. 

А)65° B)70° C)75* 
RESOLUCIÓN £ 


Е)85° 


D)80* 


* Piden la medida del diedro AB : x 
* Según los datos: pg -4/2 ; PM-4 ; PL-8 
* Por el teorema de las tres perpendiculares : 

SL L AB > ML L AB 
. LMP (notable : 30° y 60%) 


* LSP (notable : 45?) => x=75° 
^ RPTA :“С” 
PROBLEMA 147 : 


En un cono circular recto se inscriben dos esferas 
tangentes exteriormente entre sí , cuyos radios son 
de 3 cm y 5cm respectivamente. La altura de dicho 
cono es 
A) 26 cm 


B) 25 ст 


С) 24ст . D)23cm 


* Piden la longitud de la altura VO. 
* Sea; VO,=a > VO=a+13. 
* De la semejanza de los triángulos VNO, y VMO, 


e cis > a=12 > VO-25 cm 


а+8 5 
ВРТА :“В” 
PROBLEMA 148 : 


Determine Іа medida del ángulo а de modo que el 
volumen generado al rotar la región cuadrada en torno 
del eje .£. sea el mayor posible. (ver figura). 


А)15° B)30* E)90* 


RESOLUCIÓN : 


C)45* D)6eo* 


EDICIONES FEUIENOS 


Piden с para que el volumen del sólido generado 
sea lo mayor posible, por teorema de 
Pappus — Gulding. 


Vsc - 2лхА Авс — VsG = 25242 sen(45*+ 0) |a” 


* Entonces Vg¿ será mayor posible cuando sen 
(45^ а) =1 
=» 45°+а =90°—› а =45° 


ВРТА :*C” 
PROBLEMA 149 : 
La relación entre el volumen de un tronco de 


pirámide regular cuadrangular , de áreas 4a? y 
16a*(a>0) y el volumen de una esfera inscrita es 


9 8 7 
B)— с) – D)— 
T л x 


RESOLUCIÓN : 


т 
Е) = 


204 


* De los datos de las áreas se deduce que las 
longitudes, de los lados de los cuadrados son 2a y 
4а. >NT=NP=a y MT=MQ=2a 


DA MON r? - (a) (2a) 


r=ay2 
eT 2/8а (4а? 4a? x16a? « 16a?) 
pirámide З 
е dE ING I T с Mean OO) 
опсо, 


Ушуга = 2 (а/а? > Vesfera = Sor Ba? (HI) 
Reemplazando qm) y Шш) еп (0): Viona 


pirámide 
Kejora 
RPTA :“D” 


AJN 
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PROBLEMA 150 : 

Tres planos tangentes a una misma esfera de radio 
R son ortogonales entre sí y se intersectan en un 
punto Р. La distancia del punto P al centro de la esfera 
es 


A J3R ВЕ  C)J2R 
RESOLUCIÓN : 


DJ3R Е) SR 


* Piden d, la distancia del centro al punto P. Sean los 
planosM, N, Н angentes ala esfera y ortogonales 
en P. 
* Se forma un triedro trirectángulo en P, al trazar los 
radios a los puntos de tangencia y proyectar dichos 
puntos en las aristas , se forma un cubo de arista R. 
= 4- {ЗВ 

RPTA :“A” 
PROBLEMA 151: . 
Dada la ecuación de la parábola y?- 4y — 8x+44=0, 
entonces la suma de las coordenadas del foco de la 
parábola es : 
А)7 В)8 
RESOLUCIÓN : 


C)9 D)10 E)11 


* Dada la parábola : P : y” — 4y — 8x+44=0 
* Se pide la suma de las coordenadas del foco. 
* Completando cuadrados se obtiene : 

(y - 2)? 28 (x - 5) 5 V-(5; 2) y p=2 
* Realizando el gráfico : 


(Georaerrria [ Е 
* Coordenadas del foco : F(7;2) 

* Por lo tanto la suma de coordenadas del foco es 9. 
RPTA :“С” 


PROBLEMA 152 : 
En la figura siguiente, AB=BC=CO=r, donde r es el 
radio de la semicircunferencia de diámetro Ар. 


Determine en función de r el volumen del sólido 
generado al rotar la región sombreada alrededor del 


segmento Ap. 


BAZA 
A 
3 3 3 3 3 
ar zr 2xr zr zr 
A) 3 B) 6 C) 3 D) 3 E) 12 


* Piden el volumen de sólido generado por las 
regiones sombreadas : V s 

Vo = Scan + бор We yy nnne (T) 
t Comos. „. 

АВ.= ВС = СО =r 

= mAB = тВС = mCD = 60° 
* Por anillo esférico en (1) : 
Ус = HAB T =л(ВС) + <я(рС) Z 


3 
* Reemplazando : у, = 22 
3 


; RPTA :“D” 
PROBLEMA 153 : 
Una superficie S se obtiene por la rotación de un 
trapecio isósceles alrededor del eje que contiene a 
su lado mayor. Si dicho trapecio tiene un ángulo 
agudo de 60* y bases de 4cm y 12 cm de longitud, 
¿cuál es la medida del área en cm? de S? 


A) 64 /3 B) 1281 /3 
D) 1127/3 E) 96x43 
RESOLUCIÓN : 


C) 321 /3 


[0] ———ÉÉNCICLOPEDIA 2012 


MUS 


* Se pide 
S = 8,+65,+55 4 
= S = я(4/3)(8)+ ?л(4./3 )(4)+х(4./3 )(8)= 967 /3 


RPTA :“Е” 
PROBLEMA 154 : 


Dos rectas AA' y BB' se cruzan y forman entre sí 
un ángulo de 60°, Si AB es la mínima distancia y 


M'=AB=a , BB'=b. Calcule la longitud de gp. 


A)a?+b? B)N2a°+b? -ab C)la?4b? sab 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : A'B'zx 
* Sea 

BE || АА! 
> ABEA': rectángulo 
A EBB’ (Ley de cosenos) 

m?-a? +b?—2ab cos 60° 

=> m? =a? +b?—ab 
24 ЕВ”: (Т. Pitágoras) : х?=а?+т? 
* Reemplazando : 

a*=at+a?+b*-ab> х= 2a? *b? -ab 

RPTA :“B” 

PROBLEMA 155 : 


Sea un segmento de recta AB perpendicular a un 
plano P(B є P) y el segmento pp en el plano A 


Si por el pie B se traza una recta -2 que pasa por E 


(LL EF ) y otra recta -4 que pasa por los puntos 


A y E.¿Qué podemos afirmar de las rectas -% y la recta 


que contiene a рр? 

A) Son rectas coincidentes 

B) Son rectas perpendiculares 
C) Son rectas que se intersecan 
D) Son rectas que se cruzan 

E) Son rectas paralelas 
RESOLUCIÓN : 


* Por dato: —— 
AB LOP 
EF c oP y EF LZ 
* Por el teorema de las tres perpendiculares: 
Z 1 EF 
Además E, L EF son rectas secantes 
RPTA :“D” 
PROBLEMA 156 : 


Dado un heptágono regular ABCDEFG de lado de 
longitud 1, pruebe que las diagonales AC y AD 


1 1 
i e a tis RUP, Ур, 
verifican С tp 


RESOLUCIÓN : . 


* Como ABCDEFG es un polígono regular , entonces 
es inscriptible. 

* Sea @ la circunferencia circunscrita al heptágono 
regular (lados de igual longitud), por lo tanto , todos 
los arcos que subtiende cada lado tienen igual 
medida. 


* Como : 


mABC = mAGF = mDEF > AC-AF-FD 


por get ng E 
* También : MACD = mEFA — AD = AE 
* Luego en el cuadrilátero ADEF aplicamos el 
Teorema de Ptolomeo. 
axb=ax1+bx1 — axb=a+b 


* de donde : 
ПБ ре Меле D 


PROBLEMA 157 : 


Si dos planos son perpendiculares , entonces : 

A) Toda recta perpendicular a la intersección de ambas debe 
estar contenida en uno de ellos. 

B) Todas las rectas de una de ellas son perpendiculares al otro. 
C) Todo plano perpendicular a uno de ellos es perpendicu- 
lar también al otro plano. 

D) No siempre se intersectan. 

E) Todo plano perpendicular a su intersección es perpendi- 
cular a ambos planos. 

RESOLUCIÓN : 


* Si dos planos son perpenducilares , todo plano 
perpendicular a su intersección es perpendicular a 
ambos planos : 


RPTA :“Е” 
PROBLEMA 157 : 


(0;8) 
Еп la figura; Р es un 
punto tal que el área del 
triángulo T, es tres 
veces el área del 
triangulo T, 


Hallar P 


RESOLUCION : 
* Sean: A,:área de T; 


A,: área de T, ; (0; 8) 
* Entonces А,=А,+А,; Р, 
* En la figura: P=(x; y) с 
-6x8 ., 
2 
* Pero : A, = 3A,; Luego (-6;0) a о 


A, =ЗА,+Аз= 24 > Аз = 6u*>A,=18u* 


CGI OOP EZANA 


* De la figura definimos los vectores: 
a=(-6;0);b=(x: y) =(-y;x);2=(08)35 =( -8:0); 
* entonces : Ar- 1I. в`|=-(-6:0).(-у:=}=1в 
2 2 

> А S [6s ey 18. y-6 
*A = Б'|Күо;8(-у; х}=8 = А Ате o xe 

Eger] qoas + AT 2 
* Finalmente: P-(-256)-|[Bl-op|- 7 /17 
PROBLEMA 158 : 
Con centro en el origen de coordenadas se traza un 
cuadrante de radio 1 u (en el primer cuadrante), 
luego se dibuja una circunferencia tangente al eje 
*x". Desde el punto de intersección del cuadrante 
con el eje “y” se traza una recta tangente a la 
circunferencia con punto de tangencia P Halle la 
ecuación del lugar geométrico que describe el punto 
P cuando el тайо де la circunferencia se 
hace variar 
A) xt +(y-1)* =2 B) (x-1)? +y? =2 С) х? «y! =? 
D) (x-1)? +(y-1)? =2 E) х? +(y-2)* =1 
RESOLUCIÓN : 


* Por el teorema de Euclides: 
d? +1? =(14r)? +12 -2r(1) 5 Ф =2 
* Luego la ecuación del lugar geométrico será: 
(x-0)* +(y-1)? =@ 
> +(y - 1)? =2: 
> RPTA :“A” 
PROBLEMA 159: 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos 
P = (x;y) cuya suma de distancias a los puntos fijos 
(c;0) y (-с;0) sea iguala 2a,(0<c<a) 


RESOLUCIÓN : 

d(P,(c;0)) + аР ,( -c;0))= 2a 

> d(P, (c;0)? - ( 2a - d(P,( – с;0)))® > 

—(x-ce)* +y? = 4a? — 4ad(P,( — 6;0)) & (xc)? +y? 


> ad ( —c;0 )) = xc +a? У 
— a (x? +20 + с? ) + а?у? = х2е? + 2a? xc + a? 


PROBLEMA 160 : 

Hallar las coordenadas del centro de una 
circunferencia que pasa por (24-3; 2--/3) que 
es tangente a las rectas : 

y X^ y=V3x. 
RESOLUCION : 
* El cuadrado de las distancias , del centro (h; k) a 
las rectas dadas, es : 


"re SER E 
2 
De donde: h=k, entonces r?=( 2 is )h? 


* Haciendo q=2+/3 , entonces el cuadrado de la 
distancia de (a; a) al centro (h; k) , estará dada 


por: 
pie 


расе >u 


(a—h)?+(a - h)?-r?- 
* Dedonde: 
(24 43)h? – ваһ+4а?=0 
> ah? – 8аһ+4а?=0 
> h?- 8h + 4a=0 


* Dedonde: h=4+ 242 -V3 
y=V3x 


* Por lo tanto las coordenadas del centro son: 


(b;k)-(4x 242 — 8 );4+ 2 (2-3) 


EDICIONES RUBIÑNOS E 


PROBLEMA 161 : 


Se tiene un polígono convexo de 8 lados circunscrito 
auna circunferencia . Si las longitudes de sus lados 


están en: progresión geométrica de razón r, 
determine , „2+ 3r. 

AJ1 В)4 С)10 D)J18 E)28 
RESOLUCIÓN: 


En un cuadrilátero circunscrito o circunscriptible, se 
cumple el teorema de Pithot , es decir, la suma de 
longitudes de lados opuestos son iguales. 


En un polígono circunscrito o circunscriptible se 
cumple que la suma de longitudes de lugar par es 
igual a la suma de longitudes de lugar impar, es 
considerado para un cuadrilátero, hexágono, 
octógono, ..., en polígonos cuyo número de lados 
es par. 


Piden r? 43r. 
Las longitudes de los lados del polígono convexo 


de 8 lados están en progresión geométrica 
de razón r. 
2 В 
Y 
ar аг 
H ур 
8 
r 
ar 
ar 
además : * F 


AB-Z;, BC-7,, CD=£3, DE=£,, 
EF=£5, FG=£¿, GH=£, y HA- 45, 
En el actógono circunscrito por el teorema de Pithot 
general, tenemos: 


PES PAPA 
= а+аг?+аг*+агб=аг+аг?+аг°+аг" 
Factorizamos: 
a(1+r?+r?+r?)=ar(1+r?+ri+r?) 
>r=1 : 

Se pide :12+3х3=4 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 162 : 


Las bases de un tronco cilindro oblicuo cuya 
distancia entre los centros de dichas bases es de 
16m. La proyección ortogonal de las bases sobre un 


(ESA PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


plano perpendicular a la generatriz es un círculo de 
radio 2m. Calcule el volumen en m* de dicho tronco 
de cilindro. 
A) 40x B) 48x 
RESOLUCIÓN: 
* Piden Y 

V : Volumen del tronco del cilindro 
* Datos: ОО, — 16 (0,0»; eje) 
r=2: longitud del radio de la sección recta 


C) 56x D) 64x E)72x 


* Por teorema : 
V 2 As n(O;0; )........ eere ere (T) 
As.n = Área de la sección recta 
Agp = ar” > Agp 1. (11) 
* Сото: 0,0, = 16..............-- (111) 
* Reemplazando (Ш) (II) en (1) : Y = 64z 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 163: 


Uniendo todos los centros de las caras de un 
tetraedro regular se obtiene otro tetraedro regular. Si 
llamamos A, al área del primer tetraedro y A, al área 
del segundo tetraedro. 


А, А 
entonces а es iguala: 
1 
1 1 
A) 34 B) 12 
RESOLUCIÓN: 


* Enla figura se muestra a los tetraedros regulares 
citados cuyas áreas totales son А yA; 
P, 


1 
Е) 
ur 


GEOVA T ЕГЕ quss 


* Según el enunciado : 
A ‘Área de la superficie del tetraedro regular PABC. 
А: Área de la superficie del tetraedro regular MNLS. 


* Piden m 
Л 


* Como M,N,L y 5 son centros de las caras del 


tetraedro PABC entonces los tetraedros MNSL y PABC 
son semejantes. 


* Luego las aristas MS y PB son homólogas. 


2 
* Por teorema : 2-4) 21 
A, A 9 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 164 : 
Se construyen exteriormente los triángulos 


equiláteros AEB у BFC sobre los lados AB y BC de 
un triángulo escaleno, tal que 


АЕ CE = {Р} .Саісше Іа maAPC . 
л 27 Зл 4л бл 
— B)—  С)—— DIZ Е) — 
4 ) 3 ) 4 ) Б ) 6 
RESOLUCIÓN: 


* En la siguiente figura se observa a los triángulos 
equiláteros construidos sobre AB y BC (lados del 
F 


* Piden: x 
ДЕВС = Л\АВЕ..............(сазо LAL) 
=> та ВЕС =m4 ВАЕ =a 
CAEAPB inscriptible 
— та EPA =m4 ЕВА = 60° 
*EnP :x +60" = 180° > x = 120° 


* Luego: x — Z 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 165 : 
La suma de las medidas de cinco ángulos intemos 


de un polígono convexo es 760?.Calcule la suma de . 
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las medidas de los ángulos externos 
correspondientes a los vértices restantes. 

A)190 В)200° С)210° D)220 Е)230° 
RESOLUCIÓN: 


* Consideremos un polígono convexo de “n” lados 
y recordemos que la suma de las medidas de los 
ángulos externos , uno en cada vértice , es 360°. 
Tenemos por dato que la suma de las medidas de 5 
ángulos internos es 760° , a partir de ello se deduce 
que la suma de las medidas de los 5 ángulos 
exteriores correspondientes es 140° (ojo en un vértice 
las medidas de un ángulo interior y un ángulo exterior 
es 180°, para el caso de 5 vértices dicha suma debe 
ser 900^). 
* Finalmente la suma de las medidas de los ángulos 
externos restantes será: 360*-140*—220* 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 166 : 
En la figura. EF es tangente a la circunferencia inscrita 


en el triángulo ABC.Halle el perímetro en metros del 
triángulo EBF; si AB=10 m ; BC=12m AC=11 m. 
B 


F 
E 
A Cc 

А)8 В)9 С)10 - D)11 E)13 
RESOLUCIÓN: 
Perímetro de la región triangular EBF:x 
* Sea T punto de tangencia; por teorema 

BT=P, gp > ВТ == х= A; “р” 


RES PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


PROBLEMA 167: 

Indique la secuencia correcta después de determinar 
si la proposición es verdadera (V) ó falsa (F): 

I) Dos triángulos rectángulos con la misma 
hipotenusa son congruentes. 

II) Dos triángulos rectángulos isósceles con un cateto 
común son congruentes. 


III) Dos triángulos rectángulos con un ángulo agudo 
de igual medida son congruentes. 


AJFFF + B)FVF C)VFFF D)VVF | E)FVV 
RESOLUCIÓN: 
I) FALSA: 


Dos triángulos con la misma hipotenusa no 
necesariamente son congruentes, es decir 


Pues para ser congruentes dos triángulos rectángulos 
debe tener por los menos dos elementos congruentes 
respectivamente, siendo uno de ellos lado de los 
triángulos. En este caso solo tienen las hipotenusa 
congruentes. 


ID VERDADERA: 


Dos triángulos rectángulos isósceles, con un cateto 
en común, son triángulos congruentes, es decir : 


BH: lado comün 
Caso A.L.A : 

D AHB = ESCHB 
III) FALSA: 


Dos triángulos rectángulos, con un ángulo agudo de 
igual medida, no necesariamente son congruentes. 


D Ee 


Como sólo hay dos elementos congruentes no se 
puede establecer la congruencia. 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 168 : 


La figura muestra una circunferencia de radio r 
inscrita en el triángulo rectángulo ABC Si Г es el 
incentro del triángulo ABC, calcule el valor de x (en 
función de c,b y r). 


bb-o) p pn r pee 


Аро) вур) су Е х 


e e 
RESOLUCIÓN: 


* Se dan como datos b, c y r y se pide hallar x en 
función de ellos : 


+r 


* Se sabe que: BL-r-»AL-c-r 
* También : 
AL=AE=c-r>AM=c-r-x 
ESABC: Relaciones métricas 
-> c?z b(ec-r- x) 


* Despejando : = 20-6) _„ 
b 


ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 169 : 
Se tiene tres semicircunferencias como se muestra 
en la figura. El segmento HE es perpendicular al 
diámetro Ag y mide A. Determine el área de la 
región sombreada en términos de Л. 


РАТОР ТРЫ У А [ass 


ade] ma] oo] э] эче 


RESOLUCION : ` 


RS 2r —— 


* Piden : Área de la región sombreada: А, 
* Observamos que : 


>A,= iR +г)#- jum > Žar? >A, = яЕг....() 
* Por relaciones métricas en $, : 


һ? =(2R)(2r) > £z SEL a (II) 

*De (D y (Ш): А, =r} 

RPTA : “р” 
PROBLEMA 170 : 
Sean las rectas L, y L, que se cruzan en el espacio 
formando un ángulo recto y AB un segmento 
perpendicular a ambas rectas con A eL, y BeL;. 
Sobre L,se ubica el punto С y sobre L, el punto D 
tal que: 

AC? -BD* -AD* « BC? - 32 

Calcule la longitud del segmento CD. 
А) 42 В) 3 С)2 D)3 
RESOLUCION: 
*La figura adjunta nos muestra a las dos rectas que 


E)4 


se cruzan Z, y La . 
* Piden ; CD=x 
* Datos 


Z, y Lo : rectas alabeadas y perpendiculares. 
AB: distancia entre Z y Za 


AC?*BD*?«*AD? 4 BC?z32.......... (I) 


176  —  """yCIcLOPEDIA 2012 


Z 1181 CQLEL 

59719; y 09105 
Por teorema de las tres perpendiculares, еп los puntos 
AyB 


m«aCAD = 90° ^ maCBD = 90° 
Ex CAD y A CBD: teorema de Pitágoras 
AC?^-AD?-x? л BC?4+BD*=x? 
* Sumando las ecuaciones : 
AC? -AD? BC? -BD? -2x? .............(HI) 


* De г 
HD end) 32=2х? — x24 => CD-4 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 171 : 


Se tiene una malla de longitud £ con la que se desea 
cercar un terreno que tiene la forma de un trapecio 
circular. Calcule el área máxima del terreno que se 
puede cercar con dicha malla. 


А)І? 
RESOLUCION : 


* Del gráfico mostrado,el área está dada por: 
atc 
з-(252)ь 
* Сото el perímetro del terreno es: 
2b+a+c=L>a+c=L- 2b 

(L-2b) 
————b 

2 
* Efectuando y completando el cuadrado para 


* Reemplazando en (I) : S= 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


EDICIONES RUBIÑNOS RES 
«74 Б 12 ( Ey 
maximizar: sg-—. |5-—— 
16 (2-4 
t^, LY z 
* Para que $ sea máximo € - 2) debe ser mínimo 


es decir, igual a cero. 
2 
* Luego: Smax = 15 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 172: 
En un triángulo isósceles ABC (AB=BC=13 m), 
AC-10 m, se traza la altura BH y luego se construye 
el cuadrado BHEF perpendicular al plano del 
triángulo, Calcule el área del triángulo FHA. 
A)20/2 B)25/2 C)30/2 D)3542 E)40/2 
RESOLUCIÓN: 
F 


+ Nos piden: Arpa 


AABC: ВН=12, FH=12/2 
* Luego por teorema de las tres perpendiculares 
tenemos: 


m< AHF = 90* 
АҗкнА IS > Arria=30/2 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 173 : 
Se tiene un triángulo equilátero , donde la distancia 
del ortocentro a la recta que une los puntos medios 
de dos lados del triángulo es 2, calcule la longitud 
del lado del triángulo. 
AJ2  B)2/3  C)4 
RESOLUCIÓN: B 


Djé/3  EJ8J/3 


* Nos piden: AC=x 
* Por dato: ABC es equilátero de ortocentro H 
* Entonces los y HTM y MMC son: notables de 
30? y 60* 
> HM=4 ^ MC=4V/3 
* Dado que: BM-MC-443 
= BC=AC=x > x-843 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 174 : 


En la figura mostrada , calcule la medida del ángulo 
APC. 


AJ100* 
В)105° 
С)110° 
Dj115* 
Е)120° 


* Nos piden: m 4APC-x- 
* Se traza: BF 


* En el AABC: A, E C y D forman una cuaterna 
armónica. 
* Dado que BD es bisectriz exterior del AABC por 
tanto, BF es la bisectriz interior. 
* Luego en el AABC:P es incentro. 
* Finalmente por teorema resulta: 
х=90+ АВС _ „105 

ВРТА : “В” 
PROBLEMA 175 : 
Еп la figura A , B y С son puntos de tangencia. Sea P 
un punto del segmento BC tal que PA es tangente 


común a las circunferencias. Si AP=10 m y AB-AC=4 
m, calcule el área del triángulo APB. 
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GE ODPIRA 


A)48m? B S 
B)49m? 
C)22 410m? 
D)45/2m*? 
E)2545m? 


RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: А, 4рь=5 


* Datos: AP = 10m 
AB - AC = 4m > AB = AC + 4m 
A,B y С son puntos de tangencia. 


* Por teorema tenemos: 
BP=PA=PC=10 
m< BAC = 90° 


* Luego: Аа лрв= JA, Apc 7 S 


* Entonces: ` 


zs. eb (b4 4)b 


—— нөзө өнө» І 
2 [t7 


>S= 


* En el ABAC tenemos: 

(+ 4)? + b?-(20)* 

—b192. 6 EE) 
* Finalmente (II) en (T) resulta: 


S=48m? 
ВРТА : “A” 


PROBLEMA 176 : 
En el interior de un triángulo ABC (AB=BC), se toma 


el punto SPR tal “que PB=AC, 
m 4PBA=10° y m« PBC-30^ 

Halle m = PAB . 

4)10° В)15° С)20° 
р)25° E)30* 


RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: MAÁPAB=x 

* Por datos: PB=AC=2b ; АВ=ВС=а 

* Trazamos BH => AH-HC-b 

* Luego se ubica Q en BH tal que QC=2b 


* Entonces el. ОНС es: notable de 30? y 60* 
APBA = AQCB(L.A.L.) 

* Entonces : х=20° 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 177 : 
Las tres dimensiones de un paralelepípedo 
rectángulo suman 14 u. Si una de ellas es el doble 
de otra y el área total del prisma es máxima 
determine la tercera dimensión de este sólido. 
А) Зи B)4u С) би ЮО) ви Е) 7и 
RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: b 
* Por dato: 3a+b= 14 


* Además : Asr(máxima) 
* De donde : 


Asr: área de la superficie total 


Asp=2(ab+(2a)b+2a(a)) 
> Asy=2a(3b4+2a) ....... ee (I) 


* Del dato: 3a+b=14 
> 9a+3b=42 _ 
> 3b —42 — 9a.............. meno (1) 
* Reemplazando (11) en (1) se tiene: 
4457 72a(42 - 9a+2a) 
> Asy=14a(6-a)=14(64-a?) 
> As, =14[9-(a? -6a+9)]=14[9-(a-3)*] 
> Astímáxima)=149—(a - 37% 
mínimo 
* Luego: (a — 3)? > 0 para que sea mínimo 
—(a-3)20-a-83 
* Finalmente del dato: 3(3) +b=14 > b=5 
| ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 178: 


Se tiene un vaso en forma de cilindro recto , que 
tiene como altura el doble del diámetro de la base. 
Si el vaso inicialmente está lleno de agua , y 
comienza a inclinarse hasta derramar la mitad de su 
contenido , formando un ángulo æ entre el eje del 


cilindro y la horizontal , entonces el valor de tan(«) 
es (aproximadamente): 

A) 0,44 B) 0,46 C) 0,48 
RESOLUCIÓN: 


* La fígura muestra al cilindro lleno de agua en su 
posición original y luego en la posición que adopta 
cuando se ha derramado la mitad del contenido. 
El sólido que se forma con el agua que queda en el 
recipiente es un tronco de cilindro recto y tiene como 
volumen la mitad del volumen del cilindro cuando 
está Пепо... 


D) 0,50 E) 0,52 


posición final 
posición inicial 


* Nos piden. tana 


Eos: 
* Рог даю: Vina 7— 

* Por teorema: У = (Asp) (0,03) 
* De donde: 


V : volumen de un cilindro o tronco de cilindro 
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V, :área de la sección recta 
0,0; distancia entre los centros de las bases 
* Se observa que ABCD es paralelogramo. 


tana = 
* Luego del dato: 


4R-a 


(aR? ХТВ)= 


2 
(eH 089 IM > TB=a=2R 


* Entonces Reemplazando resulta: tana = 0,5 
En el gráfico se demuestra que d=0. 

RPTA :“D” 
PROBLEMA 179 : 
En una pirámide triangular regular , la arista de la 
base mide a unidades y la distancia de un vértice de 


la base a la cara lateral opuesta mide b unidades. 
Calcule el volumen de la pirámide. 


a?b a?b a?b 
A) B)————— С) 
4b? - a? 9 3a? — 4b? 123a? - 4Ь? 
а?ь? ab? 


D) E) 
12/34? -4b? 12/34? — 46? 


RESOLUCIÓN: 


* Para calcular el volumen pedido se requiere calcular 
CG = h (altura), ya que en esta pirámide regular la 
base es una región triangular equilátera. 


V, 


* Nos diden: Vy. Apc = = 
* Por dato: V-ABC Pirámide triangular regular 


T 


х=1 Abase(h) > 1 
3 3 
* En el ExABC 


=GM(tana) carreras” (LE) 
als aja 
2 2 


| E 6м=——...... I) 
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* Luego en el DAHM dana 2. 
* Como: : 
HMz|( AMP -b* = НМ= ык 
= Pana PT. AA AS (IV) 
* Reemplazando 111 y IV en (II): 
S Usa m 
6 (Уза? — 45? 
* Luego V en I: 
El 2b j- a?b 
3X 4 / 6 |Jsa* - 4b? 12 3a? — 4? 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 180 : 


En un cono circular recto está inscrita una esfera. La 
relación entre los volúmenes del cono y de la esfera 
es igual a dos. Halle la relación entre el área de la 
superficie total del cono y el área de la superficie 
esférica. 

A)2: 1 B)3: 2 
RESOLUCIÓN: 


* En la figura se muestra al cono circular recto y a la 
esfera inscrita. 


С)5: 2 D)J3:1 E)5:3 


* Nos piden: Lsricono) =p 
E 


Zisr(cono): área de la superficie total del cono. 
256: área de la superficie esférica. 


* Por dato: gc. =9 
fera 


* Se sabe que: 
Aston "t R( gp - R) > Йвк=4лг* 
үзе zR( X x жетк) 
* Luego del dato fénemos: 
LE хһ= Раят? 
1 Rh е 


3 => == 
> 4 9 зн) 


* Por Teorema de la bisectríz en el бло в: 


R r 
—————2R(h-r)z 
Е [Ac RE (h-r)-gr 


> Rh-Rr= gr > Rh=r(g +R) 
* Finalmenete еп la ecuación ( I ) : 


RRh Rr(gtR).,. RBr(g*R) , 422 
4r? 4r? 4r? 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 181 : 


La suma de los radios de las bases de un tronco de 
cono de revolución es 2 , la altura 2 y la generatriz 
forma un ángulo de 60° con la base mayor. Calcule 
el área total del tronco. 

8 


8 
А)8л(1+/3) B) $37 03990 C) gg 08e 


8 8 
D) $703 d) E) 08 -1) 


RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: 4sr Área de la superficie total del 
tronco de cono. 


> Agp=r(R? tr?) zg (Uer). ec (I) 
* Si: 

BATES- ira A) 
* Luego el Ez AMB es notable (30° y 60°) 


EDICIONES RUBIÑNOS 
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Г ФР ТУ г IRA eee e S (III) 
E ARA оаа A 


* De (II) y (Ш) resulta: 
R? er? 8/3 .............. Arabes AS (V) 
* Finalmente (II), (IV) y (V) en (1) se obtiene: 


; RPTA : “С” 
PROBLEMA 182 : 
En la figura mostrada el cuadrado de lado 2cm rueda 
sin resbalar hasta que el punto A vuelve a tocar el 
piso. Calcule la longitud (en cm) recorrida por el 
punto А. 


А)(1+ 42)5 В)(1+ 42)z о(2+>2), 
р)2+4/2)л Е)(2+ 24/2 )т 
RESOLUCIÓN: 


* Si queremos que el punto A vuelva a tocar el piso , 
este punto describe longitudes de arco como muestra 
el gráfico. 


* Entonces , la longitud recorrida será: 
ET YO УЕ ЛУМ 
=E(2)+%(2/2)+%(2)> L—=(2+/2 Jr 
2 2 2 AA" 


: RPTA : “D” 
PROBLEMA 183: 


En la figura. EF es la mediatríz de DC, AB// DE y 
AJ=20 cm. n. 
Calcule BE (en cm) 


А)5 B) 6 
RESOLUCIÓN: 


C)7 D) 8 E) 10 


* Nos piden: BE=x 


* Por dato: EF Mediatriz de DC 

* En el ACDG: GE=EC=x+£ 

DE: Mediana relativa a la hipotenusa del CDG 
> GE=EC=DE=x+£ 

* El AGED es: isósceles dado que AB // DE 


* ELÁJBG es: isósceles BG=BJ=£ 


* ELÁABC es: isósceles AB=BC 
> 20+4=х+х+4 > 20=2x > х=10- 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 184 : 
En el triángulo ABC, recto en B, BD es bisectriz 
interior. Si sabemos que BC=6 y AB=4, entonces la 
longitud BD es: 


A) 242 B) 12 45 C)3/2 р)22 Ja E) 442 


RESOLUCIÓN: 
B 


A D С 
* Nos piden: х 


* Aplicando el teorema de la bisectriz interior (forma 
trigonométrica) , tenemos: 


х= 206) х cos( 22) > "122 
4+6 2 5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 185 : 


En la figura mostrada ; M , N y P son puntos de 
tangencia ; O y O' centros de las circunferencias. 


CEODNA META 13м 


г 
Si PM=2PN , calcule i 


A)2 
B)3 
C)4 
D) 5 
E) 6 


RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: = 


* Se observa del gráfico que: MH=NL=b 
* Aplicando relaciones métricas tenemos: 


(МР)?=2г*хЬЫ.................. — [1 


* Luego de (11) y (Ш) se tiene: 


2 
а 


МР 
* Entonces (1) en (IV) resulta: Pr 57-4 
: RPTA : “С” 


PROBLEMA 186 : 


Se tiene el triángulo ABC inscrito en una 
circunferencia , las proyecciones de los lados 


AB y BC sobre el diámetro BF miden 6m y 9m 
respectivamente. Calcule la altura en m relativa al 
lado AC. 

А)/6 В)?/6 С) > 
RESOLUCIÓN: 


D)446 | E)546 


1482] 


AN CICLOPEDIA 2012 
* Nos piden: BH=x 
* Por datos: E > 


BP y BQ son proyecciones ortogonales de AB y 
BC sobre el diámetro BF. 


* Usando el teorema del triángulo inscrito AABC , 
resulta: 


Gab X(2R) cosccorsoacinniacarinnasriinesiaciionesoos (E) 

* Aplicando relaciones métricas en el DN.BAF y en 
el ÉxBCF se tiene: 

a?^-(9R)x6 

b^-(2R)x9 
* De (II) se tiene: 

а=: 6161... совесен ШП) 
* Resolviendo (1) y (II) obtenemos: 
6/6R=x(2R) > x=3/6 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 187 : 


En un triángulo ABC se trazan las cevianas BP y BQ 


tal que AP=PQ=0C. Sobre los lados AB y BC se 


ubican los puntos F y G respectivamente tal que 
AF=2FB y BG=2GC. Halle el área de la región 


triangular determinada por FG x BP y BQ sielárea 
(AABC) es 45 ст?. 
A) 1 В) 2 
RESOLUCIÓN: 


С) з 


р) 4 Е) 5 


А Р С 
E— p —3À— ь—+—ь—+—4-—+ 


* Nos piden: ÆA, gmn =Æ 
* Por datos: ÆA inc 45^ 


AP=PQ=QC 
AF=2(FB) BG=2(GC) 


EDICIONES RUBIÑNOS MER 


* Por teorema de Menelao en el AABC: 
(2c)(2a)=d=ca(3b+d) > d=b 


* Por teorema de Menelao en el AABP: 


BM_2 
(2c) BM(Sb) -c(MP)(4b) > = 


* Por teorema de Menelao en el AABQ: 


BN 
(2c)BN(2b) -c(NQ) (4b) > NG 1 


* Luego por relación de áreas tenemos: 


X _ 2k(m) cub 
Aspa óok(2m) ^ 75 Авг 


1 
* Como: Anpe = = Aage 
* Entonces : AA pQ715 => х=) CN C - 
ВРТА: “С” 
PROBLEMA 188 : 


En un plano H , está contenido un ángulo BAC de 
60°. Un punto О que no pertenece al plano , dista 25 


cm del vértice A,7 cm del lado AB y 20 cm del lado 


АС. Determine la distancia , en ст , del punto Q al 
plano H . 

A)/29 B)/31 C)433 D)4/35 E)437 
RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: d(Q ; L7 H)=x 

* Por datos: AABC C ZZH(m < ВАС=60°) 
dQ ; A)-25 i 
d(Q; AB)-7 
40; AC)=20 


Мане ; 
X E (25) A ueteres E) 
* Por el Teorema de las tres perpendiculares: 
=> HN LAC y HM L AB 
* Entonces: 


EN ANQ(37 y 53°), ESAMQ(IG y 74°) y 


E. AMS(30? y 60°) 
= AM=24, AN=15, AS=48, NS=33 y МН=11/8 


* Luego en el ЁМАМН , se tiene: 
(AH) - (15) «(113 )* 
5 (AH) REOR, irae ittis incip (BI) 
*Finalmente resolviendo (1) y (1) resulta que: 
a= 4/87 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 189 : 
En un dodecaedro , en cada cara levantamos una 
pirámide ; formándose un nuevo poliedro. Para este 
nuevo poliedro tenemos : 
V’ = número de vértices , А’ = número de aristas, 
F*= número de caras ; entonces V —A'-F' es igual a: 
A)1 B)2 С) з D) 4 Е)б 
RESOLUCIÓN: 
*Un dodecaedro regular tiene 12 caras pentagonales, 
20 vértices y 30 aristas. Cuando sobre sus caras se · 
construyen 12 pirámides de bases pentagonales. 
* De acuerdos a los datos: V’, Æ y F’ es el número de 
vértices , aristas y caras del nuevo poliedro 
construido. En dicho poliedro , por el teorema de 
Euler: ; 
* Por lo tanto: V'+F'=A'+2 — V'— A'-F'-2 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 190 : 


Halle el área lateral, en m?, de un tronco de pirámide 
cuadrangular regular circunscrita a una esfera , 
siendo las áreas de las bases del tronco 9 y 36. 

D) 81 


A) 78 B)79 > C)80 
RESOLUCIÓN: 


E) 82 


* Nos piden: As, Área de la superficie lateral del 
tronco piramidal cuadrangular regular. 
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* Dado que , el tronco de pirámide cuadrangular es 
regular y está circunscrita a una esfera , entonces , 
O, y O, son centros de las bases. 


* Luego , se deduce que: EF=3 y AB=6 
PQ es tangente a la esfera en T. 
> PT=0,P=3/2 y TQ=Q0,=3 
* Entonces , Asz : Suma de las áreas de todos los 
conos laterales. 


As, =4(Агусср)=# х e «q 
> Аз 81 ВРТА : “D” 


PROBLEMA 191 : 


Al aumentar en 6 unidades el radio de un cilindro 
circular recto , su volumen se aumenta еп “х” 
unidades cúbicas . Si la altura del cilindro original 
se aumenta en 6 unidades el volumen queda 
aumentado igualmente en “x” unidades cúbicas, Si 
la altura original es 2 unidades entonces el radio 
original es : (en unidades) 
A) 4 B) 2p C)6 
RESOLUCIÓN: 


* Sea R la medida del radio original del cilindro 
circular recto que es la incógnita cuyo valor se solicita 
yh Y W la altura y volumen originales 
respectivamente. 


D) 6p E)8 


* Nos piden: R 
* Por dato: h=2 


* Luego el volumen será: IWzzR? x 2-9z R? 


* Además , el radio aumenta en 6 y el volumen 
aumenta en x. 


*El volumen: 1 ' 
W'z Vtr > al R46)! x 2222 Rx seese (I) 
*La altura aumenta en 6 y el volumen aumenta en x. 


* El volumen: V” 


W"-W-x 
> aR? x 82x Rx 
БОГЕ E A л E лен 


* Finalmente (II) en (1) resulta: 
2л7(Е+6) -25 R* 465 R' - 8a R* 


> (R6) -AR? > R=6 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 192 : 


En un tetraedro regular cuya arista mide 


346 u. está inscrito un cono de revolución (su base 
está inscrita en una cara del tetraedro y su vértice es 
el vértice opuesto). Si un plano corta al cono 
paralelamente a su base tal que el volumen del cono 
pequeno que resulta es la octava parte del cono 
grande. Calcule el volumen del tronco de cono 
resultante (aproximadamente) 

A)7,89z и” B) 7,877 и? C) 7,85x и? D) 7,84л и? E) 7,827 и? 
RESOLUCIÓN: 


* La generatriz del cono de revolución inscrito con 
el tetraedro y es a la vez altura de una cara triangular 
equilátera. D 


* Nos piden: W, volumen del tronco de cono 
determinado 

* Según el dato: D — ABC es regular (АС=35/6) 

* Entonces: 

JW: Volumen del cono pequeño 


8V : Volumen del cono mayor 
* Por relación de semejanza de conos , tenemos: - 
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EDICIONES RUBIÑNOS EY 1455 In 


У ry 
ara) > 8-2, 
"Еп AC: 3V6 = =4a 3032 
* Entonces: r2 — 342 ;R .342 
4 2 
* Luego: ap- (3462/6 р.з 
3 


* Aplicando la fórmula conocida para el volumen 
de un tronco de cono: 


W.- S h(R er Rr) 


a ERER) 


2W- ES =7,87л ue 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 193 : 
Se obtiene un cono girando un triángulo equilátero 


de lado £ alrededor de una de sus alturas. El 
dee de la esfera раге i cono es. 


л)-2^_еЗ в e oE pe gj2* 
343 T e = 
RESOLUCIÓN: 


* La figura muestra una vista frontal del cono 


TA 


generado por la rotación del AABC alrededor del 
eje que contiene a su altura y la correpondiente esfera 
circunscrita. 


* Nos piden: V, volumen de la esfera circunscrita 
al cono de revolución generado. 
* Del gráfico se obtiene: 
4 
т 


*AOB 


J8 (П) 


* Resolviendo (1) у (1) resulta: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 194 : 
En la figura , ABC es un triángulo , su circunradio 
mide R = 6 m y su inradio r = 2 m. Calcule x + y + 
zen metros , 
Si mAM -m MB ; mBN- mNÓ y m AQ-mQGC 7 


A) 12 
В) 14 
C) 16 
D) 18 
E) 20 


* Nos piden: x+y+z Q 
* Segün los datos del problema tenemos: 
mAM -mMB, mAQ-mQC, mBN=mNC 
R=6, inradio: r=2 
* Asumiendo: 
I : incentro del triángulo ABC 
Е: ex centro 
г: ex radio 
* Analizando un caso tenemos: 


Por teorema , E , M, I, C son colineales y EM=MI. Por 
teorema de la base media en la región sombreada. 


QUT Vioc E ME EE (1) 
* En forma análoga: 
rtr 
m eeeeesesreeseasae A A G у у 
3 (П) 
r+r, 
z ^ (III) 


* Sumamos las expresiones escritas en (1) , (II) y (Ш): 


Gromer |E 
зуна аЬ ау) 
* Por el teorema de Steiner se sabe que: 

Ta TET, 4КР... (№) 
* Reemplazando (V) en (IV): 


сас ала = xtytz-2(R-r) 


х+у+2= 
* Sabe por dato: 
R=6 y r=2 > xtytz-16 
: RPTA : “С” 
PROBLEMA 195: 
Sea la hipérbola xy=2. Halle el área del triángulo que 
se forma con una recta tangente a esta hipérbola , y 
los ejes coordenados. 
A)2/2 В) 2/3 С)4 D)342 E)843 
RESOLUCIÓN: 
* La hipérbola cuya ecuación cartesiana es xy=2 , 
liene como gráfica la figura siguiente: 


* Nos piden: S área de la región sombreada 

е a а) 
* Luego la recta L: =-= (x-m)y la hipérbola: xy 
=2 se intersecan en el punto P. 
* De las ecuaciones se obtiene: nx^-mnx--2m -0 
* Dicha ecuación presenta solución única, entonces 
(A=0). ў 
> (тп)? - 4(п)(2т)=0 > тп=8 
* Finalmente en (I) resulta: S=4 и? 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 196 : 
En la figura mostrada , calcule RA en cm 
si BI-a cm;¡IR=b cm (b «a) 
B « 


A E ENCICLOPEDIA 2012 


a?4b? 2b? b? 2a? a? 
4) a-b APTE Сет, DT ES 
RESOLUCIÓN: 


* Se pide : RA=x 
* Por teorema de una 
circunferencia ; AS=x+b. 
* Por teorema de las secantes : 
(SB) (IB)=(BL)(BN) 

> (at b-x-x-b)a-(BL)(BN)................ (I) 
CARNL es inscriptible 
> (AB)(RB)- (BL) (BN) 
(a b x) (a-b)-— (BL)(BN)................... (1I) 

2 
a-b 
RPTA : “С” 


* |gualamos (1) y (Il), y despejamos x : x= 


PROBLEMA 197 : 


Un poliedro convexo tiene como caras 12 
triángulos , 16 cuadriláteros , 24 pentágonos y 13 
exágonos. Halle su nümero de vértices. 
A) 84 B)85 C) 86 D) 87 
RESOLUCIÓN: 


* Se pide el número de vértices (V). 


E) 88 


È Eu 
Triangular 


Cuadrangular 
Pentagonal 
Hexagonal 


** El número de caras (C): 
C -12 + 16 + 24 + 13 = 65 
* El número de arístas (А): 


12(3)+16(4) +24(5)+13(6) 
A= 2 => A 2149 


EDICIONES RUBINOS EEJ 1487 PELS PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


Ж Teorema de Euler: 
C+V=A+2 


> М=д4+9— 
* Reemplazando: " 


V = 149 + 2 – 65 = 86 
PROBLEMA 198 .: 
En un prisma triangular regular , la arista de la base 


43 -1 
mide x unidades y la altura mide Bund 


RPTA : “С” 


unidades. Si Ө es el ángulo formado por las 
diagonales de dos caras laterales que parten del 
mismo vértice. entonces el valor de 8 es: 

A) 15° B) 30° C) 45° 
RESOLUCIÓN: 


D) 60° 


E) 75° 


a d 
3 ajs-Jgs f 
[МЕВЕ teorema de Pitágoras : 
gest s > x=dy2- 4/3 > 0=30" 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 198 : 
Si se duplica simultáneamente , la media del radio 
de la base y la altura de un cono de revolución , de 
volumen V , entonces el nuevo volumen es : 

A) 8V .B) 6V С) 4V D)2V 
RESOLUCIÓN : N 


E)3V 


Piden volumen del cono 2 : V, 


Dato : volumen cono 1= Y 
H-2h ^R-2r 
Como : 


У,= S a(R) Ho (2r) (2h)... (D) 


Y = nir oe (1) 
y, ¿x(2r)(2h) 
Dividiendo (1) + (1): “2-3 .— ^9» —. 
ул@тУВ 


У 


Entonces : +". > W,=8V 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 199 : 


Se inscribe una esfera en un cono de revolución. 
Sabiendo que en el cono , dos generatrices opuestas 
determinan un ángulo de 60° y el diámetro de su 
base es 18 unidades. Calcule el volumen de la esfera 
(en unidades cúbicas). 

A)108x/3 

D)972z 
RESOLUCIÓN: 


Se pide volumen de la esfera (v) 
AB = 18 


B)324x C) 324248 


E)972x/3 


у= a5 
= V=1081 /3 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 200 : 


Sean a, b, c las longitudes de los lados de un 
triángulo. Supongamos que: 
(1) a<b<c , y (2) a, b, c forman una progresión 
aritmética. Denotando por r el radio de la 
circunferencia inscrita y por R el radio de la 
circunferencia circunscrita al triángulo , entonces el 
valor de rR es: 
(a+c) (a+b) 
—— B 
A) 6 ) 6 


ac 
D 


ab bc 
Cs Er 


GEOMETRIA Мх 
RESOLUCIÓN: B 


* Piden: R т 
* Dato: a «b«c 
a, b y c están en progresión aritmética 


e USB s bct >a+c=2b 


* Por teorema : 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 201 


Dados dos polígonos regulares convexos , cuyos 
números de diagonales se diferencian en 4 y cuya 
medida de sus ángulos centrales están en la relación 
5: 6. Determine la diferencia entre la medida del 
ángulo interior del polígono regular convexo que 
tiene menor número de los'lados y la medida del 
ángulo exterior del polígono de mayor número de 
lados. 


AME B)» Соо D) Eu 
RESOLUCIÓN: 
Sean: 


m у п números de lados delos polígonos (m > n) 


* Asumiendo n>m, por los datos: 


n(n-8) m(m-3) 


e A (1) 


2 2 
360 
EU nb 
m T m e eeeesesesesosn DEUM nes (II 
360 6^ n 6 (ID) 
m 


x : n-6 (Hexágono regular) 
De (1) y QD: m=5 (Pentágono regular) 


medida del medida del 
* Piden a=| ángulo interior |—| ángulo exterior 
de P, de P, 


"2 108°(т –2) 360° 
т 


—— > х= 108 —60? > х=48° 


ВРТА :-“А” 
PROBLEMA 202 : 
En un tronco de pirámide cuadrangular regular , las 
aristas básicas son 2 cm y 6 cm, el apotema del 
tronco mide 4 cm. Calcule el volumen del tronco 
(en cm?). 


yaa pea gea ру18048 в pen 
RESOLUCIÓN: 


Piden Volumen del tronco de Pirámide. 
Sea: Wp = 


Volumen del tronco. 


Trazamos NH perpendicular a la base mayor. 
Luego el triangulo rectangulo NHM es notable. 


En el N NHM:h= 245 
Vr ,4B,+/B/B, ) 
m x6* Vico 


RPTA : “С” 


10443 
3 
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PROBLEMA 203 : 

En un triángulo rectángulo ABC recto en B se traza 
la bisectriz interior BD. Рог D se levanta una 
perpendicular al segmento AC que intersecta a BC 
en M. 


Si AD=30 cm y DC=40 cm, entonces la medida del 
perímetro del triángulo BMD es: 


A)3042442 B)3242442 C)3442442 
D)35+24/2 E)36+24/2 
RESOLUCIÓN: 


* Piden (2p) gmn : 
donde (2p) nup: perímetro de región triangular 


* Como: BD es bisectriz 


r4 x => h asc es notable. 


* Entonces mS ВСА =37° - 


* Trazamos DH LBC , 


* por [N Not. 
DM = 30, DH = BH = 24 
** Ademas; MH = 18 


* Luego: BM=6yBD= 2442 


* Entonces: 2р амр) =36+ 2442 os 


PROBLEMA 204 : 

En la figura , se muestran 144 depósitos de forma 
cilíndrica, de 30 ст de diámetro y 10 cm de altura , 
llenos de aceite y un depósito de forma cónica , cuyo 
radio de la base mide 90 ст. Si queremos vaciar todo 
el aceite en el depósito cónico , ¿qué altura debe 
tener dicho depósito para que esté completamente 
lleno? 


A) 90 cm 

B)120cm a Y к= GENTES 
D) 130 cm = z 
E) 160 cm 


RESOL UCIÓN 1 q 
* Del gráfico nos piden H. 


Om 
10 H 
090.0. 


144 depósitos 


Se quiere que el contenido de los 144 depósitos 
alcancen totalmente en el recipiente cónico, 
entonces : 


1 44(V.iüinaro )= Уло 


20107] 90H 
> 144|1(15) (10)|= E 


= Н = 120ст 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 205 : 
En la figura: CB=,/7 , O centro de la circunferencia , 


la razón de r y BA es de 2a 3. Si AT es segmento 
áureo de AB. Determine AT, 


A) 5048-1) 
В) 2048-1) 
o) (48-1) 
р) (48-1) 
E) 5048-1) 


C H 


RESOLUCIÓN: 


Cc 
*Se EN 
PAZ an 
3 


AB 
> AC-4a 
^ AB=3a 


ADO CICLOPEDIA 2012 


como АТ es segmento áureo de AB. 
3a 
> == (V8 Sij ione arenis) 
"Мавс por teorema de Pitágoras : 
(3/7 )2+(3а)?=(4а)? => a=1 
3 
* Reemplazando en (1): set V5 =1) 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 206 : 


El volumen que genera un cubo de arista a , cuando 
gira 360? alrededor de una de sus aristas es. 


A) za? B) je" C) 2ra? 
D) 3ra? E) 4za? 
RESOLUCIÓN: 


Al girar el cubo se genera un cilindro cuya base tiene 
radio «R» y su altura es «a» 


[4 


* Piden Vas G(cubo) =% А 
ЗУ св: volumen del sólido generado por el cubo al 


girar en tomo a zz. 


Teorema de Pappus; Vsg727 qa ) 


* Donde: JA sección , es el área de la mayor sección 
та 


determinada en sólido, рог el plano que contiene a 
= Bum =a(a/2)=a*J2 


Xe máxima JZ 
ж; * Сото о es el centro de cubo: q. 


a 


-RPTA : "C". 


PROBLEMA 207 : 
En la figura, др es el diámetro de la circunferencia 


de centro O, por А se traza la recta tangente < que 
contiene a los puntos B, 


GAES Si AB==2r ,BC=2r , AE=0B 


>=, donde 24D: longitud 


y OC//EF . Determine ¿AD 
del arco AD. Considere: 73,14. 


A BC F 
L 
E 
А)1 B) a С)2 D) a E)3 
2 2 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: 


I) £477 *r п) AAOC m= Ar 
B. 

además, Cota=2 .AF 
* Luego: 

13 AF 134146r 

“ш АЕ=—————=6,28г 

5 146 x K 25 М 

5 
En (0: AF. AF - 8; 287 =2 
dm AD zr 


PROBLEMA 208 : 


Determine la medida del ángulo obtuso que forman 
las asíntotas de la hipérbola. 


x2-3y"-8x-18y=14 


л л я 2л л 
th БК AGA 
RESOLUCIÓN: 

*9 Nos piden el mayor ángulo entre 


- х2-3у2-8х-18у=14 


* completando cuadrados : 


(х2 – 8х + 16) - 3(y? + бу + 9) = 14 +16- 27 
(x-4? (у+3)? _ 
Js? É 


* Sea y el ángulo obtuso formado por las asíntotas : 


las asíntotas 


1 


* Graficamos la cónica : 


(x-4) (y*3) _ 
Ja? | 1° 
* Del gráfico , tenemos que :0 —120* 
, RPTA : “D” 


PROBLEMA 209 : 


La circunferencia con centro en el punto (4;-1) pasa 
por el foco de la parábola x?+16y=0 y es tangente а 
la directríz de esta parábola. Calcular la suma de las 
coordenadas del punto de tangencia. 

D)4 


A)8 Bj6 C) 10 
RESOLUCIÓN 58 : 


E) 12 


[1491 MEUS PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


Piden de la suma de coordenadas del punio T. Si se 

sabe que SÉ p es directriz de laparábola x? = 1бу. 

ordenando dicha ecuación ( x – 0)? = -(4)( y - 0) 

el parámetro es P=4 y su vérticees (0;0); luego, el 

focoF es (0; – 4). 

Radio de la circunferencia: 

Е= ОЕ = (4-0) +(-14+4)* > R=5 

Como OH 1, entonces, TH =4. 

Luego,T=(4;4) 

— la suma de coordenadas del punto T es 8. 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 210 : 

En un triángulo ABC, se trazan las bisectrices 

Interiores BD, DE y pF de los ángulos ABC, ADB y 

BDC respectivamente. (D, E y F puntos del triángulo). 


Si FC - Z BC, BF - 12, AE = 5 Calcule AB. 


A)6 B)11 
RESOLUCIÓN : 
* Piden AB=x 


C)16 


D)18 E)20 


BF - 12 
ek 
FC - BC 


(1) en (1) 
1Qg-,Sg + -5x-15(20)= 0 


ness Xt 182 0— 0215 
V ee х-20=0- х= 20 


ЕРТА : “E” 


PROBLEMA 211 : 

En un triángulo rectángulo ABC , recto en B. 

Exteriormente se dibujan los triángulos equiláteros 
AEB y BFC. Si el área de la región triangular EBF es K 
veces el área de la región triangular ABC , calcule el 
valor de K. : 

4 3 2 1 


b] 
А B с 22) — Е) 
RESOLUCIÓN: 


* Dato: YA, Евр = KA, авс 


* . 
Ee A, ser = KA, Apc 
= SP веп150° = Жа” = 1 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 212 : 
Un polígono regular de 9 lados está inscrito en una 
circunferencia. Si la suma de la longitud de un lado 
y la longitud de la menor diagonal de polígono es 
20 , entonces la longitud de la mayor diagonal es : 
AJ10 B)12 С)15 D)17 E)20 
RESOLUCIÓN : 

. * Se pide la longitud de la mayor diagonal: AE 
* Se sabe que las medidas de todos los arcos es 40°. 
* La suma de longitud ае ип lado y la longitud de la 
menor diagonal del polígono es 20. 


* ramos BG, de lo cual se tiene ABAS : 


[1492 1 


ннан: 
* Se aprecia que: BC + Вр = £4n = 20 
* Сото : 

SB/|DE ^ BS- ED 

> SE = BD > АЕ =l+n=20 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 213 : 
Sobre los lados AC y BC de un triángulo 
acutángulo ABC se ubican los puntos D y E , 
respectivamente , de tal modo que AD = BD = BE y 
т< ОЕВ = т< АВС. Si las bisectrices de los 
ч ВАС у « ACB se cortan en P y т< EDC = 40°, 
entonces т< CPA es: 


А) 110° В) 115°  C)120  D)i25 E)130 
RESOLUCIÓN: 
ADEE :isósceles Conclusiones 
m« BDE = Luego: ADBE 
BDE —2 с Ба - 20 = 180° 
AADB : isósceles а= 40° 
т< ВАр= m ABD =0+20° Reemplazando en (1): 
-,m«4DBE-a- 20° Ama СРА =130° 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 214 : 


En un triángulo ABC se trazan las alturas AD y СЕ (E 
e AB , D є ВС). Si M es punto medio de AC Y 
m<EMD=72", entonces т < MEC + т< ADM 
es: 

A) 52° В) 53° С) 54° 
RESOLUCIÓN : 


D) 55° Е) 56° 


B 


М arc: Em= ^C 


[м ADC: Du - ^£ к 


EDICIONES RUBIÑNOS [rins 


"Ieorema de la menor mediana dei triángulo 
rectángulo: 
AEMC: Isósceles 
А AMD: Isóscelos 
* Luego : 2x + 2y + 72? = 180^ 

ә х+у = 54° 

Ё ВРТА: “С” 

PROBLEMA 215 : 
En la figura , 40=10 cm , O y A son centros de 
circunferencias. Calcule CD en cm. 


А)2./5 8)5./5 c)246 D)5 Vē E)247 
RESOLUCIÓN : 


Dato : AO = 10 


* En el gráfico B> CAB(aprox., 53*/2 y 127"/2) 
| m«CBA- $7. 


* Trazamos AD Ex CDA (aprox. 53*/2 y 1277/2) 
>= х\/б =10 > x-245 

RPTA : “А” 
PROBLEMA 216 : 
Se tiene el triángulo ABC en el plano P. Se trazan вв’ 
y cc” perpendicularmente al plano P, el segmento 
B'C' no intercepta al plano P. Si pp' - 3, CC'- 1; 
AC = 417. BC = /14 ym « BAB' = 30°, entonces 
el área del triángulo AB'C'es: 


A)3 gj 1598 q DJS  E)9 
RESOLUCIÓN : 


*Se pide : S JA gc: 


[1493 Jf 


TES PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 
ACCA: (AC - 12 + J17* 
> AC'= 34/2 


Ex. ABB' : notable de 30? y 60? 
> AB'-6 


Se traza C'M 1 BB' ; luego 
EXC'MB' : (BC)? = J14^ + 2? 
> B'C' = 3/2 
* Se observa que AAC'B' es isóceles y cumple con 
el teorema de Pitágoras. 


>m<AC'B'= 90° 


susc. ADD 
e B' Элдв'с'=9 
ro RPTA : “E” 
PROBLEMA 217 : 


Un tronco de pirámide pentagonal regular tiene de 
perímetros de sus bases 15 cm y 45 cm y la arista 


lateral mide 5 ст. Halle el apotema del tronco 
(en cm). 
Aj2 B)4 C)6 D)8 E)10 


RESOLUCIÓN : 


* Piden apotema 


GEI E FEN/A Jas 


*Dálos: 2P,, - 15; 2Pp, = 45 y DH - 5 


*Setrazan DN LIH y EM LIH 
* Trapecio JEDH isósceles. 

ў > ІМ = МН = 3 
* Es. DNH notable (37° y 53°) 


>x=4 
ВРТА : “B” 


PROBLEMA 218 : 


En la figura se muestra un cilindro circular recto 
inscrito en un cono circular recto , el cono parcial 
de vértice P y el cilindro tienen el mismo volumen. 
¿Qué fracción del volumen del cono total es el 
volumen de la región comprendida entre el cilindro 
y el tronco de cono? 


A) > 
az 
C) 5. 
р) 35 
E) 13 


RESOLUCIÓN : 


У, :Volumen de la región espacial comprendida 
entre el cilindro y el tronco de cono. 


Y, = FERE e Weilindno "еоди (1) 
7 ABCD 


r 


ERIT ка (1) 
Усоло 
- DPC XA 


* Piden: x = 


LADA MENS — — — ESVCICLOPEDIA 2012 


Vino = Veuisdro —> 1 «р?н ЕЕ) Ыз 
АРВ 3 ; 
=> Н =3h 
* Por semejanza de conos : 


v, Vono = 27V = Ж.да 
АРВ «(28 >] AP 

У.о 4h Woo = 64У 
DPC DPC 


* Por diferencia : V,,,, = 64У – 27У = 37У 
ABCD 
* En (l) :У, = 37У - 27У > У, = 10V 


"En: ARA y 5 

64V 32 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 219 : 
Un plano H contiene un segmento Agde longitud 
16m y P es un punto que dista de H 8m. Si 
AP = BP = 2/41 m, entonces la medida del diedro 
АВ es: 
4)37° В)50° С)53° 
RESOLUCIÓN : 
* Piden la medida del diedro AB=x 


* Sea Q proyección ortogonal de P es respecto al 
plano H. 
* Por el teorema de las tres perpendiculares : 


PM L AB 


D)55* E)60* 


* En los B~ ДОРУ AMQ:AQ=10 y QM=6 
* En el En PQM (notable de 37” y 53°) 
=> х= 53° 

ВРТА: “С” 
РРОВГЕМА 220 : 
En un prisma triangular recto ABC-DEF, Ар = 8em , 
BC = 6 cm y su volumen 144 ст?. Halle el área (en 
ст?) del triángulo BDC. 


4)10 В)20 С)зо D)40 С E)50 


Ко A 


RESOLUCIÓN : 


*Se pide : Área „срв =А 


* Dato : volumen del prisma : y = 144 


*Se sabe que : 
V = (áreap)s = 144 = LL > AP=6 
* Teorema de la tres perpendiculares : 
m«DPB = 90° = А = OP) = spp) зае а) 
* Ex. DAP notable (37° y 53%) : DP = 10 
* En (1) :A=30 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 221 : 


Se tiene una esfera inscrita en un tronco de cilindro 
circular recto. Si el volumen de la región encerrada 


por el tronco es numéricamente igual a (./2 4 1) x y 
el ángulo que forma la báse superior del tronco con 


su máxima generatríz es 45*, entonces el radio de la 
esfera es: _ 
1 3 5 

A)— B)1 = 0)2 E). 

d^ ) E^ ) 5 
RESOLUCIÓN : 
* Piden el radio de la esfera : r 

B 


En el gráfico: 
a4 bs 2/ 2r 2r 


Conclusiones 
DÍ (5g, 
Resolviendo: г = 1 


RPTA : “В” 


S 
: 
Ë 


En un triángulo ABC se cumple AB = 2 m y AC = 32 
m. Calcule el perímetro del triángulo en metros, 
sabiendo que es un número entero y el ángulo en А 
es obtuso. 

А)65 В)66 С)67 
RESOLUCIÓN : 


Clasificación de triángulos: Triángulo obstusángulo. 


D) 68 E) 69 


Para realizar el cálculo del perímetro, es necesario 
conocer BC, el cual, por dato, debe ser entero. Como 
las longitudes de los otros dos lados son conocidas, 
podemos restringir a BC mediante el teorema de 
existencia; pero como la medida de un ángulo 
interior es mayor de 90* (obtuso), se puede realizar 
la restricción de BC por la naturaleza de triángulos. 
Por dato del problema tenemos 


AB=2,AC=32 ^ maBAC»90* 
Piden 
2P Asc" 2 +32 +BC=34+BC. 


B, 


X 


2 


b c 


32 


En el ZA ABC: Existencia de triángulos. 
32-2«BC«32 42 eo (1) 


* Como maBAC»90* 
32?+2?<BC? ы 
32,06 «BC .......—..— eoe (IE) 
* Luego, relacionamos las restricciones (1) y (11). 
32,06 «BC «34 ........... e (III) 
+ 2P asc 734 BC 
Como el perímetro es entero, entonces, BC es entero. 
* Luego, de la expresión (3) obtenemos BC=33 
=> 2P PULL 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 223 : 
En la figura se tiene una pirámide inscrita en un 
cilindro circular oblicuo. 
La base de la pirámide es un triángulo equilátero. 


El volumen de la pirámide es 2743 em? . Calcule 
T 


el volumen del cilindro (en cm?) 


GEOPIEOTIRELA 


RESOLUCIÓN : 


Para calcular el volumen de una pirámide se necesita 
conocer el área de su base y la altura de la pirámide, 
mientras que para calcular el volumen del cilindro 
se requiere conocer el área de su base y su altura. 
Como el cilindro es circular oblicuo, su base es un 
círculo, mientras que la base de la pirámide es un 
triángulo equilátero. 

Del gráfico que nos dan como dato podemos notar 
que ambos sólidos tienen la misma altura y el 
triángulo de la base de la pirámide está inscrita en la 
circunferencia que limita la base del cilindro. 
Denotemos los vértices de la base de la pirámide 
como A, B y C, y r el radio del círculo de la base del 
cilindro. 


STA 
Graficando el triángulo equilátero inscrito en la 
circunferencia tenemos: 


Enel ЛАОС: AO-r-OC 
D maAOC-120 


Ahora podemos calcular el volumen de la pirámide. 
1 1( (r43)* 43 
Vo-ABc7 = (аве) х 0575 xh 
22743 з 
—— em 
л 


De aquí podemos despejar las variables y 
obtenemos; 


zr? xhz108 ет®.......................(1) 
Ahora calculamos el volumen de cilindro. 
V.itindro Abase x h=xr? x h 
де I: Woitindro=108 cm? 


ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 225 : 


En un polígono convexo equiángulo ABCDEF se 
tiene AB=7, CD=6 y DE-8. Calcule BF. 


AZ A8 B); C)43 D)7z42 Ea 


RESOLUCIÓN: 
Dentro del grupo de los polígonos tenemos al 
polígono equiángulo, que se caracteriza por que sus 
medidas angulares internas y externas son, 
respectivamente, iguales. 
Como se conoce que la suma de las medidas 
ángulares de un polígono convexo es 180"(n - 2) y 
n es el nümero de lados, entonces, la medida de un 
ángulo interior será: 
js 180°(п — 2) 
n 

Segün el dato del problema, el polígono equiángulo 
es ABCDEF, es decir, tiene seis lados (п= 6); 
entonces, (= 180 (6 — 97... 120^. 

y 6 
Grafiquemos el hexágono con las condiciones del 
problema: AB=7, CD=6 y ED=8 


Al prolongar los lados AB, EF y CD, las 


EDICIONES RUBINOS (EXA 1497 ОШ PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


medidas de los ángulos externos en A, E E y D es 
60°, además, se forman los triángulos AFM y DEN; 
estos, a la vez, forman el trapecio isósceles MBCN, 
donde MB=CN. 

Como DE=8 > DN=EN=8 

Así también si AF=a > АМ=МЕ=а. 

Luego: a+7=6+8 > а=7 

Por lo tanto, en el triángulo notable BAF tenemos. 


A 
265 


F x B 

Entonces, BF -743. 
ВРТА : “E” 

PROBLEMA 226 : 
Un punto M=(x; у) dista de un punto С=(2 ; 5), 
JIO unidades. La pendiente de la recta que pasa 
por M y A=(7; 5) es 1/2. Determine el punto M de 
mayor abscisa. 
А) (-1; 4) B)(-1;6) C)(1:8) 
RESOLUCIÓN : 
* Distancia entre dos puntos 
* Ecuación de una recta 
De la condición tenemos 


* C(2; 5) 


D)(3;2) E)(5;4) 


J10 


М(х; y) 


Por distancia entre los puntos se cumple que. 


0 = {бх - 2) (y - 5)? 


Elevando el cuadrado, tenemos: 
(x— 2 «(y — 5)2=10 .............. (0 


р 
* ^ — Ф 
Dato: m—= 5 


Calculamos la ecuación de la recta g- 
y-6-má(x-7) 


mas 5-2 V I cn M 


Reemplazamos (II) en (1): 


2 
&- 2s (16-0) =10=> (s- 2) «s -7P=10 


Reduciendo, tenemos — x?—6x45-0 
& -5 
x -1 


a=5 v x=1 
Piden el punto M de mayor abscisa<, entonces, x=5. 
Reemplazamos en (II): 


y-6-l(5-7)5 y=4 
Entonces, M=(5; 4). 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 227 : 
En la figura mostrada ABCD es un cuadrado de lado 
2R, además BC es diámetro de la 


semicircunferencia de centro O y radio de longitud 
R. Si T es un punto de tangencia, entonces 


m<TOA e: p о C 
Ny y 
A D 
A)JZ25 В)8 C)10 D)10,5 Е)12,5 
RESOLUCIÓN: 


En la pregunta nos piden la medida de un ángulo; 
entonces, debemos ubicarló en una figura donde se 
puede obtener dicha medida; por ejemplo, un 
triángulo; además, como se observa una 
semicircunferencia debemos aplicar los teoremas 
que se cumplen en la circunferencia. 


En el gráfico, nos piden x. 


Como DABCD es un cuadradro 
>BC=CD =2(BO)=(0C)=2R 
Trazamos OD > OD: Bisectriz del СРТ 


Luego, М OCD (not 53*/2) 
m«CDO -563*/2 y maODT = 53°/2 
En LA TOCD : inscriptible 
. > m<4BOT = maCDTt 
m<xBOT = 53° 


N ова (not 53°/2) 


m<BAO = C 


En М ова 
53°+ х+ рохо х-10,5 


La medida del ángulo TOA es 10,5°. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 228 : 
ABC es un triángulo rectángulo. Exteriormente a los 
catetos se construyen los triángulos equiláteros ABD 


y BEC, P, О y R son puntos medios de рр, 


ВС. DC respectivamente. Si el área de la región 
triangular ABC es 32 ст?, entonces el área de la región 
triangular POR (en cm?) es: 
A)J4 В)6 С)8 
RESOLUCIÓN: 

Para relacionar las áreas de dos regiones triangulares, 


se busca la relación entre los elementos de ambos 
triángulos (lados, alturas, medida de ángulos, etc.). 


D)12 E)16 


Piden Apor 2 área de la región triangular POR. 
Dato 4, рс? área de la región triangular ABC. 


Por ser P, Q y R puntos medios, se determinan bases 
medias en los triángulos BEC y DBC. 
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QR// DB 
> m<RQC = 150° y RQ-72 


PQ//EC > m«PQC = 120° y р9=Е2 
Luego 


> m«aPQR = 90° 


En el gráfico, IN POR ~ ÍMABC(caso LAL de 
razón1/2) 
Por áreas de regiones semejantes 


MBigc (semejanza 
Reemplazamos: 
Apor g) 
—==|=|:>4 =8 
32. N2 + 
Elárea de la región triangular PQR (en cm?) 
es 8. 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 229 : 
Se da un triángulo ABC cuyos lados AB y BC 


miden 8 m y 6 m, respectivamente. Sobre Ag se 
toma el punto D. 


Si m< BAC-mx ВСР, entonces AD es: 
А)3,5 В)4 C)4,5 D)5 
RESOLUCIÓN : 

Cuando en un triángulo se desea relacionar las 
longitudes de lados y segmentos determinados por 
una ceviana, se puede recurrir a la teoría de 
semejanza, y más aün si la medida de un ángulo es 
igual al ángulo determinado por dicha ceviana y un 


Е)5,5 


lado; por ejemplo: B 
D 
x 
C 
AC 2 
A 
AE 
TEOREMA: 
Enel AABC 


m«BAC-m« MBC-0 > x?-bm 


EDICIONES RUBISOS MESS [EE PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


Piden AD. 
DATOS: 


AB=8, BC-6 


т< ВАС = ma BCD 
Л АВС: Por teorema de semejanza tenemos: 
(BC)?=(AB)(BD) 

También: 

BD=8-AD 
Reemplazamos: 

6*=8(8- AD) > AD=3,5 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 230: 
En la figura , se muestra un cilindro de revolución y 
un trapecio ABCD , cuya área es 6/3 cm? . Halle el 
volumen del cilindro, sabiendo que C es centro de 
la base superior y др es el diámetro de la base 
inferior. 
A) 6/3xcm* B 
B) 10 /3xcm* | 
С) 8/3x cm? 


D) qm 
3 
E) 10 x cm ^ 


RESOLUCIÓN : 


Piden : Veitindro (AR )H........ (I) 


Dato 
+2R 
Ae Ancp- 643 1 E 2 


ACOD (notable de 30° y 60°) 
PS AER um 
(Ш) en (Ш): 
e48- (5E i48) к=? ^ H-248 


1n. — — n 


* Reemplazamos en (1): 
Voitindro = 8432 em? 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 231 : 


En la figura АВ y AC son diámetros , CT es 
tangente alarco A8 , AB = BC = 2r Y ET — 4. 


Calcule r 
BO 
A B C 


AJ2/3 B)2/2 CW3 D)e Е)ЗУЗ 
RESOLUCIÓN: 


En el problema nos piden calcular el radio de la 
semicircunferencia menor, para ello debemos relacionar el 
dato numérico con la variable, utilizando los teoremas que 
se cumplen en circunferencias tangentes interiores. Luego, 
para obtener el valor del radio debemos establecer una 
operación que relacione la incógnita con los datos. 


Trazamos BT => т< BTA = 90? 
Por teorema: ET=TA=4 


Trazamos AD c 
— AT es bisectriz del «DAC 


ma DAT -maTAC-a 


Luego: тч ECD- ma ПАЕ = а 
En RS акс: Teorema de semejanza 
(EC) -(8)(4) > EC=4/2 
ZAAEC: Teorema base media >TB= 242 


ZdarB: (2r)? 24? (22)? — r6 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 232 : 
Los puntos A(- 3; 2) y B(1 ; 6) son los extremos del 


segmento AB . Hallar la ecuación de la mediatriz 


de AB. 

A)x+y - 3-0 B)x-y+3=0 C) Зх - y - 1-0 
D)x - 3y+1=0 E)x - y+5=0 
RESOLUCIÓN : Y 


Piden ecuación de 22 


P es el conjunto de todos los puntos coplanares y 
equidistantes de A y B. 


Luego d(P ; A)=d(P ; B) 


> Je3) +5 -2P = (x - DH y 6) 

2 x 46x94 y" -4у+4=х* -2х+1+у* — 12у+36 
> 6x413-4y-37-2x—-12y 

> 85+8у – 24=0 > P: x+y- 3=0 
1 y RPTA: “A” 
PROBLEMA 233: 

Hallar el área de la región triangular determinada por 
las rectas L,: 3x-4y+6=0, І, 3x+y-9=0 y el eje X. 
A)8w B)75w С) 8,5и? D)9u* .E) 10 ш? І 
RESOLUCIÓN: 

Sean las ecuaciones de las rectas: 


F: 3х —4у+6=0 


Z: 3x+y-9=0 
Graficamos: 


Para calcular la ordenada de P(x; y) resolvemos las 
ecuaciones de Z y %. 
3х – 4у+6=3х+у – 9 => у=3 
Nos piden el área де la región triangular АРВ: S 
s, 273 > 8=7,5 u? 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 234 : 


Halle la suma de los valores de k , tales que la recta 
y=kx sea tangente a la curva 
х?+ y- 6x - 2y + 6 = 0. 


A) -6/5 B) 5/6 C) -5/6 D) 6/5 E) 3/5 
RESOLUCIÓN : 
Datos: y = Вх... (Т) 
а? +у?-6х-2у+6=0... (П) 
De (1) : 


(x – 3)2+(у – 1)? -2* 
н а а А 
Ecuación de una circuferencia 

* (I) debe ser tangente a(11) 
Geométricamente Y 


un único punto 
de intercepto 


* Dependiendo de k, existen dos posibilidades para 
un único punto de intercepto. 


Reemplazamos (1) en (II) : 

(ЕЁ?+ 1)x*-2(R+3)x+6=0 
Para que tenga un ünico punto de intercepto, el 
discriminante de la ecuación anterior debe ser cero. 
Luego, A=0 > [-2(R+3)]” — 4(k?-1)6-0 
reduciendo, obtenemos : 5&?-6k-3-0........(a) 
Piden la suma de valores de k. 
Por teorema de Cardano en (a) : 


=> suma de valores dek-7 á m» 


08. En la figura Ly //L7 . Calcular: x 
01. En la figura, AB = BC y BE = DB. 


Hallar : x ¡a Li 
B 
» О 
х 
L2 
E 1-3 d 
a) 32 d) 68 a) 115 d) 90: 
A D C b) 84° е) 727 b) 1207 e) 130: 
с) 44 - E 
: : с) 100 
al 60 d) 90 05. En el gráfico, АВ = BC, calcule x. 
Ы 45 e) 85 09. En el gráfico BP = 8; calcule: DC 
c) 80° 


02. En la figura, AB — BC. Hallar: x 


а) 10 a 37 


b) 40 А е) 20: а) 8 d) 16 
c) 50 b) 16 e) 18 


06. En el gráfico. calcule x + y. 


c) 20 
10. Del gráfico, calcule: x + y 


а) 8 d) 15 : 
b) 10° e) 12 
с) 18^ 


03. En la figura. Hallar: x 


a) 200* d) 230* 
b) 210* e) 240° 
c) 220° 
07. En el gráfico mostrado, calcule a + b а) 30° а) 60° 
+c+d+e+f b) 40° e) 70° 


c) 50* 
11. En la figura, hallar el valor de x 


a) 15 d) 12 
b) 9 e) 10 
с) 13° 
Une bali E 7 а) 150° а) 210° 
; figura, hallar m«B-m«A. b) 230: e) 200 


15.Según el gráfico, AB =BC, 


T c). 20: PD=PC=AC Calcule: x/y 
12. En la figura, hallar x si I es el incentro B 
del triángulo ABC y В + 0 = 190° 
: р, 
Е В, 
В 
р Á C 
A7 2$ SAP ed d) 13 
b 
a) 42:30 d) 41: de «a 
b) 41:30 95 SY 
e 16.En un triángulo ABC, se traza la 
c) 427 . ceviana AM tal que AM = MC = ABy 
m«BAM-m«ACB. 
13.En el siguiente gráfico, AN — MN Calcule : m АМС 
LQ = QC. Calcule x. a) 100 d) 120° 
b) 108° e) 72° 
с) 112° 


17.En un triángulo ABC, por B se trazan 
paralelas a las bisectrices interiores de 
A y C, intersectando a las 


prolongaciones AC en P y Q. Hallar 
PQ, si el perímetro del triángulo ABC 


es 6m. 
a) 130° d) 100 53cm d) 9cm 
b) 135 е) 15730, ^b) бет e) 15cm 
c) 150° c) 12cm 


18. De la figura calcule: x 


19.Sea el triángulo PQR en las 
prolongaciones de PQyPR se 


20. En la figura, hallar “x”. 


ubican- los puntos M y T 
respectivamente, tal que 
m«QMT-m«QRT, PR=6 y 
QR = 4. Calcule la suma del máximo 
y mínimo valor entero de PQ. 


a) 14 d) 16 
b) 6 e) 10 
c) 12 


a) 110 
b) 110 
c) 120 
d) 125 
e) 132: 


21.Del gráfico calcular el mínimo valor 


entero de “AC+BD” 


D 5 [o 


a) 6 d) 9 
b) 7 e) 10 
с) 8 


22. En el gráfico; los triángulos ABCy CDE 


son equiláteros y AC = PE; calcule о . 


23. En un triángulo ABC se traza la ceviana 


BE. Hallar la m« ABC, si AB = BE 
= EC y la mxBCE = 20* 
a) 90° а) 120: 
b) 100* e) 130 


c) 110* c) 47 
24.En un triángulo ABC la bisectriz бз ү а mediatriz del lado AC de un 


exterior del «A, con la bisectriz triángulo ABC corta a BC en M, tal 
interior del «C se intersectan que ; MC = 2(BM). 

formando un ángulo de 40". Hallar la  mxBCA, si 
Si se sabe que mxA-m«C-24*, m ABC = 90° 

hallar la medida del т АСВ. a) 15 d) 60* 

а) 30 * d) 38 b) 30 e) 75 

b) 32 e) 40° e 


04. En un triángulo rectágulo ABC recto 


Maid en В, se traza la bisectriz interior AN, 
BCUADRO DE RESPUESTAS si 3(NC) = 5(BN). Calcular la 

О.с 0.4 17b m«BAN. 

02.e 10.4 18. a a) 27:/2 d) 40* 

03. е  1Lc 19. а ‚ A 

04.с 12а 20d b) 5372 e) 15 

05.d 13.6 21. c c) 45 

06.c 14с 22. d 

07.e  15.b 23. d 05.Si ВЕ = 14 т y EC = 8m. Calcular 

S.a 16.6 24. d BP 

MISCELANEA 2 в eS E es cuadrado, siendo 

01. En la figura, BM = 40m. Calcular PQ. Calcule “GF” 
B 
A 
2 a) 6 а) 9 У 
b) 7 е) 10 
а) 30m d) 50m c) 8 | à 2 
: жер? E а) a a 

Ы 20m PET 06. Calcular “х”, si MC = 2(AB) b) a2 e) 2w3 
c) 40m B с) a3 


10. En la figura, calcule “a " 


A 
a) 9 d) 30° 
b) 10° e) 11° 
c) 15 
a) 27: d) 26: 07. En el gráfico mostrado calcular AB, si a) 15 d) 45 
МС = 12 т. b) 18 e) 20° 


TORIAL RUBIN 
11. Calcule el mayor ángulo interior de un 
triángulo isósceles, si la altura relativa 


ala base es igual al segmento que une 
los puntos medios de la base y uno 


de los otros 2 lados. 

a) 120° d) 115 
b) 110* e) 122: 
c) 100 


12.En la figura la distancia de P al cateto 
AB es 3 y la distancia de Q a la 
hipotenusa mide 7. Calcular BH. 


a) 21 d) 12 
b) 10.5 e) 9 
c) 10 


13. Las medidas de los ángulos agudos de 
un triángulo rectángulo están en la 
razón 3/7. Hallar la medida del ángulo 
formado por la altura y la mediana 
trazadas desde el vértice del ángulo 
recto. 


a) 27 d) 36: 
b) 10 e) 9 
c) 20 


14.En un AABC, recto en B, la altura 


BH corta a la bisectriz interior AD en 
el punto E. Si BE = 12, hallar la 
distancia del punto medio de 


DC а AC. 


RUBIÑOS __ 


а) Зт d) 4m 
b) 1m e) 5m 
с) 2m 


16. La mediana AM у la altura BH de 
un triángulo ABC se cortan en “Р” 
si AP = PM. Calcular BP si PH = 1и. 


a) lu d) 4u 
b) 2u e) 22u 
c) 3u 


17.ABC es un triángulo en el cual 
m«C = 75°, la altura BH mide la 
mitad de lo que mide AC. Halle la 
m«ABC. 


a) 75 d) 37 
b) 60° e) 30° 
c) 45 


18.Setiene un triángulo acutángulo ABC 
en el cual se trazan las alturas BH y 
CJ, sobre las prolongaciones HB y 


JC se ubican los puntos P y Q 
respectivamente de modo que AC = 


ВР y AB = СО. Si PQ=643, la 
distancia del vértice A a la recta que 


contiene a PQ es: 


a) 3 d) 343 
b) 4 e) 443 
с) 243 


19. En un triángulo ABC (AB = BC) se 
traza la mediana AM y se prolonga 
hasta el punto H de modo que 
m=xAHC = 90°. 


Si m«MAC- m«BCH y МН = a. 


Calcule: AM. 
a) 2a d) 4a 
b) da i6 


21.Enla figura, calcular *PC"si : 
AB = 20cm, BC = CD 


B 
С 
AZA D 
E 
a) 10cm d) 16cm 
b) 6cm e) 8cm 
c) 12cm 


22. Sea ABCD un cuadrado; calcular PQ. 


A 
a) 3 d) 47 
t) 5 e) VIO 
с) 6 | 
23. Calcular x. 


а) 6 d) 9 
b) 12 e) 36. 
c) 10 


08. Calcular x; si mABC + mEDC= 180° 


B 
(o 
A 
E D 
a) 90 d) 120 
b) 60 e) 75 
c) 45 
ES 
CUADRO DE RESPUESTAS, 
01. c 09. a 17. a 
2.a 10. 18. d 
03.b 11а 19. e 
04.65  12.c 20. c 
05. a 13. d 21. a 
05a 14а 22. b 
07. c 15, а 23. а 
08.b 16. с 24. a 
MISCELANEA 3 


O1.En un trapecio isósceles, las bases 
miden 8 y 14 cm respectivamente, Si 
loslados no paralelos determinan con 
la base ángulos de 53°, ¿cuánto mide 
la altura? 


a) 3 d) 6 
b) 4 e) 7 
с) 5 


02. La base mayor de un trapecio mide el 
triple de la menor. Si la mediana mide 
12 cm, ¿cuánto mide la base menor? 


а) 6 d) 12 
b) 10 e) 11 
с) 9 


(AB=CD). la diagonal AC es 
perpendicular al lado CD. Si 
m«CAD-30 y AD = 8 cm, 
¿cuánto mide la mediana? 


a) 6 d) 5 
b) 3 e) 7 
с) 4 


04, En un paralelogramo ABCD la bisectriz 


del ángulo ABC intersecta a AD en 
E. Si CD = 12 m, calcular la longitud 
del segmento que une los puntos 


medios de BD y EC. 


a) 6m d) 10m 
b) 7m e) 12m 
c) 8m 


05. En un triángulo ABC, AC mide 12 
cm. Si M y N son puntos medios de 
AB y BC ¿cuánto mide la mediana 
del trapecio AMNC? 


a) 8cm d) 1lcm 
b) 9cm e) 12cm 
c) 20cm 


06. Los ángulos adyacentes a un lado no 
paralelo de un trapecio, se diferencian 
еп 50°. ¿Cuánto mide el menor de 


ellos? 
a) 50° d) 65: 
b) 55 e) 70: 
c) 60° 


07.Las bases de un trapecio isósceles 
miden 8 y 14 cm, y la altura 4 cm. 
¿Cuánto miden los lados no paralelos? 


a) 6cm d) 8cm 
b) 5cm e) 9cm 
c) 7cm 


08. En la figura. el cuadrilátero ABCD es un 
cuadrado. sim + n + p + q + r= 158". 
Hallar x. 


d) 21° 
b) 20* e) 24 
с) 22? 


09. El perímetro de un rombo es 80 сту 
uno de sus ángulos agudos miden 60". 
¿Cuál es la diferencia entre la diagonal 
mayor y la diagonal menor? 


а) 20(/3 -1)cm 
b) 20(/2 —1)cm 
c) 10/2cm 
d) 20/3cm 


е) 10(/3 — 1)cm 

10.En un cuadrado ABCD desde un 
punto interior *E" se traza el triángulo 
equilátero ECD, luego se traza la 
mediana CF en el triángulo BCE, si 
la suma de la distancia de F a BC y 
ED es 5и .Calcule BD. 


а) J2n d) 4/21 
b) 242и e) 542p 
c) 3424 


11.Setiene un rectángulo ABCD enla cual 
m « ВСА = a, calcule AC si al trazar 


la ceviana DE que mide 3H en el 
triángulo ACD, mx AED = 20. 


a) 3h. d) 6p 
b) 4u e) 8н 
c) 5н 


12. Dado el trapezoide ABCD, calcular la 
medida del ángulo formado por la 


bisectriz interior del ángulo А y la 
bisectriz exterior del ángulo D, si 


mB =130° y тС =100°. 


a) 25° d) 30° 
b) 35° e) 20* 
c) 50* 
13.La porción de mediana comprendido 


entre las diagonales de un trapecio 
mide 30 cm. Calcular la longitud de 
toda la mediana sabiendo que la base 


E] 1506 |7 MISCELANEAS 


À mayor mide el cuádruple de la base B P € ' ^a) 58cm d) 31cm 
у b) 62cm e) 40 cm 
a) 40cm : d) 24cm 
b) 48cm e) 100 cm 9 sücm 
c) 50cm Q 22.El perímetro de un rombo es 40 cm y 
14. Un rectángulo ABCD tiene por lados A ee ацца» "S como 3 5 4. 
AB =24стуАр = 14 cm. Trazamos ¿Cuánto mide la diagonal mayor? 
la bisectriz AE, con E sobre DC, y A D a) 18cm d) 12 cm 
una paralela a AB que pasa por el b) 16cm e) 10cm 
punto I de иелә de las a) 2 d) 4 САЗА 
diagonales y corta а АЕ еп М. b) 1 e 15 ES 
Determinar MI. 23.Еп un trapecio ABCD, ВС//АР, 
а) 8 d) 6 Sd BC < AD; m«C = 2m«A . Hallar la 
b)4 e) 10 19. En un triángulo ABC se toma un punto longitud de la mediana del trapecio 
d interior ^O", de modo que 51ВС = 12cm y Ср = 18cm. 
J К AO=BC=a. Hallar el perímetro del 
15. En un rombo, las diagonales miden 6 cuadrilátero MNPQ, siendo M. N, Py a) 21cm d) 24cm 
y 8 cm. Hallar la distancia que hay коша - b) 18 ) 26 
enti lados opuestos Q puntos medios de AB . OB , OC em e cm 
IÓN dcha y AC, respectivamente. c) 15cm 
b) 9.4 cm e) 4.8cm a) 2a d) 3a 24.En un trapecio rectángulo ABCD. si 
c) 9.6cm ds " Ba P e CD (lado oblicuo), Q e AD (base 
16.En un trapecio rectángulo las bases 2 mayor), mABP =70° y mD- 235. 
miden 4 y 10 cm respectivamente. Si un 3a Hallar mBÎQ, si ВЁС = QPD. 
lado no paralelo determina un ángulo a x 
de 60° con la base, ¿cuánto mide dicho я } a) 157 d) 174 
lado? 20.En la figura.Calcule mxFEA ,si: b) 160: e) 175 
a) 14cm . d) 12cm BF =FA y ABCD es romboide. с) 165 
b) 7cm - е) бст 
е : B 
c) 1443 cm c 


CUADRO DE RESPUESTA. 


17. El perímetro de un cuadrado es 24 cm. 


Hallar el perímetro del cuadrilátero 01. b 09. a 17. b 

determinado por los puntos medios de 02.a 10. d 18. a 
loslados. аё А 03. а 1d 19a 

а) 12cm `9) 6cm E. D 04. а. La 20. d 

: 056 18. с 21. b 

b) 12/2cm е) 18cm ЯБ а) 53:/2 06.d 14. c 22. b 

k 07.65  15c 23. a 

c) 12/3cm b) 37/2 e) 45 08. c 16. d 24. d 


18. En el gráfico ABCD es un и абаа 2990 

CUYO centro es O. Si CQ = 4, calcular 21. Si sumamos las distancias de los 
. BP vértices de un triángulo a una recta 

3 exterior obtenemos 62 cm. éCuál es la 

suma de las distancias de los puntos 

medios de los lados a la misma recta? 


MISCELANEA SOBRE 


PUNTOS NOTABLES 

01. Los puntos notables que equidistan de 

los lados y vértices de un triángulo son 

respectivamente: 

a) Circuncentro y Baricentro 

b) incen y Ortocentro 

c) Circuncentro e Incentro 

d) Incentro y Circuncentro 

e) Incentro y Baricentro 

02. “I” es el incentro del triángulo ABC si 
el exradio relativo al lado BC mide 4 
y Bl = 5. Calcular la distancia del 
incentro al excentro si el ángulo 
exterior del vértice B mide 106: 


a) 542 d) 4 
b) 543 e) 43 
с) 2 


03. En un triángulo ABC el incentro es “1” 
ylosexcentrosson I, . 1, . I. para el 


triángulo cuyos vértices son E , Lo › 


L entonces "I" es: 


a) Опосепто d) aób 
b) Incentro e) bóc 
c) Excentro 


04. En un triángulo ABC m «C = 40° , se 


trazan la áltura BH y la bisectriz BD 
del ángulo ABC. Si m«HBD — 20°, 


calcular mx ABC, 

a) 30 d) 60 
b) 45 e) 75 
c) 50 


05. En un triángulo ABC isósceles las 
medianas iguales son perpendiculares. 


Sila distancia del baricentro al vértice 
común a los lados iguales mide 4ú. 


Calcular la base. 
a) lu 

b) 2u 

c) 25u 


d) 4u 
e) 35u 


06. 


07. 
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¿Qué puntos notables pueden estar 
sobre el triángulo? 


a) Incentro y Ortocentro 

b) Incentro y Baricentro 

с), Circuncentro y Excentro 

d) Ortocentro y Baricentro _ 

e) Orrocentro y Circuncentro 

En un triángulo ABC se traza la ceviana 


СЕ. siendo “O” el circuncentro del 
AAFC. 


Calcular mxC, si m«B = m«xOCF 


a) 45° d) 75 
b) 30: e) 90 
c) 60° 
08. En un triángulo equilátero la suma de 
los tres exradios es 155/3 . Calcular el 
perímetro del triángulo equilátero. 
a) 10 d) 25 
b) 15 e) 30 
c) 20 
09. Siendo: 


O : Ortocentro del A ABC 
I :Incentro del AABC 


Calcule “x” B 
4 
А TA 
C 
a) 10° d) 40* 
b) 20° e) 45* 
с) 30° 
10. Siendo: 
О: Ortocentro y 
E: Excentro del AABC E 


B 


a) 20° d) 50* 
b) 30* e) 60* 
c) 40* 


11.En la figura E«- Excentro del 


ААВС: calcular AP. 
PE 


B 
A C 
P 

E 
a) 2 d) 1 
b) 3 e) 15 
c) 4 

12.Si “H” es ortocentro del AABC y 
mARC =120*. 
¿Qué triángulo es PBQ?. 
B 


a) Escaleno d) Rectángulo 
b) Equilátero e) Obtuso 
c) Isósceles 
13. Las rectas de Euler de los triángulos 
ABC (recto en B) y ADC (equilátero) 
se cortan sobre la hipotenusa en el 
punto M y formando 40°. 
Calcule: m«C. 
a) 15 d) 30° 
b) 20° e) 35° 
c) 25: 


(АВ=ВС) si “G” es el baricentro , 
GM = 20 y la base mide 48; siendo 
AM mediana . Calcular la distancia del 


baricentro a la base. 

a) 9 d) 16 
b) 12 e) 32 
с) 14 


15.En un triángulo rectángulo ABC el 
inradio (recto en B) mide 2u y el 
exradio relativo a la hipotenusa mide 
15u. . 
Calcular la hipotenusa. 


a) 5u d) 13u 
b) 8u e) 17u 
с) 15u 


16.En un triángulo equilátero ABC la 
paralela a AC por “B” corta a la 
prolongación de Al en M (*I" 
incentro). 
Calcular la distancia del ortocentro al 
punto “M” si BI = 5. 


а) 5 d) 15 
b) 7 e) 15/3 
c) 10 


17.En el AABC (m«B = 40°), M es el 
punto medio del segmeríto que une el 
incentro con el excentro relativo a АС. 
Hallar : mxAMC . 
a) 60° d) 140* 
b) 80: e) 90 
с) 120: 

18. En un triángulo MNE se ubica el punto 
exterior Q relativo al lado MN. 
Si: m«MNP = 84°, además, 


IRC 
entonces la mxNQP es: 

a) 15 d) 30 
. ob) 45 e) 53 
с) 75 


А EN 
a) 25 d) 20° 

b) 30° e) 50° 

c) 35 


20. Calcular “x”; AB = BC y HM = MD 


A € 
H 

a) 60° d) 45: 

b) 75° e) 120 

c) 90* 


21.En un cuadrado ABCD, M y N son 
puntos medios de loslados BC y CD 
respectivamente, AM NBN : (P) . ¿El 
centro del cuadrado que punto notable 
es del triángulo APN? 
a) Incentro 
b) Ortocentro 
c) Circuncentro 
d) Baricentro 
e) Incentro y Baricentro 

22. Enuna semicircunferencia de diámetro 


MN y centro O, desde el punto P 
exterior a la semicircunferencia 


trazamos la tangente PT y TH 
perpendicular a MN(H e OM), la 
bisectriz interior del ángulo TPH 
intercepta a TM en О. 


Si la m«PHN es $, entonces la 
m«QHM es: 


$ $ 
a) 90-2 d) 135-2 
E E 
b) 90 y e) 60 2 
с) as-* 


23. Uno de los ángulos de un triángulo 
mide 140°. Calcule uno de los ángulos 
del A exicentral (sus vértices son los 
exceniros) relativo al triángulo órtico. 


a) 30: d) 80* 
b) 40* e) 60: 
c) 50° 


24. En el gráfico calcular * y” si: AF = FE 
y DP = PE. 


74 
А rr es 


EXE 

a) 75 d) 90: 

b) 60° e) 120* 

с) 80° 
na 
CUADRO DE RESPUESTAS 
A 

01. d 09. b 17. d 
02. a 10. d 18. d 
03. a 11.d 19. c 
04. d 12. b 20. c 
05. d 13. c 21. a 

06. e 14. e 22. d 

07. e 15. d 23. b 
08. e 16. c 24. d 


E 
MISCELANEA SOBRE 
PROPORCIONALIDAD Y 
SEMEJANZA 


OLEn la figura 1, /L, / L3 / Lg» 
(BC) (CD) = 225 y (NR) (RS) = 256, 


AB 
hallar му” a) 10 d) 16 
b) 12 e) 18 
c) 14 


05. En un cuadrado ABCD cuyo centro es 
O. Calcular la distancia del punto 


medio de BO allado CD si AB = 4m. 


a) 4m d) 3m 
b) 2m e) 35m 
а) 16/15 d) 8/15 с) 25m 
b) 15/16 e) 3/4 06. Hallar la longitud del lado del menor 
c) 158 cuadrado. 
02.Si: AM//BN//CP//DQ. AB = 10, 
CD=14.NP=9 y МО = 45. а) „бт К 
Calcular РО — MN. b) Jm 
c) 2m 
d) 3m 
e) 4m me 


07. Еп el triángulo ABC: AB = 6, BC = 8 
y AC =7. Se traza la bisectriz exterior 


BE, calcular AE. 
a) 3 d) 6 a) 14 d) 21 
b) 4 e) 7 b) 17 e) 24 
с) 5 - c) 19 
03. En un triángulo ABC, de incentro Í; por 08. En la figura si: Ly / L5 JL, fL, s 
este punto se traza EF // AC , estando ciun 5. 


Esobre AB yF en BC. Calcular EF, 


sAB-c, BC-a y AC=b. 
a) ac d) bla + c) 
a+b+c a+b+c 
b) a+b E abc 
a+b+c a+b+c 
Zac 
c) 
a+b+c 


Hallar OM, si MP = 45. 


(Gui) 


09. En un triángulo rectángulo un cateto 
mide 24n. Calcular la distancia del 


baricentro al otro cateto. 
a) 3m d) 8m 
b) 4m e) 9m 
c) 6m 


10. En la figura AB //CD . Calcular CD si 
AB =5. 


a) 10.5 d) 14/3 
b) 12 e) 354 
c) 125 


11. Del gráfico, po 


WA 

а) 53° а) 37° 

2 2 

Ы) 53: е) 74 
ё 37: 


12. En el gráfico: 2(АМ) = 3(BM), АМІМ 
es un romboide, Calcular NQ ч 
АМ 


B 
M E 
A C 
N Q 
a) 12 d) 27 
b) 2/3 e) 34 
c) 35 


13.Loslados de un rectángulo miden 
12 y 8. Hallar los lados de otro 
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d) 16y 14 
e) 18y 12 


а) 11y19. 
b) 10y20 
c) 13y 17 
14.Sobre los lados AB y AC de un 
triángulo ABC, se toman los puntos P 
y Q respectivamente, tal que : 
m«BCA = m«QPA . 
Calcular CQ. si 6BP — 3AP = AC = 6. 


a) 5 d) 8 
b) 6 e) 9 
c) 7 


15.Si: AM = 2; NC= 8, hallar MN. 


16. En la figura AF = 3m, AE = 2my AD 
es mayor qué AC en 2rp. Hallar AC. 


a) 4m d) 6m 
b) 5,5m e) 6.5m 
c) 5m 


18.Sobre una circunferencia de radio R 
se ubica el punto F, haciendo centro 
en él se traza otra circunferencia de 
radio r (r«R). Sobre la circunferencia 
mayor se ubica una cuerda AB que 
al prolongarlo es tangente en T. Halle 
FA. FB. 


a) R.r d) 4R.r 
b) 2R.r e) 5R.r 
c) 3R.r 

19. En la figura BC = 9, AB = 16. 
Calcular : CD. e 


A 
a) 10 d) 14 
b) 12 e) 15 
c) 13 


21. ABCD y EDGF son cuadrados. 
Calcular : PQ. 


a) a-b 


b) 2a b e) 


c) b 

22. En el triángulo ABC, AN es bisectriz, 
BM=2u4 .CN-64 y MN-4p. 
Hallar : AN. 


a) 9m d) 6m 
b) 8m e) 5m 
c) 7m 


23.En la figura, AB//CD y BC//DE. 
Si: OA = Imy AC = 2m, hallar CE. 


a) 2m d) 5m 
b) 3m e) 6m 
c) 4m 


17.En la figura, AC=40m y 
uc AP=PQ=QD; hallar EF. 


5 5 
a) = а) 3 
ы $ ed 
3 
c) 5 


24. En un triángulo ABC se traza L.//AC 
que corta en ^P" y “Q”a AB у BC 


respectivamente. Calcule QC ,-si 


BP = 4, AP = ВО = 6. 


GEOMETRIA 
a) 6 d) 8 
b) 9 e) 14 
c)- 7 й 
=n—————— 
CUADRO DE RESPUESTAS, 
01.b 09. а 18. d 
02.d 10. e 19. b 
03. d 11.4 20. e 
04. a . 12,.c 21. b 
05.d 13.e 22. d 
06. e` 14. а 23. d 
07.d 15. b 24. e 
08. e 16. c 25. b 


MISCELANEA SOBRE 
RELACIONES METEICAS I 
01. Desde un punto “P” exterior a una 

circunferencia se trazan la tangente PA 

y ña secante PBC. Calcular “PA”. 

Si: AB = 12; BC = 14 y AC = 16 


a) 20 d) 28 
b) 22 e) 24 
c) 25 


02. Hallar BC si: BF = З ; FE=9 y 
DE = 16 


OJ 


a) 28 d) 34 
b) 25 e) 14 
c) 26 


a) 1 d) 2.5 
b) 15 e) 3 
с) 2 


04. Hallar "PT". Si: BC=2y AB=1 
(T y B con puntos de tangencia) 


05. En la figura P. Q y T son puntos de 
tangencia, calcule la m«PQO . 


P 


" | 
а) 30 а) 36 
b) 60° е) 37 


06. Hallar “BC”, Si: AB= 3 y CD = 4. 


A 
\ 
C 
D 
a) 2 а 3 
b) 15 e) 4 


07. En un triángulo rectangulo ABC recto 
en B, se traza la bisectriz AP que 
interseca a la altura BH en el punto 
Q: tal que AQ = 8 y PQ = 6. Calcule 
BQ. 

6 


a) 5 d) 4 


b) J42 e) 1 
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08.Si: AFXEF = 32. Hallar: BE. 


b) 6 e) 5 


09. Hallar el producto de AD por DF, si el 


cuadrado está inscrito en la 


semicircunferencia de radio 24/5 . 


C D 
A F 
B Е 
a) 645 d) 3/5 
b) 15/5 e) 10/5 

с) 16/5 


10.Se tiene un triángulo rectángulo ABC 


recto en B, en el cual las bisectrices de 
los ángulos internos de A y C cortan a 
los catetos BC y AB en E y F 
respectivamente. Si la proyección de 
EF sobrela hipotenusa mide 2u. Halle 


la media del inradio del triángulo ABC 
(en u). 

a) 0.5 d) 2 

b) 1 e) 0,75 

с). 15 


11. Las proyecciones de los catetos sobre 


la hipotenusa se diferencian en 1m. 
Calcular la hipotenusa si la altura 


relativa a ella mide 64/2 . 
a) 17 d) 18 
b) 16 e) 20 
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12.En un triángulo ABC, recto en B, se 
traza la bisectriz BD; por D se levanta 
una perpendicular DM a AC (M sobre 
BC). Al trazar una circunferencia con 
diámetro DM cortará a BC en N si MN 
NC = 8, cálcular BD. 
a) 4 d 6 
b) 92 e) 2 
с) З 

13. De la figura “O” es centro MN = 14; 
AC = 10; OD = 15. Hallar “PT” si 
“P” es punto medio. 


N 
IT 


E 


AE О D B 


a) 5 
b) 10 
c) 12 
14.Se tiene un cuadrado ABCD inscrito 
enuna circunferencia en BC se ubica 


el punto “М” tal que: BM =. у 
MC= 3 Hallar : AB. 


d) 15 
e) 20 


a) 17 d) 417 
b) 19 e) J/19 
c) 13 


15.Las longitudes de los lados de un 
triángulo rectángulo estan en PA. de 
razón “r”. Encuentre uno de los 


ángulos agudos 

a) 30 d) 18:30' 
b) 37 e) 26:30 
c) 15 


16.En un triángulo rectángulo de 


- perímetro 10u , el producto de sus 
. catetos ез 5, entonces la altura relativa 
a la hipotenusa es: 


Era 10 
PTS а) 19 
as ДЕ: 


17.En la figura Т y С son puntos de 
tangencia (MT) (TN) = 1612; calcular 


a) би d) 2u 
b) 4u e) lu 
c) 3u 


18.En el triángulo ABC se cumple 
m«B-m«C- 90°. Se trazan la 
altura AH.SiHC=36uyBC = 27и, 
entonces AH (en u) es: 


a) 12 d) 20 
bj 16 e) 24 
c) 18 


19. En la figura BM = MC, encuentre HC. 


a) 7 d) 5 
b) 6 e) 8 
с) 4 


20.Еп el triángulo rectángulo АВС de 


excentro “E”, Encuentre EC 
(АЕ = 442). E 
B 
А 5 


а) 1 d) 15 
b) 2 e) 25 
c) 3 
21. Calcular CD (A y B son puntos de 
tangencia). D 


а) 45 
b)2 


c) &J3 
22. Calcular “x”. 


a) 1 
b) 2 
Q д 
d) 4 
e) 5 


23.Dado un paralelogramo ABCD, la 
circunferencia que contiene a B, Ay D 


intersecta a BC en M. Calcular 
m«BAD , si AB = 5 y MC=6. 


a) 3T d) 106: 
b) 53: e) 76 
c) 74 


24. En la figura, O y O, son centros de la 
semicircunferencias у AC es tangente. 
Si AB = 2(BC) = 6. hallar la distancia 
del punto A hacia el segmento СО]. 

А 


gm 
CUADRO DE RESPUESTAS 


— HE a Hu À 
Ф.е 0с 17-b 


02. с. 10.6 18. c 
03. d 11. a 19. d 
04. a 12.a 20. а 
05. c 13. d 21. c 
06.a 14d 22. с 
07. b 15. b 23. b 
08. a 16. d 24. c 


MISCELANEA SOBRE 
RELACIONES METRICAS П 
01.Еп la figura, AB —13. BC=14, 

AC=15 Calcule. “PQ” 


B 
P. Q 

A C 

a) 66 d) 46 

b) VIOI e) 4/107 

с) 76 


02. Dado un triángulo ABC. donde: 
a?- b? +02 + /3bc 
Calcule la medida del ángulo “A” 


a) 120* d) 105° 
b 135 . e) 165 
c) 150 


03. Dado un triángulo ABC, se cumple: 
a? =p? + c? +16bc, calcule el 


mayor angulo interior del triángulo. 
а) 120° ` а) 150° 

b) 137° е) 143: 

с) 135° 


04.En ип cuadrilátero ABCD jas 
diagonales se intersectan 
perpendicularmente de tal modo que 
mCÂD = 10°, mDBA = 20° , 


mACB = 40”. Hallar la longitud del 


de AC y BD. 


Si: AD? « DC? - 100. 


а) 5 d) 4 
b) 25 e) 10 
c) 3.5 


05. Calcule la longitud de la menor altura 


de un triángulo. si cuyos lados miden 
7:8 y 9 centimetros. 


a) 5cm d) 4/5cm 
b) 5 Бет e) 3/5cm 
c) 8/5 cm 


06. Los lados de un triángulo ABC miden 


АВ = 110, BC = 13u y C = 16u. 
Calcule la menor mediana del 


triángulo. 

a) 12u а):8 0и 
b) 13u е) 10u 
с) 9u 


07.Еп la figura АР = PC, ВО = QD; 
calcule: AC? +BD?. 


a) 26 d) 29 
b) 27 e) 30 
c) 28 


08. Calcular el perímetro de un triángulo 


cuyos lados son proporcionales a los 
números 13; 37 y 40 sabiendo que 
además que la longitud de su menor 
altura es 24. 


a) 45 d) 40 
b) 90 e) 95 
c) 180 
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segmento que une los puntos medios 09.1 а proyección del lado CD de un 


12. Del 


romboide ABCD sobre el lado AD 
mide 2u, calcule BC. Si AM = 10u, 
MD = 8u, siendo M punto medio de 
BC. 


a) 9u d) 10.5u 
b) 84м e) 95u 
c) 75u 


10.En la figura mostrada. Si: AB=5, 


BC=6 y AC=7. Hallar: AP 
(P ,Q y R son puntos de tangencia) 


R 
a) 2413 d) J21 
b) 3411 e) 417 
с) 433 


11. Calcular: “a”. Si: r = 2m 
(B Q y R son puntos de tangencia) 


a) 4/3/2m а) .2т 
b) 4m e) Bm 
c) 1m 


gráfico: AC? +BC?=37u?, 
CP=3u Hallar: ON. (CN = NP) 


С, 
ZA 
A 
о 


EDITORIAL RUBIÑOS 
а) V5u d) 2/7u 

t) 7ч e) 2/5u. 

c 4/7u | 

13. En la figura. 


ut [е 


16. Calcule el diámetro. 


Hallar: BD. Si: AB + BE = /2 ; BD: 


Bisectriz ABC . 
, a) 3 d) 6 
B b) 4 e) 7 
Е с) 5 4 
17.Los lados de un romboide ABCD 
miden AB = 40m, BC = 70m y una 
de las diagonales miden 90m. 
A C Encuentre la otra diagonal. 
D a) 56m d) 70m 
а) 1 d) 4 b) 60m e) 66m 
c) 68m 
b) 2 e) 42 18. Sobre los lados de un triángulo ABC 
с) 3 se construyen los cuadrados АВРЕ 
14.En un triángulo ABC, si: AB — 5m, BCFG y АСНЬ На: 
ВС = 7m. АС = 6m y AD = 4m. El? + DG? FH? 
Calcule la longitud de la ceviana BD . Si: AB? + BC? + AC? -15. 
a) 2433 d) 4/33 a) 30 d) 40 
b) 437 e) 429 Si RE shii 
с) 33 A c) 25 
15.Delafi ABCD cuadrado M, Ny L 19.Sea el A ABC equilátero de lado "1". 
puntos de tangencia. Calcular: BM. Calcule: BN? + NC? + AN? 
Si: AB = 8. 
B 
A С 
: 12 3,2 
? E d) =E 
а) 3/5/5 — d) 7/5/45 MET а 
b) 4/5/5 e) 8/545 S 312 y 512 
e e) —L 
c) 6/545 2 4 


c) 212 


20.Еп 1а figura BC = 2; CD = 4 y T es 
punto de tangencia. Calcular AT. 


а) 6 
b) 4/2 
с) 542 


21.Calcular: MS; LN =4, MN =8 y 


LM =9 
M 


a) 15 
b) 17 
c) 19 


N 


d) 6/2 
e) 7 


d) 
e) 12 


\ 
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22. En una circunferencia de 4m de radio 
se traza una cuerda ST y sobre i 


el punto L de tal manera que el producto 


de los segmentos IS y LT sea 12m?. 


Hallar la medida de la distancia del 


punto L al centro de la circunferencia . 


a) 1 d) 4 

b) 2 e) 5 

n 
e 
CUADRO DE RESPUESTAS 
r | 
01. a 09. a 17. d 
02. c 10. c 18. e 
08. e 11. a 19. e 
04. a 12. b 20. d 
05. b 13. a 21. e 
06. c 14. d 22. b 
07. d 15. e 

08. c 16. d 


MISCELANEA SOBRE 


POLIEDROS 


01. Un poliedro convexo tiene cinco caras. 
Entonces su número de vértices es: 


a) 5 d) 566 
bé ` e) 8 
©) 7 


02. En un poliedro, la suma del número 
de caras, vértices y aristas es 32. 
Calcule el número de aristas de dicho 
poliedro. 


a) 12 d) 15 
b) 13 e) 16 
c) 14 


03.Si A es el número total de aristas de 
un prisma, entonces el número total 
de vértices es: 


2 2 

ZA а) А-1 
а) 3 ) 3 

2 2 
b) 384-2 е) Ar 
c) ZA+2 


04. En un sólido cuyas caras son regiones 
poligonales convexas, esta rodeada de 
un hexágono. cuatro cuadriláteros y 
seis triángulos, si A es número de 
aristas, V es número de vértices, 


entonces: 2 , es; 
V 


a) = d) 


joo oo 


тыс гау е) 


20 

її Д 

05. ¿Cuántos vértices tiene el poliedro 
formado por 6 regiones triángulares, 
10 regiones cuadrangulares y 20 
pentagonales? 
a) 42 d) 48 


c) 


06. En un tetraedro regular A - BCD, M 


es punto medio de su respectiva altura 
AH, H es el pie de dicha altura. 
Calcule la m«DMB. 


a) 45 d) 60* 
b) 30: е) 53: 
c) 90° 


07.En un hexaedro regular ABCD — 


EFGH cuya arista mide /2m, calcule 
el volumen del poliedro ACFH. 


a) 542m? d) Nd 


b) 10/2m8 е) 12m? 


c) = йт? 


08. Un octaedro regular cuya bres mide 


a, halle la distancia entre 2 caras 
opuestas. 


a/2 av6 
a) P d) EN 

ауз av3 
b) >? e) p 
c) ay6 

ES 


09.Se tiene un paralelepípedo recto 


ABCD - AB'C'D', sobre ABCD se 
construye el cuadrado PQRS y su 
proyección sobre A'B'C'D' es el 
cuadrado P'Q'R'S' y se considera el 
punto O exterior al paralelepípedo. 
Entonces la relación entre el námero 
de caras (C), el námero de vértices (V) 
y el número de aristas (A) del sólido 
O - PQRS - ABCD - AB'C'D' - 
P'Q'R'S' es 

a C+V=A+2> 

b C-V-A-«1 

c) C-V-A-«2 

d С+У=А +3 

e) С+М= А-1 


10.Indique el valor de verdad de las 


siguientes proposiciones: 

A. Dos triángulos simétricos respecto 
a una recta que no los intercepta 
son congruentes. 

B. Una figura que es simétrica 
respecto de un punto y 
simultáneamente respecto de una 
recta que contiene a dicho punto 
necesariamente tiene que ser un 
punto, 


C. Existen figuras geométricas que 


tienen dos centros de simetría. 
a) VFV d) FVV 
b) FFF e) VVV 
c) VFF 
11.Un prisma tiene C caras y V vértices, 
V+C+4 
E- 
halle V-C 
3C € 
d 
а к 4 
3C 3C 
Dl 
! c-2 ?) 2613 
c) 3c 
C-4 


12. En un octaedro regular O — ABCD — 


О’, se ubican los puntos medios M y 
N de OA y O'A respectivamente. 
Calcule la medida del ángulo diedro 
determinado por las regiones 


triangulares BND y BMD. 
а) 30° а) 60° 
Ы) 37° е) 90° 
с) 45° 


13.En un hexaedro regular ABCD - 


EFGH cuya arista mide 4m, en HG 
se ubica el punto P tal que HP = 1, 


en FP se ubica el punto M tal que 
MP = 2. 


Calcule: BM. 
а) 4 d) 9 
b) 5 e) 10 


c) 8 


consecutivamente los puntos medios 
de dos aristas consecutivas de cada 
cara si el área de la sección obtenida 


es 63cm? . Halle la longitud de la 


diagonal de dicho poliedro. - 
à 46 d 46 
b) 2/6 e) 546 
c) 346 


15. En un tetraedro regular A - BCD cuya 


arista mide 2cm, calcule el área de la 
región cuadrangular cuyos vértices 


son puntos medios de AB, AD , DC 
y CB respectivamente. 


a) 1m? d) 3m? 
b) 2m? е) 15m? 
c) J2m? 


16. En un octaedro regular P - ABCD – 


Q. la suma de las áreas de las caras 
del poliedro PABD es 2(43 + 2)m? . 


Calcule el volumen del octaedro 
regular. 


a) 342m? d) 10m? 


t) 533. е) $ Jm? 


с) 12m? 


17.Un tetraedro regular ABCD tiene a su 


сага BCD coritenida еп ип plano О. 
Si AB'CD es el tetraedro simétrico con 
respecto a un plano P perpendicular 
а О y la arista de los tetraedros 
miden a; halle AB'. 


а) a d) a2 


18.En las siguientes proposiciones, 


E 


indique el valor de verdad: 


E | 1516 | [ries 


A. La distancia entre dos aristas 


MISCELAVEAS 


с) З 


opuestas de un tetraedro regular 22.Еп la figura, ABCD ~ EFGH es un 
hexaedro regular, O es centro de la 
cara CDHG. Calcule la medida del 


ángulo entre EO y CG. 


de arista a es 52. 

В. La razón entre el volúmen de un 
tetraedro regular y el volúmen de 
su poliedro regular conjugado es 
27. 

C. La razón entre el volúmen de un 
hexaedro regular y el volúmen de 
su poliedro regular conjugado es 6. 

D. La razón entre el volúmen de un 
cubo y el volúmen del poliedro 
regular conjugado del cubo es 27. 

a) VFFV d) FVVF 

b) VVVF е) МУУ 

c) FVVV 


19. Calcule la razón entre las áreas de las 


superficies de un octaedro regular y 
el poliedro cuyos vértices son los 
centros de sus caras. 


a) 43 d) za 
b) 2/3 e) 45 
с) 343 


20. En un tetraedro O — ABC; el triedro O 


es trirrectángulo. Halle la distancia 

trazada del vértice O a la cara ABC, 

v ARE E RS А 
QA OB^. OC^ 4a*' 


a) 2a d) За 
ба e) i 
c) 4a 


21.Se desea construir un objeto de la 


forma de un poliedro cuyas caras 
serian regiones cuadrangulares y 
regiones triangulares. ¿Con cuántas 
regiones triangulares se debe 
construir este objeto para que su 
nümero de vértices sea igual al 
nümero de caras? 
a) 1 

Ы 2 


d) 4 
e) 5 


a) 30: d) 75° 
b) 15 e) ArcTa(V5) 
c) 45: 


23.En el gráfico mostrado, ABCD — 


EFGH es un exaedro regular y O — 
FGM, un tetraedro regular. Si 


CG - 24/6 , calcule la distancia de O 
hacia la cara ABCD. 


a) 2(/6«2) а) 3(/6-1) 
b) 21/6-2) е) 2/6 
c) 30/6 +1) 


24.En un hexaedro regular ABCD — 


EFGH cuya arista mide 10u, Q e AE, 

PeCG, AQ = QE, CP = АРС, el 

plano que pasa por los puntos B, Q y 

P intercepta a la arista ЕН en T. 
TE 


Hallar; —. 
TA 


win ja 
wjo wisn 


с) 2 
— o 


CLAVES DE LA TAREA , 


01. с Ma 17. d 


MISCELANEA SOBRE 
PIRAMIDE Y CONO 


01.Se tiene una pirámide exagonal 


regular V - ABCDEF , en el cual 
AB = 6cm, BV = 12cm. Calcule el 
volumen del sólido V - BCDE. 


a) 250cm? d) 162cm? 
b) 312cm? е) 200cm? 
c) 400 cm? 


02. Segün el gráfico la generatriz del cono 


circular recto es 4/2 cm . además, Р, 
Q y R son puntos de tangencias; 


m«AOB = 60°, ОА = OB = 12cm, 
calcule el volumen del cono. 


а) GAncm? d) 65xcm? 


3 


b) G0xcm? е) 72rcm 


c) 50x cm? 


03. En el gráfico mostrado, los conos son 


circulares rectos, tal que: Vo e 2(V,) Ё 
Calcule la razón de áreas de las 


superficies laterales de los conos cuyos 
vértices es P y O; О, y O son centros 
de sus bases; V y Va son los 
volúmenes de los conos cuya base 
tiene por centro Oi ; 

a) 
b) 


c) 


d) 


Jin мо Jn wa 


1 
е 5 


04. En un prisma cuadrangular regular, un 


plano secante a dicho prisma paralelo 
a las bases divide al prisma en otros 
dos de igual volumen. Calcule la razón 
entre el volumen del prisma y el 
volumen de la pirámide cuya base es 
la sección determinada por el plano 
secante en el prisma y su vértice 
pertenece a una de las bases del 


prisma. 

a) 6 d) 8 
b) 7 e) 9 
с) 5 


05.Calcule el volumen de un cono 


circular recto, si la longitud de su altura 
es 8u y la medida del ángulo de 
desarrollo es 120°. 


a) 327 3 d) 172 3 


3 3 


06. En una pirámide triangular A - BCD 


los puntos M y N son los baricentros 
de las caras BCD y ABC 


respectivamente. Si AM NND = {F} 


y FM = 7cm, entonces la longitud de 
AF es: 
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a) 20cm d) 23 ст 
b) 21 cm e) 24 cm 
c) 22cm 


07.Se tiene una pirámide cuadrangular 


regular V — ABCD, donde las caras 
laterales son regiones equiláteras, M 
es punto medio de VC . Si el área de 
la superficie total de la pirámide es 


4(/3 + Du? , calcule AM. 


а) 42 d) 45 
b) 2/3 e) 3/2. 
с) 2 


08. Dada una pirámide cuya altura mide 


h unidades. éA qué distancia del 
vértice se debe traza un plano paralelo 
a la base para que los sólidos 
determinados sean equivalentes? 


d) 


a) 


mi ©|= 


b) 


c) 


NT wr ьт 
9. 


09. En una pirámide cuadrangular regular 


V — ABCD, si mxAVB=37* y la 
distancia del vértice de dicha pirámide 
al baricentro de una de las caras 
laterales es 6u. Calcule el volumen 
de dicha pirámide, 


a) 7245 иЗ а) 5042 u? 
t) 70/2u9 е) 8042u? 
c) 6042 us 


10. Si la altura de un cono recto de 


revolución es de 4cm y su generatriz 
es de 5cm, determinar a qué distancia 
del vértice se debe hacer pasar un 
plano paralelo a la base de modo que 
el área del círculo determinado sea 
igual al área lateral del tronco de cono 
determinado. 


a) JI0cm d) Tem 
b) 3cm e) 2/3cm 


c) 2/2cm 


11. Sé tene Бый а ЫРАНСР cuya 


arista mide a unidades, en la arista AD 
se ubica el punto O, si la altura de la 
pirámide. ABCO es es congruente al 


segmento OD, la longitud de OD , es: 


а) (W6-2a d) aV3 ` 
b) Za а/б 

У 3 
с) 5 


12. Calcular el volúmen de un cono recto 
de revolución sabiendo que un punto 
cualquiera de una de sus generatrices 
dista de la base 6m, del vértice del 


cono 5m y de la altura 3m. 

а) 187,5nm° d) 187,5xm? 
b) 1875xm? е) 20zm? 
с) 18,75xm* 


13.En una pirámide de base triangular 
regular, la longitud del radio de la 
circunferencia inscrita en el triángulo 
dela base es 2cm y la longitud del radio 
dela circunferencia inscrita a una cara 
lateral es 3cm, luego el área de la 
superficie lateral de la pirámide (en 
cm?) es. 
75 
—v3 
а) 243. 
b) 144/3 
с) © 3 
14. Th el nian de un tronco de 
cono cuyas bases son circulos de 2 y 
6m de radio y sabiendo que el área 


del tronco de cono es igual a la suma 
de las áreas de las bases. 


d) 96/3 
e) 3643 


a) 52m? d) 55xm? 
b) 53am? е) 565m? 
c) 54x m? 


15.En un hexaedro regular ABCD ~ 
EFGH, la proyección del vértice H 
sobre EC es el punto Q. siendo “a” 
__ 1а longitud de la arista del hexaedro 


ont Entonces el volumen de la 
pirámide de vértice Q y base ABCD 


es: 


3 
a) 2.3 а) E 
3 3 
jx y 
6 2 
c) 2,3 


16. En una pirámide regular el desarrollo 


de su superficie lateral de una región 


poligonal correspondiente a los : de 


un hexágono regular de lado “a”, 
Entonces el volumen del sólido 
limitado por la pirámide es: 


3 
quae d) a3J2 
3 3 
p 242 с) 2246 
5 3 
3 
y 242 
6 


17. El volumen de un cono es 27m*, su 


altura se divide en tres partes iguales 
y por los puntos de división se trazan 
dos planos paralelos a las bases. El 
volumen de la porción central es: 


a) 5m? d) 14m? 
b) 9m? e) 4m? 
c) 7m? 


18.Una pirámide regular {ариет ha 


sido intersectada por un plano que 
pasa por uno de los vértices de la 
base y por los puntos medios de dos 
de sus aristas laterales, si el plano 
secante es perpendicular a la cara 
lateral, entonces la relación entre el 
área de la superficie lateral de la 


pirámide y el área de su base, es: 
a) 3 d) v6 
b) 2 e) 2/2 


c) 5 


19.El área de la cara lateral de una 


pirámide regular de base hexagonal 


es Su? . Calcular el área de la sección 
que pasa por el punto medio de la 
altura de la pirámide y paralelamente 
a la cara lateral. 


25 


252,2 2 
a) 165% d) 19/8Su 
b) 15/7042 е) 5/4502 
с) 19/8u? 


20. Enun cono con generatriz constante 


esta inscrito un prisma hexagonal 
regular cuyas aristas son iguales. 
éCon que valores del ángulo entre la 
generatriz del cono y el plano de la 
base el área latera! del prisma será la 
máxima? 


a) 30° d) 60° 
b) 37 e) 53: 
c) 45* 


21.En un cubo ABCDEFGH cuya arista 


mide 1m, se tiene P. O y R centros de 
las diagonales ED, EG y DG 
respectivamente. Halle el volumen de 
la pirámide formada por los puntos 


BPOR. 


a) 1/10m? d) 1/4m? 
b) 1/8m* e) 1/15m? 
c) 1/12m9 
| —— Mr 2 


CUADRO DE RESPUESTAS, 


01. d 09. a 18. c 
02. a 10. a 19. d 
11. a 20. a 
12. d 21. c 


PRIMERE SEMINARIO 
CEPREUNI 


@ De las siguientes proposiciones. Cuáles 
son verdaderos: 


1. SiA.B. son 2 conjuntos convexos. АПВ 
es un conjunto convexo. ` 

П. Todo"punto separa a la recta en dos 
conjuntos no vacíos. llamados 
semirectas. 

Ш. Si la intersección de dos conjuntos no 
es un conjunto convexo. entonces 
ninguno de los dos conjuntos es convexo. 


A) NF B) WV C) PWV 
D) FFV E) FFF 

@ De las siguientes proposiciones, Cuales 
son verdaderos y falsos. 


L Alguna diferencia de dos conjuntos no 
convexos es un conjunto convexo. 

Il. Si la intersección de dos conjuntos es 
convexa. entonces ninguno de los dos 
conjuntos es no convexo. 

Ш. El conjunto de los puntos interiores de 


un polígono equilátero (nz 3) es, 


siempre un conjunto convexo. 
A) VFF B) WF C) VW 
D) FFF E) FFV 


® Si una recta L de un plano P la cual 


separa a éste plano en 2 conjuntos de puntos 
L,- y Lp indique la verdad o falsedad de las 
siguientes proposiciones: 

L L..yL, noinduyen aL. 

Il. L,. y L, son convexos. 

lli. L..y L, sellaman planos. ' 


A) VW , B) WF C) VFF 
DFF ЕРУ 
@ Indique el valor de la verdad de las 

siguientes proposiciones: 

1. Un círculo sin el borde es un conjunto 
convexo. 

Il. La intersección de 2 círculos es un 
conjunto convexo. 

Ill. Un cuadrilátero siempre es un conjunto 
convexo. 

A) WV B) WF C) VFV 

D)VFF - ЕРАМ 


[05] Determine el valor de verdad de las 


siguientes proposiciones: 

l. La región que se obtiene al quitar 2 
lados a una región cuadrangular regular 
esun conjunto convexo. 

Il. Lasemirecta es un conjunto convexo. 

Ш. Una región triangular cuyos vértices se 
han omitido es un conjunto convexo. 

A) VW B) FVF C) РМ 

D) VFV E) VFF 
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106) De las siguientes proposiciones. Cuáles 


son verdaderos: 

1. Una región poligonal limitado por un 
polígono convexo. donde se ha excluido 
su perímetro es un conjunto convexo. 

Il. Alguna región triangular donde se ha 

excluido el circunscentro es un conjunto 

convexo. 

Ш. Ningún conjunto convexo resulta de la 
reunión de dos conjuntos no convexos. 

A) WV B) WF C) VFF 

D) FFF E) FFV 


ar 
107) De las siguientes proposiciones. Cuáles 


son verdaderas y falsas.. Datos: L es una 
recta y C una circunferencia (considerar a 
P como el plano que los contiene). 


P - (LUC) resulta un máximo de dos 
regiones convexas y 2 regiones no 
convexas. 

IL. (LNC). Puede seruna región no vacía 
y convexas. 

Ш. Existe 5 elementos en partición. 

A) WV B) VVF C) VFF 

D) FFF E)FFV 


108) Indique el valor de verdad: 


1 Unarecta y un ángulo contenidos en 
un plano. pueden determinar una 
participación de 5 elementos. 

Il. Todo plano separa al espacio en dos 


semiespacios E, y E, tal que E; UE, 
es un conjunto convexo. 
Ill. Sea C: Conjunto de puntos de un cono 
sólido. 
T: Conjunto de puntos de una de las 
generatrices. 
(C— T) es un conjunto convexo. 
A) VFV B) WV C) FFV 
D) FFF E) WF 


@ Dadas las siguientes proposiciones. 


Cuáles son verdaderos y falsos. 

1 беа С: ип polígono regular de 5 lados 
con su región interior. 
L: una diagonal del polígono regular 
anterior entonces: C—L es un conjunto 
convexo. 

Il. La diagonal de un rombo divide a esta 
en 2 conjuntos convexos. 

Ill. Sea Q: Un triángulo con su región 
interior. 
Т: 2 cevianas del triángulo anterior. 
Entonces T divide en Q en un máximo 
de 3regiones convexas. 

A) VWW B) VVF C) VFF 

D) FFF E) FFV 


@ Indique el valor de verdad (V) o falsedad 


(Р) de Isa siguientes proposiciones: 


L Las particiones de un conjunto. 
incluidas sus fronteras siempre son 
conjuntos convexos. 

IL Si: C, y C, son conjuntos convexos. 


entonces С, ПС, es un conjunto 


convexo. 
Ш. Si: C, y C, son conjuntos no convexos. 
entonces С, C, es siempre un 


conjunto no convexo. 
A) WF B) WV C) FVF 
D) FFF E) FFV 


o De las siguientes proposiciones. Cuáles 


son vedaderas y falsas: 

L Entodo polígono. ningán par de lados 
se intersectan excepto en sus extremos. 

Il. Toda recta que pase por un punto 
interior a un polígono convexo intersecta 
al contomo en dos puntos y solo en 
dos. 

Ш. En todo polígono. ningún par de lados 
son colineales. 

A) WV B) WF C) VFF 

D) FFF E) FFV 


@ Los ángulos de un pentágono convexo 


se encuentran en progresión aritmética. 
Halle el máximo valor entero de la razón. 
A)1 B)2 C)3 

D) 4 EJ5 


e ¿Cuánto debe medir uno de los ángulos 


obligatoriamente de un nonágono 
conociendo que todos sus ángulos interiores 
se encuentran en progresión aritmética?. 
A) 100* B) 120* C) 130° 
D) 140* E) 150* 


& Si el ángulo interior y el ángulo exterior de 


un polígono regular mide а y ka . Cuáles 
son los valores enteros que puede tener K 
para que el polígono exista. 

A)Ks3 B) K<2 C)K<1 
D)Ks4 E) K<5 


115) Se tiene un polígono regular cuyo 


perímetro es P y en el cual el número que 
expresa su número de diagonales esigual 
al perímetro, Además su ángulo interior es 
P veces su ángulo exterior. ¿Cuánto mide 
el lado del polígono regular?. 


al gl oi 
8 6 4 
1 
D) = EJ 
2 
Qe Se tienen 2 polígonos regulares cuyos 


números de diagonales se diferencian en 


27. y cuyos ángulos centrales están en la 
relación de 3/4. Calcule la diferencia de las 
medidas de sus ángulos centrales. 


1 : 
А) = В) 9 С) 10 
3 , В) ) 


0) 11 Е) 12 


@ En un polígono regular ABCDEFG.... de 
nlados m«ACF =150° . Halle el número 


de diagonales medias. 
A) 270 ` B) 272 C) 274 
D) 276 E) 278 


@ Halle el número de lados de un polígono 
de M diagonales. 
@ Cuál es el máximo número de ángulos 


obtusos que se pueden tener en un polígono 
convexo de n lados cuyo número mayor a 4. 
A)n B) n+4 C)n-2 
D)n+1 E) n-3 


(20) Cuál es el polígono en el que se pueden 
trazar 21 diagonales desde 4 vértices 


consecutivos. 

A) octágono B)nonágono 
C)decágono D)pentadecágono 
EJicoságono 


Él) En un poligono convexo de lados. sobre 


cada lado se ubica un punto si se unen 
entre si todos los puntos ubicados. Halle el 
número de segmentos que se obtienen. 


& Calcule el valor del ángulo agudo que 


hacen las diágonales AC y BD de un 
polígono regular ABCDE..., de n lados. 


& En un polígono regular el número de 


diagonales que se pueden trazar de los 6 
últimos vértices.'es al número de diagonales 
que se pueden trazar de los 4 primeros 
vértices como 2 es a 5. Determine la 
medida del ángulo del vértice de la estrella 
que se forma al intersectarse las 
prolongaciones de:sus lados de dicho 
- polígono. к 


A) 100° 
D) 106° 


В) 102° 
Е) 108° 


С) 104° 


© Еп un polígono convexo se cumple que , 


las raíz cuadrada de su númreo de lados 
aumentado en K veces el máximo número 
de ángulos interiores agudos que tiene el 
polígono. esigual a la diferencia que hay 

. entre los números totales de diagonales 
medias y número total de diagonales. 
- Calcule el menor valor entero de К. 


A)1 B)2 С) з 
р) 4 Е) 5 

(Indiae el valor de verdad delas siguientes 
proposiciones: 


1. En un triángulo ABC se cumple que 
AB>AC. las bisectrices interiores de los 
ángulos B y C. se intersectan en el punto 
I. EntoncesIB»IC. - 

Il. M esun punto cualquiera del lado BC 
de un triángulo ABC. entonces AM «p: 
siendo p el semiperímetro del triángulo. 

Ш. La suma de las longitudes de Isa tres 
medianas de un triángulo está 
comprendida entre el perímetro y el 


semiperímetro del triángulo. 
A) WV B) VFV C) FFV 
D) FVF E) FVV 


(26) En un triángulo ABC. en la prolongación 


de AC se ubica un punto Q a partir del 
cual se traza el rayo secante que intersecta 
aBCen E y ADen D. Halle 
la mxABC siendo entero y 
m4BCQ = 134° . AQ=AB=QD. 

А) 39° B) 41° С) 43° 

D) 45° Е) 46° 


 ) En un triángulo escaleno suslados miden 


4u, Зи y ух“ -2u . ¿Cuántos valores 
enteros tiene x. 
A) 6 
D) 8 


B) 7 
Е) 9 


С) 5 


@ ¿Cuál es el número de triángulos 


esaalenos. tal que las longitudes de sus lados 
son números enteros y su perímetro es 


menor que 13?. 
A) 3 B) 4 С)7 
D)5 E) 8 


e El nümero de rectas distintas que 


contienen a las alturas. medianas y 
bisectrices de los ángulos interiores de un 


triángulo isósceles no equilátero es: 
A) 9 B) 7 C)6 
D)5 E) 3 


[30] Enun triángulo PQR. se traza la bisectriz 


interior RT. se ubica el punto M en QR por 


dicho punto se traza una recta 
perpendicular a la bisectriz. La recta 
intersecta al lado RP en el punto E 


Si mZRQP + mzRQP = 0: calcule la 
m<RMF . 


A) 0 B) ө c) 8 
2 


р) 29 Ey 29 


Es En un triángulo ABC se traza la mediana 


BM. Si: AC<2BM y la medida del ángulo 
ABC es el mayor valor entero posible. 
calcule dicha meida, 

A) 55 B) 60* 
D) 75° E) 89* 


@ En un triángulo ABC se cumple: 


m<ABC-m<ACB = 100 *. Calcule la 
medida del ángulo agudo que determinan 
la altura y la bisectriz exterior trazadas 
desde el vértice A. 

A) 50* B) 40* 
р) 48° Е) 55° 


С) 69° 


С) 60° 


@ En el lado ВС de un triángulo АВС se 
tiene el punto D. tal que se verifica: 


mí d y CD=1. 
Calcule la longitud del lado AC. 
A)L BL eti 
2 3 
p) 2L E) 2L 
3 3 


[57] Еп un triángulo ABC (recto еп В) se traza 


la altura BH. Las bisectrices de los ángulos 
ABH y HBC intersectan ala hipotenusa en 
los puntos M y N. Si: AB+BC — AC-K; 
calcule MN. 


A) K в) 2K с) К 
3 2 
р . gj 3K 
4 5 


5 En un triángulo ABC se trazan las 


bisectrices interiores AB. BD y CG 
intersectándose en el punto 1. Si: 


mAAID = 78 ^y m«DIC = 58°. Calcule: 


mABAC - m«BCA . 
A) 40° B) 38° С) 44° 
р) 25” Е) 20° 


136) En un triángulo ABC se trazan las 


bisectrices interiores BD y CE. luego se 
trazan los rayos DP y EP tal 


que т«ВЕР = 2m<PEC 
m4CDP =2т:РОВ. 
Si: m«BAC =w . Calcule la m«EPD . 


А) У в) 90 c) 180 
2 2w 


D) 45* E) 607 


© En un triángulo ABC. el punto 1 es el 
incentro. el punto D es el punto de 


intersección de la prolongación de Al con 
el lado BC. IE es la perpendicular trazada 
del punto | al lado BC. La medida del 
ángulo BID es igual a la: р 

A) mxBAC B) mxICE C) m«EIC 


D) mzDIE E) mxIBD 


Enun triángulo ABC las medianas AM y 
BN miden 18u y 21u. Caalcule el mayor 


perímetro entero del triángulo ABC. 
А) 101u B) 100u C) 102u 
D) 108u E) 1040 


© En un triángulo АВС. se trazan las 


cevianas AM y CE. las prolongaciones de 
las cevianas trazadas desde M y N en los 
triángulos AMC y ANC se intersectan en 
Q. tal que: 

m«MNC = 2m «MAC . 

mANAM = 2m АСМ. 

maANQ = 3m AMQ у 

т&ОМС = 3n ОМС 

Sila m«BAC- м. 

Calcule la m4EPD 

A) 90 B) 100 C) 105 
D) 110 E) 120 

@ Еп la figura se cumple a+2b= 100". Halle 
elvalordex. А 


A) 140* B) 110* C) 120* 
D) 130* E) 135° 

@ Еп un triángulo ABD se ubica un punto 
exterior Q relativo al lado BD tal que 
AD=DQ; m«BAQ =30 *, m4ABD=18 * 
y m4BDQ = 42*, Halle: m4DBQ . 


A) 20° B) 30° . C) 40* 
D) 50° E) 60* 


Q En un triángulo rectángulo isósceles 
ABC(maB = 90) . en su interior se tiene 


el punto cualquiera Q. tal. m4QBC = Зх 
mxXACQ = x.y mzQBC = 3x . Halle: x. 


A) 10 B) 12 C)15 
D)18 E) 20 


О En un triángulo ABD se trazan ls cevianes 


AE y BC, tal que AB=BE=AC. CE-ED y 
mABAC - 60* . Halle: m4EAC, 

A)8 B)9 C) 10 

D) 12 E) 15 


P 
(17) En un triángulo ABC isósceles la 


mxABC=100* se trazan lsa cevianas 
BP y CQ (Pe ACy QeAB) tal que: 
тхАВР = m«BCQ = 30°. Calcule la 


maCQP. 
A) 20° B) 40* C) 30° 
D) 50* E) 36° 


5) Enun triángulo ABC isósceles (AB=BC). 


Se trazan las cevianas AM y CN. Tal quela 
mxBAM =mZABC = 20 * 

mABCN =30*. Calcule la: т/ММ№С . 
A) 70° B) 60* C) 75* 

D) 80 E) 85° 


[46] Еп un triángulo isósceles АВС(АС=ВС). 


la m4C = 20? Se traza la ceviana BD de 
modo que AB- DC. halle la m «DBC . 
A)5 B)8* С) 9° 

D) 10° Е) 17° 


@ Dado el triángulo isósceles АВС 


(АВ=ВС). sea P e a la prolongación de 
AB de modo que BP=AC. Si 


m4BPC = 30", halle mBAC . 
A) 10° B) 15° С) 20° 
D) 18* E) 22.5* 


o En un triángulo ABC se tiene que 


mA = 30°. se traza la ceviana CD de 
modo que CB- BD y CD=AB. Halle la 


medida del ángulo DCA. 
A) 5° В) 7° С) 10° 
D) 12° Е) 15° 


129) Con el triángulo ABC. т«В=20°. 


mxC=80" y P e BC . tal que BP=AC. 


Hallela mxAPC. 
A) 10° B) 12* C) 18* 
D)20* E) 30* 

& Enun triángulo rectángulo ABC se trazan 


las cevianas BD y BE de modo que 
AB=DC.BD=BE. 


Si m«BAC = 2m4EBC . Halle la mzABD . 


p) 37 E) 53 
2 2 


o En el triángulo ABC (АВ=ВС). sea P € 


alaporlongación de AC tal que BP=AC. 
2m4A—mxBPC = 60° . Halle m«B . 
A) 60 B) 75 C) 90 

D) 100 E) 120 


© Dadoel triángulo isósceles АВС (АВ=АС) 


desde el vértice A se levanta un segmento 
AD exterior al triángulo de modo que 


m«DAB = mzABC . 


Si m4ADC- TAE, DC=BC+AC. 
Halle la medida del ángulo A del triángulo 
ABC. 

А) 20° B) 40° C) 60° 
D) 70° E) 80° 


e El ángulo A de un triángulo ABC mide а. 


Se traza la bisectriz interior BP y la mediatriz 
del segmento BP la cualcorta a la 


prolongación de AC en el punto Q. Halle 
lamzQBC . 


A) € B) 2 c) 2« 
E 3 3 


p) 3« E) a 
2 


@ El ángulo exterior de А de un triángulo 


ABC mide 71. Las mediatrices de los lados 
AB y AC se intersectan en P y allado BC lo 
intersécta en E y F respectivamente. Halle 
la mzPAEF. 

A) 12° В) 17 С) 26° 

D) 41° E) 19 


& En la figura se cumple que AB=AD. 


m«BAC-57. | mxBCA-22 y 
mAACD - 11^ . Halle x. 
B 
c 

A 

D 
A) 15* B) 16* С) 19 
D) 22° Е)27° 


E) tUBRINOS 
б En un triángulo rectángulo 


ABC(mxB =90*, AB « BC). De BC de 
modo que DC-AB. Si AB=a. Halle la 


longitud del segmento que une los puntos 
medios de AD y BC. 
Ар, ср) га C)a 
№ УЗ 
D 2 E 
Ж `5 


9 Dado el triángulo ABC. sobre AC se 


tiene un punto F de modo que AF=3FC. 
En el triángulo ABF se traza la mediana 


AM cuya prolongación intersecta a BC en 
N. Si AM=17cm. Halle MN. 
A) 1cm B) 2ап 

D) (9/5)етп Е)(17:7)ст 


© En un triángulo ABC acutángulo. se 


trazan las bisectrices interiores de los 
&ngulosA y C. Desde B se trazan las 
perpendiculares a dichas bisectrices BP y 


C) 32cm 


Hallela razón entre el perímetr del triángulo 
ABC ylalongitud del segmento PQ. 

A) 10 B) 2 C)3 

D)5 E) 6 


© ABC es un triángulo en el que тС = 75°. 


la altura BH mide la mitad de lo que mide 


AC. Hallela m<ABC . ү 
А) 75° В) 607 C)45 
D)3T Е)30 


[60] En un triángulo ABC (recto en B). halle la- 


m4C =15° se traza la altura BH. Por H 
se traza HF 1 BM que al prolongarse 
intersecta en P a BC . Si AC=b. Halle FP 


AY (Узе) г, 5/3 2) 
3 A cw MM 2 

D) b g (2245) 
2 eS фа 


@ АВС ез un triángulo en el que 


m2C=75+. la altura BH mide la mitad - 


es D)37 E) 30* 


_ чие m4A - 2m4AMB . Si M-punto 


medio de BC y AC=22cm. Halle AB. 


A) 10cm 
D) 16cm 


B) 12cm 
E) (22/3)cm 


C) 14cm 


mediana. BN es  ceviana. 
¿BCN = «СВМ yla máABN= 38° . Si 


L es punto medio de BN. Calcule la 


mAXLAM.. 
A) 37° В) 27° С) 26° 
D) 19* E) 13° 


о En un triángulo ABC. BM mediana. №: 


punto medio de BM . la prolongación de 
.CN interseca a АВ en P. Si PM=3u y 


m4 MBC = 90°, Halle la longitud de АС. 
A) 18u B) 15 C) 12u 
D) 10u E)6u 


[65] En un triángulo PAN. E es excentro 


relativo al lado AN. m«AEP =25* y 
mXPEN = 40 =. Halle la medida del 
ángulo que determinan AN y PE. 


A) 45* B) 60* C) 75° 
D) 65° E) 70* 


о En la figura. sí: МС=ВС. Halle x. 


B 


M 
3 2x 
A C 
А) 25° В) 3° C) 7.5 
D) 4° E) 4.57 


[671 En un triángulo acutángulo DRA. O es 


ortocentro y C circunscentro. Halle la 
mAORC .si: maODC + m«OAC - 38 *. 
A) 36* B) 38* С) 48° 

р) 35° Е) 45° 


@ Ел un triángulo АВС (АВ=ВС) se traza 


la mediana AM y se prolonga hasta el punto 
Н de modo que m«AHC = 90 *. Si 
m2MAC = m<BCH y MH=a. halle AM. 


A) 2a B) 3a2 С) 4а/3 
D) 4а Е) 6 


| Enun triángulo rectángulo ABC se tiene QD En uncuacrtétero ABD. mA = 54°. 


тВ =108 °. AB=BC=CD. 


Hallela тС. , 
А) 37° В) 40° С) 44° 
р) 48° E) 49* 


@ к triángulo ABC (recto еп А) АМ es 170] En un triángulo ABC recto en B 


(AB<BC). se traza la altura BH. Los puntos 
1, e L son los incentros de los triángulos 
ABH y HBC. La recta que pasa por los 
incentros intersecta al cateto BC en el punto 
D.Si m4BCA = а. calculela m«BDI, . 
A) a В) 2а С) 90-а 
D) 60 E) 45 


@ En un triángulo ABC. se traza la ceviana 


BQ. tal que AB-QC: mxA=40*, 
тС - 30 °, Halle m«QBC . 

A) 557 B) 457 С) 50° 
р) 60° Е) 30° 


@ En un triángulo АВС la 


mXA=22.m4C=8, Se construye 
exteriormente y sobre el lado AC otro 


triángulo ADC. la mzCAD = 22° y 
mxACD = 23 *. Si BC-22. Halle DC. 
A) 2 B) УЗ с) 242 
D)3/3 Ej 243 


@ Еп el lado AC de un triángulo ABC se 


construye el triángulo rectángulo ACD 
(recto en 0) de manera que 


m«ECB = 2m «CAD ela 
prolongación de DC ). Si AD--DC-CB. 
Hallela mzABC . 

A) 30* B) 35° C) 40° 

р) 45° . Е) 60° 


@ En un triángulo АВС. m«B = 90 *, se 


traza la ceviana AF. de manera que la 
m4BAF -12. Ge AC de modo que 
m«AFG - m«C = 54 *, 


Si BF=a. Halle FG. 

4a 3a 
A) 2a в) 4a с) За 

3 2 
D)3a E) 5а 

3 


175) Dado un triángulo ABC obtuso en B por 


el punto B trazamos una perpendicular al 
lado BC(BCNAC)=[Q). Si AB a y 


m<BAC = 2m4BAC . Halle QC. 


Aja B) 2a C) 3a 
ра E) 2 
235 К 


@ En un triángulo ABC (recto en B). la 
тС =15=. se traza la altura BH y la 
mediana BM. Por H se traza HF 1 BM que 
al prolongarse intersecta en P a BC, Si 
AC-—b. Halle FP 


A 5 `в) 02-38) o S(5-2) 
3 8 2 
D) È .g S23) 
2 2 


@ En un triángulo ABC (AC=BC). M es 


punto medio de AB . Considere el punto P 
en el exterior del triángulo de 
modo m4APC = 90? .Si mzABC = 40°. 
Halex 

Si: m«APM = m4BCP - x . 


A) 107 B) 20° С) 25° 
D) 30° Е) 35 
QD Determine а valor de verdad (V o F) de 
las proposiciones: 
L Un cuadrilátero de diagonales 
esun 


IL Un cuadrilátero de diagonales 
perpendiculares. es un trapezoide 
simétrico. 


Ш. Un cuadrilátero de lados congruentes 


esun rombo. 
A) FF B) FV C) FVV 
D) WWW E) VFF 


Ф Se tene un cuviriótero ABCD en el cual 


maBAD =30* т«АВС =150° 
maBCD 120° . BC=10yCD=12. Halle AD. 
А) 34 B) 32 C) 30 
D)28 E) 26 

@ лвсь és un cuadrilátero tal que 


m4BAD =m<BDA = 60? . m «DBC = 45°. 


© En el cuadrilátero ABCD. 


mZDAB - m4BCD =90 *. BC-CD. 
Halle AC sabiendo que la distancia de 
aADes2. | Е 
A) 243 B) 245 с) 2/2 
р) 2/7 E) 2/8 


@ En el cuadrilátero ABCD. meADB - 907. 
m4BCA = mzACD =15 y maCAD -30 . 


Halle m«BAC . 
A) 10° B) 15° C) 20° 
D) 25° E) 30 


e En un paralelogramo ABCD. por las 
vértices A y C se trazan perpendiculares 
аАВ y BC respectivamente. las que se 
intersectan en F Halle la m<ADF . si 


maDFC =16°. 
А) 106° В) 105° С) 104° 
D) 103° Е) 102° 


e ABCD es un trapezoide. Se traza * 


CH 1 AC(He AC) y An - 72. 


51 mCDA = 75? . m«BAD - 90? , 


Hallela m<HCA . 
A) 157 B) 30* С) 37° 
D) 45° Е) 60° 


155] En un cuadrilátero convexo ABCD. 
AB=BC=CD y además 
m<ACD-m<ACB = 60 *. Se traza la 
mediatriz de AC queintersecta a AD en 
M. Halle la medida del menor ángulo que 
determinan la mediatriz y el lado AD. 

A) 30° В)45° С) 60° 
D) 72° 1 Е)80° 
e En el interior de un paralelogramo ABCD 


se ubica el punto Q. Si m«AQD = 134 *. 


QDLTD. mZABD-m4BDC y 
m4BAQ+16”= mABD. Halle m ABD . 
A) 40° B) 45° C) 60° 

D) 75° E) 80° 


(57) En un paralelogramo ABCD; AB<BC y 


maABAC es menor que 45”, exteriormente 
al lado AD se ubican F y E de modo los 
triángulos ABF y BEC son equiláteros, Halle 
la medida del ángulo FDE. 


(55) En un cuadrado ABCD se ubica Q. PS y 


Ren loslados AB. BC. CD y AD se ubica 
un punto interior O. tal que 
m4OSD = m«AQO =тСРО = m«ORD 
y OQ=5. OP=4, OS=2.5. Halle OR: 


189) Exteriormente el paralelogramo ABCD y 
considerando los lados AB. BC y CD. se 
construyen cuadrados cuyos centros son 
0,. 0, y 0, respectivamente. Si 0,0,=a. 
Halle la distancia de 0, a la recta que 
contiene a la recta 0,0,. 


& ABCD es un paralelogramo (AB «BC). 


Setraza BN ya CM. tal que Ny M son 
puntos medios de AD y DC. 


(P)=CMNBD . {0} =BNNAC . 
{в} =AQNBM. T es punto medio de 


AB y IS) - BDACT. Si AB=m y 
QP=n. Halle RS. 
A) 2m-n g)m-n cmn 


D) 2m-n Е) m-n 


o En un trapezoide simétrico ABCD 


(Вр> AC). las diagonales se intersectan en 
0. tal que. OD=3(0B). Calcule la distancia 
de O ala recta que contiene al vértice A. si 
las distancias de los vértices B y D a dicha 


recta miden 3 y 2 respectivamente. 
A) 1.75 B) 2.75 C) 125 
D) 2.25 E) ayb 


(92) ABCD es un trapecio tal que 
тА +т«0 - 90*(BC // AD,BC < AD). 


Si M y N son puntos medios de BC y AD 
respectivamente y т/р = 40? . halle la 


maA4MNA . 
A) 60° B) 66° C) 70° 
D) 76° E) 80* 


193) En un trapecio la diferencia de la longitud 


de la mediana del segmento que une los 
puntos medios de las diagonales es 12. Halle 
la longitud de la base menor. 
B) 8 

E) 14 


C) 10 


SEMINARIOS CEPREUNI 


SEGUNDO SEMINARIO m Z ADC = 9. т Z ACD = 60". Calcule Aj $ Bj * e $c 
CEPREUNI la medida del radio de la circunferencia 4 2 6 
E inscrita en el triángulo ADC. ф 28 . 
@ Con respesio alos inradios ABC у ADC A) k B) 3k C) 4k р = E) = 
`- ту y r respectivamente se puede afirmar D) 42k E) J3k 


Qi En ia fgura A. B. F E. 18.6. C D son 


puntos de tangencia. Si m Z MNP- $. 
hallar m 2 BIE. 


[07] Dos circunferencias O y O” se intersectan 


en Ay B. Por A se trazan una secante CAD 
y luego. las tangentes AT y AT 
respecticamente a las circunferencia O y 
О’. Calcule el valor del ángulo CBD 


sabiendo que el ángulo formado por las 
tengentes mide a . 

A) n? r, a 

В) t< r А) 180- а B)90- a С©180-= 


С)т= г, А) 15+% В) 30+% c) 454 $. 


D) fal información 3 4 4 
i ze D) 180- т E)180- 7 
$ Ф 
@ En un tiángulo rectángulo ABC recta en D) Ae E) 45* 


De el gráfico A. B. C. Dy E son puntos de 
B. I es el Incentro tal que m < AID = 90° 


(De AC) DE 1 BC.SiAB + BC = 34. 
AC = 26. Calcule BE. 


A) 6 B)8 С)9 


@ En una circunferencia se inscribe ип 


— triángulo isósceles MNP (MN=MP= £ ) se 
toma un punto cualquiera. Q en el arco 


: 2x + 3y 
tangencia Halle: Ry 


D) 10 E) 12 MP se prolonga NQ hastaS. Si QS = ОР 
MN 
-Calcule === 
@ En un cuadrilatero ABCD. circunscrito a MS 
una circunferencia. Si m ZA = 60°. al Bl oi 
AD+BC= 14. CD= 6. Calcularla medida 2 3 
, : : ы 2 
del radio de la circunsferencia. (mxB=90) рр F 


n 2(5-}e(5-1) си(8-1) | 
@ Рог un punto exterior P se traza una 
¿tangente PD auna circunferencia de centro 


Djs (V2-1) eya (2-1) 


@ En un сате ABCD circunscrito a 


una circunferencia las diagonales se “ 


interceptan perpendicularmente en el punto 
TO”. si los radios de las circunsferencias 
inscritas en los triángulos AOB. BOC y 
: COD miden r,. r, y r, respectivamente. 
Helle el radio de la ciscunsferencia inscrita 


E) 2r, + 3r, - r, 


| Un exagono ABCDEF circunscrito auna. 


circunferencia tal que AB= 4и: ВС= З; 
e Ср= 2и; DE= 10; AF= u. Halle EF 


B)3.5 C) 4u 


“O. El punto D se une a los extremos de un 
«diámetro AB. Las rectas DA y DB 


intersectan a PO en M yN respectivamente. 
Calcule MN sabiendo que PD= / y PO 


es perpendiculara AB. 

t t t 
А т B) = Og 
D)3* Е)2/ 


Qu circunferencias son tangentes 


interiormente. NQ es tangente a la 
circunferencia menor. 
Si mPQ=4. NS = SP . Halle lam < SRP. 


N 
5 


ES 


F D 
ES 
A) 60° B) 90* 
D)12.5 E) 112.57 


С) 67. 5° 


@ Sea el cuadrilatero inscrito ABCD еп 


una circunferencia de centro O. 


ABCDC - (P) y BCCAD - (Q). 


Las bisectrices de los ángulos APD y BOA 
se interceptan en T. 1 

Halle la mz PTQ. + 

А) 15° B)30* “CS 
D)75 690 +; 


 setraan les alturas NA, MC y PB: 


iN PEN -LA ENCICLOPEDIA 2012 


Halle la т ВСА. 
A)60- ф В)90+2ф С)180-ф 
D)180-24 Е)120-2ф 


116) En el siguiente gráfico MQ esmediana 


P 
C)67.5* 


A) 60° 
D) 12.5" 


B)90* 
E) 112.57 


@ En un cuadrilátero convexo ABCD 


lam 4ABD=2m 2 ACD = 60° 
lam ZADB = 2m 2АСВ = 34 
Halle la medida del ángulo que determinan 


sus diagonales. 
A) 72° B) 74* С) 77° 
D) 80° Е) 82° 


@ En un cuadrilátero convexo ABCD. La 


m 4BAC=m Z CAD =3,. la 
т “ВСА = 5. m 2 ACD = 82°. 


Calcula lam 4 BDC 
А) 80°. В) 82° С) 85 
D)9 Е) 92 


@ Se tiene un triángulo ABC. recto еп В. Se 


ubica un punto interior M. Si MC= 8. y la 
m Z BCM = т 2 МАС 

m Z AMB = 3m 2 АСВ. Halle MB. 

A) 4 B) 4.5 C)5 
D)5.5 E) 6 


ABCD es un cuadrilatero. Si ABCD. Si 
AB= ADylam 2 CBA = 3m 2 CAD. y la 
m ACD = m Z DAC. Hallem 4 DBC. 


В) 30° 
E) 40° 


A) 20° 
D) 35° 


С) 32° 


En un triángulo АВС зе ha trazado la 
altura BH. luego HD 1 AB y HE 1 BC. 
Sim Z AED = 15*. Calculelam < DCA. 


А) 8° 
D) 15° 


B)10* 
E)20* 


С)12 


@ En el triángulo АВС se ha trazado la altura 


BH. Sim / ABM +m Z ACB = 90°. Halle 
m ZABC. 


A) 30* 
D) 75° 


B) 45° 
E) 90* 


C) 60* 


e Enun атсиліегепсіа ѕе trazan dos cuerdas 
perpendiculares y por los extremos de esas 
cuerdas se trazan tangentes a la 
circunferencia. Demuestre que 
cuadrilátero que se obtiene es inscriptible. 


[2] En el gráfico mostrado m KN - $ . 


Hallex M 
E 


А) 180°- В) 4-90% C)$- 60 
D)é-75 Е)ф- 45° 


B En unn triángulo acutángulo ABC. la recta 
de Euler determine con sus lados un 
cuadrilátero inscriptible. Calcule la medida 
del ángulo que forma dicah recta de Euler 
y el diámetro que pasa por la vértica de 
donde parten los lados que intersectan a la 
recta de Euler. 


A) 60° 
D) 907 


B) 75° 
E) 95 


С) 80° 


26] En un triángulo acutángulo ABC inscrito 


en una circunferencia sobre el arco ВС. 
se ubi ca el punto D y se traza la recta de 
Simpson. L. correspondiente. Si H es el 


ortocentro de ABC. HDN L - (E) . 


si HE = 5. Halle ED. 
A) з B) 4 
D) 5 E) 6 


С) 4.5 


[27] En un triángulo MNP. m 2 MNP = 60°. 
Halle la medida del ángulo obtuso que 
determina la recta Euler con el lado NP. 


A) 1107 
D) 100* 


B) 120* 
E) 140* 


С) 115° 


25) Se tiene una semicircunferencia de 
diámetro AB: H y T son puntos de diámetro 
y de la semicircunferencia respectivamente 


tal que HT L AB, por T у H pasan una 


recta tangente y una recta secante ques 
intersectan en C. Si desde el ángulo TCH 
setraza una bisectriz que intersecta a AT 
en E. Sim 2 CHB = 70. Hallem 2 AHE. 


B) 10° 
E) 25° 


A) 5° С) 15° 


D) 20° 


e Dado el triángulo ABC. donde la 
mZBAC= 32° y la m ZACB- 885. 
además O. I y H son el circunscentro. 
incentro y ortocentro respectivamente. 
Hallelam < OIH. 


A) 150° B) 151° C) 152° 
D) 153° E) 155* 
Con un  cuadrilatero ABCD. la 


mz DBA = 20°, m 2 CBD- 80°. 
lam 2 CDB = 70? y la m 4BDA = 40°. 
Calcular lam < ACD. 


A) 8° 
D) 15° 


B) 10* С) 12° 


Е) 20° 


e En una triángulo isósceles ABC. 
(AB=BC). se ubica el punto interior T tal 
que la m Z BAT- 40". m Z TAC = 30". 
m Z BCT = 20°. Calculela m 2 CBT. 


А) 6° 
D) 15° 


В) 8° 
Е) 18° 


С) 10° 


ED En un triángulo ABC. AB- 4. BC=8. Se 
inscribe е rombo BDEF 
De AC,F e AB), Calcule BD. 


5 8 7 
A)2 Bl Ст р)з E) 5 
ES En un triángulo se trazan las medidas 
CM y BP que se interceptan en Е Si 
EcBP tal que AE(|CM-(G) y 
BE = FP. Calcule СЕ si FC = би. 


А) 1.5 
D)1.8 


ED En un triángulo rectángulo ABC 


(recto en B). se traza la bisectriz BD. 
Si AB =m. BC = m y BD-t. ¿En qué 
relación están m. n y t?. 


B) 2 
E) 3.2 


C)2.5 


PEZ 11:1 
Am n doo wat 
C) Ll. Dim +n = 2t 

m t 
E) m+n = 2 

@) En un triángulo isósceies ABC (AB =AC) 


el segmento DE (D en AB y E en BC) es 


“paralelo a АС y es tangente a la 
dreunferenda inscrita. Si G y F son puntos 

ye de  tengencia соп BCy AB 
respectivamemte y BG = a. AC = tr. 
calcule DE 


ab b? . a? 
A) a+b B a+b © a+b 
ab a? 
D) b-a E) b-a 


136) Si C es un «punto del interior de un 
triángulo ABC. DENFG= {0} siendo 
DEyFG segmentos paralelos a 
BC y AB 
(DeABE eAGFeBCGeAC) у 
BP es una ceviana que contiene a O; 


respectivamente 


BO AC 
sabiendo que op” K . calcule GE 


1 
A) E C)k -1 


р) к+1 Е) 


В) к 
k+1 
k 


© En un prolongación de DC de un 
paralelogramo se toma un punto Р de 
manera que АР intercepta a BD enEyF 


respectivamente. 
Si AE=a y EF= b. Halle РР. 


Se tiene el cuadrilatero ABCD, por los 
puntos medios M yN delos diagonales AC 
y BD se traza una recta que intercepta a 
los lados AD y BC en los puntos Py Q 
respectivamente. y a la prolongación de 
CD en Е siAP- a. PD= by BQ-c. 
Halle CD. 


bc be: ab 
a+b B) a ©) c 
3 7 

р) Ir E) Jab ac bc 


É sore unarectase ubican los puntos A. B 


ус (AB «BC). luego se dibujan las cir- , 


++ cunferencias con diámetros AB. BC y AC. 
sobre la circunferencia mayor se ubican 


| Jespuntos P y D tal que PD intersecta a 
E АС. Si АР intersecta а la circunferencia 
x menor en Му CD CD 2 la circunferencia 


|. intemediaen N. - 


Si: AM = 1dm. MP = 3dm y CN= 4dm. 
halle ND en dm. 


HE B os 
)3 ) 13 
D) 5 E) 2 

3 


En un triángulo equilatero ABC se ubica 
un pnto interior P. por el cual se trazan 
paralelas a sus tres lados. si dichos 
segmentos de paralelas miden бст. боту 
7cm respectivamente. calcule la razón de 
la longitud del lado del triángular ABC. con 
la longitud del lado del triángulo ABC. 


Q En un triángulo ABC. cuyo 

circunscentro es O y su circunsradio mide 

6u. la bisectriz interior BM intersecta a 

OH enF (BH es la altura) - Si BH= 8u y 
OF- 2u. Halle HF. 

E 

"3 


A) B) 


D) E) 


oly win 
wilo wa 


Q En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior BD y laceviana AE que 
se biseca a pp. si EC = 3u BE= 12u. 
Halle AB. 


A) 2u B) 4u C) 5u 
D) 8i E) 10: 
En un triángulo ABC. 


m 4BAC=m 2 BAC- 2m Z ABC. Si la 


mediatriz de AB intersecta a BC en T. si 
TC= 1. Calcule AC. 


A) E B) Sa 02 
03 pa^ 


@ En un triángulo АВС se cumple que la 
т 2А =2m 2С. BC- AB- 2. AC= 5. 


Halle el perímetro del triángulo. 
A) 16 B) 18 С) 14 
D) 15 Е) 12 


En un triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores BM y BN de modo que: 


Sila m ZABM = m 2 ABM =m ZMBN 
= т Z NBC. hallelam 4 MBN. 


B) 120* 
E) 60* 


A) 157 
D) 45° 


С) 30° 


(ES Enun tiángilo ABC se rezan las cenas 
BD y BE (De ACAE e DC) tal que 
la mz ABD=m <EBC = т 2рВЕ 


-mZ  EBC.SiAD- 2dm.DE- 1dm 
y EC=3dm. halle BE (en dm) 


245 345 342 
А В KE 
343 243 
аа PUER. 
@ De la figura. Halle x 
B 
E 
9 
A F xD 2X S 
X 
A) 2 B)3 03 
D) 4 E 2 
) 3 


@ Dado un triángulo escaleno. demostrar 


que los puntos de intersección de cada 
bisectriz exterior con la prolongación del 
lado opuesto. se encuentran en línea recta. 


@ En un triárigulo ABC se traza la bisectriz 


BP yunasecante que pasa por su punto 
medio que se interceptaa AB en E.a BC 
en D y ala prolongación de СА en F Si 
BC= 6u. AB= 4u y AC= 3AE calcule BD. 


66 67. 
A) 31" B) 3u C) зї" 


68 65 
р) e E) 51° 


@ Еп la figura mostrada. si la suma de la 


ceviana interiores el triángulo ABC es 200 
dm. Calcule el perímetro del exágono 
interior: LATA s 
Si: AD-DE-EB 
BM-MN-NC. — 
AH=HL=LC AAA 


B) 24 
E) 32 


C)25 


@ En un triángulo ABC. ВС =a. por el 


incentro se traza una recta que intercepta 
respectivamente a los lados AB y AC en D 
yE.si: AD = т. DB =m. AE= 1. Entonces 
EC es igual a: 
mnt m? +п2 C) т? +а?—-гп? 
+t 


amt - nt? E Jat 
mn - nt n* m+n 


D) 


69 En la figura mostrada triángulo ABC es 


isósceles: AB = ВС MN es tangente a la 
semicircunferencia. Si AM= a y NC= b. 
Halle AC. B 


A о C 
A) Jaxb B)2Jaxb C)3 Jaxb 
D)44axb E)5 Мах 


Y sean das circunferencias tangentes 


interiores . sea T el puntos de las 
circunferencias de radios r y R. r«R. Los 
puntos: Т. А y С: у Т. By C son 


colineales. TeL tal que 
EN AB = (М) y LCD = {N}. Si 3r=2R 
y TM =12cm. Halle MN. 


A) 2cm 
D)8cm 


B) 4ст 
E) 10cm 


C)6cm 


[5] En un triángulo ABC. en el interior se 
elige el punto T de manera que 


m Z ABT = п Z TAC- m Z BCT. luego por 
В se traza una paralela allado AC que se 


intersecta en F ala prolongación de AT . 
Si BF= 4. AC=5. Calcule BC. 


5 
B; 02% 


E) 246 


А) 2 
D) 245 


ES) En un tiéngilo ABC. se trezala mediana 
AM (Me BC).Silam Z BAM =т ZBCA. 


Calcul АВ 
ERE 
1 48 ТА 
А 5 В) 3 C) 2 
3 
D)1 Е = 


ES se tiene una semicircunferencia de centro 


O yde diámetro AB. se traza HA L АВ. 
luego de H la tangente HC (C sobre la 
semicircunferencia). seprolonga AC hasta 
un punto D y trazamos HM L OD. Si: 


OM- 2dm. MD= біт. Calcule AB 
(en dm.) 

A)6 B) 8 C) 442 
D) 542 E) 642 


© En untiángulo ABC: AB =6u. AC= 8u 
y BC= 4и. Se trazan las bisectrices AE y 
BD y el rayo DE que intercepta a AB en 
P Calcular BP. 


A) Su 
D) 4.5u 


B) 6u 
E) 5.5u 


C) 7u 


ES En un triángulo ABC (AB<BC). la 


mediatriz de AC interceptaa BC en Qva 


la prolongación de АВ en P. Si O es el 
circunscentro y OQ= a. PQ= b. calcule el 


circunsradio 
A)Jala+b) В) „/Ыа +6) C)4ab 


D) 66-а) E) = 


© En un triángulo ABC. АВ,ВС y ACal 


mismo nivel que tienen sus longitudes en 
progresión aritmética de razón igual a 6. 
Calcular la distancia del incentro al 
baricentro. 
A) 15 


B)2 C)25 


7 
E) 3 


@ Еп la siguiente figura. AB = т y СО= n. 
Calcular EF 


men 2mn 
A 2 E) m+n C) Jmn 
о E? p Im. 
m+n 
© ABCD es un paraleiogamo FQ//AD -S 
BE=a; EC= b. Halle FQ 
B a E b c 
Q 
A D 
ab 2ab 
А) a+b B a+b C) Jab 
D (a+b? (a+b? 
lara Pza 
162) En un triángulo ABC. la 


т 2 В- т 4C=90”. Se traza la altura 
АН y se resulta que: BC= 8BH = 8a. 


Calcular AH: 
A) 2a B) 2.5a C) 3.5a 
D) 4a E) 3a 


e En una circunferencia de radio R. se traza 


una cuerda BC.sea A un punto de la 
circunferencia; con centro en А se traza 
una circunferencia tangente a la cuerda: 
halleel radio de esta circunferencia 
AB/AC=K. 


2k k k 
AR UE 0 Әт 
юй cQ УЕ 
D) R E) m 


@ Desde un punto P exteriora una 
circunferencia de centro O. se trazan las 
secantes PNA y PQS. luego se traza el 
diámetro AB perpendicular a la cuerda QS. 
si: PM=a y MA = b. Halle AS. 


b 
A db — Billy Oer 
D) Ja —5) pi 


165] Se tieneel triángulo ABC. AB=c.BC=a 


y AC= b. por el incentro se traza una 


paralela al lado AC que intercepta a los 
lados AB y: BC ег los puntos My N 


respectivamente. Halle MN. 
abc ab 
A a ptc gc o 


peso) E) Joa 9 


a+b+c 
Se tiene el triángulo ABC. se traza la 
ceviana BD de manera que Іа 


mZAID-90*. si I es el incentro y 
BC x CD =64. 


(a + bf 


А)7 B) 5 c) 4 
D)8 - E) 3 

Q Dado el triángulo ABC circunscrito 
F e AC auna circunferencia en los puntos 
PQ y FIPeAB,Qe BC y Fe AC). AP-4. 


CQ=3. los rayos PQ y AC se interceptan 
en В. Hallar: CR. 


A) 20 B) 18 C)1 
D)21 E) 24 


[68] En un triángulo ABC (BC - 12u)se trazan 
las medianas BM y CN y luego MP paralelo 
a СМР en AB). Sila prolongación de 
BC en Q calcule CQ. 


A) 4u B) 8u C) 5u 
D) 6u E) 9u 

© En un triángulo АВС. se traza la secante 
que intersecta-a AB en P.a BC en Q ala 
prolongación de AC en В. si BQ = QC. 


PB = 24. PQ =3u y QR- 7u. Halle 
AP(en и). 

A) 30 B) 3.5 €) 4.0 

D) 4.5 E) 5.0 


Qs AD es un diámetro. Halle AE siendo 
OA- BD-2. CE-5 


B 
Q 


A c 


a 28 в) 4 c)2 
D3 E)1 


@ Una circunferencia de radio r. está 


inscrita en un sector circular AOB. de centro 
O y radio R. Calcule la longitud de la 
cuerda AB. 


Rr 2Rr 

2 Ru. Pg. ce 
2Rr 

D gir El ув? +r? 


Ф Dedo un paralelogramo PQRS. PQ= 8u. 


QR= 16u. en la diagonal PR . Se elige el 
punto A. Si (A. PR )= 4u. calcule d(A PS ). 
A) lu B) 2u C) 42i 


D) Jài E) 4u 


L5] Dos circunferencia son tangentes 


exteriores y sus radios miden R y r (R>r). 
Halle la distancia trazada desde el punto 
de tangencia a una recta tangente comün 
exterior alas dos circunferencias. sabiendo 


TUE MER 
mes i 
А) 8 B) 12 C)16 
D) 6 EJ 4 


@ sam es un cuadrado de edo * e 


„Мез punto medio de AM , calcule . x +y 
es función de / . 


[75] Sean dos circunferencias cuyos radios 


miden 8m y 4m. La circunferencia menor 
tiene su centro en la circunferencia mayor. 
Entonces la distancia entre el punto de 
intersección de la tangencia exterior 
común con la recta que pasa porlos centros 
y el centro de la circunferencia mayor es: 


A) 8m B) 12m С) 143 
D) 16m E) 20m 


o Enun triángulo ABC se cumple quela 


m Z ABC = m 4BAC+90". se traza la 
altura CH. Si AB=5u y ВН= 4u. entonces 


la longitud de la altura CH es: 


A) 5u B) 6u C) 7u 
D) 8u E) 9u 


(UD En un triángulo ABC. se trazan la secti 


exterior BP (P esta en la prolongación de 
АВ ) y finalmente QR paralelo a BC (R 


en la prolongación de AP ). Halle QR si 
AB=8yBC= 2. 


13 14 15 
sr NER, de 
16 16 
Dy ET 


Ф En el triángulo ABC se trazan la bisectriz 


interior BP y la mediana BM. PQ es 
paralelo con MB (Q pertenece a AB) 
- QR es paralelo a BC(R € MC) sabiendo 
que AB=4 y BC= 6. Halle QR. 


A) 42 B) 4.5 C) 4.8 
D) 52 Е)5.9 


Ф А ambas orillas de un rio crece unas 


palmeras .una frente a la otra. la altura 
de una de ellas 30 y de la otra 20. La 
distancia entre sus troncos es de 50. En la 
copa de cada palmera hay un pájaro. De 
súbito los dos pájaros descubren un pez 
que aparece en la superficie del agua. en la 
dirección entre las dos palmeras. Los 
pajaros se lanzaron con la misma velocidad 
y alcanzaron al pez al mismo tiempo. A 
que distancia del tronco de la palmera 


mayor apareció el pez. 
A) 10 -BIS C) 20 
р) 25 E)30 


Q) En 1 figura O es el centro de la 


circunferencia. T es punto de tangencia 
m Z ТМВ =90°. Si CT=4u y TD=12u, 


Calcule OM, b 
T 

C 

A M O B 
A) Su B) 4u C) 12, 
D) Зи E) 20 

Aun lado de una calle de 5 de ancho se 
encuentran árboles separados a distancias 


— Vm 


iguales de 5. Justo frente a uno de los 
árboles. pero el otro lado de la calle se 
encuentra un matemático y observa que 
si retrocedex se encontrará a 13 del 


siguiente árbol. Halle x. 
A) 6 B)8 C)7 
D)5 . E) 9 à 


@ Enun triángulo rectángulo. lasuma de las 
longitudes de las alturas es 47 y la 
hipotenusa mide 25. Halle la longitud dela 
menor altura. 


A) 12 B) 13 
D) 10 E) 8 


C) 12.5 


En un triángulo isósceles ABC 
(АВ=ВС). La altura AF. intersecta a la 
altura BH en O. Si OB = 5 y OH =1. 
Calcule DA 


А) 47 B) 247 с) 347 
2 3 
DIO 055 


(34 En una semicircunferencia de diámetro 
АВ y centro O se ubica un punto 


F y en AF se ubica un punto M de tal 
manera que MOLAB  Sielradiode 


(2442) y la 


т 4MBF = 45°, halle la longitud del 


segmento perpendicular a OF trazado 
desde M. 


la circunferencia es 


A) 0.5 B) 1 C)2.5 
D)3 ^ E) 5 
© En ia figura mostrada se cumple que CD 


es diámetro. Si PB= 7 y AD= 24, 
Calcule QD 


A) 19 B) 21 C) 23 
D) 25 E) 27 
Los lados consecutivos de un trapezoide 


miden 2. 3. 4. Si las diagonales son 
perpendiculares. deterrmine ola longitud 
del cuarto lado. 


a ; 
wo А, AID 


бъ un parelogramo ABCD т 4 ABD =90". 


la circunferencia P de centro O inscrita en 
el triángulo ABD es tangente con AD en E 
AF-4. FD= 6. BC- OC. OCNP=(E). 
Calcule CE. à 


A) 6 B)5 С)9 
р) 7 Е) 8 


185] En la figura AB= 2. DE- 3. Halle GB 


G F 
A B c^ D E 
А) 5 В) 245 C) J5 

D) 343 E) 442 


& En un triángulo ABC . recto en B. la 


circunferencia inscrita es tangente a BC 
en el punto M. si: m ZBCA = 2m 2 ВАМ, 
Halle m 2 BCA 


A) 537 B) 377 С) 45° 
D) 30° E) 60° 


[90] ABC es un cuadrado de lado ase trazan 


los arcos BD y AC con centros A y D. Halle 
la longitud del radio de la circunferencia 
de centros E 


ED 


wlio ajlo 
alo 


Dado el pentágono ABCDE. la 
m 4B=m Z4D=m 4E.AB=c.BC =a. 


AC//DE . AC- DC. Halle BD 


А) [а + 2ас+с2 В) Ја? + Zac 
С) J2c? + 2ac D) J2c? — 2ac + a? 
E) Ja? +ac+c? 


La raíces de la ecuación: 
2x +2ík-3)x—3k(5k-6)= 0. representan 


los catetos de un triángulo rectángulo. 
Determine los valores de k de modo que la 
hipotenusa mida 5. 

1 
A) 2-5 В) 1.2 С) 2.1 


0) 3:4 E) -5:5 


e En un triángulo rectángulo ABC. recto en 


C. sean a y b los catetos y c la hipotenusa. 
Halle x 


si: xlog,., b.log, , b - log, , b + log.,, b 
A) 1 B)2 C)3 
D) J6 E) 4 


En un cuadrado ABCD se traza 
PQ 1 AD(P c BC.Q e AD) 
intersectando a la semicircunferencia de 
diámetro AD en el punto F(F en el interior 


del cuadrado). Si AF= 6 y la distancia de 
Bal segmento AP es 2. Halle AP. 


A) 15 B) 1242 с) 1843 


D) 18 E) 3642 


Ф En una circunferencia de diámetro АВ 


se trazan las cuerdas AF y AS tal que 
AS=2(AF). La longitud de la proyectante 
de S sobre AB y cuya prolongación 


intersecta a AS en N. ABNFN ={М}. 


calcule MN. 
A) lu B) 2u C) 3u 
D) 4u E) 5u 


[95] Dato el triángulo AB C. alm 2С = 90. 


E= AB.mZEDB-m Z BDC .AD= 25. 
DC- 10. BC-5. calcule DE. 


140 


A 93 B) 5 C)4 
D)3 B. 
) E) 23 


[7] En untriángulo rectángulo ВСА. el cateto 


menor BC. mide a; las medianas relativas 
alos catetos son perpendiculares; carcular 
la longitud del cateto mayor. 


B) 2a С) ad3 


оа E) M 


AJ6 . В)8 
D)9 E) 10 


C)7 


Un cuadrilátero ABCD. se encuentra 
inscrito en una circunferencia: sus 


diagonales soh perpendiculares y su punto 
de intersección e es O. si AO» OC: 
AB'2AD'-K,. ВС? >С? =К,. 
K,>K, y АС = q. Calcule: AO - OC. 


К-К, B) K, +K, 
2q q 
C)3/K;K.9 D)K,* K,*q 
E)q 


9 Dadoun ángulo de vértice A y de medida 
60; un punto P interior al ángulo y las 


distancias de P a los lados г; b. Calcule la 
distancias de P al vértice A. 


a+b 
A) Je +62 rab BI75- C) аы 


22 2 2 
D) 2Ja*t* +ab Е)2 а +b“ +ab 
3 3 
@ En un triángulo АВС. AC= b, AB= с. 
=a, se trazan las alturas : h,. h, h, 
relativas alos lados a.b.c respectivamente 
Sea Н el ortocentro y X,. xX, x , las 
distancias de Н a los vértices А. B. C 
respectivamente Demostrar que: 
а? +b? +c? 
2 


@ Los tres lados de un triángulo miden 10u. 
9u y 7u determine el menor valor entero de 
una lomgitud x. tal que si se le quita a cada 


h,h, - hx, +h,x, = 


la do el triángulo es obtusángulo. 
A) 2u В) Зи С) 4u 
D) 5u E) 6u 


@ El triángulo rectángulo ABC. recto en В 


se encuentra inscrito en una circunferencia * 


de 5 de radio. A partir de € se traza una 
cuerda CX se intersecta al diámetro BM en 
P Si XC = ЗуРВ =2. Halle AB. 


Enla figura mostrada si AB = 3; BC= 4; 
FE=EC=2. Halle (BE)? – (BF)? 


B c 


1105) En un triángulo ABC sus lados miden 


=5, BC= 7 y AC=6, La circunferencia 
inscrita al triángulo determina el punto a 
M en el lado AC. Halle BM. 


А) 4 
D)7 


@ En el triángulo ABC sus lados AB. AC y 


BC miden 5. 6 y 7 respectivamente. luego 
se traza la ceviana BM siendo M el punto 
de tangencia entre la circunfemcia inscrita 
al triángulo y al lado AC. Calcule BM. 

A) 5 B)6 C)4 

Е) 2 


B)5 
Е) 8 


C)6 


@ Desde un punto exterior С de una circun- 
ferencia. se trazan las tangentes CB y CP 
(B y P son puntos de tangencia). Luego se 


ttraza la cuerda ВО. ВОПСР = {А}. Si 
AQ=1.AP = 2y BQ= 6. Calcule PB. 


А) 2 
D)5 


B)3 
E) 6 


C)4 


En un triángulo ABC. AC= 8. se trzala 
bisectriz interior BR. 


AE 1 BR = (E e BR). АЕ?+ЕС?= 40. en 
RCse ubica el punto F tal que 
EF // BC, calcule EF 


А) 2 
D)5 


B)3 
E) 6 


C)4 


@ Dado un rectángulo ABCD. еп loslados 
AD y AB se ubidcan los puntos M y P 


respectivamente. Si BC + AM= 413. 
AP — PB = 43. halle Іа longitud del 
segmento que une P con el punto de MC. 


A) 1 
D)5 


B)2 
E)3. 5 


C)2.5 


@ Dado un triángulo АВС. АВ= 2. BC=8. 
al longitud de la mediana relativa al lado 
АС es un número natural, Halle AC. 
A)5 B)6 


D) 642 Е)9 


С)7 


@ En un triángulo ABC. se traza la altura 


CH; se ubican los baricentros G. G, G, de 
los triángulos ABC. CHB. CHA en ese 


orden: sea CM una mediana del triángulo 
ABC. si: AB=  3CM. Si: 


H G? +H G? -K(CG) Halle: К. 


15 13 17 
xs 
) 30 13 


@ KLMN es un cuadrado de centro O y 
lado a. si M es centro del arco NPL y 


MQ=QP entonces OQ es: 
L M 
3 
K N 
aJ2 aJ2 aJ 2 
КЫШ ы 
aJ2 ay2 
WC КОЗГАП ЗЫ 


En un triángulo АВС. АВ = 5и. BC=7u. 
AC=8u se traza la altira BH y la bisectriz 
interior BD. Halle la magnitud del 
segmento HD 


TERCER SEMINARIO 


CEPREUNI 


@ Sea ABCD un paralelogramo donde 
AB<BC y el ángulo BAD agudo. La 
semicircunferencia de diámetro AD 
intercepta a AB en Q y es tangente a 
BC en P Si BP= /5 y BQ=1. calcule la 
longitud del radio. 


Ад) 245 - в)з-/5 
0)4 E)5 


c) 45 


102 En el triángulo ABC de mediana BM. 


AC es tangente en M ala circunferencia 
siendo AB=8. BE=6. BC=10. Entonces 


А) 8 
0) 83 


В) 81 
Е) 84 


[03] A es un punto exterior a una 


circunferencia de centro O. por el punto A 
se trazan la tangente TA y la secante ACB. 


AB 3 
siendo АСТ УАС=1. calcule AT. 


AC 
A) 46 B) 43 945 


D)2 Е) 2.5 


@ En una circunferencia cuyo radio mide 


R. se traza un diámetro AB. Por el punto B 
se traza una tangente a la circunferencia 
y por el punto À se traza una cuerda que 
intercepta á la circunferencia en un punto 
Cy ala tangente en otro D. Halle el valor 


de (AC)(AD). 
A) 6R* B) 2R* C) 3R* 
D) 5R* E) 482 


[05] Sea la circunferencia de centro el punto O. 


tal quese cumple: AB 1 BC, ADOE езип 
segmento de recta. AP-AD y AB=2R. 
siendo R la longitud .del radio de la 
circunferencia. Halle APA, f 


A) AP?=AB.PB 


B) AP?=PB.AD 
C) AP?=AD.DE D) AP?=0B.AO 
E) АР2=ОВ.ОС 


(p s: AB*— AT?-8u?. TH -2u Helle 


A)1 B) 2 


D)4 E) 5 


[07] Dado un rectángulo ABCD. AD=2AB se 


inscriben las semicircunferencias de 
diámetros AD y AB intersectándose en el 


punto N. Si CNintersecta а la 
semicircunferencia mayor en M y 
AB= /65u . halle CM(en и). 


А) 5 B) 6 
D) 8 E) 9 


C)7 


Q9 En la figura .mostrada A y B son puntos 


de tangencia: PM=4u. PN- 7. 5u; QN=5u. 
QB=10u. QM=6u. Calcule PA(en u). 


P, 
Q 
A) 10 B) 12 C)9 
D) 13 Е) 8 
(en un cuadrilátero ABCD. 


m 4 ABD=m « ACD=90. El segmento 
BH perpendicular a AD . intercepta a 


AC en P de modo que: (AP)(AC)=81. 
Calcule AB. 


A) 3/8 
D)8 


B) 446 
E) 9 


С)7 


@ Un diámetro LM y una cuerda ST se 
intercepta en un punto P. en una 
circunferencia de centro O. Sim MS = ЗӨ y 
mLT=0 y LP=a: calcule ST en función 


E) r-a 


p) 2% 
r 


o La suma de los cuadrados de los radios de 


dos circunferencias concéntricas es 25 cm?. 
Enlacircunferencia mayor se traza la cuerda 
CD que intersecta ala otra en los puntos Ey F 
Juego en la circunferencia menor se traza la 


cuerda EH (En 1CD). Calcule: 


CE?+DE?+HE?(en cm?). 
A) 25 B) 50 C) 75 
D) 100 E) 125 


@ En una circunferencia de centro О se 


trazan las cuerdas AB y CD perpendiculares 
entre sí en el punto M. Si 
(AM1?+(BM)?2+(CM)?+(MD)?=64u?. 
Calcule АО(еп u). 

A) 4 В) 8 
D) 16 E) 12 


C)6 


e El triángulo ABC esta inscrito en una 


circunferencia y la prolongación de su 
bisectriz BD intersecta a la circunferencia 
en Е calcule (BD)(DF). siendo AB= 6. 
BC=8 y AC=10, 


A)1200 ву 1200 с) 600 
49 47 49 
p) 200 E 200 
49 


& En una circunferencia C se traza una 


cuerda AB y con centro en un punto del 
arco menor AB. se traza otra circunferencia 


tangente a AB en P Si el radio de esta 
última mide 2m y AP=4m. BP=6m, 
calcule la longitud del radio de la 
circunferencia C (en m). 


B) 542 
E) 4 


С) 543 
D)6 


e Se tienen una circunferencia de centro O 
y de diámetro AB. Sean C. D dos puntos 
de la circunferencia CDnAB: {Q} А 
АЕ 1 CD 
(F e05). CE L AB(E e RB). DH 138 
AE > AH,AE.AH =169 . Calcule AF 


A) 12 B) 13 C) 14 
D) 15 E) 16 


e Dos circunferencia de centro A y B se 


ESTAN OFFERED. La tangente 

a la circunferencia de centro A trazada P 

por el punto C pasa por el punto B y la 

tangente trazada C a la circunferencia de C 
centro B pasa por el punto A. Si los 

diámetros de las circunferencias tienen por 


longitud 645 т y 1245 m . calcule la 
longitud dela cuerda común CD (en m). 
A) 12 B) 16 
D) 24 E) 28 


@ En un triángulo ABC. т Z АВС=60. el 


punto І es el incentro y el punto O es el 
circuncentro del triángulo AIC. si 


AB+BC= £ „halle OB. 


«== 


C) 20 А M B 
А)5 B) 6 С)7 
р) 8 E) 9 

(21) En la figura mostrada halle la longitud del 
radio de la circunferencia de centro O,. en 
función de R. AO,OB,yAB son los 


A) 5 в) 4/3 С) w3 diámetros de las semicircunferencias. 
2 3 
A 4 
3 3 


@ En el romboide ABCD. calcule ACsi O y 


Mson puntos medios de AC y AB y se sabe 
que: AB?+2AD.AN=289, 


dam, 
A [9] R B 


A) R gR eR 
4 3 5 
р) 2R E) R 
7 6 


& Los catetos deun triángulo miden 6 cm y 
8 cm. Halle la distancia del incentro al 


A) 17 B) 15 C) 16 circuncentro del triángulo(en cm). 
D)14 E) 13 А) 43 B) J5 C) 46 
Q Si АВ=ВС. AB1BE. ВМ-1т. D) 7 E) 242 


ME-3m. E cud m). & Halle el perímetro de un heptágono 


“в TW 59 
lar ABCDEFG si: 2.22 
ced regular si AE AG 6 
Е, А) 40 В) 41 С) 42 

c D) 43 E)44 


@ Se tiene el hexágono regular ABCDEF 


inscrito en una circunferencia. en el arco 
AB se ubica un punto P si PF=a y PC=b, 


Halle PD: Además a>b. 
2^ A) a«bJ/3 B) b+av3 c) 8*b 
А)1 B) 2 С)2 2 2 2 
Ў ` 2ab b43 
; D E) al 
D) Š E) 3 ) ab EY 


[20] En la deus AB es diámetro de la 25 Еп un polígono regular de 13 lados 
= circunferencia. ОС=4(АМ). si ABC..... LM, Si AD=m. AE=n. Calcule DJ. 


5 PM.PQ=16%*. calcule QC(en u). A) т? +2гё В) К сип 


С) т D) [mé+n: 
2 
E) Jm* + 2mn 


126) En un polígono regular de 13 lados 
А,А,А,...А,;. si A,A 7a y A,A;=b. 
Entonces A,A, mide: 


A) da? +ab B) NAT 
©; [zi р) [e +e b 
E) Ja +o 
5 
(278 lado de un hexágono regular ABCDEF 


mide 1 cm. desde B se trazan 
BP y BQ perpendiculares a CF y DF 
respectivamente. Calcule PQ(en m). 


E aË ой 
8 7 6 
р) 38 E) x3 
3 2 
[25] Sea ABCDEFGH un octágono regular 


inscrito en una circunferencia cuyo radio 
mide 1cm. calcule la longitud dela cuerda 


EB(en cm) 
А) Ja-48 B2. 42 
C2. 48 D) 43:42 
E) dale 
Ё se tenen octágono regular ABCDEFGH 


cuyo circunradio mide (42 +1). si 


BEACF = (P) y BGN AF = {Q}. Halle 


PQ. 
A)1 B)2 C)3 
D) 4 E)5 
QJ) En un octógono regular ABCDEFGH. las 


diagonales BG y DG intersectan a la 
diagonal AE en P y Q respectivamente. si 
AP —2u. halle PQ(en u). і 

C) Y 


A) 2 B) 242 
р 202 в 35 
3 2 
En un triángulo ABC. el lado AB mide 


2(V6+42) ¿los ángulos A y B miden 30° 


y 45”. Calcule la longitud del segmento 
que une los pies de las alturas trazadas 
desde Ay B. . 

А) 1 В) 2 С) з 

D) 4 Eb 


130) En un triángulo ABC acutángulo. de 


ortocentro Н. se trazan las alturas AJ y CF. 
Calcule FHsi:m Z BAC- 75" y ladistancia 
del circuncentro al lado AC mide 12. 


A) 342448 B)642- 42 
c) 3(43 « 42) D) 443 
E) 12(42- 48) 


© En la figura mostrada se cumple 
AD=DC=BC=6cm.Halle BD(en cm). 


A) 542-48 B) 342-3 
с) 343-42 D)445- J2 
E) 642-48 


@ Un triángulo ABC está inscrito en una 
circunferencia y BC= 40245 3 


m 4 А=72°. Calcule la longitud del radio 
de la circunferencia (en u). 


A)1 B) 2 C) 


міо 


р) 5 E)12 
2 


e Calcule la longitud del lado del 
dodecágono regular circunscrito a una 
circunferencia. cuyo radio mide (2+ 48). 


А2 В) 242 C) J3 
D23 EJ j 


@ ны> atado del cuadrado inscrito en un 


sector circular de 60% de radio R y 
conociendo que dos de sus vértices están 
sobre el arco del sector. 


A) RÁB- B)R 42-43 
C) 2R 43-42 D) 2842-43 
E) R/2+43 


L] Dado el pentágono regular ABCDE, 


AB-L. BE y BD intersectan a AC en 
los puntos M y N. Halle MN. 


A) z(55«1) в) =(3-45) 
C) 545 +4) D) z(6«2) 


L 
B ¿(V6+3) 


@ En un triángulo rectángulo ABC. se traza 


BN perpendicular a la bisectriz intema 
de C.BC=16.m < A=54”, Halle BN. 


4542 4541 
A) 3 B) 2 
c)3(45-1) ру4(45 -1) 
E) 5(45-2) 


139] En la siguiente figura el pantágono 


ABCDE es regular. el radio de la 
circunferencia es R. EL triángulo DEF es 
equilatero. Не x. 


у) 


mx Su 
A) 80 B)82 
D) 86 E) 88 


@ Еп un triángulo rectángulo АВС. AC=8. 


lam 4 BCA=9. Entoncesla longitud de la 
altura relativa a la hipotenusa AC es: 


A) Sa BSI с 48+1 
2 


D) E E) 4531 


@ En un decágono regular ABCD.....lJ. 


el radio de la circunferencia circunscrita 


mide 12. Entonces la distancia del vértice 


A al punto medio del lado DE es: 

A) 34110+2645 — B)4426«5410 

с)зу26+1045 0) 545+26/10 

E) 26454 10 * 
M ts. BDz DC.si 

Ant hatean. 
A)1 B)2 C)3 
D)4 E) 5 


@ Еп un ángulo agudo cuya medida es 60° 


se inscriben dos circunferencias tangentes 
exteriormente. Halle la longitud de la 
circunferencia mayor si la longitud de la 
circunferencia menor es lu. 

A) 3u В) хи С) 20 
D)2xu Е) Зли 


@ Еп la figura la circunferencia esta inscrita 


en el sector circular AOB. Si la 


m < AOB=60* y los puntos P. Q. R son 
puntos de tangencia y AO-BO-6cm. 


halle la longitud del POR (en ст). 
A 
P 


R 


B 
A) 2x в Зя ë o7z 
3 2 2 


D) 8x E) 27/41 
3 


[25] La distancia del centro de una 


circunferencia hacia una cuerda que mide 
10 ст es igual a 4ст. Halle la longitud de 


dicha circunferencia(en cm). 
А) 47 В) Зх С) х 
р) 7x E) 6x 

2 


© En una circunferencia cuyo radio mide 
10 cm se traza una cuerda PQ. siendo 
m PQ =72°. Halle la longitud del arco PQ. 
А) 27 B) 3x С) 4л 


4 
D)5z . E) 3* 
@ Se tiene dos circunferencias tangentes 


exteriormente cuyos radios r,=6cm y r, -2 
cm. siendo A el punto de tangencia 
común. se traza la recta tangente común 
exterior donde B y C son puntos de 
tangencia. halle la suma de las longitudes 
delos arcos AB y AC (en cm) 


B)4x 


Ls] En la figura M. N. P son puntos medios 


deloslados del triángulo equilátero ABC 
inscrito en una circunferencia de radio 
R. Halle el perímetro de la región 
sombreada MNP. 


fen 


A) WI IS B) zu С) 2143 


D 3.8 E Р 


@ Ег. un cuadrado cuyo lado mide L se 


trazan arcos intériores. haciendo centro en 
cada vértice y con radio L. que al 


curvilíneo. Halle su perímetro. 
-2al L 
A) Злі. g == "E 
4 e 
pb аі 
155 mm) 


(50) En la figura se tienen dos circunferencias . 


* concentricas de centro O. radios r y R 
(r<R). A y B recorren una igual longitud 
en el sentido indicado hesta alcanzar las 
nuevas posiciones A”. B' respectivamente. 
Sim < AOB'=90”. calcule x. 


3 SEMINARIOS CEPREUYI 


e La figura muestra un cuadrado cuyo lado 


mide L. una circunferencia y cuatro 
semicircunferencias. Halle el perímetro de 
la región sombreada. 


QO 


А4 


5 4 
А) yu B2zL C) rl 


7 8 
D) 3* E) 3 


[52] En un ángulo cuya medida ез 60° se 


inscriben dos circunferencias tangentes 
exteriormente. si la longitud de la menor 
circunferencia es 1и. halle la longitud de 


la circunferencia mayor(en u). 
A) 3 B) x C)21 
D)6z Е) 3 


[53] Dado el pentágono regular ABCDE 


inscrito en una circunferencia de centro O 
y un circunradio que mide R. Se traza un 
arco de circunferencia que une los puntos 
C y E. pasando por el centro O. Halle la 


longitud de dicho arco. 
A) E в) (45 +1) 
oR- 1) DE x6 «42) 


E) ENa -1) 


15%) En un cuadrado ABCD. cuyo lado mide 


L y con centro en cada uno de sus vértices 
se traza un cuadrante cuyo radio mide 2L. 
los cuales se enlazan con segmentos. 
entonces la relación entre la longitud de la 
figura trazada y el perímetro del cuadrado 


es: 

А) 7-2 B)x«1 — C)z-1 
2 2 

D) x-2 в)х+2 


[55] En una semicircunferencia& de 
diámetro AB están inscritos las 
circunferencias &,y £,tal que£ , es 
tangente а ¿en M y al diámetro en 
E: £ ¿es tangente a E en Ny al diámetro 
en F(&,y £,son circunferencias 
exteriores). Halle la longitud de la 
semicircunferencia & .si AE=3u; FB=4u 


ym MN -90*. 
А) 12x В)10х С) 9л 
D) 8л Е) 15x 


e En un triángulo ABC la hipotenusa BC 


mide 2 cm y ángulo BCA mide 30. se traza 
la mediana AM y por los puntos A y B se 


trazan paralelas a BC y a 
AM intersectandose en P. Halle el área de 
la región APBC(en cm?) 
añ m$ cus 
4 2 4 
p48 "ps9 
2 


[57] En un triángulo ABC sus alturas miden 
h,=12u. h,=15u y h=20u. Calcule el área 


dela región triangular ABC(en u?) 
A) 120 B) 140 C) 150 
D) 160 E) 128 


[55] Halle el área de una región triangular 


equilátera en función de la longitud de un 
ex radio r,. 


A) 2c, BJ3r, 


có 
2 

DJ. pA 
3 


[55] En tres circunferencias tangentes 
exteriormente entre si dos a dos. cuyos 


radios miden: a. b y c. halle el área de la 
región triangular que determinan los 
segmentos que unen los centros. 


A) (a+b+c)c B) fabc(a+b+c) 
C) 2,fabc(a+b+c) D) (a+b+c)a 


E) (a+b+c)b 


@ Los catetos de un triángulo rectángulo 


miden би y 8и. halle el área de la región 
triangular cuyos vértices son el ortocentro. 
incentro y circuncentro del triángulo 
rectángulo [en u?) 

A) 1.0 B) 1.5 C) 2.0 

D) 25 E) 30 


ae En el lado AC de un triángulo ABC; se 


ubica un punto O. centro de una 
circunferencia tangente a los lados AB y 
BC. Halle la longitud del radio de la 


circunferencia si: 

Area(triángulo ABC)=A; AB--BC-K 

A) А g^ СА 
4k 2k k 


ya pá 
k 2k 


(D Enun riánguloABC se traza la mediana 


BM y luego MF perpendicular a 
BC(F e BC ):siAdista 8/3 ude вм. 
MF=6u y m 4 MBC-30*, halle el área 
dela región triangular MFC(en w^). 

А) 24458 В)3043 24 
D30 61245 


165) El inradio de un triángulo rectángulo ABC 
mide 3 ст. Se traza un segmento ОР 
perpendicular a la hipotenusa 
ACIQ e AC:P e BC) y que es tangente a 


la circunferencia inscrita en el punto T. Si 
PT=2 cm. halle el área de la región 


triángular ABC(en стг). 

n ¿El с1а 
ЈЕ 172 в 
147 153. 

UH 


Ф cuadrado ABCD. cuyo lado mide 


a. en BC y CD se tiene N y M tal que 


m 4 MAN=45* y MN=b. Halle el área de 
la región ANCM. 


ab ab 
2_ T tes „9-4 
Aja? -ab B) а 8 С)а 1 
pb iom. 
D) a+ Б Е) а 2 


@ En un triángulo ABC. recto en ВАВ=с. 


BC=a. se traza la mediatriz EF ralativa al 


lado AC. E e BC . Halle el área delaregión 
FEC. 


A) Cfa? ge? йу еы 
ze +c) a, (e c) 


с) а?с? р) aye? 
Зуа? + с? ас 


E) 4Wac(a+c) 


©з La altura desguel deun tiánguioisóscles 


mide 8и. y el perímetro es 32u. El área de 
la región triangular(en u?) es: 

A) 56 B) 48 C)40 

D) 32 E) 24 


о Si en un triángulo rectángulo los ex radios 


relativos ala hipotenusa y un cateto miden 


6an y 4 an respectivamente. halle el área de 
laregión triangular(en cm”). 
A) 24 B) 12 C)10 
р) 2 Е) 22 
5 5 


168) El lado de un triángulo regular mide ; . 


el baricentro del triángulo es el 
centro de la circunferencia cuyo radio 


mide Í . Halle el área de la parte de la 
3 


región triangular que se encuentra fuera 
de la circunferencia. 


A S(s8-:) B 5(343-x) 
2 г? 

С) 5-7) D) 3058-3) 

E) a; 5 -1) 


о Sea el cuadrado PQRT circunscrito a una 


circunferencia de centro O y radio igual a 
4u. Se traza con centro en P. el cuadrante 


QPT que intercepta a la circunferencia 


en M y N. Halle el área de la región 
triángular OMP(en u?). 


A) 347 B) 447 C) 247 
5 7 
D) 2" E) э” 


Ф En un triángulo АВС. el segmento que 


une el baricentro con el incentro es paralelo 
al lado AC. Si AC=8m y el inradio mide 
2m. Calcule el área de la región triangular 
ABC(en m?). 


A) 12 B)16 C)18 
D) 21 E) 24 
o Sea el triángulo ABC si su área es 12m* y 


su circunradio es 4m. Se traza la al'ura 
BH. HNLAByHM_BC. Calcule 


NM(en m). 
А) З В) 4 C)6 
р) 5 Е) 2 


172) En un triángulo ABC. el lado AC mide 


10cm y la altura relativa a éste lado mide 
5cm. halle el área de la ragión cuadrada 
PQRS(en cm?) inscrita en el triángulo 


donde PS c AC. 

jb 10 св 
9 1 13 
тк p 

13 13 


[75] Se tiene el triángulo rectángulo ABC. I es 


el incentro. si el área de ABI es X y el área 
de BCI es W y X*-- W*—16. Halle el área 
deAIC. 

A) З B)5 C)4 

D)2 E) 2.5 


D En un triángulo ABC se traza una recta 


paralela al lado AC. tangente a la 
circunferencia inscrita y que intersecta a 
los otros dos lados en los puntos M y 
N. Si AB=30. BC=14 y AC=40. Halle el 
área de la región MBN. 


A) (3) B) (3) C) ($) 
a9 G 


Ф En el triángulo ABC se trazan las alturas 


AF y CH. Si AB=12. BF=4, CH=12. 
calcule el área de la región BFH. 

A) 12 B)8 С)10 

D) 6 Е) 7.5 


176) En un triángulo ABC se traza la ceviana 


BE tal que AE=2CE. Por O punto medio 
BEse trazan MN i] ВА (Me BC. 
Ne AC) y PQI BC 

(Pe AB -Qe AC ).Sieláreadelaregón 


ABC es 120m?. ció 
las áreas de las regiones APON y 


CQOM(en m?). 
A) 30 B)45 С) 40 
D) 50 - E) 60 


D] El área de la región triangular ABC es 


100, además AB=4u y AC=6u, se traza 
la bisectriz interior AP. Halle el área de 


la región triangular ABP(en u°). 
А) 2 B)3 C)4 
0) 5 Е) 6 


Ф En un triángulo ABC se trazan las alturas 


AE y CE Si: AB=20 cm y BE=10 cm y 
área ABC=80 cm?. Halle al área de la 


región AFEC(en cm?). 
A) 20 B) 30 C) 45 
D) 60 E) 75 а 


179) En un cuadrilátero inscriptible ABCD 
sus lados miden АВ=7ст. 
BC=CD=15cm y AD=25 cm. halle el 
área de la región triangular ABC(en m?). 
A) 42 B) 84 C)21 
D) 63 E) 33 


@ El área de una región triangular KLM ез 
Su?. la bisectriz LN divide al lado opuesto 
dos segmentos que miden KN=m. MN=n. 
Halle el área de la región triangular KLN(en 
u?). 


a 5" pj $m 
m+n m+n 


S(m+n) E) 25п ` 


m-n m+n 


C) S(m-n) 
m-n 


D) 
e Enla figura. O.centro de la circunferencia. 


BK=a y FE=b. Halle el área de la región 
triangular АКЕ с 


A 
PS 


D 
A) 3ab B) 2ab C) a» 
D) ab E) 2b 
2 3 


@ Sobre los lados de un triángulo ABC. se 


ubican los puntos P en АВ Оеп BCyR 


en AC -de modo que: PB-3AP; BQ=QC 
y AR=2RC. Hale que fracción del área de 


ва triangular ABC resulta ser el área 


de la región triangular PQR. 
| 
А5 в) 4. с> 
15 18 
D) 7. E) 5 
24 17 


C) Enun triángulo rectángulo ABC. recto en 


B los lados miden AB=a. BC=b, АС=с. 
Halle el área de la región triangular formado 
al unir el incentro. ortocentro y circuncentro. 
A) (b-a)(b+a-c) 

8 


B) (c-a)(c*a-b) 
8 


C) (e-b)(b+c-a) 
8 


ZEN 


E) a(eb) 
a+b 


© Dado el triángulo ABC cuya región tiene 
como área 128 cm". en el interior se tiene 
el triángulo PQR de manera que las 
prolongaciones de los lados PQ. QR y RP 
pasen por los vértices B.C y A y la 
m X PAC=m < ABQ=m « BCR. si 
QR=3.BC=8, Halle el área de la región 


PQR(en cm?). 
А) 15 B) 16 C) 36 
D) 17 E) 18 


[55] Las bases de un trapecio miden 1 y 3u. 


Halle la longitud de la paralela a las bases 
que determina dos regiones equivalentes, 


А) 2 B)1.5 C) 45 
D) ЛО E) 242 


& En un triángulo ABC se traza 


БЕ IAB tal que D e AC yE € BC. Sila 
razón entre las áreas de las regiones CDE 


y ABC esiguala = halle laraón entreles 


áreas delasregiones ADE y ABC. 
2 1 2 
А 5 В) = Oz 
d 
!6 13 


[37] En un triángulo АВС que limita una 


región de área 64 cm”. se traza DE paralela 


allado AC(D en AB . Een BC). El área 
de la región DEB es 49 ат, Si ubicamos 
un punto F en AC cualquiera. halle el área 
de la región triangular DFE(en cm?). 
A)5 В) з С)7 
D) 10 Е) 11 


© Se tiene el triángulo АВС cuyaárea es S. 


las cevianas BP y CQ se interceptan en R 
de manera que AQ-2QB y CP=3AP 


Calcule el área de BQR. 
S S 
AS B) > G 
i 8 1 5 
S 5 
D 3o E15 


{0 En ашаполо ABC. se trazan las cevianas 


AN y CM que se interceptan en O. si las 
áreas de MBN. MON y AOC son a. b y c 
respectivamente. Halle el área de ABC. 


3 ab ac 

A) >, B (ay == 
) g(a*b*c) ) е ) b 
p) be E) Vab+bc+ac 


a 
E90] En un triángulo ABC de área 180 cm. 


Ee BC yFe AC.BE-EC. CF-2AE si 
las cevianas AE y BF se interceptan en G. 
halle el área de AGF(en cm*?). 
A) 36 B) 30 
D) 24 E) 56 


C) 15 


En un triángulo ABC se trazan las 
cevianas BM y AN (M e AC y N e BC). 


tal que: MC-2AM y BN-2NC. 

Silas cevianas se intersectan en el punto P. 
entonces la relación entre las áreas de las 
regjones triangulares BPN y APM es: 

A) 5+1 B)6+1 С)7+1 


D5:2  E)8+1 
En un triángulo las medianas miden 6u. 


8u y 10u. Entonces el área de la región 
triangular es (en u?): 


A) 26u? B) 32u* 
D) 48u* E) 522 


С) 36u? 


@ reco eun cuadrada en donde T esun 
punto de CD yse cumple que CT la 


recta que pasa por los puntos B y T 


intersedaa AD en О). Siel área dela región 
triangular TDQ es S unidades cuadradas. 
calcule el área de la región cuadrada. 


A) 35 B) 66 oS 


D) 125? E) 155° 


@) En un cuadrado ABCD se traza la 
diagonal AC y en AD se ubican lospuntos 
E y F de manera que BENAC = {М}. 
AF=b. AE(FD)=EF(AD). Halle el área del 


cuadrado cuya diagonal es AM. 
A 5 ву 5 c) Y 
5 4 2 
p) 5 E) b? 
3 


(05) Dado un punto exterior A a una 
circunferencia de centro O se trazan las 
tangentes AN y AM de modo que la 


m / МАМ=90. Una recta tangente а la 
circunferencia intersecta a los segmentos 
AN y AM-en P y Q respectivamente. Las 
perpendiculares AN y AM trazadas 
desde P y Q respectivamente intersectan 
aOM y ON en E y F respectivamente 
y PENQF=(T). Si el área de la región 
APTO esS entonces el área de TFOE es. 


5 5 

5 B) > Су 

А) di АЖ 
5 S 
D > = 
Bs 


106) Se tiene un trapecio cuyas bases miden 


20cm y 34an. Si además sus lados laterales 
miden 13cm y 15cm. entonces su área es 
(en am”): 


A) 324 B) 172 C) 170 
D) 320 E) 400 
@ Deco un paraieiogamoaBcD: FeBC: 


AF NBD = {0} donde elárea (BOF)=A,. 
área (AOD)=A,. Calcule el área de la 
región OFCD. 

A) JA, (1+./A;) 

в) JA (VA. + А) ^. 


с) JA (JA; - JA) 


p) &*^ 
2 


E) JR (JR; Rs) ^s 


Q El área de una región rectangular ALCD 
es igual a 50u?. Desde el incentro O del 
triángulo ADC. se trazan las 
perpendiculares OP y OQ hacia los lados 
BC y AB respectivamente. Halle el área de 
la región rectangular BPOQ (en u?). 


A) 30 -B) 25 C) 20 
D)32 +, E) 24 


(09) En un cuadrado ABCD. el área de su 
región es 48m*. Si M y N son los puntos 


que.» se  trisecan el lado 
BC (BM « MC, N e MC), 
АМПВО ={Р) . АСПВО={О} y 


ACNDN = {Q}. entonces el área de la 
región OPMNQ es (en m?): 


A)4 B)6 
D)8 E)9 


Q ABC esun triángulo isósceles (AB=BC). 
se trazan las medianas CM y AN al nivel 
que se intersectan en el punto O 

Si BO=6 entonces el 
área de la región cuadrangular AMNC es 


С)7 


(en u?): 
A) $t в) $7 q 
2 2 2 
p) 77 E)21 
2 


ABCD es un cuadrado. se traza 
AE y MN(Me BC, Ne AE, Ee CD) O 
centro del cuadrado y O e MN .Si MN es 


perpendicular a AE . MO=4u y ED=2u. 
entonces el área de la región cuadrada 
ABCD es (en u?): 


A) 60 B) 56 С) 54 
D) 50 Е) 48 
Q Enun triángulo rectángulo ABC. se traza 


la altura BH. y una recta secante que 


intersectaa AB en My ВС en N; además 
contiene a los incentros de los triángulos 
rectángulos AHB y BCH. Si BM=m. 
AM= f y CN=n. Halle el área de AMNC. 


A 


= 


Semen) 
B) menm 
3t mn 
C) 
2" 2 
D) mn- f (m+n) 
Ey mn 


mo, S (m en) 


Q En un cuadrilátero convexo ABCD. 
AC-m y BD=n. Halle el área de la mayor 
región que limita el cuadrilátero convexo. 


A)m*«n* В) е С) тл 
руй Е) 2тп 
@ Dado el paralelogramo ABCD. E yF son 


puntos medios de AD y CDtal que 
BEN AF = {Т}. Si el área de la región 


paralelogramica ABCD es W. entonces el 
área de la región triangular ATE es: 


a Y BY eM 
30, 25 22 

p) Y E Y 

18 

115) La figura HIJK es un paralelogramo. P es 
cualquier punto de la diagonal HJ . 


DPC//HK y APB//HI . donde A. B. C y 
D están sobrelos lados del paralelogramo. 
Si E. E G y H son puntos medios del 
cuadrilátero PDIB y área (EFGH)=M. 
entonces al área (APCK) es: 

H D F 


NOSE 7, 


J 


3 4 5M 
A) ZM B) ¿M or 
D) 2M E) 3M 


[o 


cuadrilátero A: análogamente sea A, el 

área del cuadrilátero obtenido uniendo los 

puntos medios de los lados del cuadrilátero 
- Ay y asísucesivamente. 

Entonces. la suma de las áreas A+A, +A... 


е5: Я 
AJA B) 2A C) 3A 
D) 4A E] 5A 


Q Se tiene el cuadrado ACDE de centro О. 


Besun punto exterior y relativo a AC tal 
que mZABC = 90. BO=6cm, Halle el 
área dela región limitada por el cuadrilátero 
iege 


A)3 B) 6 Cc)9 
D) 12 E) 18 
Enla figura. ABCD esun paralelogramo. 
BM=2MC. CP -2PD. El área de la región 
paralelogramica es S. Calcule el área de la 
g B, 2. M C 


D 
ay 25 в) 45 c) 35 
13 13 13 
O f$ 


13 13 
@ En la figura АОВ es un cuadrante de 
radio 2u. M y N son puntos medios 


de AF y OB respectivamente. 
Si: MN = /Зи entonces el área de la 


región limitada por el cuadrilátero OAFB 
es: (en и?) S 


$ о 
ERAEN ВЗ C)2 
RECEN E)4 


@ ) En un cuadrilátero ABCD se ubican My 


— Npuntos medios de las diagonales AC y 
BD respectivamente. _ donde 


_ (L]- ANDIDM y (F)=ACNBD sila 
suma de los áreas de las regiones de los 


triángulos AML y BMF es 10 ат, entonces 
la suma de las áreas de las regiones 
triangulares DLN y CFN en (dm?) es: 

A) 7.5 B) 8 С)9 

D) 10 Е) 12 


@ En la figura AB y DC. son tangentes 
comunes a las circunferencias de radios R 


ут. Oy P son centros. Halle el área de la 
región limitado por el trapecio ABCD. 


A 


=> 


A) RryR xr B) 2Rxr VR xr 
R+r К+г 
C) 3RIVR xr D) 5Rxr/Rxr 
R+r R+r 
E) BRyVRxr 


R+r 
& En la figura mostrada ABCD es un 
cuadrado. Si el radio de la 
semicircunferencia de centro O, mide r. 
entonces el área de la región cuadrada 
ABCD es: ; 


T AI 


A) 32 В) 40 С) 64r? 
D) 814 E) 128r 


@) En un triángulo equilátero ellado mide a. 
considerando como centro el baricentro 
de la región poligonal regular se traza una 


circunferencia cuyo radio mide (3) * 


Entonces. el área de la parte de la región 
triangular exterior a la circunferencia es. 


A (3431) в) 5 (808-5) 


[o 


КЕЗ 


а? а? 
155 -x) D) 35 (243 =x) 


E) (34 - z) 


En una circunferencia de centro O y radio 
Rsetienen los diámetros perpendiculares 


AB yCD por A se traza un arco CD de 
radio AC. calcule el área de la región 


exterior al arco CD е interior a la 
circunferencia. 
R? 
A) 
B 
D) TE E) V3R? 


En el diagrama adjunto las áreas delas 3 
: semicirculos R}. R, y R, son: 4. 9 y x 


B) R? C) Jar? 


respectivamente. Halle el valor de x. 


A) 8 
D) 11 


B)9 
E) 12 


i e En le figura si AB=L. halle el área dela 
región sombreada. 
B c 


G En una semicircunferencia de diámetro 
AB donde AB=20 se ubica el punto C en el 


arco — ABtel que mZBAC-18. 
M e AC. AM=MC. halle el área de la 
región limitada por MC, MB, BC . (en џ2) 
А) 15x u? 
D) 10x u? 


B)4zu — CU2xu! 
E) By ut 3 ES 
Se tiene un cuadrado ABCD de lado L 
сото se muestra en la figura. Halle el área 
de la región sombreada. si АВ y CD son 
diámetros. Pb 


puntos de tangencia. AB es diámetro. 
CD-4. Halle el área de la región 
sombreada. 


р) 142 pE 


5 А) х B) E C) 2x 
ABCD es un cuadrado de lado a: M y N 5 
son los puntos de tangencia de la D) == Е) 3x 


пона inscrita. con los lados АВ [55] En la figura. O es el centro de la 
y AD . Sean Ey Flos puntos de intersección circunferencia de radio R. entonces el área 


m em dela región sombreada es: 

de BN y CM conla circunferencia. Halle 

el área del segmento circular EF. 

2 
A) a*(x-2) B) $02 А 
с 2 р) E (x-2 

) 545-2) 55-2) 

E) (x-2) 

Un sector circular de 60° de ángulo central (180-4) bs (90-2a) 
tiene 18и? de área. Halle el área del círculo ^ 7360 m B) 360 qR? 
inscrito en el sector (en u?). „ 3 

#7: ч а 
А9 B) 12 с) 6/5 (Стао Dac 
D)14 E) 15 : ЁТ. 
y Ey 2-90 qe 
En la figure: Halle el área de la región - 360 
sombreada si: AOB es un cuadrante Dos circunferencias congruentes son 
AO=0B=4. mZCOB - 20. tangentes exteriores en A, se traza. el 
mCD-50. segmento de tangente exterior BC . Si el 
5 radio de una circunferencia mide 2m 
entonces el área de la región triangular 
mixtilínea ABC es (en m?): 
A) 6-2 B) 8-2x C) 7-2 
D) 8-2 E)9-2x 


@ кш Еп un ángulo están inscritos tres 

circunferencias tangentes exteriormente de 

dos a dos. si las áreas de los círculos 

menores esS, yS,. Halle el área del círculo 
mayor. 


52 
А) ‚Б. B) 2 C) S,+ 

4x 5л 20x Ps S, VN 
A= ву D же 

15 12 9 р) „25,5, E29 

бх 12 Si% 
D} 161 EE En una circunferencia cuyo radio mide 

3 5 5m. se ubican los puntos consecutivos A. B 


figura: Los P 4 а. 
Qs. ptos AP y Boo y C tal que: mAB=72. mBC-54. 


AIRE 
AB. BC y AC (enm?). 


А) 2x B) 3x 
D)5x E) 6x 


С)4т 


Se tiene una semicircunferencia de 
diámetro AB y centro O. en la cual se 
inscribe la circunferencia de centro O' que 
es tangente al arco AB en C y al diámetro 
AB en C yal diámetro AB en D. luego se 
traza la cuerda BC que intersecta a la 
circunferencia inscrita en E. Si O'C=2m. 
OB=6m. Calcule el área de la región 


limitada por AC. СРЕ. EB y AB. (ел 
m?). 


x 2x 2x 
D) x48 E) х+9 


Si: C,. C,. Cy. С, C, y C, son semicirculos 
de radios congruentes. entonces el área de 
la figura sombreada en función del lado L 
del rectángulo es: L 


p) х1 E) хі? 
8 4 


En la siguiente figura. mZABC = 90 .H 
es punto de tangencia: AH=2cm y 
HC=8cm. Halle el área de la región 
sombreada (en an?). 

B 


А c 


A) x 
D)4x 


B) 2x 
E) 5x 


С) Зл 


En el semicírculo de diámetro AB y centro 
O. se trazan los radios OC y OD con OD 
bisectriz del ZAOC. Si los segmentos 


“circulares determinados por AD y BD 
tienen por áreas A, y A,. calcule el área del 


AJA,-A, '.B) аа C) А, 2А, 


DAA Б А21 2А, 
Н t 3 
G Sea el sector circular АОВ (OA -OB- R) 


cuyo ángulo central mide 30. Se trazan 
BD.1OA y AE LOB.Si BD y AE se 
intersectan en P Calcule el área dela región 
del triángulo mixto APB. 


R? 
A) ¡7 (1-181243) 


= 


B 


= 


E (+18-1248) 


R? 
C iz U 1293) 


- 


D) E (a+12-643) 


R? 
E) 19(5-12+6/3) 
En la figura mostrada ABCDEF es ип 


hexágono regular de lado igual a võu. 
haciendo centro en A se trazan los arcos 
CE y BF. Calcule el área de la región 
sombreada (en u?). 


D 
© Е 
в Е 
А n 
A) (38 -x) - B) (2/3-x 
C) (848+) Da ez) 
Ed - абу 
En la figura mostrada АОВ у СОР son 
- cuadrantes. Si: BM.BC =/2u*.. calcule el 


área del cuadrante АОВ. D 


A) J2x B) H C) 2x 
D) Va E) 2 
2 2 


@ Se tiene el cuadrante АОВ. sobre ОВ se 


ubica N tal que ON: OB:: 2: 3. luego se 

dibujan las semicircunferencias interiores 

de diámetros ON y NB. si OA=26dm. 

entonces el área de la región circular 

tangente al arco AB y a las 
ер T 


semi ferencias (en dm?) es: 
A) 151 B) 18x C) 20x 
D) 24 x E) 25x 


[25] En una región triangular ABC se trazan 


MN//ACEF/BC(E€MeAB)D е s 


punto de concurrencia de NM y FE . Si 
la suma de los inradios de las regiones 
triangulares MBN. MDE y AEF es 10dm. 
entonces el área del círculo inscrito en la 
región triangular ABC(en dm?) es: 


A) 64 B) 81x 
D) 100/2x Е) 100/3x 


C) 1007 . 


115] Sean los siguientes puntos del plano 


A(-5; 7). B(-6; 2). C(-2; -4). D(10; 2). 
Verifique la verdad de las siguientes 
proposiciones: 

1) mZABC+m2ZADC =180 
Il) mZBAD-* mzBCD =180 
Ш) AB.CD+BC.AD = AC.BD 
IV) mZACD = mZABD 

V) mZCAB = mZBDC 
A)WWWV В) VUFFF 

D) WFFV 


C) FFFFF 
EJVUVVF 


[17] Sea el paralelogarmo ABCD tal que: 


A(3:-4). B(6:5) y C(-3:-2). entonces. las 
coordenadas de vértice D es: 


A)(-6:-10) B)(-6;-11) C)(-5: -11) 
D) (-5:-12) E) (-6; -14) 


@ El segmento que une A(-2; —1) соп 
B 


(2: 2) se prolonga hasta C. Si ВС=ЗАВ. 
Halle las coordenadas de C. 


A) (6; 12) В) (10;14) С) (12; 8) 
D) (14:11) БЕ) (10:12) 


@ Los puntos A=(2: 3). B=(5; 7) y 
C 


—(-5: 12) son los vértices de un triángulo. 
calcule las coordenadas del baricentro del 
triángulo. 


A) ES) B) ES) C) E 2) 
3:3 33) 4373 


D)Q:1) Е}{-1;7) 


[oss SEMINARIOS CEPREUVI 


& En un triángulo ABC. A(-1; 5). B(4: 2) y 


D)7 E) 8 


C(0: -4). entonces las coordenadas del 
baricentro es: 


32 5 А 
A) (23) B) (22) C) (1:1) 
D)52 E) (3:3) 


D) Se liene un paralelogramo ABCD. donde 


A-(0; 0). B=(1: 2). C2 (11: 2). Si M es 
punto medio de AD y CM(|BD - (Е). 
Halle las coordenadas de E. 


^) (73) в (33) o(23) 


D) (73) es) 


е Los puntos A(a: b). B(c: d). C(e: f) son los 


vértices de un triángulo. si G es su 


baricentro y D es punto medio de BG. 
entonces la cordenada del punto D. es: 


A) b+4d+f ву P+3d+f 
6 6 

C) b+2d+1 D) b+d+f 
6 6 

E) b+d+f 


158) En un triángulo rectángulo ABC (recto en 


B). A(1: 1) y C(6: 11). El cateta BC mide 
5. Calcule la suma de las coordenadas del 
punto B. 


A) 16 B) 15 C) 14 
р) 17 Е) 18 


@) Hale 1a ecuación de la curva tal que la 


distancia de.cualquier puto de ella al origen 
de coordenadas y al punto F=(6; 0) están 
en la relación de 2a 1. 


A) X*--8Y*-16 
С) Xe-Y*-2 
E) (X-8)?+Y?=16 


B) X?4+Y?=8 
D) X3Y=1 


ES La abscisa de un punto es -6 y su 


distancia al punto A(1: 3) es /74 . Halle la 


coordenada del punto. 
A)36-1 B)26-2 C)86-2 
D)56-3 E) 66-4 


ES) DadoslospuntosA=(-3: 4) yB=(1:-2) 


L ез mediatriz del segmento AB. Si 
(вте L. calculer, 5 
A) 4 B)5- C)6 


DY 


© Dos vértices de un triángulo son los puntos 


(10; 2) y (6: 4). Si el ortocentro del 
triángulo es el punto (5; 2). entonces las 


coordenadas del tercer vértice del triángulo 
A) (4; 4) В) (5: -5) _ C)(6:-6) 
D) (7: -7) E) (8: -8) 


(E) asma de lslongiudes delos segmentos 
que una recta L determina sobre los ejes es 
3. Si además la recta pasa por el punto (2: 
10). halle la ecuación de la recta L. 


Y X X 
AG AE 
X XY 
lw] VIE ANE 
©) -3+ D) ig 9 1 

E) AyB 


[59] Se tienen las ecuaciones de las rectas 
L,:3X+2Y-18=0 


L:3X42Y-12-0 
Halls la ecuación dts pe L, que 
A)3X42Y-12-  B)3X+2Y+15=0 
C) 3X+2Y-8=0 0)3Х+2ү+12=0 
E) 3X+2Y-15=0 


e Halle la ecuación de una recta que 
intercepta el eje positivo de las X un 
segmento de longitud igual a 7. que pase 
además por el punto de abscisa X=4. 
perteneciente a la recta; 5X --3Y —30. 


A) 10X-9Y+70=0 B)9X--10Y-70-0 
С) 10X+9Y-70=0 0)9Х-10ү+70=0 
E) X+9Y=17=0 

@ Dadoslos puntos A(3; 4) y B(-x 2). hallar 


la ecuación del lugar geométrico de todos 
[лз que equidistan delos puntos A y 


A) Y=4X-1 B) Y--3X-1 
C) Y=-4X+2 D) Y=-4X+3 
E) Y—4X-2 


[62] Los vértices de un triángulo son los puntos 
A=(2; 6): B=(3: 7) y C=(5; 9). halle la 


ecuación de la que contiene a la 


mediana relativa al lado BC. 

A) X-Y+4=0 B) Х+Ү+4=0 
C) X-Y-4=0 D) X-Y*2-0 
E) X-Y-2-0 


Los vértices de un trián o son los 
puntos A—(-2: 1); В=(4; 7); C=(6; -3). 
Halle la ecuación de la recta que contiene 
ala altura BH. 


A) 2X-Y-1=0 В)Х+Ү+7=0 
C) X-Y 42-0 D)3X+Y-1=0 
E) 2X+Y+10=0 


2: [ 1541 | ne 


(SÉ) Los vértices de un triángulo son los puntos 


А(2; 3). B(4: 6). C(6: 1). Halle la ecuación 


dela recta que contiene ala altura relativa 
A) Y=X-2  B)Y-X42 C)Y-2X-2 


D) Y=2X+2 E)Y=X 


© заа Lo que pasa por el origen y 
determina sobre las rectas L,: 2X-Y —0 y 
L,: X+2y-15=0 un triángulo isósceles con 


su lado desigual sobre Lo . Halle L; Піо. 
А) (3: 9) С) (3; 6) 
D) (6: 3) 


© Dadas las rectas L, y L,: 
L,: Pasa por los puntos (-2: 3) y (1; 5) 


B) (9: 3) 
E)(4: 5) 


12:2-(а+3)Ү=5 
Si: L; esperpendicular a L, . Halle: a1. 
л) 2 в) 16 ее 
7 7 7 
py. 16 E 3 
7 7 


© Se tiene el rombo ABCD. dondeA=(2:2) 
y C=(4; 6). Calcule la ecuación de la recta 


que contiene a la diagonal BD. 

A) X+2Y-3=0 B) X+2Y-7=0 
С) X+2Y+11=0 D) X+2Y-11=0 
E) X+Y-3=0 


e Un rayo deluzque parte de (5; 5) incide 
en uni espejo plano que está sobre el eje Y. 
Si'el rayo reflejado forma con los ejes 
coordenados en el primer cuadrante un 


triángulo de ev de área. halle la 


ecuación cartesiana del rayo reflejado. 
5 4 
j A) Y=-¿X-1 B)Y=-¿X+1 
4 5 
C) Y=-¿X-1 D)Y=-=X+1 
4 
E) Y2--X-2 
y 5 
{E A moverse el vértice C de un triángulo de 
base fija AB sobre una recta. entonces su 
baricentro se mueve sobre: 
A) Circunferencia B) Parábola 
C) Elipse D) Una recta 
E) Hipérbola 


Ф sitospuntos Al1:-2} B(2:3)y C(-2: 1) 
son los vértices del triángulo mediano del 
triángulo MNP Halle la suma de la abscisa 
y de la ordenada de uno de los vértices del 
triángulo MNP 


A) -7 
D)O 


B) -3 С) -2 


Е) 4 


o Dado el vértice A(S: 12) de un triángulo. su 


ortocentro НІЗ; -3) y su circuncentro О 
(6: 1). Calcule las coordenadas de los 
otros dos vértices. 


А) (4: 3) (11; 8) В)(-4; 3) y (11: 8) 
С) (3: 4) y (8:11) 0)(-4; 6) y (-9; 11) 
E) (4: 4) y (11: -9) 

172) El área de una región rectangular ABCD 


es 500°. si las coordenadas de B y C son 
(1: 4) y (9: -2) respectivamente. halle las 
coordenadas 


positivas del vértice A. 
A) (3: 8) B) (2: 8) C) (4: 8) 
D) (4; 10) E) (2: 10) 


[3] Sea ABC un triángulo rectángulo 
isósceles. si las coordenadas de la 
hipotenusa A y B son (3: 4) y (9: 12) 


respectivamente. halle las coordenadas del 
tercer vértice. 

A) (5: 10) B) (10; 5) C) (2; 5) 
D) (11; 2) E) (5; 11) 


Q Dado los vértices de un triángulo: 
A(10; -13). B(-2: 3). C(2: 1) yla mediana 
CM. La longitud de la perpendicular 
trazada del vértice В а la mediana CM 
mide (en u): 


А) 2 
D)5 


B) 3 
E) 6 


c) 4 


@ Los vértices de un triángulo son A(3: 5). 
B(-2; 6) y C(8: 4). Halle la distancia trazada 
desde el baricentro del triángulo ABC a la 


altura relativa al lado AC. 
A 2/6 B27 C25 
D) V26 E) 34. J6 


@ Halle el valor de K tal que el punto P(2: К) 
sea equidistante a lasrectas L,: X+Y-2=0 
y  L:X-7Y=-2. 


B) 1 с 3 
2 


Е) 2 
D Una circunferencia cuyo centro es 
(1; -1) pasa por el punto (3; 5). halle la 
ecuación. 
A) (X+11) «(Y +1) - 2/10 
B) (X-1) «(Y «1f -2/10 
C) (X41) «(Y +1) - 40 
D) (X«1)' «(Y-1) =40 
E) (X-1)'+(Y+1)' -40 


MES : SEMINARIOS CEPREUNI 


@ Sean tes curvas: С, C, de ecuaciones 


XY! -1. Xe Y?- 2X - 2Y 41-0. halle 
la ecuación de la recta que pasa por las 
intersecciones de C, y C... 


A) X42Y-1 B) X+Y=1 
C)X-Y-3 D) X-5: 
E) X-3Y-2 


D Dadas las circunferencias 
C; X^ Y^-6X-8Y - 1-0 y 
C,: Х*+Ү*+4Х – 2Y - 11=0. halle la 
ecuación de la circunferencia cuyo 
diámetro es la cuerda comün de las 
circunferencias dadas. 


A) X?-Y?--3X -2Y - 6-0 
B) X?-Y?4-2Y - 7-0 
С) X-Y? -2Y 46-0 
D) X?+Y?4+3X+6=0 
E) X*«Y*--2X -3Y 45-0 


e Halle la ecuación de la circunferencia que 
tiene su centro en el eje Y. y una cuerda 
cuyos extremos sonlos puntos A(2: 7) y 
В(4: 1). 


A) Х?+Ү?=20 

B) (X - 3)2+Ү2=20 
C) X*«(Y - 3)? -20 
D) X?+(Y – 5)2=20 
E) X?+(Y - 7)2=20 


SD Dada la ecuación de la circunferencia: 
X*- Y? -10X4-16—0 y la recte: Y =KX. si 
dicha recta es tangente a la circunferencia. 


Calcule los valores de K. 
1 4 1 
A) +5 В) +5 Cl +3 
3 3 
D) xz n E) A 


[32] Sea la circünferencia de ecuación 
X?-Y2=16. el punto Р(3:/7) pertenece 
ala circunferencia. Halle la ecuación de la 
recta tangente'a la circunferencia trazada 
por el punto P „у, 

A) ТҮ= -347X +16] | 
B) 7Y =-27Х%157` 
C) 6Y --348X + 16/7 
D) ТҮ =-3/7X «947 
E) 7Y » -3/7X 41547 


@ Una circunferencia 10и de radio pasa- 


— por el origen e intercepta a eje X en un 
¿+ . punto queresulta ser el punto de tangencia 
de esta circunferencia con una recta de 


... peidiente igual a 5 Halleia suma delas 


- Coordenadas del centro de la 


A) 12 
D) 15 


B) 13 
E) 18 
[57 Una circunferencia de radio ЛО que 


pasa por P(7: 5) y es tangente a 
coordenadas del centro de la 


С) 14 


circunferencia, 
A) 8 B)9 С) 10 
р) 11 E) 12 


@ Los vértices de un triángulo son(3; 5). 
(4: 7) y (8: 5). Halle la ecuación de la 
circunferencia circunscrita al triángulo. 

A) (2) (у-у See 

2 4 

2 
B) (x-8) (v3) -5 


C) (X - 11} — (Y+5)? =25 
D) (X+11)? + (Y - 5)? =25 
E) (X- 11)? + (Y - 5? =25 


È silos puntos K(4: 1). L(14: 1). Nla; b): 
son los vértices de un triángulo rectángulo 
recto en N. entonces la ecuación de 
circunferencia que pasa por éstos tres 
puntos es: 

А) (X- 1)? + (Y -9 =9 
B) (X-9)? + (Y -1f =16 
C) (X-1)? +(Y - 9 =25 
D) (X- 9)? + (Y - 1? =25 
E) (X+9)? + (Y--1)* 225 


Halle la ecuación de la recta tangente 
en P(0. 0) a la circunferencia 


X*x Y*6X — 4Y -0. 


A) ЗХ -2Y-0 B) 2X -3Y-0 
C)X-2Y-0 0) 2X -Y«0 
E) Х-Ү=0 


© Halle la ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia X?-- Y? - 2X+Y=5 en el 
punto de tangencia T(3: 1). 


A) 3X+4Y=5 B) 4X+2Y=1 
C) 3X+4Y=15 D) 4X+3Y=15 
E) 5X+3Y=4 


Ф Hale la ecuación de la circunferencia que 
‚ pasa por A(0: 2) y es tangente a la recta 
L,:2X+Y=0 en el origen. 


A) (X- 1)? - (Y+3)? =10 
B) (X-2)* + (Y - 3) =5 
C) (X - 2)? + (Y - 3? =25 
D) (X+1)? + (Y -2)? =15 
E) (X42) + (Y - 1)? =5 


QU) Hele una delas ecuaciones deles rectas 
tangentes a la circunferencia 
C: X*-Y*-6X — 8-0. que son 
perpendiculares a la recta 
L: 4X - Y «31-0. 


A) X-4Y+20=0  B)X+4Y--20=0 
С) X- 4Y+14=0 D)X+4Y+16=0 
E) X+4Y—14=0 

9 Desde el punto л+[5-5) зе һа 


trazado tangentes a la circunferencia 
Х?+Ү?=5. Halle la ecuación de la recta 


tangente de pendiente mayor. 

A) 2X-Y-1=0 В) 2X -Y -3=0 
C)2X-Y-5-0 D)2X-Y - 6-0 
E) 2X-Y -7-0 


@ La ecuación de la circunferencia es 
X*—Y?=50, El punto medio de una cuerda 
de ésta circunferencia es el punto P(-2: 4). 
Halle la ecuación de la recta que contiene 
a dicha cuerda: 


A) X-2Y+10=0  B)X+2Y-10=0 
C) X+2Y+5=0 D)X-2Y-5-0 
E) X+Y+-10=0 


L5] Una parábola cuyo vértice es (2: 1) y su 
foco tiene como coordenadas el punto 
(5: 1). hallela ecuación de ia parábola. 


А) 12X-Y*42Y-0 
B) 12X-Y?+2Y - 2520 
C) 12X-Y?-2Y--61-0 
D) 12X- 2Y*-2Y - 61-0 
E) 12Х+2ү2+2Ү - 61-0 

e Ces una parábola con vértice V. eje focal 
contenido en el eje Y. MP esuna cuerda 
que pasa por el foco F el eje y divide a MP 
en dossegmentos FP y MF donde FP=5. 
VP determina con el eje y un ángulo que 


mide 45, halle el parámetro de la parábola. 
al , gl ei 

2 4 3 
D)1 E)2 


195] En una parábola. su foco es (12: 0) y la 
directriz es perpendicular al eje X e 


o Dh авон 


7 А) Y?=18(X-10)  B)Y?-20(X - 10) 
C) Y?=6(X+10) D) Y*z8(X -10) 
E) Y?=10(X- 8) 


[90] Una parábola pasa por P(4: -2) y 
Q(-2:4). La recta tangente L: Y+4=0 pasa 
CO MED ш 
A) (X+2)?=2(Y+3) i 
B) (X - 2)?=2(Y —4) 

C) (X+2)?=2(Y — 4) 
D) (X - 10)*-18(Y--4) 
E) (X410)? 218(Y--4) 


197) Un cable de acero esta colgado por los 
dos extremos; los puntos де: nsiór 


а pid 


A Ges MA 


están situados a una misma altura y auna 
distancia de 20m. La magnitud de la flexión 
a la distancia de 2m de los puntos de 
suspensión en sentido horizontal es igual a 
14. 4cm. Si el cable tiene la forma de un 
arco de parábola. Determine (en cm) la 
longitud ela suspensión de este cable en su 
punto medio. т 


А) 34 
D) 40 


Un depósito de agua tiene sección 
transversal parabólica cuando el nivel del 
agua alcanza una altura de 18m. su ancho 
mide 24m. cuando el nivel del agua 


q: s meri ancha del nivel 


A) 12 B) 15 C) 16 


D) 18 E) 20 

Demuestre que la longitud del lado recto 
de cualquier parábola es 4 |P |. donde |P] 
esla distancia del vértice al foco. 


& Una parábola que pasa por el origen y 
cuyo eje focal es el eje X. es tal que el 
segmento que une el foco con uno de sus 
puntosmide / y determina 60 con el eje X 
(rama positivo). Halle la longitud del lado 
recto. 


B) 36 
E) 44 


C) 38 


А) t в) Ê с) 2 
2 3 
р) Y E) 3€ 
4 2 


Dadala parábola de ecuación: Y?=4pX 
y el punto P(X,: Y,) de la parábola. 
Demuestre que la pendiente де la recta 
tangente a la parábola en el punto P es: 

2p 

Y, А 

Sea la parábola C: Y = 4px , Halle la 
ecuación de la recta tangente a 6 de 
pendiente m. 


A) YemxL = В)ү=2тх+Р. 
m m 
C) Tige D) Y =2mx-2 
m m 
E) Y «mx 
m 


Demostrar que por un punto P de una 
parábola (distinto al vértice) al trazar la 
recta tangente y la recta normal. estas 

* intersectan al eje de la parábola en los 
puntos A y B que equidistan del foco. 


@ Sea la parábola cuya ecuación X=Y?. 


Por el punto P(1: 1) se traza una recta 
tangente a la parábola. dicha recta se 


intersecta al eje de las abscisas en el punto 
(X... О). Entonces. X, es: 
А) 2 B)3 


Е)_3 
2 


C)-1 
р) 1 
2 


Se tiene una parábola cuyo vértice es 
(О; 0). Sea P un punto de la parábola y F 


su foco. M es un punto dela directriz. PM 
es tangente a la curva. Halle la medida del 
ángulo MFP. 


A) 45 B) 60 
D) 90 E) 120 


@ Sea P: Ү?=8Х la ecuación de una 
parábola. halle la ecuación de la recta 
tangente a P y paralela a la recta 
2X+2Y -3-0. 


С) 75 


A) X+Y+1=0 B) X+Y+2=0 
C) X+Y- ?-0 D) X+Y-3=0 
E) Х+Ү+2=0 


@ Sea la parábola P: Ү?-12Х+2Ү+1=0. 
Halle el área de la región triangular que 
forman los ejes coordenados con la recta 
tangente a dicha parábola. la cual es 
paralela a L,: 3X -2Y 4 32—0. 

B) 


^) 1 al 
4 2 


woju mi 


D 3 E) 
4 i 
@ Sielfoco de una parábola está ubicado 
en F(-5. -1) y su directriz es X+Y -2-0y 
además la ecuación de la parábola se 
obtiene 
2 = 
RC +DX+EY+F=0. halle 


AJO B)1 С)2 
р) 3 Е) 4 
@ Dada la ecuación dela elipse: 
Же Л? 
25*9° 


Halle las coordenadas del centro focal. los 
focos. los vértices y las ecuaciones de las 
rectas directrices. 


Los focos de una elipse son los puntos 
(2: 3) y (6; 3) y uno de sus vértices es el 
punto (8: 3). halle su ecuación. 

[EN -3f _ 
AE n 

(x-2 (Y«3) _ 
B) 36 * 20 =1 
(x+2) (Ү-зу 


т 


С) 


(x-2) (Y«3) . 
MA A a 


(x-2) (Y-3j 
E) 20 + 36 =1 


@ Los vértices de un elipse son: V, (3, 5); 
V, (3.1). además su excentricidad es z 


Halle la longitud del ángulo recto. 
A)3 B) E С)5 
р) 16 Е) 9 

3 


@ Halle la ecuación de la elipse de eje 
mayor 2a en la que el eje menor. se vea 
bajo un ángulo que mide 90 desde uno 


de los focos. 

A) Х2+2ү2=а? В)2Ү?+Х?=а? 
С)4Ү?+Х?=а? р)х2+2ү2=2а2 
Е) 4Ү*+Х2=2а? 


@ Halle la ecuación y la excentricidad de la 
elipse cuyas directrices son las rectas 
L: X-1=0 y L,: X — 9=0. uno de sus 
focos es F=(7; 0). 
J2 


A) (X-5) «2Y' 28 e- V" 


B) (X-5y «2(Y-1y =8, e= 


C) (X-1) +21 =, e= 12 


D) (X-1) «2(Y-1) =1,e= 
E) (X-1) «2(Y«1f =1,e=É 


@ Los focos de una elipse son F, (4. -2) y 
F¿(-2. 52). Halle la ecuación de la elipse 
si uno de sus vértices está sobre la recta 
L: X- Y -8=0. 


(x+1} (Ү-3) 


A) 25 16 
z 2 
C) Qr re $ 
2 2 


@ Demostrar que longitud el semi eje 

menor de una elipse es media 
proporcional entre los segmentos del eje 
mayor determinados por uno de los 
focos. 


@ Halle el lugar geométrico de los puntos 
que dividen a las abcisas de los puntos 
de la circunferencia X+Y=25 en la 


relación 4. . 
A) Recta 5 B) Circunferencia 
C) Parábola D) Elipse 
E) Hipérbola 

[35] Sea la elipse cuya ecuación es: 
KV 
ur + Calcule el área de la región 
cuadrada inscrita ala elipse. 
д) Sb ру 2а су За 

а? 4 b* а? +0? а? +0? 

p) 4%? ба?ъ? 


a +b’ a +b? 

g En la elipse de ecuación 9X^--16Y*—576 
se inscribe un cuadrado. halle la suma de 
las coordenadas de uno de sus vértices del 
cuadrado. 


A) -15 
D)-84 


@ En la elipse c: b*x? +а* у” = а?Ь°. se 
traza la cuerda MN. el punto (X; Y.) 


B) -12.5 
E) -4.5 


C) -9.6 


pertenece a MN y esta ubicado en el 
punto medio de MN . Halle la ecuación de 
la recta que contiene a MN. 

A) bxocFay y--bx, —ау =о 

В) Pxx+a y у+Ы%?+а5у° =0 

C) ax x- by y.- ax, - by,-o 

D) bx, x +аѓу y - 6х? - a*y? =о 

Е) ах x+by.y+ax,+by,=0 


[70 Determine fa distancia de la recta 
4X+3Y - 12=0 al foco mas cercano de la 


elipse 9Y?+13X?*=13. жу 
1 е Ма 
А) = А em С)2 
мі E 
D) 5 -E)3 


Deducir la ecuación de una elipse con 
.— centro en el origen de coordenadas. que 
tiene un vértice en (13; 0) y un foco en 

— (5:0). 4 


F tangente a la elipse 2X?+Y2=9. Halle el 
intercepto de esta recta tangente con la 


parte positiva del eje X. 

a 7 в) 2 c)2 
4 4 

D) 5 E) 5 
2 3 


@ Sea la ecuación de la elipse X?+4Y?=20 


yla recta L:2X-2Y-13=0. Calcule 
las ecuaciones de las rectas tangentes a la 


elipse y perpendiculares ala recta L > 


X+Y+5=0 X+Y+7=0 

X4Y-5-0 lx+Y-7=0 

X-Y45-0 X-Y+7=0 
Ox-yr=s=o  Plhx-y-7=0 

X4Y49-0 

X4Y-9-0 


Una recta intersecta a los ejes positivos 
de coordenadas en A y B. se ubica P en 


AB de manera que AP—ay a + b. Silos 
interceptos se desplazan sobre los ejes X e 
Y. Entonces P describe una figura 
geométrica llamada: 


A) Elipse B) Circunferencia 
C) Parábola D) Hipérbola 
E) Recta 


e Halle la ecuación dela hipérbola que pasa 
por los puntos A(3; 2) y B(7: —6). tiene su 
centro en el origen y el eje transverso 
coincide con el eje X. 


Xx? 5y* Xx? 16Y* 
a | =- =1 
А) 4 16 B) u 5 
NA 9y? 5Y? 
Le e vien d — -— = 
9 9,125 as 144 
Y 
E) ==» = 
) 125 5 


@ Los focos de una hipérbola son (-3; 0) y 
(3: 0) teniendo sus vértices las coordenadas 
de (-2: 0) y (2: 0). halle la ecuación 
de su asíntota cuya pendiente es positiva. 


45 45 
A) Y=X B) Ү=22-Х 


C) Y D)Y-2x 


3 
E) Y= 5% 


Una asíntota de una hipérbola es 


у= 3x . elejefocales el eje Y y un foco 
está'en el punto (0: -10). Escriba la 


ecuación cartesiana de esta hipérbola. 


A) ӘҮ? - 16X?=576 
B) 16Y?-9X2=576 
C) 8Y? - 4X?=228 

D)9Y? -16X1- 584 
E) 12у? —9x?-636 


Halle la ecuación de la recta que es asíntota 
a c;9X^ -4Y* «36. 


А) Y=3X B)Y--3X  C)2X=-3Y 
D)Y= 3х EJ3X=4Y 


! Halle las ecuaciones delas asíntotas de la 
curva 144? — 25y2=3600. 
A) 2X+15Y=0 B)5X+12Y =0 
C) 12X+5Y =0 D)12X+Y=0 
E) 15X+7Y «0 
(B) Halle la ecuación de una hipérbola cuyas 
asíntotas son Y =+3X y pasa por el 
punto (2: -5) 
3Y? 4X 9Y? X’ 
aros oo 
Sys. CES оү? ЗБЕ? 
O9 15^! 0195-1447 
9y* X 
E 2g. 


күз 

@ Seala hipérbola сара. yla recta 
L: 9X+2Y — 24=0, Calcule el área de la 
región triangular determinado por la recta 
Ly las asíntotas de la hipérbola. 
A) 6 "tr B) C)8 
D) 10 E) 12 

Dios focos de la elipse 


(x-1 | (v-4Y 
CE LCD 


de una hipérbola y a su vez los focos de 
ésta última coincide con los vértices de la 


elipse. Halle la ecuación de la hipérbola. 
y (022 (Q3 

6 8 

(v-4y (х-1) 

B) "UPC CS 
су (0-4 ec з 

8 6 
D) (y-4Y (кк). 

8 6 


(v-2- (x-1Y 
E) ECARGF Te 1 


=1. son los vértices 


e Halle la ecuación de una hipérbola con 
centro en el origen de coordenadas. focos 


sobre el éje Y, lado recto de 16 y la 


pendiente de una de sus asíntotas es 3 > 
~ 4 
A)16Y? - 9X?*=36 B)9Y?-3X*=36 
C)16X? - 9Y?=36 D) 9X? -3Y?=36 
E) N. A. 
Q La ecuación de la hipérbola 
x y 3 


wy! tiene excentricidad de “ y 


a 

directriz X= I ¿Halle a+b. 

А) 4 В) 5 С) 7 
D) 9 Е) 11 


© Halle la ecuación de la hipérbola 


2 y2 
Te nl tiene excentricidad de — З у 
аў 2" 


la direchiz X 25. 
aL 


Dada la ecuación de la hipérbola: 
Ж, wt 
dp . Halle la ecuación del 


diámetro de la hipérbola (lugar 
geométrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas a 
los ejes). 


@ Sea la hipérbola cuya ecuación es: 


X^ t 
Wow 1.Halle la distancia del foco 


dela hipérbola a una de las rectas asíntotas. 


Aja B)b C)c 


р) © - ga 
a е 


@ En una hipérbola. con centro еп el origen 
y el eje transversal contenido en el eje de 


las abscisas. la distancia del foco 


F(243, 0) aunadesus asíntotas es v3 . 


Halle la ecuación de dicha hipérbola. 

A) 3X* - Y?=9 B) 2X? - 3Y*-8 
С) х2 Y?-8 р) X?-2Y?=8 
Е) X?-3Y?=9 


@ Un punto Р(х; y) está a igual distancia del 


punto (4; 0) que de la circunferencia 
X?4+Y?=4. entonces P pertenece a una: 


A) Recta B)Circunferencia 
C) Parábola D) Elipse 
E) Hipérbola 


e Halle el lugar geométrico de los puntos 


cuyo producto de distancia a las rectas 
3X-4Y - 11-0: 3X+4Y +5=0sea igual 


2348. 

25 
A) Recta B)Circunferencia 
C)Elipse D)Parábola 
E) Hipérbola 


c DE араса 


EL NÚMERO DE ORO EN LA 
NATURALEZA 
En primer lugar, vamos a hablar de las 
espirales que forman los cuerpos de algunos 


seres vivos, por ejemplo, los caracoles: 


A primera vista, quizá no veamos por ningún 
lado la proporción áurea. Sin embargo, si 
dividimos la imagen en rectángulos 
(quedándonos solo con la espiral, sin la 
imagen del caracol), queda de la siguiente 
manera: 


nn 


En la imagen observamos muchos 
rectángulos áureos, que ya explicamos 
anteriormente, Si unimos, mediante una línea 
en espiral, como vemos en la fotografía, 
obtenemos-o que se llama espiral áurea. 

Esta imagen de una piña también ofrece 
algunas espirales áureas, 


1. 


— CUARTO SEMINARIO 
CEPREUNI-B 


ABCD es un cuadrado y AECD es 
su simétrico si AD forma con el eje 


- de simetria L un ángulo de 30”, y 


2. 


3. 


A 


CC'-4/3, entonces la distancia 
entre los céntros del cuadrado ABCD 
ysusimétrico es: 

A) 342 В) 243 C)2+243 
D3«23 E33 


En un triángulo ABC, se trazan las 
cevianas AD y BE. Si ADNBE=(F), 
=3(В0), AF=3(FD) y área de la 
región triangular ABC es 160°, 
entonces el área de la región 
triangular AFC en u^ es: 
A)6 B)7 
D)8 E) 10 


En un triángulo ABC, АВ=с, AC=b 
BCza. Halle el producto del radio de 
la circunferencia circunscrita por el 
radio de la circunferencia inscrita. 


C)8 


A) abc B) 2abc 
a+b+c a+b+c 
C) abc 3abc 
Aa+b+c) a+b+c 
abc 
9, 2(a*b«c) 


. En un triángulo ABC, el segmento que 


une el incentro con el baricentro es 
paralelo al lado AB, sea r el inradio 
del triángulo, si АВ.г=400°, entonces 
el área de la región triangular АВС 
es: 

А) 45 
D)58 


` B)50 
- E)60 


С)52 


. En un triángulo ABC, recto еп С, se 


inscribe una circunferencia, tangente 
a AB en E-y a BC en H. Si 
EHNAC=(F) y AE=3, BE-10, 
entonces el área de la región 
triangular EFC es: 


@ gym у 
Aq BEN Оз 
190 200 
DAS 3 
АОВ es un cuadrante, se traza al 


interior una semicircunferencia con 


diámetro OB y la tangente AQ a la ` 


- semicircunferencia (Q еп la 


semicircunferencia), Si ОА =W10 


entonces el área de la región 


triangular OQB es: 
AM B)2 cy» 
D)4 E)5 


7. 


En un triángulo ABC, se traza la 
altura BH tal que m.zABH - 2m zHBC. 
Si AH=8 y HC=3 entonces el área de 
la región triangular ABH es: 


A) 12 B) 14 С)16 
0) 20 Е) 24 
. ABCD es un cuadrado, al interior se 


traza la semicircunferencia de 
diámetro Абу la tangente ВО con Q 


en la  semicircunferencia Si 
AB-245, entonces el área de la 
región triangular BQC es: 

А)4 В)5 C)6 

D)7 E)8 
. ABC es un triángulo escaleno, se 


trazan la altura y la mediana BH y BM 


respectivamente de modo дие 
mABH = m MBC = 7293 JEL: 
ВН = 2 entonces el área de la región 
triangular BHM es: 
А) 1 8)2 С)з 
D)4 E)5 

10.En una  semicircunferencia de 


11. 


12. 


13. 


diámetro AB, OcAB (AO-OB)se 
prolonga AB hasta C, se traza la 
secante CDE (D y E en la 
semicircunferencia). Si ED=2m y 
DC=7m y EO 1 АВ entonces el área 
de la región triangular EOC es: 
A)342 B42 С) 65 
D) 8/2 E) 9/2 


ABC es un triangulo rectángulo, se 
traza la alturaBH relativa a la 
hipotenusa. Si la suma de los 
inradios relativos a los triángulo 
AHB, BHC y ABC es 8 y AC=20 
entonces el área de la región 
triangular ABC es: 
А) 40 В)50 
0) 80 Е) 90 


En un triángulo ABC sus lados miden 
AB=6u, BC=8u y AC=10u. Entonces, 
el área de la región triangular que se 
forma al unir el ortocentro, incentro y 
circuncentro del triángulo ABC es: 


C) 70 


A) tu? В) 1,502  C)2u? 
D) 2,5u? E) 0,5u? 
En un triángulo —isósceles 


АВС(АВ = ВС) se inscribe una 
circunferencia; luego se dibuja otra 
circunferencia tangente a la 
circunferencia inscrita y tangente a 
los lados AB y BC. Si los radios de 
las circunferencias miden 3u y 1u, 
entonces el área de la región 
triangular ABC es: 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 


19. 


A) 244302 — B)2r/3w^ C)se yan 
0) 45/302 Е) 42434? 
En un triángulo ABC recto en B, | es 


el incentro y O es el circuncentro: Si 
mZAIO=90 y área (AAIO)=5u%, 
entonces el área de la región 


triangular ABC es: 

Ay20u* B)24u?  C)30v4 
D) 36u? EM8u? 

En un triángulo rectángulo ABC, 


recto en B, se trazan la mediana BM 
y su mediatriz que intercepta a los 
lados AByBC en P y Q 
respectivamente. Calcule el área 
(PBQ) si AB=c, BC=a y АС=Ь. 


b* b^ p^ 
A vac — 240 Ve 
b* b^ 
с за 
Desde un punto Р exterior a una 


circunferencia se trazan las secantes 
PAB y PCD de modo que 
(PC)(CD)=24u*, AB es diámetro y el 
arco BD mide 90°. Calcule el área 


(ABC) en i. 

A)6 B)8 C) 12 

0) 24 E) 4/3 

Se tiene un hexágono equiángulo 


cuyos lados miden 1,4,5,2,3 y 6 
respectivamente, Calcule el área de 
la región hexagonal. 


- 
ду 858 pE yes 
4 4 4 
65/3 67/3 
D) Se ) AT 
En un triángulo ABC se tiene que el 


ángulo ABC mide 60”. Exteriormente 
al triángulo se construyen las 
semicircunferencias cuyos diámetros 
son AB y BC, Calcule el área de la 


región(ABC) sabiendo que la 
tangente común a las 
semicircunferencias mide 2. 

A) 643 B) 12 С) 443 
D)9 E) 343 

Se tiene una circunferencia tangente 


a los lados AB y BC de un triángulo 
equilátero ABC, en los puntos P y Q. 
Desde А se traza la tangente AT a 
dicha circunferencia de modo que P, 
T y С son colineales. Calcule ә! área 
de la región(APC) si AC=4u. ; 
A)s/àé . B)/à? С)2/з? 
0) 322 Е) 2/60 


20. Sea*r' el inradio del triángulo ABC y 
r, el ex radio relativo al lado BC. Si 
BC=a demuestre que el área de la 


р " arr. 
región triangular es El 
с i (rs A r) 


21. Demostar que el área de un 
triángulo rectángulo es igual al 
producto de los ex radios relativos a 
los catetos 


22. En un cuadrilátero convexo KLMN, la 
mZLKN- mzLNM = 90°, mzNLM = 45 
y mZKLN=30*. Si КМ = 27, entonces 
el área de la región triangula KMN 
es: 


2 
А)22 £ 


В) 2 C) - 


D) 32 E) 32 
2 

23. En un cuadrilátero ABCD se tiene 
que P, Q, R y T son los puntos 
medios de AC, BD, AD y CD 
respectivamente. Por los puntos P y 
Q se trazan dos rectas paralelas a 
BD y AC, las cuales se interceptan 
en el punto G. Determine la relación 
entre las áreas de las regiones 


cuadrangulares ABCD y DRGT. 
A)6 B) 4,5 CM 
0) 3,5 E) 5,5 


24. Se tiene un cuadrado ABCD de 
centro *O", cuyo lado mide 3u. Dicho 
cuadrado gira 30° alrededor de "O" 
obteniéndose otro ‘cuadrado 
AB'C'D'. Determine el área de la 
región comün a ambos cuadrados ( 
enu) - 


A) з(2+./3) B) 3(3+/2) 
C) 4(43+1) D) 9(43 -1) 
E) 6(3- 3) 


25. En un cuadrado ABCD, M y М son 
puntos que  trisecan al lado 
BC(BM«MC, NeMC) AMNBD= {P}, 
АСПВО={О} y АСПОМ = {О}. Si el 
área de la región ABCD es 480°, 
entonces el área de la región 
OPMNQ es: 

A) 5и? B) 6u? 
D) 8u? E) 9u* 


26. Se tiene un cuadrado ABCD, en la 
prolongación de AD se ubica el 
punto E, tal que DE=AD. Desde “B” 
se traza la tangente BT a la 
semicircunferencia de diámetro DE, 
*T' es el punto de tangencia. Calcule 
el área de la región 
cuadrangular(ABCD) si ВТ = Bu. 


C) 7u? 


КА 


A) 10 В)1,2502  C)0,75u* 


D)1,54%  E2f 
27. La circunferencia inscrita a un 
trapecio ABCD, es tangente a los 
lados laterales AByCD en los 
puntos P y Q respectivamente, tal 
que AP=4, BP=3 y CQ-2. Calcule el 
área (ABCD). 
A) 28/3 В) 30/3 
D)32/3 БЕ) 4042 
28.Calcule el área de una región 
pentagonal ABCDE sabiendo que 


C) 36/2 


BD-6u, АВ=ВС, CD=DE, los 
ángulos ABC y CDE son rectos. 

A) 18 B) 24 C) 16 

D) 20 E) 12 


29. En un triángulo ABC acutángulo de 
circuncentro O, se trazan las alturas 


AF, BQ y CP. 
Demostrar que el área de la región 
triangular АВС es igual а! 


semiperimetro del triángulo pedal 
multiplicado por la longitud del: radio 
de al circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC. 


30. En la figura mostrada, ABCD es una 
región cuadrada cuyo lado mide /. 
Los triángulos ABM, BCN, CDE y 
ADF son equiláteros. 

Entonces, el área de la región 
sombreada es: 


B) 508-3) 
D) 2(342-2) 


А) (443-3) 


С) Z(2/3-1) 
Е) (243-3) 


31. En un cuadrilátero convexo ABCD, Му 


N son puntos medios de las diagonales 
ACyBD. Las prolongaciones de los 
lados AByDC se interceptan en el 
punto P. Demostrar que: 


Areal AMPN)= Aree een. 


32. En un rectángulo ABCD las diagonales 


se interceptan en el punto O. Se ubican 


33. 


M y N puntos medios de CD y AD, los 
segmentos BM y MN interceptan a les 
diagonales en los puntos Q y P. Si el 
área de la región rectangular ABCD es 
48u?, entonces el área de la región 


cuadrangular POQM. 
A) 4u? B)5u? Cj6u? 
D)8u* EJ)10u? 


En la figura mostrada, M, N y P son 
puntos medios de  AA,BByCC. 
Demuestre que: 


Area (Амру (2480) 


LI а 

А' В' С' 
34. En la figura KLMN es un trapecio de 
área Su? Si P у Q son puntos 
medios, entonces el área de la 


región triangular РМО es(en ш): 
L. M 
P 
T 2 5 S A 
A) 3° B) 2 C) 3 
S S 
D) 7 E) 5 


35. En la siguiente figura, KLMN es un 
paralelogramo. Si A y B son 


regiones cuadradas, y 
(NMXMLXLKXKN)- е, entonces el 
área de al región C es: 


T 


| 


| 


| 
| 


A n 


Ш 


| 
| 


SEMINARIOS CEPREUNI 


A) хв 


B)f83ABé С) YABE 
D)2/2ABf  E)2YAB* 


36. El área de unía región rectangular de £ 
unidades de perímetro, inscrito en un 


círculo de feno R TOP S 

А) w B) xd 

с)“ 188 "E 19 
2 eg? . 

SUE 


37. Sobre los lados AB, BC, CD y AD de 
un cuadrilátero ABCD se ubican los 
puntos P,Q,R, y T respectivamente tal 
que AP=2(PB), CQ=2(BQ), CR=2(RD) 
y AT=2TD. Calcule el área (PQRT) si 
área (ABCD)- 36и. 

A) 18u? В) 127 
D) 2407 E) зи? 


38. En la figura, se tiene dos hexágonos 
regulares. Si АВ=/у  EF-FG, 
entonces el área de la región MNPQ 


C) 16у? 


A) 3432? B) 5985 C) #82 
1143 2 "1143 
06 Е) XR 


39. En un trapecio ABCD(AB//CD), M 
es punto medio del lado AD. Luego 
se traza МО, perpendicular al lado 
BC. Si BC=a y MQ-b, entonces el 
nod P er а 
trapecio es: 

A) ab B)dab. C) E 
3 даь 

40. ABCDE... es un decágono regular . 

Si AD=(1+/5)m entonces el área 


рат limitada рог el decágono * 


Ж-а # B) 4{10-2у5т? 
y (C) sto 512 D) 510+ 5т? 
Е ЕА m 
cr rectangular ABCD 
. "OQ" es el centro de la 


45. ABCD es un 


ES is JE 


circunferencia tangente al ВС y a las 
prolongaciones de AB y AC. Se trazan 


las perpendiculares OPyOQ hacia 


AD y la prolongación de DC. Calcule 
el área (OPDQ). 
A) 36u* 


B) 48и? 
D) 454 


С). 3202 
Е) 35u? 


42. Se tiene un pentágono ABCDE donde 


AB=AE=ED y los ángulos BAE, AED y 
BCD son rectos. Calcule el área 
(ABDE) sabiendo que la suma de las 
áreas de las regiones ABC y CDE es 
igual a 48 
А) 84u? 

D) 92u* 


В) 720° 


dt С) 76u? 
T 


43. Un cuadrilátero ABCD está inscrito en 


una circunferencia de modo que 
АВ=ВС, CD-6u y AD es diámetro. 
Calcule el área (ABCD) si el radio 
mide 5и. 
А) 32u? 


С) 240° 
D) 35u? 


B) 3би? 
Е) 420 


44. En un cuadrado ABCD, se inscribe una 


circunferencia. E, F y G son los s puntos 
tangencia a los lados AD, DCy CB 
respectivamente, AG intercepta a la 
circunferencia en el punto J. Si ABCD 
tiene un área de 16u” entonces el área 


de la región cuadrangular EJGF es: 

A) De B) е5 C) 2, 
М 2 M 2 

D) 5 u E) 5 у 


trapecio 
(ВС// AD y BC<AD), se trazan BF//CD 
(F еп AD) y CQ//AB (Оеп AF) que se 
interceptan en O. Si el área de BOC y 


QOF miden  4m* y 9m 
respectivamente entonces el área del 
paralelogramo ABCQ es; 

A) 16m B) 17m C) 18m? 
D) 19m? E) 20m* 


46. ABEC es un trapecio rectangular, 


ВЕ LCE у CE<AB. Si 
mZCAB=mZCBA=60 y АЕ=./7т, 
entonces el área de la región trapecial 


es: 
Ba 348 2 248.2 
A) x B) Ta C) q 
548 3 248 2 
D) Em E) m 


47. Еп un trapecio rectángulo se 
encuentra inscrita una 
circunferencia, si el punto de 
tangencia de dicha circunferencia 
con el lado oblicuo divide a este en 


segmentos de 1u y 9u. Halle el área 


de la región trapecial (en uô), 
A)2 B)5 С) 48 
D) 50 E) 52 


48. En un triángulo rectángulo ABC, 


recto en B se traza la altura BH. 


(HeAC) y luego HF1AB y 
HG 1BC. Si AF-2 y CG- 7, 
entonces área (BFHG) es: 

А) 4,5 B)6 C)9 

D) 10 E) 14 


49.M es un punto exterior a una 


circunferencia, desde el cual se 
trazan las secante MBC y MAD, si el 
área (ABCD)=S y 3(AB)-2(CD), 
Halle el área (ABAM). 


2 3 4 
A) 55 8S CIS 
2 3 
D) E E) 55 


50. ABCDEFGH y AB'CD'EF'GH' son 


dos polígonos regulares simétricos, 
Si el lado del polígono es 4., el área 
de la región D'CDE es: 


A) 442-42 B) &/6- /2 
C) 8/2 D) 842-2 
E) 8424.2 


51. En un rectángulo ABCD(BC » AB) se 


52. 


53. 


traza MN//AB tal que 
mzMANsmZzNCD. Si AM-5u y 
CN=12u, entonces el área de la 


región rectangular es: 
А) 45 B) 50 С) 58 
D) 60 E) 62 


En un triángulo ABC, se inscribe una 
circunferencia que es tangente a los 
lados AB, BC y AC en los puntos M, N 


P. Demostrar que: 
Area (ЛАВС) 2R g; 
Аңа АЙН qoa КӨН MM 


circunradio у г el inradio del triángulo 
ABC 


En un triángulo ABC, se ubican los 
puntos M, N y P en los lados AB, 
AC y BC tal que: AM=2MB, CN=2AN y 
BP=2CP. La ceviana BN intercepta a 
la cevianas CMyAP, D y P 
respectivamente y las  cevianas 
AP y CM se interceptan en el punto T. 
Si área (AABC)-S, entonces el área 


de la región triangular PQT es: 
S 5 5 
А) 5 B) $ С) 7 
5 5 
D) $ E) D 


54. En un triángulo ABC se traza la 
mediana BR que intercepta a las 
cevianas. AP y AQ en los puntos F y G 
respectivamente. Calcule el área 
(FAG). Si BP=PQ=0C y área (ABC) es 
400. 

А) 902 - B) 6u? 
D) 5u? E) 1202 


55. BCD es un paralelogramo, E punto 
medio de AB, EC y BD se intersecan 
en el punto F. Si la distancia de E al 
lado AD es 3m y AD=10m, entonces 
el área de la región AFCD es: 

A) 20m? В) 30m?  C)40m* 
D) 50т Е) 60m* 

56. ABCD es un paralelogramo M, N 
puntos medios de AB y CD, P eBC, 
AP interseca a MN en T y PD 
interseca a TN en S. Si el área de 
AMT y SND es 4m? y 9m? 
respectivamente, entonces el área 
de la región triangular TPS es: 
A)i0m  B)1iimó  C)t2m* 
D)13m? Е) 14m* 


57. ABC es un triángulo acutángulo, se 
ubican los puntos D, E y M en 
AB,BCyDC respectivamente. Si 


AD=DB, DM=MC y 25-1 y área 
ABC de 60m? entonces el área de 


суви 


la región BME es: 
A) 6m* B)5m? Сут? 
D) 3m? E)2m* 


58. En el triángulo ABC, se traza la 
ceviana AD, se ubica el punto E en 
zn q 8D_ED_1 
AD. Si 8c" 4074 y el área de la 
región AEC es de 9u? entonces el 
área de la región ABD es: 
A) 202 B) зи 
D) 5u” E) 6u* 


58. En un paralelogramo ABCD, M es el 
punto medio de AD, ВОПМС ={0}, 


AB-8, las distancia de M a AB es 
3. Halle el área de la región 


C) 4u? 


triangular COD . 
A)6 B)8 C)9 
D) 10 E) 12 


60. En un triángulo ABC, desde un punto Q 
exterior a BC se trazan paralelas a 
ACyAB tal que іпіегсеріап а 
BC, AB y AC en los puntos E, RyH 
respectivamente, además 
ОНПВС = {Е}. Si área(AEBF)=S;, 


área (AERQ)=S, área(AHRC)=S;. 
Halle el área ( ^ABC). 


к CRAD 
м CEA 
с) (5.46465) 


p BS) 


61. En un triángulo ABC, sus medianas 
miden 13u, 14u y 15u. Entonces, el 


área de la región triangular ABC es: 
A) 96u? В) 11202 С) 132 
D) 13602 Е) 148и? 


62. En un triángulo isósceles АВС 
AB=BC=30u. Desde el punto medio 


M de BC se traza ME 1 ВС(Е e AB). 
‚ AE 1 T 
с=т. li 
Si ЕБ 5 Halle el área de là región 


triangular ABC(en u°): 
A) 320 B) 340 C) 350 
D) 360 E) 370 


63. En la figura mostrada BF=FC=a. 
AD=m y DC=n. Halle el área de la 
región triangular BEF. E 

n 


A rd 
A) 2ап(т+п) В) 2amín-n) 
m-n men 
с) Зап(т+п) D) Зат(т-л) 
m-n m+n 
) an(m en) 
2(т-п) 


64. En un rectángulo ABCD de la figura, 
MN y P son puntos medios de 
AB, BC y CD respectivamente. Si el 
área de la región rectangular es 4002 
, entonces el área de la región 
cuadrangular ONPQ (en u?) es: 


I 


2 


66.En la figura 


A)8 B) 10 C) 12 


E) 16 


65. En un pentágono ABCDE se tiene que 


AB=BC, CD=DE, los triángulos ABC y 
CDE son semejantes, ACNBE=(P), 
ADNBE=(0) y CENAD=(R]. Halle 
área (RCD) Si área (PBC)=15, 
área(APQ)=10 y área(RQE)=12. 

A) 14 B)16 C)13 
0)12 Е) 17 

MN//AC, NQ//AB. 
Calcule el área de la región circular de 
centro O, 


A) x(1+2,+1)' B) 3 


xin ts)" 
3 


2 
c) HERA D) ань)? 


E) 2x(1) +r +1) 


67. Sea el triángulo ABC, MeBC y 
те .BM 3 AQ 2 

Qe AC tal que: mM Z y Qc^3 
АМПВО = {Р}. Halle la relación de 


las áreas de las regiones ABP y 
PMCQ. 


1 1 1 

A) 2 8; cn D3 Ez 
68. En la figura siguiente, el área de la 
región triangular PMN=A и, Si se 
sabe que: «7, entonces el área 


de la región triangular PKL, (en и), 
es: E 
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2 
А) 2A/? В)А/? С) E 


D) л E) зд? 


69. En la figura MQz3(NP) sean R y L los 


70. 


puntos medios де  MNyMO, 
respectivamente. Si S es el área de la 
región triangular MNQ, entonces el 
área de la región PRLQ es: 


Dos circunferencias С, y C; de radio 
R y centros P y Q, son secantes en los 
puntos M y М, de modo que РО=К. La 
tangente comün es 
AB(AeC,yBeC;), la prolongación 
de AQ intercepta a C; en T y el ángulo 
AMB es obtuso. Calcule el área de la 
región limitada por ОТ, QM y MBT. 


A) E (ree) B) F lans9,5) 
IRA S з 
C) 24 6773) D) a; 943) 


E) Elx») 


71. Se tiene un cuadrado ABCD de lado 


би. Calcule el área. de la región 
limitada por la circunferencia inscrita 
en el cuadrado y la circunferencia 
que triseca a los cuatro lados del 
cuadrado, * 


R Li R 
DE 9: ož 
D) х ES 


72, En una circunferencia se trazan las 


eb 


cuerdas AB y CD concurrentes en el 
- punto P, tal que PC-4 y el ángulo 


ADC mide 30”. Se traza una 


“circunferencia que contiene a los 


puntos P, B y C. Calcule el área del 


74 


75, 


76. 


SEMINARIOS CEPREUVNI 


menor segmento circular 
determinado por PC 


Bn Tr 
A) 7-48 B) 7-248 
ots D) $ 
Tx 
E) 7-4 


73. Еп la figura se muestan 4 
semicircunferencias , donde MN=a y 
NL=b, Calcule el área de la región 
sombreada. 


A) qa -ab4b?)B) qe +ab+b*) 
С)5(а? +ab+20*)D) 5(28° +ab+b?) 


E) 302° +ab+2b*) 


. ABCD es un cuadrado, se inscribe una 


circunferencia, se traza la diagonal BD 
que intercepta a la circunferencia en el 
punto E (DE>EB). Si АЕ = {Зи 
entonces el área del circulo es: 


R z х 
А) qe B) 34 C) 5% 
D) nu? Е) e 
ABCD es un rombo circunscrito a una 


circunferencia. Si el perimetro del 
rombo es de 16m y mZBCA-30* 
entonces el área del circulo es: 

A) 6zm* В) Sam? С) 4xm* 
D) 3xm? E) 2xm? 


ABCDE.. es un octógono regular, 
AD y GC se intersecan en P, O centro 
del octógono. Sí POz1m, entonces el 
área de la circunferencia circunscrita en 
т“ es; 


A) (14 /2)x В) (2+/2)x 
С) (3+/2)x D) (3+242)x 
E) (3+342)x 


77.AB es el diámetro de una 
semicircunferencia, se traza una 
circunferencia tangente en D y a la 
semicircunferencia y en C a AB. Si 
los radios de ambas curvas miden 
4m, entonces el área de la región 
triangular BDC es: 
А) 2(43 -1)m?B) 3(48 -1)m? 


O — Dys(Bcim: 
E) 6( 43 -1)m? 


78. Un triángulo ABC esta inscrito en 


una semicircunferencia de diámetro 
AC, teniendo como diámetro AB y 
BC se trazan semicircunferencias 
exteriores al triángulo. Demostrar 
que la suma de las lúnulas 
formadas, es igual al cuadrado de la 
tangente común a las 
semicircunferencias construidas 
sobre los catetos, 


79. Halle el área del sector circular, 
donde O, y О» son centros de las 
circunferencia. T es punto de 
tangencia, y AT=a, BT=b, O,A-R 


nar? ra? 
АК. B 
) 6b? ir: 
XDR? zb? 
сү D) — 
) ба? ) ека? 
2,2 
та 
Е) a 


80. Un círculo esta inscrito en un sector 


= 


circular de 90° y de radio R, entonces 
el área de dicho circulo es: 


A) R*(3-2/2) B) R*(3- /2) 
C) 0-20) D) 20-28 ) 
E) sR?(2/2 -1) 


. En la figura OF=2 halle el área de la 


región sombreada. 


А) a- 3 8) 2(«- 3) 24 
C) 20-48) D) 24-50) T 


E) 5 л- 43) 
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89. En una circunferencia de centro se 


2 - A 
A) 3408-2) B) 3198-9 trazan los diámetros AByCD 


32. ¿Para cuál valor del radio, se hace 


máximo el área de un sector circular 2 2 i i 
f é perpendicular entre si. Se traza la 
de perimetro (р? Е © g 8-9) D) qg v8 - x) cuerda AQ que intercepta al radio 
A) гр в) 2 с)? 2 Св OC en el punto M. Luego se dibuja la 
{ z 3 E) r1 349-х circunferencia circunscrita al triángulo 
0? : e? 86. En la figura mostrada ABCD es una CMQ. Si MC=d, entonces el área del 
región cuadrada cuyo lado mide £ segmento circular CM. es: 
83.La figura MNPQ es un unidades. Е А Ф (2) DEAE, 
paralelogramo, donde МН=һ, 2 ona kx cm ср, ir 4 8 
= = = Я ^ a 2 
Баре сыза semicircunferencias tienen centros en Oy, C) 96-2 D) Ela) 
QK y NL son arcos de Os, O; y O,. Demostrar que las regiones 6 8 
circunferencia, cuyos centros son М sombreadas son equivalentes. E) d (3) 
y P respectivamente, entonces el E 4 


85. 


área de la región sombreada es: 


. En la figura mostrada AOB es un 


cuadrante cuya radio mide -R. Los 
puntos О; y O, son los centros de la 
semicircunferencias. Demostrar que 
las regiones sombreadas К, y К. 


[] 
О; 
En un triángulo regular cuyo lado 
mide /, con centro en él 


baricentro de la región triangular y 


¿ 


radio 3 se dibuja una 


circunferencia. Halle el área de la 
parte de la región triangular 
exterior a la circunferencia. 


87.En |a 


A) 


D) 


figura mostrada, las 
circunferencias son tangentes 
exteriores y sus radios miden R y r. 
Los puntos A, B, C y D son puntos 
de tangencia. Halle el área de la 
región cuadrangular ABCD. 


&Rr/RI 8) 4Rr/ Rr c) eRr Rr 
(R+r) Rer R-r 
BRr/Rr E) 9Rr/Rr 

К-т к-г 


BB. En la figura mostrada ABCD es una 


región cuadrada. Considerando como 
centros los vértices del cuadrado y 
radio la mitad de la longitud de la 
diagonal se trazan arcos. 


* Demuestre que el área de la cruz de 


malta es aproximadamente la cuarta 
parte del área de la región cuadrada. 


Si las tres circunferencias son 
congruentes y radio r, entonces el 
área de la región semicircular de 
centro O es: M 


QUINTO SEMINARIO 
CEPREUNI 


1. Indique el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

|. En todo poliedro se cumple que el 
nümero de caras aumentado en 
su númeto de vértices es igual a 
su número de aristas aumentado 
en dos unidades. 

IL Existen poliedros no convexos 
cuyas caras son todas regiones 
poligonales convexas, 

IIL Un poliedro que tiene sus ángulos 
diedros y sus ángulos poliedros 
congruentes y cuyas caras son 
regulares y congruentes es un 
poliedro regular. 

A) VW B)FFV 

D) VV E)FFF 


2. ¿Cuántos poliedros se pueden formar 
con 6 triángulos equiláteros de lado L 
y un hexágono regular de lado L. 
A)0 B) 1 С)2 
0) 3 E)4 


3. ¿Cuántos vértices tiene el poliedro 
formado por 6 regiones triangulares, 
10 regiones cuadrangulares y 20 


C) FVF 


pentagonales? 
A) 40 B)42 C)45 
0) 47 E) 48 


4. En un poliedro convexo, el nümero de 
caras, más el nümero de vértices y 
más el nümero de aristas es 28. Si 
los ángulos en todas las caras suman 
1800”. Halle el número de caras. 

A)8 B)9 C) 10 
D) 12 E) 14 


5. En un poliedro convexo se cumple 
C+V+A=30. Donde C representa el 
número de caras. V el número de 
vértices y A el número de aristas. Si 
las medidas de todas las caras 
suman 1800”, halle el número de 
caras. 4 
A)7 Bj8 ^ Cc)9 
D) 10 E) 12 


6. Un poliedro convexo tiene 33 vértices 
y esta conformado por 8 caras que 
son regiones triangulares, 9 caras 
que son regiones cuadrangulares y m 
caras que son regiones 
pentagonales. Calcule el número de 
diagonales del poliedro. 
A) 250 B) 390 
D) 528 E) 560 


7. Un políedro convexo tiene 33 vértices 
y está conformado por 8 caras 


C)410 
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triangulares, 9 caras cuadrangulares 
у m caras pentagonales. Halle m. 
A)9 B) 10 C)11 

D) 12 E) 13 


8. Un poliedro convexo está formado 
por n regiones cuadradas y 4n 
regiones triangulares. Siendo 8 el 
nümero de vértices, halle: n. 

A)2 B)3 С)4 
0) 5 E)6 


9. Las caras de un poliedro convexo son 
regiones pentagonales; si las caras 
fueran regiones triangulares, se 
necesitarían 20 caras más para que 
el nümero de aristas no verie. 
¿Cuántas caras tiene el poliedro.? 

A) 20 B)25 C)30 
D)35 E) 40 


10. Dadas las proyecciones H, F y P 
de un sólido. Calcule su nümero de 
caras. 


F 
A)8 B)9 C) 10 
D) 12 E) 14 

11. Se tiene un prisma de C caras y V 
vértices, simplifique: E = vu 
AC В) Os 
pc Ht 


12. En un plano P se ubica un 
cuadrilátero ABCD, y en el interior del 
cuadrilátero se ubica el cuadrilátero 
A'B'C'D'. Exterior al plano P se 
ubican los puntos E y E' de manera 
que EE'LP, EE')P- €, siendo E 
más alejado que E' respecto al plano 
P. Halle la relación entre el nümero 
de vértices (V), nümero de caras (C) 
y nümero de aristas (A) en el 
poliedro E ABCD D'C'B'A'E' 


A) V+C=A+2 B) V-C=A+1 
C) V+C=A+3 D) V+C=A+4 
E) V-C=A+2 


13. Un poliedro convexo tiene cinco 
caras, Entonces el número de 
vértices es: . 

A)5 B)6 С)7 
D)566 E)667 


14. Indique el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 
1, Sólo existen 3 pares de poliedros 
regulares conjugados. 
Il. Si se unen los puntos medios de 
las aristas de un hexaedro regular, 
se obtiene un poliedro de 12 
caras. 
IL En todo poliedro regular, la 
intersección de los ejes de 
simetría contiene a su centro de 


simetria. 
A) VWV B) VVF C)FVF 
D) VFF E) VFV 


15. Еп ип tetraedro regular, calcule la 
medida де! ángulo diedro que forman 
dos caras adyacentes. 


A) Arecos(*) B) Arcos: 


C) Arcos 2) D) Arcos +) 


E) Асов 7. 


16. Еп un tetraedro regular , la suma 
de las longitudes de sus aristas es 
48 cm. Halle el área de la superficie 
total en cm". 


A) 2443 B) 3243 
C) 4843 D) 6443 
E) 8043 


17. Еп un tetraedro regular ABCD, С 
es el baricentro de la cara DAC. En la 
altura del tetraedro relativo a la cara 
BAD se ubica M tal: que la 

ZAMD-90. Luego se traza GM 
cuya prolongación intercepta a BC 
en F. Si GM=12, halle MF. 

A)6 B)7,5 C)9 
D) 10,5 E) 12 


18. Еп un tetraedro regular ABCD, de 
arista a, se traza la altura DH. Halle 
la distancia entre DH y BC. 

al3 av? ау 
ег атата СШ 


аЗ аү2 
о) 5 E 


19. Еп un octaedro regular de arista a, 
halle la longitud del segmento que 
une los baricentros de dos caras 
consecutivos. 


20. En un tetraedro regular ABCD 
tiene por arista a, halle la distancia 


entre dos aristas opuestas. 
al a а/2 
ARE AE 
а a 
da еа 


21. Se proyecta un octaedro regular 
de arista a sobre un plano que 
contiene a una de sus caras. Halle el 


área de la proyección. 
A) В Bavi 0) E 
D) Sas E) 3a /3 


22. En la figura mostrada se tiene un 
dodecaedro regular, calcule el valor 
del ángulo que forman AB y CD. 


KT 


A) 30* B) 45* 
D)60* E) 90* 

23. En un tetraedro regular ABCD, de 
arista a, Se ubican los puntos medios 
M y N de AB y AD. Halle el área de la 
sección que produce un plano que 
contiene a M, N y es paralelo a AC. 


С) 53° 


a г? а*/2 
а? aya 
D 525" 
24, Зе traza un plano secante a un 


tetraedro ABCD, tal que la sección 
determinada sea paralela a las 
aristas AB y CD. Si estas aristas son 
cruzadas y forman un ángulo que 
mide a. Halle el área máxima dé la 
sección determinada. 


Б: APCD sena 


DEO а D) А820 5а 


E) AB.CD Sena 


opuestas de un octaedro regular de 
arista a. 


ay2 ada аб 
А) p a cf 
8 ay6 
D) PH E) i 


26. Se tienen dos tetraedros regulares 


donde la altura de uno de ellos es la 
mitad de la arista del otro. ¿En qué 


relación están sus áreas?. 
3 2 1 
AI E x 
y 8 B) 3 С) 2 
5 2 
D) 3 E) Е 


27. Еп un octaedro regular, calcule la 


medida del ángulo diedro que 
determinan dos caras adyacentes. 


A) Arcos 5) B)Arccos(-5) 
C) Атоов) D)Arecos|-5) 


E) Arccos/-¿) 


28. La longitud de la arista de un 


octaedro regular es el triple de la 
longitud de la arista de un icosaedro 
regular. Halle la relación entre las 
áreas de las superficies de tales 
poliedros. 


16 17 18 
yz Mi A 
19 21 
Ds B 


29. Enun hexaedro regular de arista 


2u. Halle la menor longitud del 
recorrido que se puede realizar 
pasando por todas sus caras. 
Partiendo de un extremo y llegando al 


otro extremo de la misma arista. 
Aj6 B)8 C) 10 
D) 12 E) 14 


30. Dado un tetraedro regular de 


arista "a", determine el área total del 

poliedro que se forma al unir los 

puntos medios de los lados de cada 

cara del poliedro dado. Área del 

tetraedro es St. 
St 

A) 4 


St St 
B) 3 C) 7 


2St 4 
D) "Y E) 55“ 

Еп un cubo ABCD-EFGH, Q es 
punto medio de AG; L, M y N son los 
centros de las caras BCGF, ADHE, 
EFGH respectivamente, calcule la 


medida del ángulo que forman 
LQ y MN. 

A) 60 B)75 C) 65 

D) 90 E) 121 


32. En un octaedro regular ABCDEF 


34. 


35. 


36. 


de diagonales АС, BDyEF, M es 


345 B) Arc cos dé 


D) Arc sen $Ë 


Halle el valor de verdad: 

- El tetraedro tiene 6 planos de 
simetría. 

- El hexaedro regular tiene 9 planos 
de simetría. 

- El octaedro regular tiene 9 planos 
de simetría, 

A) VW B) VVF 

D)FFF E) FVV 


Indique el valor de verdad de las 

siguientes proposiciones: 

L Todos los poliedros regulares 
tienen centro de simetría. 

ll, El octaedro regular tiene 9 planos 
de simetria. 

111. El icosaedro regular tiene 15 ejes 
de simetria 

A) VFV B) VVF C) VW 

D) VFF E)FVV 


. Enun tetraedro regular de arista a, 
se traza un plano de simetría por una 
arista; halle el área de la sección que 
determina el plano. 


C) VFF 


ау ss EE 
EIC а А ру 
Je г? 
i E 
En la figura se tiene un hexaedro 


regular y uno de sus ejes de 
simetria . AM=2MB; si M'es el 
simétrico de M con respecto al eje en 
que relación divide М" a la arista que 
lo contiene. 


37. En un hexaedro regular ABCD- 
EFGH con centro de simetria en O se 
ubican M en. DH al que DM=MH y P 
en АМ tal que AP=3(PM). Se traza 
una recta L perpendicular al plano 
AMG y que pase por O. Si la longitud 
de la arista del hexaedro es 8 cm. y 
P' es el simétrico de P Tecto a L, 
halle la distancia de P' a la arista FG 
en cm. 
А)1,5 8) 2 С) 2,5 
0) 3 Е) 3;5 


38. Se tiene un rectángulo ABCD, tal 
AB_1 AA А x 

que Өс AB'CD' es el simétrico 

de ABCD respecto al lado AC, si 

BC(1AD' - {М} y el área de la región 


rectangular АВСО es igual a SÊ 
Halle мо". 
2 3/3 345 
А) 92 3v3 IS 
) $ S B) 8 5 C) B S 
342 3/3 


39, Un tetraedro regular ABCD tiene 
su cara BCD, contenida en un plano 
P. Si A'B'CD es el tetraedro 
simétrico con respecto a un plano Q 
perpendicular al plano P. Si la arista 
del tetraedro mide a. Halle el área de 
laregión ABB'A'. 


py Ж“ BZ c 3 


Жа». y 
0) 2а E) M 
40. Si A es el número total de aritas 


de un prisma. Halle el número total 


de sus vértices - 
AJZA B) Za "CJA 
D) ЗА E)2A 


41. En un paralelepipedo rectangular 
su diagonal mide 10u y forma un 
ángulo de 45” con la base y un 
ángulo de 30* con una cara lateral. 


= Calcule · el volumen del 
- _ paralelepipedo en u”. 

— A) 100/2 B) 110.2 
0) 11542 D) 12042 

L8 12542 


42 La “suma de las medidas de las 
i aristas de ип paralelepipedo 
-- rectangular es 48 cm. La suma de los 


cuadrados de les medidas de su 


S 155% o SEMINARIOS CEPREUNT 


ancho, altura y profundidad es 50 
cm*. El área de la base es 12 cm”. 
Halle su volumen en cm'. 

А) 50 В) 60 С)70 

D) 80 Е) 90 


43. ` En un prisma oblicuo cuyo número 
de aristas es A. Halle la suma de las 
medidas de los ángulos diedros. 


A) 120 (A-1) B) 120(А-2) 
C) 120(A-3) D) 120(A-4) 
E) 120(A-5) 


44. Una piscina de 10 m de ancho 
tiene una sección longitudinal que se 
muestra en la figura. Halle la 


cantidad de agua que se necesita 
para llenarla en m°. 


A) 650 
D) 600 


B) 700 
E) 850 


6)750 


45. En la. figura el sólido esta 
constituido por dos prismas rectos 
con bases cuadradas y triangulares, 
con la particularidad de que la base 
triangular es un triangulo rectángulo 
isósceles. Si el perimetro de la cara 
ABCD es 24u ¿Cuál debe ser el lado 
del cuadrado para que el volumen 
sea máximo”, 


A 
L. 
A)6u B)7u C) 8u 
D)84u Е) 9,6u 


46. Enun prisma triangular oblicuo, el 
área de una cara lateral es A ш, la 
distancia de la arista opuesta a dicha 
Cara es a u. Halle el volumen. 


Aa Aa Aa 
Des ES E oy 
02 E) Aa 


A 


47. Еп un prisma oblicuo la medida 
del ángulo diedro que forma el plano 
de la base con su sección recta es 
60”, si la altura del prisma es 20u 
Calcule la longitud de su arista lateral 
(en u). 

A) 20 B)25 C) 30: 
D) 35 E) 40 


48. Las área en u de tres caras de 
un paralelepipedo rectángulo son: A, 
B, C. Demuestre que el volumen se 
expresa; /АВС. 


49. Laaltura de un prisma regular es h 
y la diagonal del rectángulo que 
resulta al desarrollar su área lateral 
mide d, si la base del prisma es una 
región exagonal. Calcule su volumen. 


A) Se- -?\һ B) Se rim 

УЗ zl «8, ? Wm) 
с) Xem D) {0-ю 
E) о) 


50. El área lateral de un prisma 
pentagonal oblicuo es A, la sección 
recta del prisma es un pentágono 
circunscrito a una circunferencia de 
radio r. Halle el volumen del prisma. 


Ar Ar Ar 
A) F B) 3 С) ro 
D) Ar E) 5Аг 


51, Se tiene un prisma recto cuyas 
bases son trapecios rectangulares 
cuyas diagonales son 
perpendiculares, los lados paralelos 
miden a y b donde (a<b) además se 


QNM, ES 
cumple: а FS Si h es la altura 
del prisma, Halle el volumen -del 
prisma. 
A)(ab)* 
D)(ab)* 


В) lab)"  C)ab 
E) (abY 


52. Halle el volumen(en и?) de un 
prisma oblicuo; si el área lateral, el 
área de la sección recta y el 
perimetro de la sección recta mide 


20002, 40и? y 4u. » 
A)1000 B)1200  C)1500 
D)t800 E) 2000 à 


53. El área lateral de un prisma 
triangular oblicuo es A , el radio de la 
circunferencia inscrita en la sección 
recta mide r . Halle el хта - del 
Me | | Е ETA 


54. En una piscina de largo a metros, 
ancho b metros y c metros de alto, se 
introducen L litros de agua. ¿A qué 
distancia del borde llega el agua? 


1000abc- L 100abc -L 
^ 1000 ab 8) 100 ab 
10abc-L 10000abc-L 
e) 10 ab D) 10000 ab 
E) abc - 1000L 
1000 ab 


55. En un tronco de prisma oblicuo, 
las aristas laterales miden би, 8u y 
10u. Si el área de la sección recta es 
912, entonces el volumen (en и?) del 
sólido limitado por el tronco de prisma 
oblicuo es: 

A)6S B)7S С) 85 
0) 95 Е) 125 


56. Еп un prisma oblicuo ABC-DEF. 
Tal que la proyección de B sobre la 
base DEF es F. El ángulo que 
determinan AD y BC mide à. AB-EF 
, mzBCA-OG y FC=a. Halle el 
сви del prisma. 


А) 2 S coso, $еп2д.5еп2© 
В) # Созд5еп2®,Зел29 
С) # Sent Ser20 Cosa 
D) Z seno Send Cosa? 
E) E Cost Sen20 Senza 


57. Demostrar Si un tetraedro se 
proyecta ortogonalmente sobre un 
plano perpendicular a una de sus 
aristas, el-volumen del sólido limitado 
por el tetraedro es la tercera parte del 
producto de la arista perpendicular al 
plano por el área de la superficie 
proyectada, 


58. En un triángulo ABC se trazan 
AM y BN perpendiculares. al plano 
que contiene dicho triángulo y en un 
mismo semiespacio. Si BN=2(MA) y 
S es punto medio de MC, halle la 
razón de los volúmenes de los 


poliedros MSBN y ABCM. 
A)0,5 B)1 С) 1,5 
0)2 Е)25 


59. En un tronco de paralelepipedo el 
área de la sección recta es S y las 
aristas laterales miden a, b, c y d. 


Halle el volumen del tronco de 
paralelepipedo. 
A)S(a+b+c+d) 


Sla+b+c+d) 
T 
A 
6 


60. El tronco de prisma regular 
ABCDEF-AGHIJF, AFza, BG-b. Si 
la base AGHIJF, es regular. Halle el 
volumen del tronco. 


3 up $^ 
A) za'bi5 8) тх С) уа b43 


B) 
С) 
D) 
E) 


D) qb E) 20043 


61. Se tiene un prisma triangular 
oblicuo ABC-DEF cuya arista lateral 
mide 12u, M es punto medio de FC y 
Q є BE los volúmenes de los sólidos 
ABC-DQM y DEF-DQM están en la 
relación de 3 a 1. Calcule BQ en u. 
A)4 B)6 C)8 
D)9 E)10 


62. La base de un tronco de prisma 
regular es un cuadrado de 3u de 
lado; las bases forman un ángulo 
diedro; de 45° entre si, y 2 aristas 
laterales opuestas miden 8u cada 
úna. Halle el volumen del tronco de 


prisma en uf. 
A)64 В) 68 С) 70 
D)72 E) 76 


63. Se tiene un prisma triangular recto 
ABC — A'B'C', en las aristas laterales 
AX y CC' se ubican los puntos D y E 
respectivamente, de modo que 
DA cec n Si M es el punto 
medio de AB y el volumen del prisma 
es V. Halle que fracción del volumen 
del sólido limitado por el prisma, 
comprendido entre el plano ABC y el 


plano DEM. 
sv 5y sv 
5v ov 

D) 36 E) 7 


64. En un prisma triangular recto 
ABC-DEF, se cumple AB=4u, 
BE=6u y DC=10u, O es punto medio 
de BE y la longitud del segmento que 
une el punto O, con el centro de la 
cara ACFD es 5u. Entonces, el área 


MM — HU — ——! ———— 


@ V^) de la región тр OFA 


NES pss C) 15/5 


pS E) 1043 


65. Еп un prisma de base rectangular 
ABCD- A'B'C'D', іатгА'Ар= 60, la 
mZA'AB=120, AB=4u, BC=3u y la 
arista lateral mide би. Halle la 
distancia de A hacia A'C. 


A) 42 B) 43 
D) $6 E) 2/2 


66. La base de un prisma oblicuo es 
un triángulo equilátero de lado a y 
sus aristas laterales miden b . Si una 
arista lateral y los lados de la base 
adyacentes a ella forman un ángulo 
de 45”. Halle el área total del prisma. 


67. Dos aristas opuestas de un 
tetraedro miden a y b , el ángulo 
entre las aristas mide с y la distancia 
entre ellas es d . Calcule el volumen. 


C) 56 


A) abdcosa B) abd sena 
C) Qa senz  D)abd tga 
E) Ewa cosa 


68. En una pirámide cuadrangular 
regular S-ABCD. El lado de la base 
AB=6u, la altura mide 4u. Halle la 
distancia desde el vértice *А” al plano 


SCD (en u). 
A) 4,8- B)50 С) 5,2 
D) 5,8 E) 6,0 


69. En un prisma oblicuo de base 
paralelográmico ABCD-EFGH. Si el 
volumen de la pirámide AEHC es V, 
halle el volumen del prisma. 

A) 2V В) зу C)4V 
D)5V E)6V 


70. Las aristas de la base de una 
pirámide triangular regular miden a 
cm. Si los diedros laterales miden 
90°, halle su volumen en cm. 


A) Zo B) Be C) вува? 


71. La base de una pirámide es un 
trapecio isósceles en el que sus lados 
no paralelos y la base menor miden a 
u respectivamente, en tanto que las 


E cd 


E) ij 


72. "E ubica el a M interior al 
cuadrado ABCD; por M se traza una 

— perpendicular МЕ al plano del 
cuadrado. Si la suma de los 
volümenes de las pirámides E-MAB y 
E-MCD es igual a V. Halle la suma 
de los volümenes de las pirámides 
E-MAD y E-MBC. 


у у у 
А) 7 B) 3 C) 2 
3 
D)v E) >v 
) ) 2 
73. Еп una pirámide de base 
triangular А-ВСО las aristas 


opuestas BD у АС son 
perpendiculares entre si, AB=4, BC=3 
y AD=5. Halle CD. 
A)3 B)3/2 С) 35 
0)6 Е) 345 


74. En una pirámide regular P-ABCD 
mZAPC=90 y AD=4, Halle el 
volumen de la pirámide. 


28 31 а 
А) GA B) 3" C) з *° 
йз 825 


75. La atura de una pirámide 
triangular regular mide Н. El ángulo 
diedro entre dos caras laterales mide 
120°. Halle su volumen. 

Аун B)2H'/8 C)3H"43 


Dj» ЗЕ)! УЗ ты 


78. La base de una pirámide. regular 
es una regíón cuadrada inscrita en 
una circunferencia de radio R y la 
medida de los diedros: determinados 
por las caras laterales y la base es 


45°; halle el área lateral. 
A) JOR В) 2/2R* C)3R? 
0) 48° E) 6/2R* 


77. Dado una pirámide triangular de 
volumen V. u?, halle el volumen del 
sólido poliédrico que se forma al unir 
5 puntos nodos de los lados de 
cavis 


78. La altura de una pirámide mide 8 
cm., halle la distancia del vértice a un 
plano paralelo a la base que 
determina dos sólidos equivalentes. 


A) 2/2 B)Y2 С)4 
D)6 E) 444 


79. Un triángulo equilátero BCE y un 
cuadrado ABCD están contenidos en 
planos perpendiculares. Si el 
segmento que une los puntos medios 


de BE y CD es z. Calcule el volumen 
de la pirámide E-ABCD. 


ata 8^5 oía 


3 E 
D£ 45 E) $5 


` 80. Enuna pirámide O-ABC, las caras 


laterales forman un ángulo diedro de 
60” con la base triangular ABC. Si 
AB=13u, BC=15u y AC-14u. Halle el 
volumen de la pirámide en и. 

A) 1004/3 B)112/3 С) 118/3 
D)12043 E) 130/3 


81. Halle el volumen de la pirámide 
O-ABC, donde las caras laterales 
forman diedros de 45* con la base 
triangular ABC. Si AB=13u, BC=15u y 
CA-14u. 

A) 1100? B)1 120? 
D)114u* E) 115u* 


82. El producto de las diagonales de 
un octoedro regular es Ku’, halle el 
volumen del sólido limitado por el 
m regular (en u ?). 


С) 113и? 


K K 

№5 By 05% 
K K 
Dis B 


83. El volumen de una pirámide 
triangular es V, halle el volumen de la 
pirámide cuyos vértices son los 
baricentros de las caras de la 
pirámide inicial. 


V V V 
A) > B) zu C) 3; 
у V 
84. Sea O-ABCD una pirámide 


regular de base cuadrada, M y N son 
puntos medios de OAyOB, el 
volumen de O-ABCD es V. Halle el 
volumen del sólido comprendido 
entre el plano de la base y el plano 
que contiene a M, N y el centro de la 
base. 
1 1 4 

A) s" B) БҮ 0) i БУ 


5 BS TUER 


85. En una pirámide regular de base 
cuadrangular O-ABCD y volumen V- 
se ubican en OD, AB y BC los puntos 
P, Q y S respectivamente. Tal que: 
PD=2(0P), AQ-2QB y SC-2BS. El 
plano que pasa por P, Q y S 
determina una sección En que 
relación divide este plano a. la 


pirámide 
59 61 

А5 Dz 0 
65 67 

0 E) 


86. En una pirámide O-ABC de 
volumen V sus aristas OA, OB y OC 
miden 8, 10 y 13 respectivamente. En 
la arista. OA se ubican M y R tal que 
OM=1 y OR=3. En OB se ubican P y 
S tal que OP=3 y OS-4. En OC se 
ubican Q y T tal que OQ=2 y ОТ=5, 
Halle el volumen de MPQ-RST. 


29 27 31 
Amo Pg On 
33 37 


87. Dado una pirámide triangular O- 
ABC por M (Мє0С), se trazan 
planos paralelos a ABC y AOB 
determinándose ^ dos pirámides 
parciales de volúmenes V; y Vz 
Demostrar que: el volumen de OABC, 


se expresa: (V; «3, . 


88. En una pirámide O-ABC, se 
ubican los puntos D, E y F sobre OA, 
ОВу ОС respectivamente, — Si 
OD=DA, OE=2EB, FC-2(OF). Si el 
volumen del sólido limitado por la 
pirámide O-ABC es de 135u*. Halle 
el volumen limitado por ABC-DEF 
епш. 

А) 115 В)118 
0) 125 Е) 130 


89. Еп la figura O-ABCD es una 
pirámide regular cuya arista lateral 
mide 6u. |OR=RC, SCA 
Calcule OP. 


C) 120 


"ES 


A)24u B) 3,0u С) 3,20 
0) 3,6u E) 40 


90. Un plano Р intercepta'a la arista 
VA, VB, VCy VD de una pirámide 
regular V-ABCD en los puntos M, N, 
P y Q respectivamente, de manera 
que VM=2u, VN-5u, VPz4u. Halle: 
va. 

20 
A) 5 B) T 

25 
Di 5 E) 1 

91. En una pirámide hexagonal 
regular O-ABCDEF; el ángulo entre 
una arista lateral y la base mide 60". 
Sila distancia entre BF y OD es 3/3, 
halle el área lateral. 

A)18415 В) 20/15 С) 224/15 
D)24415 E) 26/15 


92. En una pirámide triangular, el área 
de dos caras laterales 
perpendiculares entre si miden S, y 
S; y la arista común mide би. Calcule 
el volumen de la pirámide. 


55, ss 55, 
^ 32 B) 24 ©) 16 
515, 55, 
D 12 E) 9 
93,  V-ABCD es una pirámide regular 
en el cual la distancia de B a VD es 


4/2u y las regiones AVC y ABCD 
son equivalentes. Halle su volumen. 


A) EN B) 2e e) 204и" 


offe aie 


23 


94. En una pirámide regular de base 
cuadrangular, desde el punto medio 
de la altura se trazan distancias a una 
cara y una arista lateral que miden a 
y b. Halle el área lateral de la 
pirámide. 

ab! Jab B) 4a'b' Ja? +2 


А Зар? (а? – b^ )ab 
4a b [2(а eb) ab? fab 
A реч үе чый ДЕ" ИГ ШШ 
(a! -b?)ab a-b 
E) 2ab 
Bb -a 


95. Se tiene una pirámide hexagonal 
regular P-ABCDEF. Si todas sus 
aristas básicas miden L y las laterales 
2L, halle el volumen de la pirámide 
superior determinada por el plano 
que contiene a la arista básica AP y 
que pasa por el punto medio de la 
altura de la pirámide original. 


164348. 
B) 3 L 
1643 4, 48,5 
9 xx Ye Us 
467 3 
Ed 


96. Un cartón tiene la forma de un 


triángulo isósceles acutángulo cuya 
base mide 2а y los lados congruentes 
miden 2b (2a<2b). Es el desarrollo de 
una pirámide cuya base tiene como 
vértices los puntos medios de los 
lados del triángulo. Demostrar que su 
volumen es диа! а: 


Vea at - a? ab? – 242) 


97. En una pirámide regular de base 


cuadrangular. Las distancias del 
punto medio de la altura a una cara 
lateral y а una arista lateral miden b 
y а respectivamente. Halle el 
volumen de la pirámide. 

8 1 

Mala ~a?) 

16 1 

3 (a? - jy 25? -а*)” 
[LEN UHR 
З (a -H2 - a?) 


pe їз 
ce ш n 
3 (a* 62а? -b? 
16 1 
3 (a? - b?)(28° - b)" 


98. En un tronco de pirámide regular 


de bases cuadradas, la diferencia de 
las longitudes de los lados de las 
bases es /6u y las aristas laterales 
tienen una inclinación de 60° con la 
base mayor. Halle la longitud de una 
arista lateral (en u) 


ye B)42 C) з 
D)243 E) 2/6 


99. En un tronco de pirámide 


А'В'С'- АВС triangular de bases 
paralelas los volúmenes de ABCC' y 
A'B'C'A son V, y Vz Halle el volumen 
de ABC'B'. . 
V,+V, ER 


A) y Dy B.V С) М.-М: 
Vy. VY. 
DN D 


100. En un tronco de pirámide regular 


ABCD-EFGH se traza un plano 
secante que contiene los puntos 


medios M y N de EHyHG 
respectivamente, y al vértice A; 
determinando una sección 
cuadrangular regular de lado igual a 
4u. Halle el volumen del tronco de 
pirámide (en v^). 


112 11242 11243 
icm gp EI 
11342 11542 
077 ARIS 


101. En una pirámide regular de base 


cuadrangular O-ABCD la sección 
que se obtiene por un plano definido 
рог АОС, tiene un área de 16/3? y 
está limitado por un triángulo 
equilátero. La sección transversal que 
pasa por el punto medio de una arista 
lateral determinan los puntos 
A'B'C'yD en las aristas 
OA, OB OCyOD respectivamente 
obteniéndose un tronco de pirámide 
A'B'C'D'- ABCD. En dicho tronco se 
traza un plano secante por los puntos 
A'C' y el punto medio de la arista 


BC obteniéndose una sección de 


área: 
Ayteu* B)25u? — C)16/2* 
D) 36и? E) 40u? 


102. En un tronco de pirámide regular 


de base cuadrangular ABCD-EFGH. 
mzFHD-45*. Halle el valor de la 
razón geométrica entre el área de la 
región BDHF y el área lateral del 
tronco. 


a$ T с 


В в 
uc ov 


D) 


(EDITORIAL RUBINOS — 


- SEXTO SEMINARIO 
CEPREUNI 


@ кае аас de verda delas siguientes 


proposiciones: 

1) Tres puntos determinan un plano. 

11) Dos rectas cruzadas están contenidos 
en un plano. 

Ш) La intersección de tres planos pueden 


D) WF 4 E) FFF 


@ trace e valor de verdad delas siguientes 
proposiciones: 
a) Dos rectas perpendiculares a una 
misma recta son paralelas 
b) Dos rectas perpendiculares al mismo 
plano son paralelas 
c) La intersección de tres planos es un 


punto, 
A) VFF B) FFF C) VW 
D) FW E) PVF 


® Si un recta es perpendicular a tres rectas 


dadas. entonces: 

A) Lastres rectas tienen que ser paralelas. 

B) Las tres rectas tienen que estar en un 
mismo plano que contenga a la 
perpendicular. 

C) Porlas tres rectas pueden pasar planos 
paralelos entre sí, 

D) Por las tres rectas no pueden pasar 
planos paralelos entre sí. 

E) Lastres rectas son perpendiculares entre 
sí. i 


[03] Si dos ó mas rectas determinan ángulos 


congruentes cón un plano. entonces es 

siempre verdad” 

A) Las rectas tendrán longitudes 
congruentes 

B) Lasrectas sopn paralelas 

C) Las rectas son perpendiculares 

D) Las rectas no necesariamente son 


E) Lasrectas serán paralelas únicamente 
cuando el ángulo que determinan con 
Тао. 


[05] Indique el valor de verdad de las siguientes 


. proposiciones: 
1) Dosrectas paralelas al mismo plano son 
paralelas entre sí 


d pil dean platoxagsepuade. _ 


> trazar una recta perpendicular al plano 
— Ш) Todas las rectas paralelas entre si son 
A) FVF B) FFF С) VW 

< E) VFF 


106) Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 

1) Dosrectas paralelas a un mismo plano 
son paralelos entre sí 

Il) Dos rectas perpendiculares a una 
tercera recta son necesariamente 


paralelas entre sí 

Ш) Por una recta cualquiera del espacio se 
puede trazar un plano perpendicular a 
otro plano dado. 

A) FVV B) VFV C) WF 

D) муу E) FFV 


[07] Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 

1) Dos rectas cruzadas determinan un 
plano 

11) Todos los planos paralelos a un plano 
dado son paralelos entre sí 

Ш) Por un punto del plano. se puede trazar 
solo una recta perpendicular al plano 

A) WV B) FFV С) FFF 

D) FV E) МЕЕ 


Q En las siguientes proposiciones decir 


cuales son verdaderos o falsos: 

1) Silas proyecciones ortogonales de una 
figura sobre dos planos perpendiculares 
son rectas. entonces dicha figura es una 
recta 

Il) Si dos planos son perpendiculares a un 
tercer plano. entonces los dos primeros 
planos son paralelos 

Ш) Si las medidas de los ángulos entre una 
recta y dos planos son congruentes. 
entonces dichos planos son paralelos 


A) FFF B) FFV C) FVW 
D) VW E) VVF 
® Dadas las siguientes proposiciones. 
¿Cuáles son correctas? 
1) Todos los planos paralelos a una recta 
son paralelos entre si 


Ш Silarecta Г, esparalela al plano P un 


plano Q contiene a L y Q intersecta a 
P en una recta L,. entonces |, es 


paralelo a Li 
Ill) Dos rectas perpendiculares a una 
tercera necesariamente son paralelos 
A) Solo! B) Solo II C) Solo Iil 
D)Iyll E) LIE y Ill 


@ inique a valor de verdad delas siguientes 


proposiciones: 

I) La proyección ortogonal de dos rectas 
paralelas sobre un plano son 2 rectas 
paralelas 

Ш La proyección ortogonal de 2 rectas 


perpendiculares sobre un plano forman 
un ángulo agudo 

Ill) La proyección ortogonal de 2 rectas 
cruzadas sobre un plano son dos rectas 


paralelas 
A) VW B) VFV C) VFF 
D) FFF E) FVV 


@ Indique е! valor de verdad delas siguientes 


proposiciones. 

1) Sean una recta y un plano; si la recta es 
paralela a unarecta del plano. entonces 
la recta es paralela al plano 

Il) Sean dos rectas cruzadas. por todo 
punto exterior a dichas rectas se traza 
un plano paralelo a las rectas dadas 

111) Si dos planos tienen un punto común. 
entonces tienen una recta común 

A) WV B) VFV C) FFF 

D) FVF d E) FFV 


@ 5i un plano es paralelo a une nen recta. 


Entonces es verdad que: 

A) Toda recta paralela al plano será 
paralela a la recta dada 

B) Todo plano perpendicularal plano dado 
será paralelo a la recta dada 

C) Toda recta que es perpendicular al plano 
tendrá que ser perpendicular a la recta 

D) Toca recta perpendicular a la recta dada 
será paralela al plano 

E) Ninguna de las afirmaciones anteriores 
es correcta 


@ sea L una recta de un plano P: O un 


punto exterior al plano; se une O con un 
punto A de È yse traza por O el plano Q 


perpendiculara OA . Demuestre que las 
rectas de intersección de los plano Q y P. 


cuando A se desplaza en [.. pasan porun 
punto fijo. 


@ Dados dos puntos fijos A y В: sea К un 


valor dado. Halle el lugar geométrico de los 
puntos M del espacio tales que : 
MA?-MB*=K? 


{ ) Caute el número máximo de plano que 


se pueden determinar con 10 puntos en el 
espacio. tal que 3 puntos no son colineales 
A) 120 B) 45 С) 55 
D) 240 - E) 60 


ȘT Desde un punto exterior A se trazan 3 


rectas secantes a un plano P en G. B y E. en 
cada una de las rectas se ubican los puntos 
W. D y E respectivamente; de manera que 
AF-FE. AB-BD-BE-EG. WE-DE 
halle lam 4 GFA i EL 
A) 60* Р Los Td - C) 81° 

D) 90° EJ 110* 


ü Dos rectas AB y CD se cruzan 


determinando un ángulo que mide 60°. Si 
AC es la mínima distancia. y la 


mZABC-45. mADC-30* y 

BD-6 45-48 m. Calcule AC. (епт) 

A4 * B)5 C)6 

D)7 E)8 
(15) AB y PR se cruzan en el espacio. AP=9 


cm y BR=6 cm respectivamente. Halle la 
longitud del segmento que une los puntos 


medios de AB y PR sabiendo que es el 
mayor entero posible (en cm) 
A)6 B) 7 C)8 
D)9 Е)10 

@ Se tienen las rectas cruzadas Liy 2. 
АВ esla menor distancia entre dichas rectas 


(Apertenece a L; y Bpertenece a Г). se 


[gon [yes LA ENCICLOPEDIA 2012 


de E sobre el plano P que contiene a ABCD 


mide P. si 2a?+ Su ab= 50. halle 
la distancia de D al punto medio de BE . 
А) 6 В) 5 С) 4 
р) з E) 7 


Е 
121) Cuales son verdaderos o falsos. 


l) Si una recta es perpendicular a dos 
rectas contenidas en un plano. dicha 
recta es perpendicular al plano. 

II) Dosrectas perpendiculares a un mismo 
plano son paralelos 

Ш) Dos rectas cruzadas pueden estar 
contenidas en dos planos paralelos 

A) FFF B) FFV C) FW 

D) WV E) WF 


125) Demuestre que por un punto dado 


pasa un plano y solo uno. 
perpendicular a una recta dada. 


toman los puntos en C en Li de manera 126) Una circunferencia de centro O esta 


que: m Z СОВ=90° AC-2BD. Halle la 
medida del ángulo que determinan L y 


Ës: 

A) 30 B)60 C) 90 

D) 45 E) 15 
@ El triángulo equilátero ABC está contenido 


en un plano perpendicular a la región 
cuadrada ABEF Halle la medida del ángulo 


determinado por CF y AE 


А) 120° . B)135 C) Arecos(-3) 
E) Arc cos( 2) 
5 


Du Dossegmentos AB y CD se cruzan y son 


ortogonales. demuestre que: 
CA*-CB* - DA*-DB* 
& En un tetraedro regular. halle la medida 


del ángulo que determinan una altura del 
tetraedro y una altura de una de sus caras 


si estas se cruzan. 

AE M 
C) Arc cos (5) D)60 

E] 45 


e ABCD y ABEF son regiones rectangulares 
donde AB=b=BE BC=a. La proyectante 


contenida en un plano P se inscribe en la 
circunferencia un triángulo rectángulo 


ABC. por B se traza BF LP Si AB= 6. 
BC-8. BF=AC y O es el centro de la 


circunferencia. entonces OF es: 
A) 545 B)5/7 543 
D) 547 E) 548 


& Se traza HQ perpendicular al plano del 


triángulo ABH de modo que 

m < BQH=m 4 ВАН. m 4 AHB= 90°, 
m 4 QAH- 45° 

m < АОВ + m < QAB- 120°. Calculela 


m < AQB 
A) 457 B) 50* C) 55 
D) 60* E) 72 


e Una recta L esperpendicular aun plano 


P. Se proyecta ortogonalmente un 
segmento AB sobre la recta L y sobre dicho 
plano P Si las longitudes de las proyecciones 
miden a y b recpectivamente. Calcule AB 


А) Ja +b’+ab В) а? b^ + а 


a+b 


C) Ya? +b? DF 
E) Jab 


& Enun plano se tiene una circunferencia de 


centro O y diámetro AB. se treta AQ. si 
PQ=7u, Calcule lalongitud de QB (en u). 


A) J45 8 455 С).65 
D)8 E) 9 


@ Si or el vértice A de un triángulo ABC se 


traza una perpendicular AD al plano del 
triángulo. luego por el vértice A se traza las 
perpendiculares AM y BDy AN a CD. 
entonces el cuadrilátero BMNC es 

A) Equiángulo B)Circunscriptible 
C) Inscriptible D)Un trapecio 

E) Un trapezoide 


G} Porelincentrotdeun triángulo rectángulo 


se traza una perpendicular al plano del 
triángulo. en la cual se toma un punto P tal 
que PI- 2. Halle la distancia desde el punto 
Pala hipotenusa. si los catetos miden 3 y 
4 


А 43 B)2 C) J5 
D) 46 E) 8 


(32) Sea la circunferencia C de diámetro AB. 


Por A setraza AE perpendicular al plano 
C. Si PEC y AE? + BP?= 16. halle la 
distancia del centro de C al punto medio 


de EP. 

А) 3 B) 2 С) 1.5 

0) 2.5 Е) 1.8 
[53] Por el vértice A de un triángulo equilátero 


ABC de u? de área. se levanta una 

perpendicular AP alplano del triángulo. 
AB ERAN 

SiAP- 7 yM є AB/AM -MB: calcule 


el área de la región triangular PMC ( en 
м2). 


5 543 J2 
=S PARA 24, 
А 3 B) 2 S 4€) 2 S 
43 3 
D) 3 5 Е) 4°? 


@ Por el vértice K del triángulo KLM se traza 


KN perpendicular al plano de KLM. luego 
se traza КО 1 NM. Si NP=a. MQ=b y 
NQ=c. calcule PL. 


2 ET 
А c(b+c)-a p <®+=©) b 
a a 
ve зай 
с) sez) c D) (ets) a 
E) a(b *c)-a* 


dus SEMINARIOS CEPREUVI 


Е 1560 [Г 


Фа de verdad де las siguientes Q^ ABC y CFED son regiones cuadradas 


proposiciones: 
I) Una INS a otra recta 
contenida en un plano. también es 


perpendicular a dicho plano. 
Ш La intersección de dos, planos 


perpendiculares. paralelo a una recta 
determinan un plano perpendicular a 
los dos planos anteriores. 

Ш) Tres rectas paralelas pueden determinar 


A) FFV | В} FW C) FVF 
D)WV E) FFF 
& Demostrar que si 2 planos son 


perpendiculares. entonces toda recta 
situada en uno de ellos y perpendicular a 
su intersección. es perpendiculares a su 
intersección. es perpendicular al otro plano. 
(57) Se tiene dos regiones cuadradas ABCD y 


ABEF contenidos en planos 
perpendiculares. AB=L. M es punto medio 


de FE . hallela longitud del segmento МС. 
3 3 2 
=L =L =L 
A) 2 B) 4 C) 3 
2 3 
мү; =i 
D) 5 E) 5 
(35) ABC es un triángulo recto en A. 


EA 1 ABC. P es un plano que contiene a 


AB + EC 1 P. Des un punto de P y del 


plano que contiene a CAE tal que 
EB-BD-BC. Si EC= 15m. Halle la 


distancia de D a AC (enm), 

A) 6 B) 65 C)7 
D)7.5 E) 8 
@ En una circunferencia de centro O y radio 

4 se tiene al arco AB cuya medida es 60". 


se traza OE perpendicular al plano de la 
circunferencia tal que OE=4. Calcule la 


distancia AE y-OB - 


A) EN B) e 5 C) 3g 
7 7 7 
3 

D) 717 E f 


( En un каламо ABC. lam < B= 90°. 
АВ=би y BC= 8и. Por su incentro 1 se 


traza JH. perpendicular al plano ABC. Si 
ЇН= 3и. Calcule HC ( enu). 
AJ6: B)7 C)8 
—D)10 E) 12 


contenidos en planos perpendiculares. M 
punto medio de EF y N punto medio de 
ВМ .Si AB= 2a entonces DN mide: 


A) Жэ, B) a 

45 Ji 
eii ria Hros 
E) A, 


&p Se tiene un cuadrado de centro O y un 


triángulo equilátero BCE. ubicados en 
planos perpendiculares. Halle la longitud 


de OM si M es punto medio de CE y 
AB-4 


A) 42 B)3 C)2 
D) 342 E) 242 


— 
$9 Un cuadrado ABCD y un triángulo 


rectángulo APB están contenidos en dos 
planos perpendiculares, Halle la distancia 
entre el vértice D y el baricentro del 
triángulo APB; si se sabe que; AP= 3 y 
BP=4 


17 y 
A) B) 3 C) sE 
276 4275 
D) 3 E) NE 


@ Si dos planos son perpendiculares. 


entonces: 

A) Toda recta perpendicular a la 
intersección de ambas debe estar 
contenida en una de ellos 

B) Todas las rectas de una de ellas son 
perpendiculares al otro 

C) Todo plano perpendicular a uno de 
ellos es perpendicular también al otro 
plano 

D) Nosiempre se intersectan 

E) Todo plano perpendicular a su 
intersección es perpendicular a ambos 
planos — 


[25] Dos regiones cuadradas están contenidos 


en planos perpendiculares: ABCD y ABEF. 
Halle la medida de ángulo que determinan 


les rectas AC y BF 
A) 45* B) 120* C) 90° 
D) 120* E) 135 


ag Dados 2 planos P y Q perpendiculares 


entre si. una recta intersecta a los planos P 


y Qenlospuntos A y B respectivamente. Si 
АВ= К.т < (AB .P)-30". m £ (AB. 
Q)=45". Halle le distancia entre AB yla 
recta de intersección de los planos. 

3K K 


A) K B) 2 07 


D) IG E) Ls 


@2 Les regiones rectangulares ABCD y ABMN 


determinan un dietro que mide 120°, Si 
2BM-AB-2BC-2a. Halle la distancia de 


Dal punto medio de ММ. 


3 
A) a B) > C) 2a 


u 
D) Ja E) 5? 


@ Dado un hexágono regular ABCDEF de 


y de centro al punto O y AB= 4. Se traza 
OS perpendicular al plano del hexágono. 
de modo que el diedro S АВ —O mide 


60”, Hallela distancia del punto O al plano 
ABS. 


A] 4 B) 3 C)5 
D)2 E)1 
(9 asco yaBer sonregiones rectangulares, 


contenidos en los planos P y Q 
respectivamente. F es un punto en la 


prolongación de DA tal que 


ЕС ^ AB -(W). WC=EC= 25u. 
EW=14u. si.la distancia de C al plano Q 
es 4u. halle la medida del ángulo diedro 
determinado por el plano Q y el plano que 
contiene a FCE. 


A) Arc sen c 


C) Aresen y 


1 
B) Arc sen = 


1 
D) Arcsen y 


E) Aresen 1 


i) Se tene dos regiones cuadradas ABCD y 


ABEF formando un ángulo diedro que 
mide 120*. La proyección de F sobre el 
plano ABCD es F. Halle el área de la región 
triangular obtenida al intersectar el ángulo 
diedro con la región triangular FF"C. si 
AB=L. 


ap Bre y 


2 
uz 12 a 11 E 
EE Ue pe 


10 


© Un cuadrado ABCD de lado a y un 


triángulo aquilátero ABE forman un ángulo 
diedro AB.recto. Calcule la longitud del 
segmento que une el baricentro del triángulo 


ABF y el punto medio de AD. 

aJ21 a421 “аҹ? 
A) ry B) I C) COT 
D) aJ21 E) 22421 


[52] Desde uri punto O exterior a un plano P. 


se trazan rayos. que intersecan a P en A.. 
To .A tal que A. A.A........A esun 
poligono convexo; demuetre que si los 


congruentes. entonces el poligono A. 
AA. А. escircunscriptible. 


p 
ES ABCDEF es un hexágono regular 


contenido en un plano P Se traza AH 
perpendicular al plano. tal que los planos 
HBC y P formen un diedro que mide 455, 
Si el área de la región triangular AHF es 8 
em”, Calcule ( en ст’) el área de la región 
triangular HBC. 


A)4 B) 442 
D) 842 


@) se tene un triángulo ABC recto en B. 


contenido en un plano P. se ubica E un 
punto exterior a dicho plano tal que 
EA-EB- EC. si la distancia de E al plano 
P es 49 y AB= 14. Halle la medida del 
ángulo diedro (BC). " 

A) Arctg5  BjArctg7 С) Arcta10 
D) Arc tg 11 E! Arc tg 13 


C)8 
E) 16 


© Un plano Р. contiene el lado AB de una 


región cuadrangular ABCD. El área de la 
región cuadrangular es 24 и‘. El diedro 
que forma el plano P mide 60”, Halle el 
área ( en u“) dela proyección de la región 
cuadrangular sobre el plano Р. 

A) 12 B)8 
D) 18 


C) 16 
E) 20 


© ABCD-EFGH esun cubo de artista t.s 


M y N son centros de las caras EFGH y 
ABCD. entonces la medida de! ángulo 


diedro MABN es: 

) 15 177 
D) 37 E) 53 
QU) Ena siente poliedro ¿Cuántos ángulos 
poliedros tiene? 


А) 1 
D)5 


B)3 C) 4 


E)6 
© Dedoun triedro O-ABC y un evo interior 


OX Demuestre que: 
m 4 XOB--m 4 XOC<m< AOB--mAOC 
[59] Por un punto exterior P a un plano se 


treza 4 rectas secantes que ABCD sea un 
rectángulo y PA=AB=PB=PC. halle el 


valor máximo entero de 
m 4 PBC+m 4 PCD 

A) 61* B) 81* C) 89° 

D) 291* E) 179* 


6D Dado un ángulo poliedro O-ABCDE. las 


medidas de cada una de las caras es 60°. 
Halle la medida del diedro OA. 
A) 45° B)53* C) 60° 


ЕКЕ 


(61) En todo ángulo triedro. la suma de las 


medidas de sus ángulos diedros es: 
A) Menor de 360° y mayor de 180° 
B) Menor de 360° y mayor de 90° 
C) Menor de 540° y mayor de 270° 
D) Menor de 270* y mayor de 90° 
E) Menor de 540° y mayor de 180° 


162) En ángulo triedro polar o suplementario 


de un ángulo trirrectángular es: 

A) Un ángulo triedro trirrectángulo 
B) Un ángulo triedro birrectángulo 
C) Un éngulo triedro rectángulo 
D) Un ángulo triedro cualquiera 
E) Un ángulo triedro equilátero 


165) En un tetraedro O-ABC. OA=BC. 


OB=AC y OC=AB. Además se cumple 
máximo y mínimo entero de la cara AOC. 
A) 90* B) 100* C) 120* 
D) 150* E) 160° 


e Se tiene un cuadredo ABCD. desde el 


punto medio M de BC se levanta una 


perpendicular MP de modo que el 
triángulo PBC es equilátero. Halle la suma 


als 
tetraedro PABC. 


3 
A) 150°+ arc cos — 


4 В)187° С)204° 
р) 200° 


Е) 210° 


[65] Dos caras de un triedro miden 80° y 118° 


respectivamente. Halle los valores enteros. 
mínimos de la medida de la tercera cara. 
A) 40°. 161° В) 60°. 161° C)30". 161° 
D) 28°. 161° Е) 39°. 161° 


[66] En un triedro О-АВС. los diedros OB y 


OC miden 164°. Halle la medida del diedro 


ОА. si su medida es menor a 150° y es 
entero. 

A) 145* 
D) 149* 


B) 130* C) 140° 


E) 148° 


© ABC esun triángulo equiétero y BDC un 


triángulo rectángulo contenidos en planos 
perpendiculares. AC=8, DC=4, 
Determine la medida de la cara ADC en el 
triedro D-BAC. 


A) Arc cos (3) B)Arc cos (5) 
1 1 

С) Агс со5 6 DjAre cos (3) 
1 

E) Arc cos Ө 


168) En un triedro O-ABC. los ángulos diedros 


OB y OC miden 135" y la cara opuesta a 
la arista ОА mide 90°. 

Calcule la medida del diedro OÀ . 

A) 90° B) 100° С) 115° 
D) 120° Е) 135° 


@ Dados los triángulos АВС y ABD. по 


situados en un mismo plano. demostrar 


que: 
m < CAD+m < CBD+m < ACB+m <ADB= 360° 


Ф Se tiene un ángulo triedro isósceles 
O-ABC. Las caras miden: 
m < AOB=m < AOC=45". 


m 4 BOC=60" y OA=8, Halle la longitud 
de la proyección de OA sobre la cara BOC, 


A) 46 B) 846 C) 346 
3 3 
D) 246 E) J6 
Ф se tene un ángulo едо equllátero cuyas 


uno de sus ángulos diedros es: 
A) Arccos 4/2 B)Arc cos (V2 -1) 
42 
C) Arc cos (42 «1) E 
1 1 
E) Arc cos (3) 
e En un triedro. cada arista se traza un 


plano perpendicular a la cara opuesta. 
Demuestre que los tres planos tienen una 
recta común. 


@ @ Sien un triedro O-ABC. el diedro A mice 
90" y las caras b=c=45". entonces la cara 


aes: 
A) 15 B) 30* С) 45° 
р) 60° E) 75° 


@ Si las caras de un triedro O-ABC miden: 


a=b=45", c=60", Calcule la medida del 
diedro en la arista (OA). 


8) 
А) 60° B)Arc cos 4 
C) Arc cos (3) ”)Агс cos ($) 
E) Arc cos ($) 


Ф Los diedros OA y OB dei triedro O-ABC 
miden 60 cu y la cara AOB mide 90. 


Calcule la medida del diedro OC. 
1 1 
A) Arc cos (3) BjArc cos| -5) 
i 1 
C) 120 лее» (2) 
1) A 7 
E) Are cos E) 6? 


D En un triedro O-ABC. m ВОС=90>. 
m 4 AOB=m < AOC=60>. Halle la 


medida del ángulo que forman la recta ОА. 


OBC. 


con el plano 2 
B) 20° 


AJ15* 
D) 30° 
@ se eoo un plano secante a un ángulo 


triedro V-ABC cuyas medidas de sus caras 
son 60*. 60* y 30°. a VA. VB. VC en M. О 


У P respectivamente. de manera que 


С) 25° 
Е)45° 


caras miden 45”. entonces la medida de 


MP=MA. la proyección de VM sobre la 
cara que mide 30* es VH y mide 8. los 
planos que contiene a MPH y MQH son 


perpendiculares a UC y UB 
respectivamente. halle PQ. 

А)1 В) 2 C)3 
D)4 Е) 5 


Ф Se tiene un ángulo triedro O-ABC tal que 


c=b=90" y a=60". Halle la suma de las 
medidas de los ángulos diedros OC y OB. 
A) 120* B) 60° C) 100* 
D) 150* E) 180* 


QD Un plano secante alas aristas de un triedro 


equilátero de vértice S determina en sus 
aristas los puntos A. B. y C tal que 
SA=SB=SC. Si los planos SAB y ABC 
forman un ángulo diedro que mide 45°. 
Halle la medida del ángulo que forma la 


recta SC y el plano ABC. 
A) Tan (3) B) Tan? (3) C)30: 
3 2 


D) 37° E) 45° 


- 
(50) Demostrar que en todo tetraedro regular. 


al unir el punto medio de una de sus alturas 
con los vérices de donde se traza la altura. 
se determina un triedro trirrectángulo, 


@ Se tiene ei triedro V-ABC trirrectángulo. 


se toma M punto medio de AC .SiAB=9. 

BC=13 y AC=10. halla la m 4 VMB. 

A) 130° B) 45° C) 53* 

D) 90° E) 75* 
152) Si se tiene el triedro trirrectángulo 

O-ABC. demostrar que: 

Sánc = SAoc + Soc + Sion - dondeS es 

el área de la región limitada en cada cara. 
@ Un poliedro convexo esta formado por 2 

caras hexágonales, 4 caras cuadrangulares 


y 10 caras triangulares. si A es el número 
de aristas y V el número de vértices calcule 


A 
V 

32 26 29 

A B 05 

33 35 

D) 12 E) mE 


(D) Calcule d número de cares de un poliedro 


convexo. sabiendo que la suma de las 
medidas de los ángulos intemos de todas 


sus caras es 10800* y la suma entre el 
número de caras, de vértices y de aristas es 


90. 
A) 10 - B) 12 C) 14 
D) 16 E) 18 


195) En un poliedro convexo. el número de 


caras. más el número de vértices y más el 
número de aristas es 28. Si las medidas de 


los ángulos de todas las caras suman 18007. 
Halle el número de caras. 

A) 7 B)8 C) 10 

D) 12 E) 14 


&e Las suma de las medidas de los ángulos 


intemos de las caras de un poliedro convexo 
de V vértices. C caras y A aristas es igual a: 


A) 360(A - C) B) 360(A – 2) 
C) 360(V - C) D) 360(C A) 
E) 360(A - V) 


(E La suma de todas las medidas los ángulos 


de las caras de un prisma es 20880”. 
entonces su número de aristas es: 

A) 62 B) 70 C) 80 

D) 86 E) 90 


[55] Si un poliedro convexo tiene 5 caras. 
entonces el número de vértices que puede 


tener es: 
A)465 B)566 C)667 
D)768 E) 9610 


[39] Dado untetraedro ABCD. demostrar que 


la suma de los cuadrados de las distancias 
de un punto a los vértices. es mínima. 
para el punto medio del segr.ento que une 
los puntos medios de dos aristas opuestas. 


190] En un tetfaedro O-MNP trirrectángulo 


en O. Si las áreas de las regiones MON. 
МОР y MOP son respectivamente A. B y С. 
Halle la distancia trazada de O a la cara 
MNP 


@ Se tiene un hexaedro cuyas caras 


triangulares son regulares. Halle el poliedro 
quese forman al unir los puntos medios de 
todas sus aristas. 

A) Nonaedro 

B) Poliedro de 10 caras 

C) Poliedro de 13 caras 

D) Poliedro de 14 caras 

E) Pertadecaedro 


@ ABCDEF es un poliedro de 6caresy en 

donde sus aristas cumplen las siguientes 
FE=FB. FALAB. 
FALAE. FD=FC. BALEA. 
CBLAB. DEJAE. calcule la 


condiciones: 


mem LA ENCICLOPEDIA 2012 


m ВЕР. 
A) 15° B) 30* С) 45° 
D) 60° Е) 72° 


D] Sea un prisma pentagonal regular 


AByBC son aristas básicas y laterales 
respectivamente. Si AB=a. BC-2(AB) 
entonces determine la longitud de la mayor 
diagonal que se puede trazar en el prisma. 


A) 220 245 B) V22« 245 
C) 224 «245 D) 226 245 


E) 228 25 


p 
[911 Cuales son verdaderos o falsos: 


L Eltetraedro regular tiene 6 planos de 
simetría y 3 ejes de simetría. 

ЇЇ. El hexaedro regular tiene 9 planos de 
simetría. 9 ejes de simetría y 1 centro 
de simetría. 

Ш. El octeto regular tiene 9 planos de 
simetría. 9 ejes de simetría y 1 centro 


de simetría. 
A) WV B) WF C) VFF 
D) FFF E) FFV 


@ ¿Cuántos planos de simetría tiene un 


tetraedro regular? 
А)1 В) 2 С) з 
D)4 E) 6 


e Determine la medida del menor ángulo 
formado por los ejes de simetría de un 
s 3 
A) 45° B)Arccos ($) С)37 
» t 
D) Arc cos (z) E) 30° 
© En un cuadrado ABCD. AB=6. se ubica 
M punto medio de CD y se dibuja un 
cuadrado AB'C'D' simétrico del primero 
con relación a AM . Halle ОР. 


A)5 Bo5 c 26 
D) 345 E) za 


(95) Halle el área de la región limitada 


por la sección hecha en un tetraedro 
regular de 10 cm de arista por un plano de 
simetría que pasa por una de sus aristas 
(en cm?). 


A) 15 B) 15 J2 


D)25 


C) 20 
E) 25 J2 


(9 Un tetraedro regular ABCD tiene su cara 


BCD contenido en un plano О. AB'CD es 
el tetraedro simétrico con respecto a un 
plano P perpendicular a Q. si la arista de 


los tetraedros miden a. Calcule АВ`. 
A) a2 B) aJ3 C) 2а 
D) 2a E) P 


@ En el cubo ABCD-EFGH ¿Qué arista es 
el simétrico de la arista AE con respecto 
plano BDHF? . 

A) BF B) DH C) Сб 
D) EF E) EG 
@ Sean Ғ y F^ dos figuras simétricas de 


una figura Е respecto de: un plano y de 
una recta perpendicular al plano 
respectivamente. Demostrar que F y F^ 
son figuras simétricas respecto de un punto. 


(B ABCE y Em CA son poliedrossimétricos 
respecto a un plano P de manera que 
BC. P AEC L P si BB + CC + АА = 
12u. halle la distancia entre los baricentros 
delos triángulos ABC y AB'C (en u). 
A) 2 B) 3 C) 4 
р) 5 E) 6 


@ Indique el valor de verdad delas siguientes 


proposiciones: 

1 Todo paralelepípedo tiene centro de 
simetría. 

Il. No existe figura geométrica que tenga 
más de 3 centros de simetría. 

Ill. Todo poliedro regular tiene centro de 
simetría. 

A) WF B) FFF C) FVF 

D) VFV E) VFF 


@ Sobre una mesa horizontal se encuentra 


un espejo vertical y frente a el un tetraedro 
regular O-ABC con una cara (ABC) sobre 
la mesa y una arista BC paralela a la 
intersección del espejo con la mesa. Si la 
imagen del sólido es O-AB'C' y AB- ғ. 
si la distancia ente B'C' y BC: calcule 
OB 3/48 y OO AA. 


A) 34/3 B)5t C) 4:43 
9 
D) 6t E) 2^ 


ip SeaM el punto medio de la arista AB del 


tetraedro regular ABCD. Si el simétrico de 
M respecto a su eje es simetría que pasa 


por Ару BC. es М. Si la arista del 
tetraedro mide a. Halle BM? 


a2 а/3 ау 
дуу. Все ы > 
ay3 
D E)a 


@ Еп un tetraedro regular. halle la medida 


del ángulo diedro obtuso determinado por 
dos de sus planos de simetría, 
A) 120° B) 907 

D) 60° 


@ Un tetraedro regular se proyecta sobre un 


plano perpendicular a una arista. Si la 
longitud de la arista del tetraedro es L; 
calcule el área de dicha proyección. 


C) 100° 
E) 75° 


122 1242 122 
AE A фас 
1243 1246 
ide on AE HE 


{E ALunirlos puntos medios deles aristas de 


un tetraedro regular. se determina un: 
A) Tetraedro regular 


E) Una región cuadrada 


@ Si la arista de un tetraedro regulares /. 


entonces la distancia entre dos de sus aristas 
opuestas es: 


aL gE car 
3 4 
D) (2 E) Bs 


@ Sene tetraedro regular O-ABC de arista 


apor los vértices A.B y C se trazan paralelas 
asus mismos lados formándose el triángulo 
MNQ que al unirse con O se forma el 
tetraedro O-MNQ. calcule el área total. 


A) 3a? B)a?(3+ 43 ) С)4а? 
D) a?(44-43) E) a?(54. 3) 


@ Еп un tetraedro regular P-ABC. se traza 


la altura PH . en la cual se ubica el punto 
Q tal que QB=QP АВ=12. Halle: QC – 


01346 
E343 


@ Eñ un tetraedro regular ABCD de 4u de 


B) 2 J6 


arista. M y N son puntos medios de AB y 
BC. Halle la mínima distancia entre 


MNyCD (епи). 
A242 . B) 42 C) 43 
D) Jé E) SE 


@ ABCD es un tetraedro regular M es el 


punto medio de la arista DB y O es el 
centro de la cera ABC, si OA=4m. entonces 
lalongitud de OM (en m) es: 

A) 543 B) 443 C)343 
D)243 Е) УЗ 


@ Dado un cubo ABCD-EFGR. Si P y Q 


son puntos medios de los lados AB y CD. 
indique el polígono que se determina 
cuando es intersecado por el plano (P. Q. 


A) triangular B)cuadrangular 
C) pentagonal D) hexagonal 
E) heptagonal 


@ En un cubo ABCD — EFGH de arista £ 


se ubican los puntos medios N y M en AB 
y BC respectivamente. calcule la distancia 
deNa HM ^ 
J66t 
3 


C) 2-47 


j 4 2 
04 E) е2 


@ > arco - eres un cubo de arista 


f „entonces la longitud de menor camino 
para ir de A a G recorriendo la superficie 
cübica es: 


A) 55 B 3045 с) 3045 
2. «di: 2 


VIDA ж 


@ Еп un hexaedro regular ABCD-EFGH. 


se ubican los puntos medios M y N de las 
aristas AD y FG respectivamente. Halle la 


(2 medida del ángulo que determinan MN y 


E) 2,5 


A) 45 
D) 45 


@ Se tienen 27 cubitos de arista igual a lu. 


con ellos se forma un cubo mayor que es 
pintado exteriormente en forma total. Al 
desarmar el cubo. Halle el área que ha 
quedado sin pintar en todos los cubitos. 
A) 108 B)110 C) 96 

D) 115 E) 105 


@ Еп un hexaedro regular ABCD-EFGH. 


en la arista BF se ubica el punto T. Si 
AB=10m. TB=8m. Halle la longitud del 
camino más corto partiendo de A hasta 
llegar al punto T recorriendo 3 caras 
verticales del poliedro (en m). 


B) 60 C) 30 


E) 90 


A) 31 в) 2/241  c)10410 
D) 11410 E) 24257 


@ En el hexaedro regular ABCD-AB'C'D" 


de arista £ . calcule la distancia del centro 
de la cara ADD'A a punto de trisección de 


la diagonal BC' en la cara opuesta. 


419 418 


ш Al unirlos puntos medios de las aristas de 


un octaedro regular se determina un 
poliedro de ........ caras, 
B) 11 C) 12 


E) 16 


@ En un dodecaedro regular de caras 


adyacentes ABCDN y ABEFG. Halle la 
medida del ángulo que determinan las 


rectas AD y GF 
A) 30° B) 45° C) 60* 
D) 90* 


E) 120* 


m [des SEMINARIOS CEPREUNI 


LA GEOMETRIA 


La geometría es una de las más 
antiguas ciencias. Inicialmente, 
constituía | un cuerpo de 
conocimientos prácticos en relación 
con las longitudes, áreas y 
volúmenes. En el Antiguo Egipto 
estaba muy desarrollada, según los 
textos de Heródoto, Estrabón y 
Diodoro Sículo. Euclides, en el siglo 
Ш а. C. configuró la geometría en 
forma axiomática, tratamiento que 
estableció una norma a seguir 
durante muchos siglos: la geometría 
euclidiana descrita en «Los 
Elementos». 

El estudio de la astronomía y la 
cartografía, tratando de determinar 
las posiciones de estrellas y planetas 
en la esfera celeste, sirvió como 
importante fuente de resolución de 
problemas geométricos durante más 
de un milenio. René Descartes 
desarrolló simultáneamente el 
álgebra y la geometría, marcando 
una nueva etapa, donde las figuras 
geométricas, tales como las curvas 
planas, podrían ser representadas 
analíticamente, es decir, con 
funciones y ecuaciones. La 
geometría se enriquece con el 
estudio de la estructura intrínseca de 
los entes geométricos que analizan 
Euler y Gauss, que condujo a la 
creación de la topología y la 
geometría diferencial. 


- CEPREUNI 


1. ABCD es un tetraedro regular de 


arista a. Halle la altura de un prisma 
recto secante con el tetraedro de 
volumerrigual a la mitad del volumen 
del tetraedro siendo ABC una de sus 


ay6 а,б av6 
A Kw NETS 
na? ES 


. En una pirámide ABCD, M y N son 
los baricentros de las regiones 
triangulares BCD y ABC, 
AMNDN = {Р}, FM=7. Halle AF. 


A)14 B) 15 С) 18 
D) 21 E) 28 
. En un hexaedro regular 


ABCD-EFGH, calcule el volumen 
dela pirámide M-ABCD, siendo M 
el baricentro de la región triangular 
ВОР si EC - 646. 

A)24/2 В) 36/2 С)48/2 
D)6042 © E)7042 


. Setiene un cuadrado ABCD de lado 
J2dm, luego se traza AEyCF 
perpendiculares al plano del 
cuadrado. Si AE-6 dm y CF- dm, 
entonces el volumen del tetraedro 


BDEF (en dm?) es: 
AJ60 ^  B)55 С)50 
0)45 ~ E)40 

. En un hexaedro regular 


ABCD-A'B'C'D' de arista a, halle 
el volumen del sólido común a las 
pirámides A-A'B'C'D' y A'-ABCD. 


а? а? а? 

A T Bi 9% 
3 
D) E 


. En una pirámide O-ABC, el triedro 
de vértice O es trirrectángulo. 
AB=7u, BC=6u, AC=5u. Halle el 
volumen de OABC (еп u’). 

С) 3/95 


A) 95 B)2 95 
0) 4/95 Е) 5/95 


. Las caras laterales de una pirámide 
regular forman con la base 
cuadrangular ángulos diedros de 
60*. Se ubica un punto interior a la 
pirámide que, equidista de las caras 


10. 


12. 


13. 


de la pirámide. En qué relación 
divide dicho punto a la altura de la 
pirámide. 


1 1 
A) 2 B) C) 1 


En una pirámide V-ABCD la base 
ABCD es un trapecio (AB//CD). Si 
éste poliedro se proyecta. sobre un 


plano perpendicular а АВ, el área 
proyectada es 20 dm?, si AB=12 dm. 
Entonces el volumen de la pirámide 


(en dm 3) es: 
A) 90 B) 100 C) 120 
D) 125 E) 150 


El área total de una pirámide 
cuadrangular regular es los i de su 


área lateral, si su arista básica mide 
2u. Calcule el volumen de la 


pirámide, 
448 3 3/3 250.543. . 
A) 3 и В) 4 v С) 3 u 
745 5 342 
"gh EN 
Dado un tetraedro regular O-ABC 


de volumen V, por O se trazan 
rectas perpendiculares a las caras 
del tetraedro que tiene a O como 
vértice comün, estas 
perpendiculares interceptan al plano 
ABC en los puntos A, В y С". 
Calcule el volumen O-A'B'C'. 

A) 6V B) 10V C) 12V 
D)V E) 16V 


. Se tiene un tetraedro cuyas aristas 


que concurren en un vértices miden 
2u, 4u y 8u. Además determinan un 
ángulo triedro cuyas caras miden 
60” cada una. Calcule el volumen 


del tetraedro. 
А) 832028 В) 5203 0) +з? 
D)3/a? — E)2/af 

El plano que pasa por el vértice E de 
un hexaedro regular ABCD-EFGH, 
intercepta a las aristas AD,DC y HG 
en los puntos P, Q y R 
respectivamente. Si -PD. Calcule la 
rezón de los volümenes de la 
pirámide P-EHR y R-PDQ. 


A) 1 В)2 C)3 
D)4 E)5 
A qué distancia del vértice de una 


pirámide cuya altura es H debe 


14. 


15. 


16. 


17. 


pasar un plano paralelo a la base 
para que las dos porciones sean 
equivalentes. 


A)2ŚH  B12%H c)z'H 
DZH е2 н 
ABCD es un tetraedro regular de 


volumen V halle el volumen del 
sólido poliédrico cuyos vértices son 
los puntos medios de las aristas de 
ABCD. 


V V M 
pla МА ТВА 
А = в) = E 
V V 
0) > Е) — 
13 1 
En una pirámide O-ABC, se ubica 


un punto F en OC. Por el punto F se 
trazan los planos secantes P y Q. El 
plano P es paralelo a la cara ABC y 
el plano Q es paralelo a la cara 
OAB. Si el vértice O y la sección 
determinada por el plano P 
determina un sólido de volumen V,, 
y el vértice C y la sección 
determinada por el plano Q 
determinan un sólido de volumen V2. 
Halle el volumen del sólido 
determinado por la pirámide O-ABC. 


A) УММ; B) (s * №) 
o( Kw) о (0) 
EX JM +) 


Se tiene un tronco de pirámide 
regular cuadrangular cuyas aristas 
básicas miden би у  8u 
respectivamente, la longitud de la 
diagonal de una cara es igual a la 
longitud de una arista básica. 
Calcule su volumen. 


A) E дал B) 442 
C) 158 rae D) Ea? 


E) Lar 


Las bases de un tronco de pirámide 
miden у 2m? Se construye un 
prisma equivalente de igual altura y 
base cuadrada. Halle la medida del 
lado de esta base. 


A) 22 B2B ©) ZE 
414 2410 
cn 


(>= 


EDITORIAL RUBIVOS _ 


18. En un tronco de pirámide de bases 

paralelas ABC-DEF, los volúmenes 

de las pirámides ABCE, DEFC son 

М, у Vz Halle el volumen de la 
pirámide ACED. 


A)V e V; pun 
: МУ; 
с) MV; D) 2 
МУ, 
B У +, 


19. Un tronco de pirámide, cuyas bases 
son regiones cuadradas y una cara 
lateral es perpendicular a las bases, 
esta circunscrita a una esfera. 
Calcule el volumen el tronco de 
pirámide, si los perímetros de las 
bases suman S y el producto de las 
longitudes de dos aristas básicas 
diferentes es P. 


A) (Ss -16P)8) Els? -15P) 


C) gg (S -13P)0) GS -12P) 


P 

E) 65 

20. En un tronco de pirámide regular 
ABCD-EFGH se traza un plano 
secante que contiene a los puntos 
medios M y N de EHyHG 
respectivamente y el vértice A, 
determinando asi una sección 
cuadrangular regular cuyo lado mide 
4u. Calcule el volumen del tronco de 


A)37/3u* B) 128 

112 5 11242. 4 
с) ^u 0) ul 
B nn 2 


2 


= 


. En un tronco de pirámide regular de 
base cuadrangular se ha inscrito una 
esfera, si la relación de las áreas 
básicas del tronco de pirámide es de 
1a4y'r es el radio de la esfera, 
entonces el volumen del tronco de 
pirámide es: : 


Df E) Xe 


22 En un tronco de pirámide triangular 
regular, los inradios de las bases 
mayor y menor miden u y u. Si las 


23, 


24. 


25. 


27. 


caras laterales son circunscriptibles. 
Halle el volumen del tronco (en u’). 


А) 7/69 В) 6/69 С)5у/69 
0) 4459 Е) 3/59 


El desarrollo de la superficie lateral 
de un cilindro de revolución cuya 
sección axial tiene un área de 60u 
es congruente con el desarrollo de la 
superficie lateral de un prisma recto 
de bases  circunscriptibes а 
circunferencias de radio igual a 3u. 
Calcule el volumen del prisma, 

А) 75х02 _ B)90xu*C) 120ли° 
D) 15002 Е) 180ли° 


Una cinta de papel de 40 ст. de 
largo, 5cm de ancho y 0,1 cm. de 
espesor, se enrolla como un cilindro 
circular recto. Halle el radio de la 
base del cilindro (en cm.). 


1 2 3 
A apr as 
4 5 
0) — Е 
E LIE 


Un recipiente de forma de un cilindro 
circular, contiene agua, tendido 
horizontalmente tiene una longitud 
de 8m y un diámetro de base de 
10m. El agua determina una 
superficie rectangular de 64 m^ de 
área. Helle la profundidad máxima 
del agua (en m) 

А) 4 В) 5 
0)7 Е) 8 


Un cilindro de revolución cuyo radio 
mide a esta interceptado por un 
plano que determina en las bases 
dos cuerdas de longitud a. Si el 
plano forma ángulos diedros de con 
los planos de las bases, calcule el 
área de la sección que resulta de la 
intersección del plano con el cilindro. 


C)6 


В) 5а? C) 62? 


E) 2/32? 


En un cilindro obllicuo de bases 
circulares AB y MN son diámetros 
paralelos de sus respectivas bases. 
Si AM es la generatriz cuyo ángulo 
de inclinación respecto a la base 
mide 60° y AN-7u, BN=5u. El 
volumen del cilindro es; 


A) 4а? 
D)6 3a? 


A)40/3mu? B) 16/3mu? 
QT 0) E amé 
E) 45/37u* 


28. 


29. 


30. 


3 


par 


32. 


En un hexaedro regular ABCD- 
EFGH de arista a, halle el volumen 
del cilindro de bases circulares 


inscritas en EBD y FHC. 
ла? 43 та?,/3 
NA B) ЕГ 
ла? 3 ла? A 
e 18 o) 12 
o 


La generatriz de un cilindro oblicuo 
de base circular mide igual que el 
diámetro de la base, sean M y N los 
centos de las bases y AB un 
diámetro de la base inferior que 
contiene а М. Si AM=13dm y 
MB=9 dm, entonces el volumen del 


cilindro (&n dm) es: 

A) 40x /7 B) 501410 
C) 60x /7 0) 607/14 
E) 50x /14 


Las bases circulares de un cilindro 
oblicuo tienen como área 36 dm, 
una sección recta que tiene un punto 
comün con el plano de la base 
inferior determina con ella un ángulo 
diedro que mide 30”. Si el plano de 
la sección recta interseca al eje del 
cilindro en la razón de 17 a 3, 
entonces el volumen del cilindro (en 
йт?) es: 


A)3001/3 B) 2201 /3 
C) 360x/3 D) 400x/3 
E) 420143 


. Un cilindro de revolución de radio 


igual a 5 dm es interceptado por los 
planos paralelos de manera que los 
ejes mayores de la elipses que se 
determinan miden 16 dm y la 
generatriz del cilindro oblicuo 
determinado es 30 dm. Halle la 
altura del cilindro oblicuo (en dm) 


A) 16,25 В) 16,75 С) 18,00 
0) 18,50 Е) 18,75 
Se бепе un tronco de cilindro oblicuo 


cuyos planos que contienen a las - 
bases son perpendiculares, si las 
generatrices forman con el plano de 
una base un ángulo que mide 75”, la 
diferencia de los cuadrados de las 
medidas de las generatrices mayor y 
menor es 304? y su sección recta es 
circular, entonces el área lateral del 
tronco de cilindro (en и?) es: 


10... 3 12 PLE 
лела 


33. 


35. 


37. 


En un cilindro de revolución de radio 
R y altura 2h se inscribe un octaedro 
P-ABCD-Q, donde P y Q son los 
puntos medios de dos generatrices 
diametralmente opuestas, AB y DC 
son diámetros de las bases del 
cilindro ortogonales a PQ. Si se 
trazan los planos que determinan las 
caras ABQ, ABP, DCQ y DPC. Halle 
el volumen del tronco de cilindro 
resultante. 


1 EST 1 
A). (6r. 8)Rħ В) 3l Rèh) 


с) d D) 368 +6)R%h 
E) sth +в)? 
De todos los cilindros de revolución 


de área total: za, halle el volumen 
del cilindro de máximo volumen. 


A) pen 8 Es 
с) A D) sea 
5 a 


En un tronco de cilindro oblicuo, las 
bases congruentes se encuentran 
contenidos еп planos дие 
determinan un diedro que mide 60°. 
Las generatrices mayor y menor 
miden 2a y a. Calcule su volumen. 


Ia”. Эта? 9та? 
А 32 . B) 64 e 12 
gra? 9а? 
D) 256 E) 200. 
. Calcule el radio de la base(en и) de 


un tronco de cilindro circular recto 
cuyas bases forman un ángulo 
diedro cuya medida es 60*, además 
la suma de las áreas de las bases es 
S y la generatriz minima mide Ou. 


i S S 


Y 

S S 
"d 54 
Segün la figura se tiene un tronco de 
cilindro recto de sección recta 
circular, MN=2AB, AM=BN, 
mZBAM=135* y el área de la 
superficie lateral es numéricamente 
igual al volumen de dicho sólido. 
Calcule el área de su superficie 
lateral. 


38, 


39. 


40. 


4 


— 


А)40т 
D) 46x 


B)42x 
E)48x 


C) 44x 


Un recipiente cilindrico cuya altura 
es tres veces el radio de la base 
contiene agua en un 75% de su 
capacidad ¿Qué ángulo se debe 
inclinar el cilindro para que el agua 
llegue al borde del cilindro?. 

A) 15 B) 30 С) 45 

D) 53 E) 60 


Un cilindro oblicuo se encuentra 
circunscrito a una esfera de radio R. 
Si el plano que contiene a la sección 
recta de dicho cilindro y el plano que 
contiene a su base forman un ángulo 
diedro cuya medida es 30”. Calcule 
el volumen de dicho cilindro. 


AR? RAT 
A) 37h B) GAR 42 
C) UE D) SaR? J5 
E) RV 


En un tronco de cilindro oblicuo 
cuyas  generatrices máxima у 
mínima son AB y CD 
respectivamente. La generatriz AB 
forma con la base inferior un ángulo 
que mide 15” y con la base superior 
forma un ángulo cuya medida es 


75°. Si: =3002, Halle el área lateral 
del cilindro oblicuo. 
15x 15x 15x 
ATE B Ed 
8 8) 7 e 6 
15x 15x 
ja um m 


Un tronco de cilindro de revolución 
está inscrito en un cono de 
revolución, donde sus generatrices 
están inclinadas formando un ángulo 
de 30* con respecto a la base. Si el 
diámetro AB de la base del cilindro, 
está contenido en el diámetro MN 
de la base del cono, tal que 


43. 


45, 


MA-AB-2BN. Halle la relación de 
los volúmenes de los sólidos 


limitados por el tronco de cilindro y el 
cono de revolución. 
9 15 36 
Ад Ya + Ou 
27 18 
Dos Cs 
‚ Al trazar un plano secante a un 


-cilindro recto de revolución cuya 


base es un circulo cuyo radio mide 
1u, se obtiene un tronco de cilindro 
cuyas generatrices menor y mayor 
mide 4u y 6u respectivamente, Halle 
el área de una sección axial del 
tronco de cilindro ( en u?). 


А)8 В) 10 С) 12 

0) 14 Е)16 

Ел un hexaedro regular 
ABCD-A'B'C'D' se inscribe un 


cilindro recto de tal manera que sus 
bases están inscrites en las caras 
ABCD y A'B'CD' En que razón 
queda dividido el volumen del sólido 
limitado por el cilindro al trazar el 
plano CB'D'. 


x42 х-./2 
pus Aspe 
с) 2? р) 35-42 

2 2 
g 22 

2 


. El desarrollo de la superficie lateral 


de un cono de revolución es un 
semicírculo. Halle la medida del 
ángulo que forman dos generatrices 


opuestas. 

А) 45 В) 60 С) 75 

0) 90 Е) 120 

El área lateral de un cono de 


revolución es S y el área total es S,. 
Determine el ángulo que forma la 
altura y la generatriz. 


ES 


S 


[s SEMINARIOS CEPREUNI 


46,Se tiene una lámina metálica 
circular, si se corta un sector circular 
de dicha lámina. Halle la medida del 
ángulo del sector que * permita 
construir cón el resto un cono de 
capacidad máxima, 


A)120(3-43) В) 120(3- 6) 
c)90(2-12) ^ D)90(3-J3) 
E) 120(3- J2) 


47. Una esfera esta inscrita en un cono 
recto, una de las generatrices del 
cono ha quedado dividido por el 
punto дә  tangencia еп dos 
segmentos de longitudes у 
determine el volumen de la esfera. 


48. La altura de un cono de revolución 
es Н у е! radio de la base. Halle el 
área lateral del cilindro de revolución 


inscrito de máxima área. 
xRH ARH RH 
P amne MT bid S 
zRH хк 
RN E 


49. En un cono circular recto están 
inscritas dos esferas tangentes 
exteriores entre si y tangentes a la 
superficie latéral, además la esfera 
mayor es tangente a la base. Si los 
radios de las esferas miden a y b 
(a>b). Halle el volumen del cono. 

x е9 £) 
a 9 3 ab -b* 


E 


ax( al ) e a | 
ox D (= 


ON 
A A] 


50. Según la figura, calcule EC, si el 


5 


— 


52. 


53. 


10 29 40 
A)— SE Le, 
) 9 В) 9 C) 9 

50 70 
D B 


. En un octaedro regular P-ABCD-Q, 


la arista mide L. Halle el volumen del 
cono circular, cuya base se 
encuentra inscrita en la cara BCQ y 
su vértice se encuentra en un punto 
del plano APD. 


Ent? Sört? RUE 
B C 
^ 220 ) 100 ) 108 
12/3 412/2 
D к! 
) 100 E 108 


En un cono de revolucion de base 
circular de área A, se inscribe un 
cilindro recto de revolución cuya 
base tiene un área igual a B. Si la 
altura del cono es h. Halle el área 


lateral del tronco de cono 
determinado por la base superior del 
cilindro. 


A) hex A (24A - 48) 
8) (УАВ) 


C) aA +h? (A +В) 
D) Vh?x + AG/A +B) 
E) NA +H*(2/A - 4B) 


ABCDEF es un hexágono regular 
cuyo lado mide ¿ y cuyo centro es 
О.: Si L es la recta que contiene а 
AO, determine el área de la 
superficie de revolución generada al 


girar BE alrededor de L. 
A) 3er — B)xJ2t? C) 58а 


0) e E)n 6r? 


. Se tiene un cilindro de revolución y 


un tronco de cono oblicuo de bases 
circulares, la base menor del tronco 
de cono coinciden von la base 
superior del cilindro, y la base 
inferior del cilindro está incluida en іа 


55. 


97. 


58. 


base mayor del tronco de cono. El 
área de la sección del tronco 
determinada por dos generatrices 
opuestas es y dicha sección 
forman con la base mayor un diedro 
que mide 30. Si el área de una 
sección axial del cilindro es de 4m*. 
Calcule el volumen del tronco de 
cono. 


100% 105% 110x 
A 1 QT 
114x 119x 
Ay NS 


Un tronco de cono de altura 6 dm, 
tiene como base mayor una región 
circular de radio 5 dm, si el volumen 
del tronco de cono es 78x dm, 


entonces el volumen del cono 
deficiente (en dm?) es: 
18 16 16 
A) $* B) т 9 
15 14 
Dt ET 


. Una generatriz de un tronco de cono 


de revolución mide g, forma con la 
base mayor un ángulo de 60* y es 
perpendicular al segmento que une 
Su extremo superior con el extremo 
inferior de la generatriz opuesta. 
Halle el área lateral del tronco de 
cono. 


Аул? 8) iv C) Sag 
5 1 
DZS 5) 


Un tronco de cono de revolución de 
área total A esta circunscrito a una 
esfera de-radio R. Halle el volumen 
del tronco. 


AR ZAR E - 
Саке Ву" cog 
А) 6 ) 3 O)3R JA 


HARE вия 
3 
En un cono recto cuya generatriz es 
congruente con el diámetro de la 
base, está inscrito una semiesfera 
de radio R de modo que su círculo 
mayor se encuentra en el plano de la 
base del cono. Calcule el volumen 
del tronco de cono que tiene como 
bases la base del cono y el circulo 
limitado -por la circunferencia de 
tangencia entre la semiesfera y el 
cono, 


3753 37 Er 
ATR B) 258° С) ТЕ 
41 43. 

D) qe ER y 


59, Se tiene un tronco de cono de 


61. 


revolución de radios de bases R y 
R . El área lateral es igual а la suma 
de las áreas de las bases. Calcule el 
volumen del tronco de cono. 


Ar B)zR? ant 
P 3 
D)5xR* ps 
3 
Se tienen un cono circular recto cuya 


sección axial es un triángulo 
rectángulo, se inscribe en el cono un 
cubo tal que una de sus caras se 
encuentra contenido en la base del 
cono, si la arista del cubo mide 2u. 
Calcule el volumen del cono (en u?). 


A2 0.042) в)5(15 «742) 
c) (t2 «542) 0242) 
E) (6-542) 


Se tiene una esfera de radio R, se 
traza un plano que divide a la esfera 
en dos casquetes cuyas áreas están 
en la relación de 3 a 2. Halle la 
distancia del centro de la esfera al 
plano 


R R 3R 
А Mg AE 

R R 
D 4 

^8 Es 
En una esfera de radio 1u se trazan 


dos planos secantes, equidistantes 
del centro, el área de la zona 
esférica determinada es igual a la 
suma de las áreas de las bases, 
halle la distancia entre los planos. 
AZ -1  Br2(/2-1) 
c)3(42-1) D)4(42-1) 


E)S(42 -1) 


63. Un hexaedro regular de arista a se 


encuentra inscrito еп una 
semiesfera. Halle el volumen de la 
semiesfera. 


aae e 
ou of ue 
E) эВ 


64. En una esfera de radio R una zona 


esférica de altura n es equivalente 
a un huso esférico. Calcule la 


65. 


67. 


68. 


69. 


70. 


medida del ángulo correspondiente 
8l huso. 


A) 15* B) 30* C)37* 
0) 45° Е) 60° 
Ое У punto exterior a una esfera de 


centro O se trazan todas las rectas 
tangentes a la superficie esférica 
formándose un cono equilátero, cuya 
base es un circulo menor de la 
esfera. Halle la relación de 
volúmenes del cono y la esfera. 


5 3 4 
A; Biss oa 
9 5 
0 E) 16 
. Halle el radio de la esfera inscrita en 


un tetraedro O-ABC trirrectángulo, 
0A=12, OB=24, OC=36, 


A) 1 B)2 С) 
0)4 Е)5 
En una pirámide Р-АВСО, el área 


de la superficie esférica inscrita es 
36zu^. Calcule el volumen de la 
pirámide, si la cara APB es regular y 
la medida del diedro AB es 90 


(ABCD es un rectángulo). 
А) 216/3  B)218/3 C)220/3 
D)22243  .E)22543 
Una cuerda de radio r- тт se 


enrolla fuertemente obteniéndose 
una esfera de radio R- cm; 
suponiendo que no hay espacios 
vacíos en el enrollamiento. Calcule 
la longitud de la cuerda. 


A) 6m B)6,5m C)8m 
D)8,5m E)9m 
Una esfera esta inscrita en un cono 


de revolución de altura 12 y radio de 
base 5. Un plano es paralelo a la 
base del cono y tangente con la 
esfera. Halle el radio de la sección 
determinada por el plano. 


10 20 10 
А B гт 

20 14 
DF ZEE 
Una superficie esférica de área 


144xu? es interceptado por dos 
planos que forman entre si un 
ángulo diedro que mide 60” de modo 
que la recta de intersección de los 
dos planos es tangente a la esfera y 
el plano  bisectriz contiene un 
diámetro de la esfera. Calcule el 
volumen de la parte de la esfera 
comprendido en el ángulo diedro. 

A)180x B)188x C)130x 


71. 


72. 


73. 


74, 


75. 


СТС 
D)198z E)200x 


En la figura el volumen que genera 
el sector circular AOB es el 
cuadruplo el volumen del sólido que 
genera la región triangular BMO al 
girar ambos alrededor de OM. 
Calcule la mzBOM. 


Á 
A) 30° B) 37* С)45° 
0) 53° E) 60° 


Para determinar el radio de una 
esfera, se traza con un compás 
esférico a partir de un punto A como 
polo, una circunferencia cuyo radio 
es /34dm. En la circunferencia 
trazada se ubica los puntos B, C y D 
tal que BC=6 dm, CD= dm y 
BD=10dm, entonces el radio de la 
esfera (en dm) es: 


16 17 
A)5 B)— Гоз 22 
) 3 ) 3 
D)6 92 
En una esfera de radio R está 


inscrito un cono de revolución de 
volumen máximo, halle la altura del 
cono. 


2R- 8R 4R 
Mer - ERE а? 
SR TR 
o B 


En una pirámide O-ABC, el vértice 
O es un ángulo triedro trirrectángulo 
ОА=1, OB=2 y OC-3. Halle el radio 
de la esfera inscrita. 
1 1 
А) – 8) 
) 2 E 
1 
Ds 8) 
Demostrar que si en una esfera se 
inscriben un cilindro equilátero y un 
cono equilátero, el volumen del 
cilindro es media proporcional entre 
los volümenes de la esfera y del 
cono. 


1 
04 


л —— Á——A——————————— o жа 


76. Se tiene un cono equilátero inscrito 
en una esfera de radio R. ¿A qué 
distancia del centro de la. esfera 
habrá que trazar un plano secante 
paralelo a la base del cono para que 
la diferencia de las secciones 
determinadas sea igual al clrqulo de 
la base dekcono? 


R 3 R 
A Bag 05 
R 5 
ES Бый =, 
03 ‚ ® 


77. En una semiesfera de radio R se 
inscribe un cilindro circular recto de 


volumen máximo, halle dicho 
volumen. 
3 a 
NEL B) 3J3xR 
5 4 
3 3 
0 2,38 D) т\з 
9 9 
E) HR 


78. Un tronco de cono cuya generatriz y 
radio de la base mayor tienen igual 
longitud, está inscrito en una 
semiesfera, el área lateral del tronco 
es m. Halle el volumen de la 
semiesfera. 


м8 gem o 
i ns 
gere ir 


79. Halle el radio de la esfera tangente a 
3 aristas de un tetraedro regular, que 
pasa por los vértices de una cara, 
siendo a la arista. 


av2 ay2 ay2 
Е: Ч, 
0) м Е)ау2 


80. Sobre una mesa de billar se colocan 
tres bolas iguales de radio R, 
entonces el radio de una bolita que 
es tangente a los tres y que se 
apoya también en la mesa es: 


Rar R R 3R 
AZ Ba C) 3 0)5 De 
81. Halle la longitud del radio de una 


esfera inscrita en un octante de 
esfera de radio R. 


ВР в (8-0) ef G8-) 


) a -4) 85 6a- 2) 


у 


82. 


El diámetro de una esfera mide 12 
dm y las dimensiones de un 


` paralelepipedo recto son 12x12x 


83. 


B5. 


B7. 


dm, si dicho paralelepipedo es 
tangente a la superficie esférica a 3 
dm de su base inferior, entonces el 
volumen de la esfera limitado por las 
bases del paralelepipedo (en dm) 
es: 


т T х 
А)404= В) 400. C) 202; 
Li R 
D) 2005 E) irl 


Halle el radio de la base del cilindro 
recto circular de mayor volumen que 
puede ser inscrito en una esfera de 
radio R. 


D) ка gie 


El volumen en decímetros cúbicos 
de una esfera es numéricamente 
igual a su área. Si el área de huso 


es : del área de la esfera, entonces 


el volumen de la cuña esférica 
correspondiente (en dm) es: 

А) 5.07 B)6.0x C)7.0x 
D)2x . E)7.Bx 


Una cuña esférica inscrita en un 
prisma triangular regular, tal que una 
arista lateral de éste coincida con la 
arista de la cuña y que el huso de 
ésta sea tangente a la cara opuesta 
de dicha arista, si el volumen el 
prisma es V, entonces el volumen de 
la cuña es: 


3 A 
id в)22 ,у 
ou op av 
e. 

Usando el teorema de 
Pappus- Guidin deducir la posición 
del centro de gravedad de: 

A) Una semicircunferencia de 


radio R 

B) Un semicirculo de radio R 

C) Un cuarto de circunferencia de 
radio R 

D) Un cuarto de circulo de radio R 


Halle la distancia del centro de 
gravedad (CG) de la figura 
sombreada al eje de giro. 


88. Una región cuadrada ABCD de lado 
10dm se hace girar 360” alrededor 
de un eje coplanar exterior que pasa 
por el vértice Dy дие forma un 
ángulo que mide con CD, 
entonces el volumen del sólido 


generado (en dm) es: 

A) 400243 B) 45013 
С) 500143 D)400x./6 
E)5001/6 


B9. En un círculo de radio R y diámetro 
AC, se traza la cuerda AB, tal que 
m AB -120. Halle el volumen del 
sólido generado por la rotación de la 
región ABC alrededor de 


IA 1 0 06 08 0 ХЗ 00 ШШ 
ҮЛЕК БЕЗЕ 
— lll 


rata 
П 07 80 ЕТ 05 ES EN 07 EN ШЇ 
SANOS CNN 


САЗ агарі 
ШП IA 08 00 ЕЁ 05 02 Eo 
рсе сів JAJCIDIDICI 

ЖП ЕЙ 00 ШУ ED ШУ ЕЙ 59 ЕШ 
РЕ 


ecrave SEMINARIO 
CEPREUNI 


@ ^ es ei número de arista de un prisma. 
determinar el número de caras. 


А+2 
3 


A) La B) 5+2 0) 


А+3 
D) 2 


E) 2А 


@ En un prisma regular. su número total de 
aristas es À. entonces el número total de 


caras es: 
A A A 
A) q B) 2^ C) qe 
A A 
0) 3+2 E) + 


(ge un hexaedro regular cuya arista mide 


4m. Determine la longitud del segmento 
que une un vértice y el centro de la cara 


opuesta (en m). 


^) 246 B) J6 C) 3,6 
46 Уб 
D) 7 E) z 


(Quos hexaecro regular se intersecta por un 


plano que pasa por una de sus diagonales, 
Si la arista del hexaedro mide К. Calcule el 
área mínima de la sección determinada. 


2 2 

A) кБ в) °У7 с) K? VŽ 
2 2 
2 z 

^ = p E 


Bo base de un prisma recto es un triángulo 


rectángulo circunscrito a una 
circunferencia que determine sobre la 
hipotenusa dos segmentos de 6 y 4. Si la 
arista lateral mide 10. entonces el volumen 
del sólido limitado porel prisma es: 

A) 150 B) 180 C) 210 

D) 240 E) 250 


Q un prisma triangular regar tales 
que las diagonales de dos caras laterales se 
cruzan ortogonalmente y cuya longitud de 
una de ellas es /6 cm . Halle el volumen 
del sólido limitado por el prisma (en cm?). 


A) 42 вуз C5 


D) 46 E) J7 


Qu. dimensiones de un recipiente. cuya 


forma es la de un paralelepípedo 
rectangular son 3m de largo. 2m de ancho 
y 1m de altura. ¿Si se vierten 1800 litros de 
agua. a que distancia de borde llega el 
líquido? (en m) 
A) 0.10 

D) 0.25 


B) 0.15 C) 0.20 


E) 0.30 


@ Determine el volumen de -un prisma 


regular triangular. si las diagonales de dos 
caras laterales miden 4/6 y se cruzan 
ortogonalmente. 


A) 410 B) 48 C) 46 
D) 243 E) 342 


(9s tiene un prisma regular ABC - A BC”, 
P es un. punto de la arista BC de modo 
ce 

que PB 
B'C' .El plano (APQ)intersecta a la arista 
A'B' 


A'B' en un punto R. Halle la razón Eu 


1 
^3 y Q es el punto medio de 


ol 
! 4 


ale mi 


E) 1 


(10) En un prisma triangular regular ABC — 


А B'C' con todas sus aristas congruentes. 
se ubica el punto M en la prolongación de 


AB de modo que AM = 2BM. si F es el 


punto medio de АС. calculela medida 
del ángulo diedro determinado por los 
planos MBF y ABC. 


A) Anc io 9 вулнс (255) 
ан) ei 
I2: 


Qu tronco de prisma recto de base 


triangular. sus aristas laterales miden 
AA =3. OO'-6. BB'= 2. Si la base 
perpendicular alas aristas laterales AOB. 
es una región equilátera. El plano de la 


base AO B intersecta a las prolongaciones 
de OA y OB еп My N respectivamente. 


Si MN- 44/13 . Calcule el volumen del 
tronco de prisma recto. АОВ - AO'B. 


176 
A) 5048 BE о M3 
n) 2348 ЕТ 


e En un prisma oblicuo ABCDE — EFGH. 


lam Z ABE = 90 m ZBAD =m Z ADC 
=60,28C = AB — 6. AD // BC.m Z EAB 


= т“ EAD = 60. Calcule el volumen. 
A) 12047  B)15045  C)21642 
D) 6443 E) 400 


@ лвор - EFGH es un prisma de bese 
rectangular. se traza un plano secante que 
intersecta a las aristas OV, AE y BF en 
los puntos P. Q y R respectivamente. Si 

DP 1 BR 
AQ=QE. — а 
2(EH) = EA = 4m , entoncesdetermine.el 
área lateral del menor tronco de prisma 


(en m?). 
A) 8 B)6 C)9 
D)7 E)5 


@ En cubo ABCD- EFGH de arista a. iN 


es punto medio de AE y M e CG tal que 


1 
GM 2 BC. entonces el volumen del 
tronco de prisma triangular NBM – EFG 
es: 


о» ds Bo 
A) 3c? в 362 © 568 
9 з 10% 
D) 36? E) 36? 


& En un prisma triángular rect o ABC — 
AB'C se ubican los puntos M. N y P sobre 
AA'BB'y CC respectivamente de 
manera que AM=2 МА y BN=PC". Si el 
volumen del prisma es 9m*. entonces al 
volumen del prisma ABCMNP (en m?) 


А) 1 В) 2 С) з 
р) 4 E) 5 


(se tiene un tronco de paralelepipedo 


[ 1522 | SEMINARIOS .CEPREUST 


Er opuestas son $, y S, y la longitud de su 
distancia entre ellas es d. Calcule el volumen 
del tronco. А 


à d 
A) díS, +S,) В) 565, +5,) 
d d, 
C) 35 *Sj) D) ru +5) 
4 
E) zS. +5) 


Qu sólido está limitado por una región 


rectangular ABCD, dos regiones 
triangulares equiláteras ABE y CDF 
inclinadas 60? con respecto a la región 
rectangular y las dos regiones trapeciales 


AEFD y BEFC. Si AB= 44/3 y BC=8, 


calcule el volumen del sólido. 
A) 160 B) 162 С) 164 
D) 172 E) 108 


Qu un tronco de prisma recto ABC ~ 
ABC. ABC esla base menor; AB=BC=4, 
El plano A B'C' intercepta entonces a las 
prolongaciones de BA y BCen E yF 
respectivamente. Si AE =2. FC=1. Halle 


la relación entre los volúmenes delos troncos 
del prisma dado respecto a B' - ЕВЕ 


170 175 180 
Ат S. Ов 
184 190 
Ds — B 


(se ienen una pirámide regular P- ABC. 
se traza la base media EF dela cara lateral 


PDC(E € PD) > si tas aristas laterales de 


la pirámide son congruentes a las aristas 
dela base y su longitud es L halle el volumen 
del sólido EF-ABCD. ..- 


* 


^ 48 rero 24 p 

1039213 3/3, 

Meu ar 
248,3 
Da. 


Qs una pirámide regular. ¿Cuáles de. las 


- proposiciones son correctas? 
at 


B es su número total de caras 
V es su número total de vértices 


A 
) C= qt 
mC=v 
ША>У 
МА <У 
A)ILILIV — B)LHLIV С) Ш 
D) Пуш E) ТУШ 


e En una pirámide cuadrangular regular. la 


altura y la arista de la base miden Lm. 
entonces la suma de las medidas (en m) 
de las aristas es: 


a) (/6+2)L B) 2(46 +2). 


C) 3(46 +2). p)(46 +1)L 


pre 
3 


122) En una pirámide S — ABC. el pie de la 


altura coincide con el centro de la 
circunferencia inscrita en la base si AB = 
14cm. AC= 13cm y BC= 15 cm y SA 


= 2422 cm. Halle el volumen limitado por 


la pirámide (en cm?). 
A) 160 B) 162 C) 164 
D) 166 E) 168 


(25) En la pirámide cuadrangular regular O— 


ABCD. si el lado de la base y la altura 
miden 6m y 4m respectivamente. Halle la 
distancia de vértice A al plano OCD. 


А) 3.8 B) 4.6 C) 4.8 
D)5.2 E) 5.8 


@ En un cubo ABCDEFGH de arista a. se 


traza AA' 1 ЕС. Halle el volumen de la 
pirámide A - ABCD. 


2s 3 22 
А) 7 B) ga C) g? 

a? a 
D'e E 


É Dado un hexaedro regular y un punto 


interior O. demostrar que la suma de las 
distancias de O a las caras. es igual a la 
altura del tetraedro. 


e» Calculela altura de una pirámide regular 


cuadrangular. si el punto medio de la altura 
dista de una cara lateral y de una arista 
lateral 3u y 4u respectivamente (en u). 


A) 943 B) 643 C)12 
D) 1242 E) 1243 


(C En une pirámide V-ABC. VA determina 


con el plano P que contiene a ABC un 
ángulo de 45? y AB=AC, VB=VC. el 
ángulo diedro BC mide о. si el cuadrado 
de la distancia de V a P multiplicado por la 


longitud de BC es 60. calcule el volumen 
de sólido piramidal cuyo vértice es V y 
cuya base es la protección de la cara VBC 
sobre P. 


3 4 
UNS Puno © 
D 5 E 10 
) tana ) tana 


C) En una pirámide O - ABC. en sus aristas 


laterales OA,OB y OC se ubican los 
puntos D. L y M. tal que. OD= 4, DA=6. 
OM=8. MC=2. OL=6 y LB=3. El plano 
DLM intersecta a lasrectas AB y AC en Ey 
Е Halle la relación entre los volúmenes de 
las pirámides O - ABC y D - AER 


! 27 ) 27 ! 27 
p Y m 
! 27 ) 27 


De la pirámide O — ABCD regular. la 


m < AOB-—33. 75° y la arista OA mide 
8u. Calcule el mínimo recorrido que debe 
ejecutar una hormiga que partiendo de A 
se desplaza sobre la superficie lateral hasta 
llegar al punto medio de OA (en u). 


A) 4/5+2/2 B)4/4+2/2 
C) 445.42 D) 445- J2 
E) 445342 


& Dado un ietrsedio segui S C ABO de 


volumen V. por S se trazan rectas 
perpendiculares a las caras del tetraedro 
que tienen a S como vértice común. estas 
rectas intersectan al plano ABC en A. B' y 
C. Entonces al volumen del S -A ВС es: 


ELE 


6) El lado. de la base de una pirámide 


triangular regular mide ala longitud de la 
altura trazada desde el vértice de la base 
hasta la cara lateral opuesta es b unidades, 
Entonces. el volumen del sólido limitado 
por la pirámide triangular regular es: 


ab ab? 

А әд P eaaa 
ba a'b 

Si 12/32? -4p? D) 643a? -4b* 


ab 


E) 1237-40 


132) En un cuadrado ABCD. por A y C se 


trazan perpendiculares AE y CF al 
plano del cuadrado tal que AE = 4. 
CF-6y AD = 342 . Calcule el volumen 
del sólido F- BED. 
A) 25 B) 26 
D) 30 


C) 28 
E) 36 


@ Las bases de un tronco de pirámide 


regular triangular están circunscritas a 
circunferencias cuyos radios miden 
43 y 248 . Si las caras laterales son 
circunscriptibles. calcule el área lateral de 
este sólido. 


B) 4845 


A) 81/5 
С) 844/5. D) 7245 
E) 4145 


@ ) En un tronco depirénideregulerde base 


cuadrangular ABCD — EFGH. la 
m Z FHD=45*. Halle la razón entre el área 
de la región trapecial BDHF y área lateral 
de dicho tronco, 


Der аб 4 
сан ыбын ыа е. 
3 4 
pis E rx 


B En un tronco de pirámide regular de 


base cuadrangular ABCD — EFGH. si 
т “ВРЕ = 60 y mZFHD = 45°. 
Calcule la razón entre el área de la región 
BDHF y el área lateral del tronco. 


e En la figura mostrada. las áreas de las 


bases de un tronco de pirámide son S, y S, 
(5,< 5,). Enzonces. el área de la sección 
transversal que dista тп de la base menor 
ylasn de la base mayor es: 


D] Una pirámide triangular se intersecta con 


el plano en dos poliedros. Si el plano secante 
divide a las aristas que convergen en un 
vértice de la pirámide en dos segmentos 
cuyas longitudes están en la relación 1 +2. 
1+2 y 2+1. entonces la razón entre los 
volúmenes de los sólidos que limitan los 


poliedros es: 


25 25 27 
AT B 7 eo 

27 25 
pii Eo: 


É Se iene una pirámide P- ABCD de base 


paralelográmica de modo que PDes 
perpendicular al plano (ABC). Se ubican 


los puntos E. F y G en las aristas 


PA,BP y PC de modo que PE = FA. 
PF=FB y PG= ЗСС. Si el volumen dela 
pirámide P — ABCD es V. entonces el 
volumen de la pirámide de vértice P y 


limitada porla pirámide original y el plano 
EFG es: 

15 15 17 
==, Y HIA 
Ag — Bg C 35У 
19 2 
IU IM 

Da E) 35 


[55] En una pirámide V - ABC de volumen V. 


se ubican los puntos M y D en AV y VC de 
manera que AM = MV. VD-2DC. calcule 
el volumen del tronco de pirámide 
MDBAC. 


2 > d 2 
A) s" B) 2" C) M 


1 3 


[10] Se desea elaborar un cilindro de 


revolución de radio R. se inscribe un 
tetraedro regular de modo que los aristas 
opuestas son diámetros de las bases del 


cilindro. Halle la altura del cilindro. 
А) 282 В) 30x С) 32x 
D) 34 x E) 361 


б En un cilindro de revolución de radio В. 


se inscribe un tetraedro regular de modo 
que dos aristas opuestas son diámetros de 


las bases del cilindro. Halle la altura del 

cilindro, 

A) 28 в) 82 C) RY2 
2 

D) RJ8 pae 


© Se tiene paralelepípedo rectángular 


ABCD - EFGH inscrito en un cilindro de 
revolución cuyas bases se encuentran 
inscritas en las bases del cilindro. Si la 


distancia G a FH es 2u y AC=6u. Halle 


la relación de volúmenes entre el cilindro 
y el paralelepípedo. 

4 бл 8л 
мз" > Оза 
D) 2 gar 


EDITORIAL RUBINOS 


@ Еп un cilindro de bases circulares de valor 
т. se ubican los diámetros paralelos 
AB y ED en cada base. de manera que 
la proyección de C sobre una base en el 


punto medio C' de AB .un plano P pasa 
por B y es perpendiculer a las generatriz 
AC del cilindro en E. m < ЕСС= a y la 
m 4 ACB= 45. calcule el volumen del 
cilindro. 


A) msena - В) m5 4/3 + 4sena 
С) хела О) т> 
E) rr /1-sena 


Q Setieneun cilindro oblicuo cuya sección 


recta tienen área de 10u?. AD y BC son 
dos generatrices diametralmente opuestas 
de modo que B es la proyección ortogonal 
de D sobre el plano P dela base que contiene 
alospuntosA y B. SeaC la proyección de 
C sobre P Calcule (en u?). el volumen del 
tronco de cilindro interior determinado por 
un plano que contiene a la recta DC”. Si la 


generatriz del cilindro mide 12u. 
A) 90 B) 45 C) 70 
D) 75 E) 100 


@ Se tene un tetraedro regular en el оазе 


inscribe un cilindro cuya base inferior esta 
contenido en una cara del tetraedro y su 


altura es la i partes de la altura del 
tetraedro. Halle la relación entre el volumen 


del tetraedro y el volumen del cilindro. 
2 
A) &В p 243 C)- 
л л п 
: 1 
ре Bi 
л . x 


QD En un tetraedro regular de arista a. esta 
inscrito un cilindro recto de revolución. 


Halle el volumen del cilindro. 
a /2 xa^ 6 za 43 
A) 36 a C) 8 
za /6 za” y6 
as а 


Es Siun cilindro está inscrito en un cubo. 
Volumen de cilindro 
Бубак del cubo 


A) 


соіа 


р) 


Pla 


@ En un cilindro de revolución se inscribe 


un prisma cuadrangular regular de 
volumen V. Determinar el sólido cilindrico. 


лу 
А) 22V В) zV C) EC 


V Злу 
э x 


@ Una vaso de forma cilíndrica en el cual la 


altura esigual al diámetro de la base 
contiene un líquido de volumen V. Si al 
indicar el vaso un ángulo que vale 45? el 
líquido está por derramarse. cuál es el 
máximo volumen de líquido que puede 
contienen. 


8v 3V 
с A 
ЕУ ET 
3 ) 


Ф Lo estera inserita en un tronco de cilindro 


circular recto. determinar un punto de 
tangencia en el eje mayor de la elipse de 
una base y dos segmento de longitudes a y 
b. Determine el eje del tronco. 


2ab 


ab 


E) 4 ab 


© Del siguiente gráfico demostrar que el 


volumen del tronco de cilindro recto es: 


Log 


o 


152) En un tronco de cilindro recto se inscribe 


una esfera si las longitudes de las 
generatrices menor y mayor del tronco 
son a y b. Entonces el volumen del sólido 
limitado por el tronco de cilindro recto es: 


ta'b? ta'b? 
A) 3155) B) a+b) 
ла? zab? 
C arb) 0) 385) 
na*b? 
E) 5(a + b) 


e Se tiene un tronco de cilindro de 


revolución circunscrito a una esfera. la 
generatriz mayor mide 12m y la generatriz 
menor mide 6m. Halle el volumen del tronco 
de cilindro (en m?) 

A) 120 x B) 132 x 


D) 144 x Е)152 х 


С) 1387 


& Sea un tronco de cilindro oblicuo 


cuyas generatrices son AB y CD tal 
que AB? - CD? = 32 cm?. La generatriz 
AB hace con las bases inferior y superior 
ángulos cuyas medidas son 15 y 75 
po RS Halle el área lateral (en 
cm?). 


A) x B) 2x C) 3x 
D) 4x E) 5x 


e La cara superior de un tronco de cilindro 


recto determina con la base un ángulo 
diedro que vale 60°. Si las generatrices 
máxima y mínima miden 12u y 8u. 
Calcule la relación entre el área lateral y el 
área de la cara superior. 


A) 42 в) 2/3 С) 343 
D) 543 E) 643 


B Los ejes mayores de las regiones elípticas 


que son las bases de un tronco de cilindro 
oblicuo de sección recta circular determinar 
con la generatriz máxima un triángulo 
equilátero. Si las dos generatrices extremas 

miden 4y2. Calcule el volumen de cilindro. 


А) 2r _ Br СЕЗ 


pe 1 
D) 5x ru. 


@ Los tres lados de un triángulo rectángulo 


están en progresión aritmética. siendo el 
perímetro del triángulo 90m. Calcule el 
volumen del cilindro de revolución de 10m 
de altura cuya base es el círculo inscrito en 
el triángulo rectángulo (en mê). 


m 


1125 

А) 510x B) 500 x C) 2 л 
1126 

D) A E) 520 х 


[55] Un triángulo ABC recto еп В. gira 


alrededor de BC generando un cono. Para 
calcular el volumen del sólido formado es 
necesario: 


1. Lalongitud de la altura. 
П. Elángulo A mide 30 


A) I por si sola 
С) Тул 
E) falta información 


B) If por si sola 
D) 6 ll 


@ Caicutee votumen del cono de revolución 


inscrito en un tetraedro regular cuya arista 
midet. 


тб? z4 6t лб? 
55 "is “sg 
n6t туб 
0) ABO Ев, 


@ Un cono circular recto cuya altura mide 
10m esta circunscrito a una esfera cuyo 
radio mide 4m, Calcule el volumen del cono 


(en m?). 
600 700 800 
US V X Moi cix EY de 
850 900 
Gr ES 


( A desarrollar la supericie atera de cono 


de revolución. se obtiene un semicirculo. la 
medida del ángulo que determinan dos 
generatrices diametralmente opuestas del 


cono es: А 
А) 30° В) 45° С) 60° 
D) 90° Е) 120° 


@ En ia base de un cono circular recto se 


inscribe un triángulo rectángulo. los planos 
que pasan por los catetos y el vértice del 
cono forman con la base. ángulos diedros 
quemiden 30° у 60° respectivamente. Si 


la altura del cono (en m°). 


A) 24x 
D) 25x 


B)18x C)20x 


E)30 x 
e Por el vértice de un cono recto cuyo 


volumen es T луЗст? setrazan 3 planos 
tangentes a la circunferencia de la base. 
determinándose en dicha base una región 
triangular de lados cuyas longitudes 13cm, 
14cm y 15cm. Entonces el volumen del 
sólido determinándose por los planos y el 
plano de la base del cono es (es cm?) 


ву 11243 c)114,/3 
E) 12048 


A) 11043 
D) 11643 


@ En un rectángulo АОВ. la hipotenusa 


'AB mide a. Se hace girar el triángulo en 


tomo a AB determinando un sólido de 
volumen V. Calcule el volumen máximo de 


3 паз 3 
B) 32 C) 


165) En un cono de revolución cuya sección 
axial determina una región equilátera de 


lado 44/3 . Se traza un plano secante que 


pasa por la vértice y determina en el cono 
una sección limitada por un triángulo 
= isósceles de base 6. Halle el área de sección. 


A) 439 B)2439 С) 3439 
D) 4439 E) 5439 


[66] Halle el área lateral de un cono circular 


recto. inscrito en una pirámide regular de 
base triángular. tal que el vértice de la 
pirámide. la base de la pirámide mide a y 
su arista lateral mide 4a. 


ха? Л na? 
na? /141 za^4141 
OX Cow 
ra? 
BR 


о La proyección de la superficie cónica 


sobre un plano es un círculo de área 9xu?. 
sila altura del cono es 5u. si el contomo es 


una circunferencia de longitud Зли. 
entonces el volumen es (en иЗ): 
А) 455 B) 40x 

D) 24x 


С) 32r 
E) 20x 


168) El área lateral de un cono circular recto 


cuyo radio de la base es R unidades 
cuadradas. es igual a la suma de las áreas 
de la base y de la sección axial. Entonces. 
el volumen del sólido limitado por el cono. 


2л°В° 2726? 
А 3a -1) Bros -1) 
TR? 337R? 
O si -1) Do -1) 
QR 
E sz -1) 


@ Se tiene un tetraedro regular Р -АВС de 


arista L. calcule el volumen del cono de 
revolución inscrito en el tetraedro cuyo 
vértice es P y su base esta inscrita en el 
triángulo ABC. 


xy6,5 х/б,» туб з 
ў 50 — B) 10 O8" 
луб хуб 
p) 2915 USAS 
! 120 E200" 


Ф En que relación se encuentran los 


volúmenes de un cono de revolución y el 
cilindro circular recto de mayor volumen 
inscrito en el cono. 


о 


7 
Ау В) 9 


c 
La 
m 


@ En un cono de revolución la medida del 


radio de la base y su altura es 8m y 6m 
respectivamente. Se traza un plano paralelo 
a la base de modo que el área del círculo 
que se determina en el plano sea igual al 
área lateral del tronco de cono recto. 
Calcule la distancia de la base al plano (en 


m). 
A) - в) 2(3- 43) 
с) o(3-45) D)3 

al 


@ Halle las dimensiones del cono de 


revolución de menor volumen circunscrito 
a un cilindro circular recto de radio de la 
base R y la altura H. 


A) San B) ч, ¡2H o 
^ 3 
D) SRAH E) 2R:3H 


@ Cate el volumen de un tronco de cono 


de revolución. sabiendo que los radios de 
sus bases son гу (г< R) respectivamente. 
y que el sólido se puede inscribir una esfera. 


A) (E=) B) =® я 
C) (S: z) p) (Re +0 +Rr) 
E) E (t -à-8) 


Ф El desarrollo de la superficie lateral de un 


tronco de cono de revolución es un trapecio 
circular cuya área es de 30 л. Calcule el 
volumen del tronco de cono si la altura y la 


generatriz miden 3 y 5 respectivamente. 
A)28x B) 30x: C) 31x 
0) 325 E) 36x 


175) En un tronco de cono de revolución se 


inscribe un cono recto con sú base 
congruente con la base menor del tronco 
y su vértice en el centro de la base mayor 
del tronco. Si la altura del tronco mide 2u y 


la generatriz /13u y el volumen de la región 


comprendida entre las superficies del tronco 
de cono y el cono inscrito en 54  . calcule 
el volumen del tronco (en и). 


А) 54x B)38x 1 
D)42x 


C) 40x 
E E) 451 


e uo amo de revolución se 


." encuentra inscrita una esfera . si la suma 
- desu diámetro con una de las generatrices 
del tronco cono es 25 y la suma de los 


radios de las bases del tronco es 13. Calcule 


el volumen del tronco de cono. 
А) 532a В) 548 x C) 600 x 
0) 624 x E) 680 x 


Qoo de revolución su altura y su 


- radio miden 5cm y 3cm respectivamente. 


BD gue del cieyorclindro recto 


5л 10 20; 
A Юа бта 

25z 282 
07 B^ 


@ Halle la razón entre los volúmenes de los 


sólidos obtenidos durante la rotación de 
un triángulo alrededor de la base y de una 
recta paralela a ella y que pasa por la 
vértice del triángulo. 

А) 1+1 B) 1+3 
0) 1+2 


С) 2+3 
Е) 3+4 


Ф En un trapecio isósceles. ángulo agudo 


mide 45° y las longitudes de los lados 
laterales son iguales a la longitud de la 
base menor. y gira alrededor del lado 
lateral. Si la longitud del lado lateral del 
trapecio es b. entonces el volumen del sólido 
de revolución obtenido es: 


A) zv (5+ 342) вуз (1+342) 
c) zs (3+2) D) 2(5+345) 
E) 2 348) 


180] En un cono revolución de altura 8u y 5u 
se inscribe un cilindro de revolución. calcule 


el volumen máximo el cilindro(en и). 
A 2, B De € CLSA 
! "30 123 27 
830 
D)357 E237 


o Enun cono equilátero se inscribe un cubo 


cuya arista mide “a” con una de sus caras 
contenida en la base del cono. Calcule el 
volumen del cono 


A) ze (11:646) B) Z (a2. 946) 
о (1+6) D) (22«946) 


E) = (114946) 


@ La sección axial de un cono de revolución 


es una región equilátera de área 364/3 . 
Se traza un plano secante al cono. 
perpendicular a una generatriz y que pasa 
por un punto de la circunferencia de la 
base del cono. se determina una sección 


de área igual a: 
A) 6x46 
р) 105/6  E)12rJ6 


В) 8. J6 С)9л/б 


& ¿Cuál es correcta? 


1. La intersección de un plano con una 
esfera. es una circunferencia. 


ЇЇ. La superficie esférica. es un círculo, 

Ill. Si el plano y una esfera son tangentes. 
entonces su intersección es un punto, 

IV. La intersección de una recta secante 
con una esfera. es un segmento de 
recta. 

ПИЛ ЖЛ 

D] нуу 


C] шүү 
у 


о La arista de un hexaedro regular mide К. 


Halle la longijtud del radio de 2 esferas 
congruentes que puede ser introducidas en 
el hexaedro de forma que ellas no puedan 
desplazarse en el interior del hexaedro 


cuando éste es movido. 

A) E DES 

C) (8-4) р) <(4-43) 
TE) 


@ Halle en que relación se encuentran las 


áreas totales de una esfera y un cilindro de 
revolución. si la esfera esta inscrita en el 
cilindro . 


A) B) 


АГ] 
e 
alv [o 


alu ое 


D) 


m 


& Una esfera se encuentra en el interior de 


un tubo cilíndrico de manera que la 
superficie esférica esta en contacto con la 
superficie lateral del cilindro. Si el área de 
la esfera es numéricamente igual: al 
volumen del cilindro. 
A)4 B) 6 
D)7 


сз 

Lr 

©] Si una estera estáinscita en un cuboy à 
área de la superficie esférica es K veces el 
áxea lateral del cubo, Calcule K: М 
ава 


R 


@ En un cono de revolución se inscribe una 


esfera. En el cono 2 generatrices 
diametralmente opuestas determinan un 
ángulo que 90°. Si el diámetro de la base 


mide 4/2 . entonces el área de la 
superficie esférica es (en m?); 


A) 24(3-24/2)k  B)28(3-242)x 
" з0(3-242)х — pys2(3- 242)» 
E) 36(3-242)z 


©ў El área de la base de una pirámide 
cuadrangular es 16u* y su apotema mide 
243u . Halle el área dela superficie total 
dela semiesfera inscrita en dicha pirámide. 


donde el círculo máximo está contenido 
en la base de la pirámide (en u?), 


A) 167 B) 12x C) 10x 
D)8x E) 6x 


[90] Enuna octante de esfera cuyo radio mide 
Resta inscrita una esfera. Halle el área de 
dicha superficie esférica. 


A) 2(3- 42)R' B) 2(2--43)R's 


ы 
C) 3Rx- D) Rz 


E) 5R%x ^ 


Ф Una estero se encuentra inserita en un 


tronco de cono de revolución si la suma 
de su diámetro con una de las generatrices 
del tronco de cono es 25 y la suma de los 
radios de las bases del tronco es 13. Halle 


el área de la superficie esférica. 
А) 120z B) 1441 C) 256 1 
0) 1807- E) 2161 


Q "Halle el área (en m?) de una superficie 


esférica sabiendo que las áreas de los 
círculos menores paralelos y distantes 3m 
y situados un mismo lado del centro miden 
am2yl6xm2. 

A)65z B) 66x C) 68x 


D) 70a E) 72a 


а (45 + 2) ст se intercepta con un plano 
(5+2) 


de modo que la diferencia de las áreas de 
los casquetes resultantes es igual al área de 
la región limitada por la sección 
determinada. A qué distancia del centro se 
trazo el plano (en cm). 

A)1 B)2 C)3 
D)4 Е) 5 


@ En una esfera inscribimos un cono de 


revolución cuya base divide a la superficie 
esférica en 2 casquetes cuyas áreas están 


en razón de 3 Sid redi dela esfera es 


8m y el cono se encuentra en el mayor 
casquete. determine el volumen del sólido 
(en m?). 

А) 192 x 
D) 186 x 


B) 190x С) 188 л 


E) 184л 


195) Una superficie esférica de centro O y radio 


Res interceptada por una superficie esférica 
de centro O. y radio 2R y por otra superficie 
esférica de centro O, y radio 5R. las 
superficies de centros O, y O, pasan por 
O. Halle en que relación se encuentran las 
áreas de los casquetes esféricos 
determinados por O en las superficies 
esféricas O, y O,. 


A 


D 


= 


196) Una pirámide regular cuadrangular tiene 


dosaristas laterales opuestas formando un 


942 


ángulo recto y su volumen es 259 i. Si 


ésta pirámide está inscrita en un casquete 
esférico con su base inscrita en la base del 
casquete. halle el área del casquete (en 
u?). 

A) 9x В) 8x С) 12x 
D) 10x E) бл 


©? Un plano P determina en superficie de 


una esfera una superficie esférica de área 
25x и. A es un punto de ésta superficie 
esférica que equidista de los puntos de la 
curva C de intersección en la superficie de 
la esfera con el plano P halle ABsi BeC. 
A) 3u B) 4u C)5u 

D) 6u E) 7u 


@ Una superficie esférica de radio igual [38] En un hexaedro regular cuya arista 


mide £ .se dibuja una esfera tangente a 
una cara y tangente a las cuatro aristas de 
la cara opuesta. Entonces. el área de la 


parte de la superficie esférica exterior al 
hexaedro es: 
15x? TE 15n£ 
e 8 O7 
15r? Tré 
De E) "16 


199] Se tiene un cono equilátero de altura Н 


invertido (su vértice hacia abajo). Se 
inscribe una superficie esférica de diámetro 


7. Halle el área del casquete esférico 


mayor determinado por el plano que 
conviene a la circunferencia tangente. 


3H? 3H? 
8 B) 16 
3nH* лн? 
o 32 р 17 
лн? 
Eds 


@ Se tiene una superficie esférica de radio 


R. Un plano secante divide a un diámetro 
perpendicularmente en dos segmentos de 
longitudes m y n (т<п) y determina en 
la superficie esférica una circunferencia 
menor de diámetro 4. Halle el producto de 
las áreas de los casquetes esféricos 
determinados en la superficie esférica por 
el plano, 


A) 16xR' В) 4XR* С) 212° 
2 
D) тёр? E) A 


@ En una esfera de radio R se taza un plano 


variable perpendicular el diámetro AA”. 
halle el mayor radio del círculo que 
determina el plano variable si el área lateral 
de los conos es K veces el área del círculo 


variable que determina el plano. 

3R 4R 2R 
A) K B) ral Che 

R 3R 
D) qz E) K 


@ En un cilindro recto de revolución se 


inscribe una superficie esférica de radio R 
tal que. sea una tangente a todas las 


«secante al cilindro y tangente a la superficie 
esférica. determinandose así una sección 
limitada por las generatrices máximas y 
mínima que se obtienen miden 10 y 7 y 
R=4. halle el área de la sección (en u?). 


д6 в 2427 


С) 31.5 D) 33.8 
2 2 
E) 2.5 


Woo: círculos máximos determinan al 
Intersecrarse un ángulo diedro que mide 


60° y una cuña esférica de 50. де área 


total. halle la longitud del radio de la esfera. 
A) 8 B)8.5 С) 9.5 
D)9 E) 10 


@ A razar un plano secante auna esfera de 


radio R. se determina una sección de área 
9 х. si la distancia del centro de la esfera 
al plano secante es 4. halle el valor de R. 
A) 3 B)3.5 С) 4 


D)4.5 E)5 


@ Un cono recto está circunscrito a una 


esfera cuyo radio mide R. Entonces. la 
longitud de la altura del cono que tiene el 
volumen mínimo es: 


A) 2R B) 3R C) 4R 
E n: p ® 
E 2 AN uo 


@ Una esfera descansa еп la base 


cuadrangular de una pirámide regular de 
volumen V.de manera que la arísta lateral 
sea tangente a la esfera y la cara lateral 
determine con la base un ángulo diedro 
que mide de 60°. calcular el volumen de la 
pirámide cuyo vértice es el centro de la 
esfera y con base. es la base de la pirámide 


regular, 
A) 2049-2) B) Убу C) 45v 


p) 2v 


[77] Halle el volumen máximo de una 


pirámide hexagonal regular inscrito en 
una esfera cuyo radio mide R. 


т 


e 
5V 
E3 


A2R* 


з 3 4/3R? 

A) 2 B) 2 £)—5— 
5J3R? 1643R* 
D) 9 B 27 


@ Halle el volumen de la esfera inscrita en 


un octaedro regular de arista L. 

луб ¡3 ay3 3 туб 3 
A) 27 L B) 27 L C) 25 L 
Pi 108. E 27 - 


@ Una esfera es tangente a las aristas de un 


hexaedro regular de arista t. entonces el 
volumen de la esfera es: 


лї? 3v2 3 3 
— == -nt 
A) — B) nt 3 O3 
7 
D) gs E) zt 


@ Un hexaedro regular de lado 4m está 


inscrito en una esfera. Determine el 
volumen de la esfera. 


96x45 96x43 96x43 
A) m eem B) ET C) M IE 

96x43 86143 
D 11 E) 3 


@ De un cilindro macizo de plomo. se han 


obtenido al fundirlo un cono circular recto 
y una esfera, Si la altura y el diámetro 
tanto del cono como del cilindro miden 
9cm. Halle el diámetrode la esfera (en cm). 
A)3 B)6 C)9 


D) 12 Е)15 


p SIMyN es el área lateral y el área de la 


base de un cono de revolución. entonces 
el radio de la esfera inscrita en el cono 


recto de revolución mide: 
(M +1) IN(M - №) 
A) Pam BM 


(М —N) N [М-Н 
C) V MEN) D) AMEN 

N(M-N) 

M+N 


@ En una esfera de radio R. se inscribe ип 


cilindro de revolución de mayor 
volumen, Halle sus dimensiones, 


RR R2 
A) 2 956 B) 2У6:2848 
R ER RR 

C) 56:3 D) 3 


E) 2654 


@ En una esfera de radio R se inscribe un 


cono circular recto de mayor volumen. 


Halle dicho volumen. 
Ze NE Ne 
A) ¿GR B) 33 R' C) ят ^^ 
A 32 na 
D) gh E) ge 7R 


6 En una esfera de radio R se inscribe un 


cono circular recto de máximo volumen. 
Calcule el radio dela base de dicho cono. 


J2R 3/28 24/26 
NT 8)—3 a 
J3R 243R 
оа Бат 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNI 


Sli) ADMISIÓN oi | 


PROBLEMA 7 : 


Halle el námero de diagonales de un polígono 
regular ABCDE... sabiendo que las mediatrices de 
loslados AB y DE forman un ángulo de 60°. 


A)90 В)105 C)120 Р) 135 E)150 2 
RESOLUCIÓN : > 
Sea N,: número de diagonales. , Se pide la mitad del área sombreada. 


En el gráfico se deduce que 
Y, 


7, y Z, : mediatrices de AB y DE 
Sea n el número de lados del polígono regular. 


Del hexágono MBCDNH tenemos que: Área sombreada 
Е £ > ———————=275 
Y тчі=720 . 2 
30+180°+60°=720° | RPTA : “B” 
e (n— PROBLEMA 3 : 
=> 0 = 160° y 0- тю 
7 7 

Entonces, 5718 En la figura LB - LS . Halle el perímetro de la 


Np = 


- 3 18)(15 
mA => № (ques) región sombreada, en centímetros. 


` 2 ND-135 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 2: 
En la figura, la región sombreada se divide en dos 
partes equiyalentes. Halle el área de una de ellas. 


A) 280яст B)300xem С) 250xcm 

(20:25) D) 320zcm E) 270zcm 

RESOLUCIÓN : 

Nos piden el perímetro de la región sombreada 


0 30 X 
A)572u* В)275и? C)550u*  D)375w  E)250u* 
RESOLUCIÓN : 
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En el gráfico observamos que el perímetro de la 
región sombreada equivale a la suma de 
longitudes de todas las circunferencias 
> Perimetro = 2zR, + 2rR, +... + 2zR, 
=27(R, +R, +R; +...+R,) 
Del dato tenemos 
7 7 
ER -У? >R;+R, +.. +R, = 
i-l il [ 
P +2? +3° +...+7° =140 
*Luego : 
Perímetro = 2r (140) = 2807 
АРТА : “A” 
PROBLEMA 4 : 


En la figura, si тВА =30° y el radio mide R cm, 
calcule MN. T 


B 


M O 


A)J42Rcem В) 2/28 сп  C)4V2R cm 


D) Ly ст. E) х2 р ст 


ГА 


RESOLUCIÓN : 
* Recuerde lo siguiente : B 


A о 
En el cuadrante AOB se tiene que : 
22, 90 — 45° 
2 


Nos piden MN=x. 
De los datos, resulta el siguiente gráfico. 


EDICIONES RUBINOS 


M 


Del AMNB (equilátero): MB=R. 
En el AMNB notable de 459 


MB =x/2=R = s ER 
У? в ет 
2 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 5 : 
En la figura, AH=8 cm y HC=1cm. Halle BC. 


B 
Л O (\ 
Н С 


AJ(4110-8)cm  B)(J113 -8)em C)(4115 —8)em 
D)(4107 -8)cm E)(4119 - 8) ст 


RESOLUCIÓN : 

Recordemos: 

Cuando se tiene un triángulo donde un ángulo es 
el doble del otro, se traza convenientemente una 
ceviana interior para obtener 2 triángulos 
isósceles. B 


А 
А С D 
mx ABC =a > AC = BC y BC = BD 
En el gráfico se hacen los trazos convenientes. 
Se traza BM tal que mx ABM-a. 
> AM-BM ^m« BMN-2a 


EXAMENES DE ADMISION 2012 


Se traza BN, tal que mx MBN=2a. 
=> MN-NB ^ mx BNH-4a 


A A 
M ANTA 
аа а 


(^ 
H*c 
ANBC esisósceles 
= BN=BC=x 
Luego, en el MHB y 4ABHC aplicamos el 
teorema de Pitágoras. 

(7-2? —(a+1).=x* — 1? 


entonces x*+16x — 49=0 
Completando cuadrados 
x^416x464 —11320 > (х+8)?=113 
> x+8=/113 > x = V113 —8 
RPTA : “B” 
PHOBLEMA 6 : 


En la figura, QP // RS ; RS=6 cm y QR-9 cm. 
Calcule ОР. 


s 


P 
A) 12 cm B) 14 cm C) 15 cm 
D) 16 cm E) 18 cm 
RESOLUCIÓN : 
R S 
Sabiendo que  cAQRSP(trapecio) у 


m«QRS = 2m«QPS, es recomendable trazar 


(Sz)//(RQ),ya que así aprovecharemos el triángulo 
isósceles SLP. 


UNT 


Vemos que: m«QRS-2m«QPS 
Se nos pide hallar: QP=x 
OQRSL (paralelogramo) 
QL=6 ; SL=9 

ALSP es isósceles 

LP=9 > x=6+9 > x=15 

BPTA : “C” 

PROBLEMA 7 : 
Enun triángulo ABC, D es punto medio de AB y E 
es un punto sobre BC, tal que DE //AC.SiPy Q 


son los puntos medios de AE y DC, 
respectivamente, y PO=6 cm, halle AC. 


A) 16 cm B) 28 em C) 22 cm 
D) 24 cm E) 18 em 
RESOLUCIÓN : 
Nos piden hallar: AC. 
ЇЇ 
Ji A 
PTR 
4 E— —— 2———у—С© 


Ya que AD=BD y DE | AC 
Al aplicar el teorema de la base media en el 


triángulo ABC, tenemos: 
AC 


Del enunciado tenemos que P y Q son puntos 
medios de las diagonales AE y CD del trapecio; 
también, PQ=6. 
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E iz 


Luego, por teorema: 6 = 


{ НРТА : “D” 
PROBLEMA 8 : 


En la figura, el área del semicírculo es 50zcm* y 
la suma de las longitudes de los catetos del 
triángulo ABC es 28cm. Halle el área del círculo 
inscrito en el triángulo ABC. 


B 
A о € 
A) 8xcm* B) 12r cm? C) 4x em? 
Р) 16лст? Е) 10лет? 


RESOLUCIÓN : 
Recordando el Teorema de Poncelet: 


en donde se cumple que: 
Senos pide hallar : A, - 
adero 
Segna: A 50cm y AB-- BC = 28cm 
: ! B 


¿N 


A 


—— 2R — 
Vamos a utilizar el Teorema de Poncelet para 
hallar r. AB+BC = 2R + 2r 

———— 
28 emz2R *2Zr................ (I) 
Segün el enunciado, tenemos: 


EDICIONES RUBIÑOS 


2 
d em? 5 R10... eee (1) 


Remplazando К en (1) obtenemos que r=4 


Por lo tanto: 
círculo 


= 167 ст? 
ied 


АРТА : “p” 
PROBLEMA 9: 
En la figura, AD=8 cm y AB=10 cm. Halle BC. 


C 
[ | 
A D B 
А) 24/7 ст B) 4/2 em С) 246 ст 
D)343 em Е) 443 ст 


RESOLUCION : 
Recordando las relaciones métricas de los 
triángulos. 

En tal sentido, debemos prolongar DB hasta F 
tal que: ул ВСЕ = 2a С 


А р B F 
A partir de la imagen resultante, vemos que 


mxACD=2mxDCB ; y como el ADCF es 
isósceles, entonces CD es la bisectriz del 
«АСЕ. С 


Del enunciado: AD=8; AB=10. 

Se nos pide hallar: BC. 

Por teorema de la bisectriz interior en AACF, 
tenemos: ` 


EXAMENES DE ADMISION 2012 
Nos piden BM. 


AC 8 
CF 58" = АС=2(СЕ) 
Operando por el teorerría del cálculo de Іа bisectriz 
interior en AACF, tenemos: 
(CD)- (АС)(СЕ)– (AD)(DF) 
* K* (K)(K) - (8)(4) 


K-442 


Se concluye aplicando en el A DCB el teorema 
de Pitágoras: 
(442 )#=х? +2? => x2247 
APTA : “A” 


PROBLEMA 70: 


En un triángulo ABC, el lado AB mide 2 cm, 
m<xA=30" y mq B=45° . Calcule la longitud (en 


cm) de la mediana relativa al lado AB. 


A) Jri- eds Bdn-s/s О) /11-4J3 
D) 411-343 E) J11- 243 


“4 


RESOLUCIÓN : 
А 


Se nos pide hallar x H 
EL 


y 


Siendo CM la medianá relativa al lado AB. 
Utilizando triángulos notables: 

À CHE: HB=a 

N CHA: HA-a43 
Ya que: 

HA+HB=AB=2 = a-2/(1--/3) 
43-1 
`/8 + 1 
Finalmente: x*za!-5* > x = /11- 6 V3 

RPTA : “A” 


HM=1- HB-1- a >b= 


PROBLEMA 11 : 


ABC es un triángulo isósceles (AC=BC). I es el 
incentro del triángulo. Si AB=6 cm, AC=8 cm, la 
distancia de Г al lado BC es 4cm y la 
prolongación de BI cortaa AC en M, calcule la 


longitud (en cm) de BM . 
44 55 57 60 65 
T bcn RN a m 
477 B С) t 
RESOLUCIÓN : 


UNI 


* Por dato: IT24 
I: incentro del triángulo ABC 

*Teorema: IQ-IT-4 ; => ВІ=5 

AABC: teorema del incentro 


ИГ A SM 

IM 8 7 
*Entonces; BM-BI4IM > BM=% 
MOTA: 7 


Dado que los ángulos de los vértices A y B son de 
106°, afirmamos que el problema es absurdo. 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 12 : 


En un cuadrado ABCD se prolonga el lado др 
hasta el punto R. Desde un punto О de BC se 
traza QR que interseca a ср en P. Determine la 


medidadel ángulo APQ si PA=CR y 
m Y PAR=20". 
А) 55°  B)60 С) 65 р) 70° Е) 75° 


RESOLUCIÓN : 
Esquematizando : 


B Q [^ 


A D R 
De la figura ADP =ò CDR. 
Luego: DP=DR 
Entonces : 
m«PRD -45* 


AAPR: x=45"+20" =65° 
Е RPTA : “В” 
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PROBLEMA 13 : 

En el paralelogramo ABCD se tiene AB=6 m y 
BC=8 m. Se traza la bisectriz interior del ángulo A 
la cual interseca a BC enEyala prolongación 
de DC en F; desde M, punto medio de EF, se 
traza un rayo paralelo a CD que interseca al 
segmento AD en М. Determine MN (en m). 


A)8 — B)7 Св рә Е10 > 
RESOLUCIÓN : 
Piden MN. 


A М-р 


Del dato, Ag es bisectriz del = BAD, entonces 
mx<BAE=mxXEAD=a. 
Además, BC//AD , entonces 
m«AEB-m«EAD-a. 
Luego: 
ДАВЕ isósceles, AB=BE=6 y ЕС=2. 
También M es punto medio de EF y MN//FD 
Entonces, EHZHC- I. 
Además, AEHM esisósceles, entonces EH=HM 
y CcABHN es un paralelogramo, entonces 
AB-HN-6. 
Finalmente, MN=MH+HN 
Reemplazando : MN=7 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 74 : 
Enla figura ABCDEF.... es un polígono regular cuyo 
lado mide 2 cm. Calcule PF (en cm). 
A) 4/3 \ 
B) 2/13 
С) 346 
D) 642 
E) 446 


EDICIONES RUBIÑOS 
RESOLUCIÓN : 
Recuerde que: 


G 
ABCDEFG...: polígono regular 


Piden PF. ET A e 
* Del gráfico m BC = mCD = mDE = a 
* ZÀJBCE 
a s -90 => а= 60° 


+ m«CEF = 90° y del А PEF 
(РЕ)? = 2° «(aJ3) 


PF =2 
SPFA 248 RPTA : "B" 


PROBLEMA 15 : 


Dos circunferencias C, y C, de centro O y O”, 
respectivamente, son tangentes exteriormente en 
T. Desde O se traza una tangente a C, en P y desde 


O” se traza una tangente a C, en Q (OP no se 
interseca соп 0'Q ). Si se tiene que PQ se 


interseca con QQ' en T, entonces la relación de 
los radios de dichas circunferencias es: 


1 1 

x > р)2 
А) $ В) 5 O1 ) 
RESOLUCIÓN : 


E)8 


EXAMENES DE ADMISION 2012 


Circunferencias tangentes fienores. 


Se cumple que: 
mQT - mTP 


Piden bs 
R 


Debido a la propiedad mQT = mTP , tenemos 
m«PQO'-m«QPO-0 

En P a+ 0-90? 
= mxQO'P-90* 

Luego, OPO'Q es un rectángulo. 


>r=R 
zy 
E | RPTA : “С” 


PROBLEMA 16 : 
En la figura, se tiene una semicircunferencia con 
diámetro BF , donde D es punto de tangencia. Si 
AD=3 cm, EC=2 cm. Calcule AC (en cm). 

B 


A DR С 
А) 6,0 В) 6,4 С)6,8 р) 7,2 Е) 7,6 
RESOLUCIÓN : 

Piden DE- £ 


Al tener los puntos de tangencia B, F y D, se 
cumple que : 


UNI 
AD=AB=3 


DE-EF- 7 B 
e 


F 


З ———— £ ——— 2 —34 
Luego 


I ABC -N EFC 


Su 
==> 6= £ *£ 
5+7 2 бта? 


Entonces : ¿=1 => DE=1 
ИРТА г “A” 


PROBLEMA 17: 

En un rectángulo ABCD, M y М son puntos medios: 
de los lados BC y CD, respectivamente, tales 
que AM = 2/2 ст y BN=/17 ст. Si P es el 
punto de intersección de los segmentos AM y 
BN, entonces el valor de PM+PN en cm es: 

A) ED B) санара c) Eum 


р) € E) 342 + 3417 
RESOLUCIÓN : Q 


Nospiden: 
PM+PN 
Datos: 
AM = 242; BN=/17 
Se observa que ABPM y ARPA son semejantes, 
entonces: 
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PM=m; AP=4m 
Pero: 
AM = 2/2 


т+4т = 24/2 > m= 


2/2 
5 


También < ABPA y ANPQ son semejantes, 
entonces: 


ВР=2х; РМ=3х 
Рего: ; 
BN = 417 . 
2x+3x=V17>x= mes 
Luego: 
> рМ +РМ = 2/2 +3417 
5 APTA : "p" 


PROBLEMA 18 : 

En una circunferencia de 70 cm de radio, dos 
cuerdas se cortan de manera que el producto de 
los segmentos que cada una determina sobre sí 
es 1296 cm*. Determine a qué distancia (en em) 
del centro se halla el punto de intersección. 

А) 5 В) 6 С) 7 р) 8 Е) 9 
RESOLUCIÓN : 

Recordemos el teorema de las cuerdas en la 
circunferencia, 


ARE 


Dato: 


Nos piden x. 


EDICIONES RUBIÑOS 
Por teorema de las cuerdas tenemos: 


(R  x)(R - x)zac ...........(I) 
También ac=bd 
En el dato: 
(ac)(bd)-1296 
> (ас)?=1296 
Luego: ас=36 y R-10 


En (I) tenemos: (10+x)(10-x)=36 
Resolviendo x 28. 
HPTA : "p" 


PROBLEMA 19 : 


Los diámetros АВ y CD de una circunferencia 
son perpendiculares. Si E e BD, AE intersecaa 
CD en el punto Еу FD=1 cm, entonces la longitud 
de la circunferencia circunscrita al triángulo FED 
(en cm) es: 

А) aJ? B)2x/2 C)2z43 D)3xV2 Е) 3x/3 
RESOLUCIÓN : 


Se sabe que la longitud de una circunferencia de 
radio R es igual a 2zR. 
Nos piden la longitud de la circunferencia 


circunscrita al LBS: 


Datos: 


Sea R la longitud del radio de la circunferencia 
circunscrita y DF=1 cm. 


Por teorema del « inscrito: 
m« AED = 45? 


= mDF = 90° 


Еп el Ex DOF. notable 45°, n- 3. 
Luego la longitud de la circunferencia es igual a: 


EXAMENES DE ADMISION 2012 
2x Èa >» x42 
` APTA : ЧА” 


PROBLEMA 20 : 


En un trapecio rectángulo ABCD (recto en A y D) 
sus diagonales se intersecan perpendicularmente 
en E. Si AD=3 m y AE=1 m. Determinar (еп m) la 
proyección de вс sobre pc. 


5 B) c C)9 
D) 10 E) 11/2 


RESOLUCIÓN : 
* Esquematizando : 


Piden SC. 
Del gráfico 
- SC: proyección de BC sobre DC 
AACD 
(ЗР=АС x 1 
= AC=9 y EC=8 
. AADC 
(ОС) +(3}=(9)} 
= DC=6 /2 
ADAB = AÁDBS 
=> SN=AE=1 
. ÁDNS«= ADEC 
DS_1 


atea e S= = 
DC ¿>D m y CS {5 


. Luego: 
8m=6 J2 > m==/2 


> Cem "(242-54 


ИРТА : “A” 


UNI 
PHOBLEMA 21 : 

La figura muestra un semicircunferencia donde 

GF-9 m y FD-7 m. Calcule la longitud del 

segmento pg en metros. n 


A 
A)1 B)2 C3 
RESOLUCIÓN : 
Sean AG=a y GC=b. 


Como m 4 BAC=m 7 GDC 
МАСЕ -A DGC 


9 29 рр ЛИП 
Para la circunferencia 
(x--9)*—ab, entonces (x--9)* -9(16) = х = 3 


ИРТА : “e” 
PROBLEMA 22 : 


Enla figura, AB esellado de un exágono regular 
inscrito en_la circunferencia de centro O. El 
diámetro CD es perpendicular a AB y D es 
punto de tangencia. Si EF=3r, determine el valor 


de. CF 3.18). 
¿CD - 
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1 1 3 

= — о) £: 
41 B, : )1 D E)2 
RESOLUCION : 
Sabiendo que-AB es lado de un exágono regular 
inscrito en Є, entonces la mAB = 60° y AB-r ; 


también, mAD = mDB. 
D 
A Taa uc B 


« 
CF 


Se nos pide : 


S. a 
E 43;3 D 
1—5 


Secalcula СЕ. С 
En el CDF, aplicamos el teorema de Pitágoras. 


2 2 
(CF) = СЕ =з 


- 2 
(CF P=4r* +9r* + > 2r? 48 


(СЕ )?=г? (2-23) ; (СЕР »r* (9,87) 


=> СЁ=г(3,14)................. (1) (valor aproximado) 
Ya que Eg AT Э (= 314. ^ (П) 
De) y (п): 31% 23 


3,14r 

БЕРТА : “С” 
PROBLEMA 23: 
Sea el exágono regular ABCDEF inscrito en una 
circunferencia, sobre рр se ubica el punto T, se 
trazan los segmentos дт y DF que se cortan 
enel punto M, siendo M el punto medio de pp. 
Si ИТ=3 cm, determine (en cm) el valor del 
apotema del exágono. 


AN19 B)/21 C233 D)/294 E)/27 


EDICIONES RUBIÑOS 
RESOLUCIÓN : 

Piden el apotema del exágono regular ABCDEF=x 
Dato : 

* TM=3 


* Mes punto medio DF . 


Sea la longitud del lado del exágono igual a 2a. 


En el triángulo isósceles DEF, m« DEF =120°, 
entonces DF=2a 4/3 ; pero M es punto medio de 
DF , porlo tanto, DM=MF=a 4/3 . 


En elà AFM: teorema de Pitágoras, 

(AM) =(2a)+ (a43)*, AM-a 47 
Por el teorema delas cuerdas : 

(aJ 3)(a 43)2( a7 (3 ), a =/7 
Finalmente, en el A ONC: notable 30* y 60%: 


N= =21 
CN= (7 >x BPTA : “В” 


PROBLEMA 24 : 

En un triángulo ABC la mediatriz relativa al lado 
AC intersecaa BC en P. AP y BM seintersecanenQ. 
Determine AQ (en ст), si МО= ОВ y BP=4 cm. 


(М como punto medio de AC ) 
A)2 B)4 C)6 D) 8 E) 10 
RESOLUCIÓN : Y 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNI 
Nos piden AQ = 


Pordato: BQ=QM 
Ubicamos H en PC, tal que BP=PH=4. 
Luego: 
QP: base media del AMBH. 
m<PMH=m<MPH=0 
MH=4= QP=2 
MH || AP y AM-MC 
MH: base media del 4APC 


AP=2(MH) > x+2=2(4) > x=6 
APTA 1 "c" 


PROBLEMA 25 : 
Un triángulo isósceles ABC encierra una región de 
16 m? de área. Por B se traza la altura BA relativa 
al lado desigual ДС. Entonces el área (en m?) de 
la región triangular formada al unir los puntos 
medios de AH, BH y BC es: 
D)4 


A) 1 B)2 С) з Е) 8 
RESOLUCIÓN г B 


Piden A ,uyg=B 


a E C 


Al ser M y N puntos medios de BH Y BC: 
respectivamente, se cumple MN // AC 


Entonces: Zl, mvo 74, unn 7B 
Luego por relación de áreas : 
B 


Entonces B=2 — А ,unq=2 

APTA 1 “B” 
PROBLEMA 26 : 
Las diagonales de un trapecio dividen a este en 
cuatro triángulos, Si las áreas de los triángulos 


adyacentes a las bases son A, y А„ entonces el 
área total del trapecio en función de A, y A, es: 


А)А,+ А, + /А,А, B)2,/A,A, C)AA, 


D)(JA,+ JA) ЕА, +А, – МАА, 
RESOLUCIÓN : 
Recuerde que si BC//AD 

с 


Se cumple дие: [At = BXD 
Nos piden Ba ABCD' 


o. 


A D 
* Del gráfico: 
А, ano" Al cop" M 
* Entonces: 
D anoop? + Ay +2M « (I) 


* Luego АХА, = МХМ 


Ma ТАХА, (Н) 


• Reemplazamos (11) en (1) 
IAuancp = Ay + А, + 24А, x Ay 


2 
= Asano = ( А, + JA, ) ПРТА 1 "p" 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 EDICIONES RUBIÑOS 
PROBLEMA 27 ғ Por lo tanto : 
En la figura, O es el centro del círculo Bomb, = А, — А. 


гү 
trigonométrico. Si OA=1u y tags E ¿calcule =a(1)} -x (3) 
el área de la región sombreada (en u?). _ 87 
y 9 АРТА : "E" 
7x PROBLEMA 28 : 
A) — 
9 Se divide la altura de un cono circular recto en 3 
в) 5x partes iguales por 2 planos paralelos a la base. Si 
6 el volumen del cono es 54m, determine el 
С) z volumen del tronco de cono con bases en los 
7x planos paralelos. 
р) A)l6m* B)i2m? C)l5m? D)10m* Е)14т? 
E) 87 RESOLUCIÓN : 
9 А ^ 
> Comparamos los volúmenes de figuras 
RESOLUCIÓN : semejantes, 
: D AN AN 
V 
Además: Y A = 
2a Y, = ay E 1 
а V (2358 
Sus volúmenes estarán en proporción de sus 
medidas al cubo. 
En el problema nos piden el volumen del tronco 
de cono central. 
Por ser conos semejantes, sus volúmenes serán 
Del dato: 3 
Tan0 = — 
3 
= 0= 30° 1 Dato 
m. з 
Sir es el radio de €,, según el gráfico se tiene: 27K=54 m 
К=2 т? 


а A 3 Por lo tanto, el volumen del tronco de cono central 
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es 8K-K=7K=14m* 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 29 : 
Un tronco de cilindro circular recto se encuentra 
circunscrito a una esfera de radio r=/2 ст, el 
eje АВ de la elipse forma un ángulo de 45? con 
la generatriz máxima BC . Calcule el volumen (en 
cm?) del tronco de cilindro. 


A)z&(2442) —B)2z(1442)  C)x(2+v2) 
D)2z(2-42)  E)2x(V2-1) 
RESOLUCIÓN : 
Recordando que: 
EN 
En 


Según los datos del enunciado, tenemos un tronco 
de cilindro.con las siguientes características: 


Senos pide: Vy¿="R* x ST 
Según el gráfico, tenemos : 
* 0Q-TC > R= 42 


UNI 
• SO || BC > ma MSO = 45° 

„ MSO: lXnotable45* > SO=2 

e ST=2+/2 >V „o= x(42) (24 42) 


—W,,72x1(2 + 42) 
ВРТА : “A” 


PROBLEMA 30 : 


ABCD es un cuadrilátero inscrito en una 
circunferencia de radio r y circunscrito a una 
circunferencia de radio R. Si BD intersecaa AC 


епі, 3BI-AI y AB-- CD—a cm (а > 0), calcule la 
longitud (en cm) de BC . 


a a a a a 
y B3; e D Е) 


RESOLUCIÓN : 
Recordando el teorema de ДИ: Según el gráfico: 


TEN 
PEZ) 


D 


. se tiene que: AB+CD=BC+AD. 


Dado el enunciado, nos piden hallar BC=x 


Del dato: АІ=3(ВІ) 
Sea BI-t => Al=3( 
Del gráfico'apreciamos que : 


ABCI ~ ^ ADI (AA) 
£ Ж 
ЖРТ АР А 


Ya que LA ABCD es circunscrito, aplicaremos 

el teorema de Pitot. 5 
AB+CD=x+3x>a=4x = х= 

ИРТА : “С” 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 
PROBLEMA 31 : 


En la figura, las 2 rectas intersecan los tres planos 
paralelos en los puntos A, E, B, C, F y D. Si AB=8 
cm, CD=12 cm y FD- EB=1 cm, halle CF. 


RESOLUCIÓN : 
Dadas las condiciones del enunciado, tenemos: 


Nos piden hallar: СЕ=х 

Datos: AB=8, Ср =12 y FD - ЕВ= 1 

Aplicando el Teorema de Thales en el espacio, 
tenemos: 


EB FD 
8 12 > 

ЕВ ЕР 4 ¿EB=2K 
72 3 EKD-3K 


Según el enunciado: FD - EB=1 

5 3K-2K=1> К=1 

Del gráfico observamos que: 

3K+x=12>3+x=12>x=9>CF=9 

ў i RPTA : “E” 

PROBLEMA 32: 

e tiene un cono de revolución con área lateral y 
desu base igual a 136m ст? y 64x ст? 


EDICIONES RUBINOS 


respectivamente. Halle el volumen del cono. 
A) 160x cm? В) 200z ст? С) 190я ст? 


D) 364x cm? Е) 320z ст? 


RESOLUCIÓN : 


Por teoría sabemos que en todo cono de 
revolución se cumple que: 


Del enunciado: 

ZA, —-136zcm^ 
4,7642cm? 

Segün los datos, se tiene: 
4,7 64zcm^ 
zR!-64xcm* 

R=8 cm 

También: A, =136лет? 
z(8 cm)(g)=136xcm? 
£717 cm y h=15 em 

Se nos pide: Vno 


y pr x 16cm 
3 


ЕҢ > Vo, =320xcm* 
АРТА г “E” 

PROBLEMA 33 : 

En la figura, se tiene un cubo cuya arista mide a 

cm, donde "BC es una diagonal y AC diagonal 

de una cara. Calcule el perímetro del triángulo 

ABC. 


EXAMENES DE ADMISION 2012 
Aja(1+2/2)cm  BJa(1+/2+/3) em 
C)a(1+/3 +/5) em. D)a( 4 2+2/3) cm 
EJa(1+4/24+/5) ст 


RESOLUCIÓN : 


Según el'enunciado, tenemos un cubo con a cm 
de arista, como se muestra en la imagen siguiente; 


* Se nos pide hallar el perímetro del triángulo ABC: 


2PAABC 

* Sabemos por el enunciado que la arista del cubo 
mide a cm. 

* Ya que el КАРС , notable 45°, se determina: 
AC=ay 2. 


* Enel À CAB se aplica el teorema de Pitágoras: 
(BC)'-a** (a4 2) V 
BC-a43 : 

* Se nos pide hallar: 2PAABC 
2 Pune -a-ad2 a8 
> 2Pnc = а(1+ 42 +43) 


Se concluye que: 2РДАВС:а(1 + /2 + /3)em 
ВРТА : “B” 
PROBLEMA 34 : 


En un exaedro regular los puntos medios de sus 
aristas son los vértices de un poliedro. Determine 


UNT 
volumen del poliedro 


volumen del exaedro 
1 2 3 5 
A) = 007530) 
) 2 B) 3. ) 4 ) 6 
RESOLUCIÓN : 
Se tiene un exaedro regular: 


la relación 


E) 2 


del cual se aprecia la siguiente pirámide: 


ш? 


а 
Por teoría se determina que el volumen del 
exaedro regular es (2а)*= 8а". 
Para hallar el volumen del poliedro debemos 
restar del volumen del cubo 8 veces el volumen 
de la pirámide, así tendríamos que: 
2 
ене. ы 8а? - HC 
Entonces : 
volumen del poliedro _ 5 
volumen del exaedro 6 
ИРТА : “p” 


PROBLEMA 35 : 


L es una recta que contiene un punto €, ABC es 
un triángulo rectángulo (recto en B) cuyo cateto 
AB es paralelo alarecta L. Si BC = V3 cm y AB 
= 2 cm, entonces el volumen (en ст?) del sólido 
de revolución que se obtiene al girar el triángulo 
alrededor de L es: 


A) 2л B С) Зл ma E) 4x 


RESOLUCIÓN : 


Segün la teoría, el centroide de una región 
triangular coincide con su baricentro. 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 


(2) (з) ds 


3m 


Por Pappus: 3 
W-2xx4A-2x (55s = 4л 


Entonces el volumen del sólido es 4z . 

ВРТА : “E” 
PROBLEMA 36 : 
En un depósito cilíndrico de radio 5 m, que 
contiene cierta cantidad de agua, se introducen 
24 bolas esféricas de igual radio. Si el nivel del 
agua se incrementa en 4,32m, entonces el 


diámetro (en m) de las bolas es: 
4)30 B)32 С) 3,4 D)3,6  E)3,8 
RESOLUCIÓN : 
Nos piden: 2r Se introdücen 
las 24 bolas 
esféricas 
nivel de 
incremento 
= (7 x 5°) x 4,32 


APTA : “A” 


. Datos: 


EDICIONES RUBIÑOS 
PROBLEMA 37 : 

El volumen y el área lateral de un prisma recto de 
base triangular son 50m? y 200т?, 


respectivamente. Calcule el radio (en m) de la 
circunferencia inscrita en la base del prisma. 
D)2 


А) 0,25 В) 05  C)1 
RESOLUCIÓN : 


E)3 


Se sabe que: Zz4- pr 


a+b+e 


donde: p = 5 


V=50 т? 
Az, =200 т? 


Se pide r 
Del primer dato 
(pr)h=50 m?....... (1) 
Del segundo dato 
2ph=200 m? ..... (II) 

Del 1)+(П) : r=0,5 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 38 : 
En un triángulo ABC en el espacio, la altura relativa 
a AC es 543 em. Sus vértices A y C están en un 
plano horizontal P y el vértice B es exterior a P de 
modo que el diedro B-AC-B' (B' es la proyección 
de B sobre P) mide 37°. Si AB'210 cm, entonces 
la longitud de AB (en cm) es: 
A)10 B)106 С) 4127 
RESOLUCIÓN : 
Cuando se pide calcular la medida de un ángulo 
diedro, recuerde que podemos utilizar el teorema 
de las tres rectas perpendiculares, y en el caso de 
que dicha medida sea dato, también podemos 


D)J5J/6 Е) 6/5 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNT 
usar el teorema. B Sea O: centro del octaedro 
Piden AB. OM = 8 42 
Teorema (3 perpendiculares) 
MO -1 ; OS -2? 
> MS-3^ 
OT LÀ AMB 
— OT: distancia del centro a una cara 
OT-x 


AMOS : 3x 342 = 343x x => х= 46 
perpendiculares: BM 1 AC BPTA : “B” 


* Del dato: m « BMB'-37* PHOBLEMA 40 : 
Se tiene el cubo ABCDEFGH de arista 2 cm. Se 


* Es BB'M : notable de 37? y 53° construye el cuadrilátero achurado como se 
z "= 1 
МВ = 543 = ВВ =3/3 muestra en la figura; tal que 4=- em, б = - em, 
* Del Es AB'B: > : 2 2 
= ge”, Determine el área del cuadrilátero 
х? -(343) + 10% > x = /127 


АРТА : ЧС” 
PROBLEMA 39 : 


La arista de un octaedro regular mide 6 m. 
Calcule la distancia (en m) del centro del 
octaedro auna cara. 


А) J5 В)/6 C)47 D)48 E)3 
RESOLUCIÓN : 
Recordando que: 


A) 4,64 В) 5,34 С) 6,14 D)6,64 E) 7,54 
Манака асау. m RESOLUCIÓN : 


Piden S . 
segün el gráfico, se cumple que Ja xb=exa] 


Nos piden hallar la distancia del centro a una cara. 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 


KPAN- NSEN 
BN 1/8 


(ST)? «(1 22) > ST E 


SPQR 
242 
TEC 194 

22=5| L|=s =- > $-4,64 
J97 3 
15 


ИРТА : “A” 


PROBLEMA 41 : 


Un plano interseca a las aristas de un triedro con 


vértice О en los puntos A, B y С de modo que: 
m« АОВ =т+СОВ=60° 


m« AOC-m« АВС=90°, 

Halle OB (en metros) si OA+0C=10 т. 
A)3 B)4  C)5 D)6 E)7 
RESOLUCIÓN : 
Dato: a+b=10 


T.Cosenos > 57 
AAOB: AB?=a*+x* – ax 
ABOC: BC*=b*+x* — bx 
AAOC: T. Pitágoras : 
—— a ex*-axtb*ex* – bx-a**b? 
dedonde 2x-a +b > 2x = 102 х= 5 


PROBLEMA 42 : 


En una pirámide regular de base cuadrangular, el 
punto medio de la altura dista de una cara lateral 


АРТА : “g” 


Calcule la altura (en u) de la pirámide. 


A)6/2 B)12/2 C)18/2 D)2442 E) 3442 


RESOLUCIÓN : 
* En todo triángulo rectángulo. 


Piden OP. 
OP=2h 


2» 


rnt 


` 


€— 


UE iid 
К 


Como О: Centro del cuadrado ABCD. 
= ОА = /2(ОМ) 

* Setraza GE//AO y СЕЛОМ 

Por teoría de la base media. 


AO=2(EG) 
OM=2(GF) 
* Por relaciones métricas. 
1 1 1 
EGP: = —— 
ES 8? h? + (m42) 
1 1 1 
A FGP К 6° = p js 2 
* Luego: 
1 1 1 
==> "etum б 
64 Һ? 2m* m 
1 1 1 
36 = RES mm eseesosoe Gn 


» Operando las expresiones (1) y (1I) ` 
h 21242 => OP - 2442. 


EDICIONES RUBIÑOS 
y de una arista lateral 6 u y 8u respectivamente. 


АРТА : "p" 


EXAMENES DE ADMISION 2012 


PROBLEMA 43 : 


Halle el volumen de una pirámide V — ABC (en 
ст"), cuyas caras laterales forman con la base 
un diedro de 30?, sabiendo que AB=13 cm, 
ВС=15 cm y AC=14 cm. 


А) 56/3- В) 1124/3 /3 С) 1204/8 
D) 12743 Е) 1324/3 
RESOLUCIÓN : 


Piden el volumen de la pirámide V- ABC. 
Datos: AB=13; BC-15 y AC=14 


Como los diedros entre una cara lateral y la base 
son iguales, entonces, el pie de la altura de la 
pirámide es el incentro de la base ABC. 


Para hallar el área de la base ABC, aplicamos la 
fórmula de Herón, entorices : 


P 421(8)(7)(6) > A, лрс=84 

Como, IT es longitud del inradio, utilizamos la 
fórmula del inradio, entonces, 

A, anc 7 (21) (IT); 84=21(1T) > I1'24 

En el VIT notable 30? y 60°, IT=4, 

entonces, 4 


АРТА : “B” 
PROBLEMA 44 : 


Por el vértice B de un triángulo rectángulo ABC 
(recto en B). Se traza BD perpendicular al plano 
ABC, el punto D se une con las vértices A y C. Si 


UNI 
АВ=9 и, ВС=12 u y BD = 3643 u, entonces la 
medida del diedro AC (en grados'sexagesimales) es: 


A) 37 B) 45 C) 53 E) 60 
RESOLUCIÓN : 


Según datos del enticiano, tenemos: 


D) 54 


9 Е PD 
Piden el valorde p. 2 
ДАВС (producto de catetos) : 9(12)=15h > h vm 


Entonces: 
36/3 
5 


36 
5 
Finalmente, la medida del diedro AC es 60°. 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 45 : 


En un cono circular recto la generatriz mide 12cm 
y una cuerda de la circunferencia de la base mide 
16cm. Si la distancia del centro de dicha 
circunferencia a la cuerda es 4 cm, entonces el * 
volumen del cono (en cm?) es: 


640x 641х 6427 
A) E B) d C) E 
D) 643x E) "ал 


RESOLUCIÓN : 
Se pide el volumen del cono Y. 
Y 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 EDICIONES RUBIÑOS 
Además, r=1 y R=3 


( 2 
* Se sabe que Y = E y (1) ў 
: 3 Se observa que: 


* Altrazar OM L AB > МВ = MA - 8 E. 0,0,H: Not. de 30° y 60° 

OMB = OB = 4/5 m« HO,O, = 30° 
* Enel VOB = Л? + (4/5)? = 12? Como О,Н || VM, entonces 

>h=8 mx TVA = 30° 
Reernplazando en (1) : 

yo2445) x8 _ y, 0407 En М VTA: TA-343 

3 3 BPTA : "A" n(3/3) x9 

PROBLEMA 46 : Mee ае 
Considere dos esferas tangentes exteriormente, У ono = 811 RPTA : “В” 


cuyos radios miden 1 ст y 3 ст respectivamente. 

Calcule el volumen (en cm?) del cono circular PROBLEMA 47 : 

recto circunscrito a las dos esferas. En la figura, C, es un cilindro circular recto de radio 

А) 80я  B)81x C)82z D)S3x Е) 84л R y altura h. Si en C, se inscribe un prisma regular 

RESOLUCIÓN : cuadrangular y luego en este prisma se inscribe 
un cilindro circular recto C, y así se repite el 

proceso obteniendo los cilindros C, C, C, ... 


Si el cilindro C, es tal que su área total es 3 veces 
su área lateral, entonces el área lateral de C, es: 


cono* V 


Nos piden V, 


Б? aR? 
дА) E C 
4 (42)? : (42)? 
AT "ue 
(42)'^ 


RESOLUCIÓN : 
Área de la superficie del cilindro. 


h 


Área total: 
Asr = 27 R? +27 Rh ETA 
tangentes exteriores están inte Mene: d E à e 


el cono de revolución. 


EXAMENES DE ADMISIÓN 2012 


Dato: En el cilindro 21 se tiene: 


Anes = Зс.) 
Sea R,, el radio de la base del cilindro 27. 


Entonces en el dato tenemos: 
2z( R,,)* + 2z( R,,)h = 3(2z( R,,)h) 


R,, =2h>h= Bat ot) 


А.с = 2x Rh an 
Reemplazando (1) en (1) tenemos 


Auc, RRA) (Ш) 
Hallando R,, en función de R tenemos lo siguiente. 


UNI 
* Porinducción se tiene que: 

R R 
Cn > Ru = 79347 27 


HPTA : “C” 
PROBLEMA 48: 


Un triángulo isósceles cuya base mide 2a 
unidades y cuya altura mide 3a unidades, gira 
alrededor de uno de sus lados. Calcule (en 
unidades cúbicas) el mayor volumen del sólido 
que de esta manera se genera. 

A) 4ra? B)5za? С) бла? 


D)7za? Е) 8ла” 
RESOLUCIÓN : 
El volumen que genera la región sombreada al 
girar 360? en torno a la recta 2 se calcula como 
Vs; =Bx2x(PQ) 
De modo que P es centroide de dicha región 

yg 


Piden el mayor volumen del sólido que se genera 
al girar la región ABC en torno a uno de sus lados. 
Como el área es constante, entonces los 
volúmenes dependen de PH y PQ siendo P 
centroide de dicha región. 


GEOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 
Luego del grafico, la m«HBC = a 


cu «a => PQ < PH 
Entonces el mayor volumen se calcula como 


> Zax3a 


ван да х 2л ха > Vi =6xa* 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 49 : 


Enun rectángulo ABCD la diagonal AC tiene una 
longitud de 2a unidades y forma con AB un 
ángulo de 30?. El rectángulo gira alrededor de una 
recta paralela a AC y que pasa por B. El área de 
la superficie total generada por el rectángulo es: 


A)j2ra*(3-43) В) та*(3+/3) 
С) Зла? 43 D) ла? (34243) 


E) 2 ха? (34/3) 
RESOLUCIÓN : 


Cuando nos piden calcular el área de una 
superficie generada por una rotación, es 
recomendable usar el teorema de Pappus, 
siempre que se pueda calcular la distancia del 
centroide al eje de giro. 

D ауз__ с 


En un rectárigulo, el centroide O es el punto de 


intersección de sus diagonales. 
ENABCD * | A 
АС=2а > AO=0B=0C=0D=a 
Como f 
21 АС  m«ABH =30° 
Еп АОВ 
т ОВА = m«OAB =30° 
=> m«OBH =60° 
Sea d la distancia de O а? 


Enel ABOH: 2-58 
шека. tiene longitud 2= 2a(J3 + 1) 


EDICIONES RUBINOS 


Aplicando el teorema de Pappus-Guldin 
A. ¿=2x d x£ 


Asie (5 УЗ 3) (2a(/3+1))= ER 3) 
. ИРТА : “E” 
PROBLEMA 50; Ел 
La base de un asta de bandera es de concreto y está 
formada por dos prismas hexagonales regulares 
concéntricos puestos uno sobre otro. El primero 
tiene 1,20 m y el segundo 0,80 m: de lado; la altura 
de cada uno de ellos es 0,30 m. Si ambos prismas 
tienen un hueco central cilíndrico de radio de 8 cm, 
entonces la cantidad de concreto utilizado para 
construir esta base (en m?) es aproximadamente 
А) 1,55 В) 1,57 C)159 2D)1,61 E) 1,63 
RESOLUCIÓN: 
Recordemos que el volumen tanto del prisma regular y 
cilindro de revolución se caleulan corno el producto del área 
de la base y su respectiva altura. 


Sea Py: volumen total 
Уг = Урд) + Vp — 


Entonces 


ГА pure 6x 0,8 — (0,08)? x0,6 


2 


Consideramos 

48-123 y т=3,14 

V, = 1,12104 +-0,49824 — 0,010576 = 1,6072 

Aproximamos Wy = 1,61. 

>La cantidad de concreto utilizado en т? 

aproximadamente, es 1,61 . 
TOW ИРТА : “D"” 
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